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Вступ

Нехай 𝑃𝑛(𝑧) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑐𝑘𝑧
𝑘 – алгебраїчний полiном точного степеня 𝑛

з комплексними коефiцiєнтами, 𝑐𝑛 ̸= 0, 𝑐0 ̸= 0 i 𝒫𝑛 – множина таких

полiномiв.

Вздовж одиничного кола 𝑧 = 𝑒𝑖𝜙, 𝑃𝑛(𝑒
𝑖𝜙) – тригонометричний полiном

степеневого виду i, за Малером [1], мiру 𝑃𝑛 визначає функцiонал

ℳ (𝑃𝑛) = exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0
ln |𝑃𝑛(𝑒

𝑖𝜙)|𝑑𝜙
)︂
. (1)

Надiйшла 17.09.2025 ©Коваленко Л. Г., 2025



8 Коваленко Л. Г.

Добре вiдомо (див., напр., [2], п. 6.7), що

ℳ (𝑃𝑛) = lim
𝑝→0+

‖𝑃𝑛‖𝑝 (2)

де

‖𝑃𝑛‖𝑝 =
(︂

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0
|𝑃𝑛(𝑒

𝑖𝜙)|𝑝𝑑𝜙
)︂1/𝑝

– норми у просторах 𝐿𝑝(−𝜋, 𝜋) при 𝑝 > 0 (квазiнорми для 0 < 𝑝 < 1).

У зв’язку з (2), мiруℳ (𝑃𝑛) ще називають "𝐿0 - нормою"(квазiнормою)

полiнома 𝑃𝑛 i позначають ‖𝑃𝑛‖0 = ℳ (𝑃𝑛).

За формулою Йенсена для мероморфних в одиничному крузi |𝑧| ≤ 1

функцiй (див., напр. [3], вiдд. III, задача 175), функцiонал (1) на полiномi

𝑃𝑛(𝑧) = 𝑐𝑛
𝑛∏︀

𝑘=1

(𝑧 − 𝛼𝑘) приймає значення

ℳ (𝑃𝑛) = |𝑐𝑛|
𝑛∏︁

𝑘=1

max{1, |𝛼𝑘|}. (3)

Таким чином, мiра ℳ (𝑃𝑛) є певною характеристикою нулiв полiнома 𝑃𝑛,

що знаходяться поза межами одиничного круга |𝑧| > 1.

В роботi [1] Малер вивчав поведiнку нулiв похiдної полiнома 𝑃 ′
𝑛 шляхом

порiвняння мiр ℳ (𝑃 ′
𝑛) та ℳ (𝑃𝑛) i отримав точну оцiнку

ℳ
(︀
𝑃 ′
𝑛

)︀
≤ 𝑛ℳ (𝑃𝑛) , ∀𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛. (4)

Нерiвнiсть (4), згiдно з (3), ще можна переписати в альтернативнiй формi:

𝑛−1∏︁
𝑘=1

max{1, |𝛽𝑘|} ≤
𝑛∏︁

𝑘=1

max{1, |𝛼𝑘|},

де 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 – нулi полiнома 𝑃𝑛, а 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛 – нулi 𝑃 ′
𝑛.

Наразi, якщо нулi полiнома 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛 належать одиничному кругу, то

всi нулi його похiдної 𝑃 ′
𝑛 також знаходяться в цьому крузi – вiдома теорема

Гаусса. А от для полiномiв 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛 та 𝑃 ′
𝑛, що мають нулi поза межами

одиничного круга, згiдно з (4), добуток таких нулiв для 𝑃 ′
𝑛 не бiльше нiж

вiдповiдний добуток для 𝑃𝑛.

В [1] показано, що рiвнiсть в (4) можлива тодi i тiльки тодi, коли всi

нулi 𝑃𝑛 належать одиничному колу |𝑧| = 1.
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Доведення спiввiдношення (4) в [1] проводилось вiд супротивного, на

основi факторизацiї полiнома 𝑃𝑛 i властивостi неперервностi мiри ℳ (𝑃𝑛)

та є доволi непростим. В iнший спосiб оцiнку (4) можна отримати за допо-

могою одного результату статтi [4] де Брейна та Спрiнгера для композицiї

полiномiв, який вiдкриває також можливостi узагальнення нерiвностi (4)

на оператори бiльш широкого класу нiж диференцiювання.

Композицiєю (композицiєю Сєге) полiномiв

Λ𝑛(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝜆𝑘𝑧

𝑘 i 𝑃𝑛(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝑎𝑘𝑧

𝑘 (5)

називають полiном

Λ𝑛(𝑧)⊗ 𝑃𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝜆𝑘𝑎𝑘𝑧

𝑘 (6)

(див. [5], вiдд. V, задача 151).

Зокрема,

𝑃 ′
𝑛(𝑧) = 𝑛(1 + 𝑧)𝑛−1 ⊗ 𝑃𝑛(𝑧). (7)

Як узагальнення задач про нулi похiдної полiнома, в роботi [4] вивча-

лись спiввiдношення мiж нулями композицiї Λ𝑛(𝑧)⊗𝑃𝑛(𝑧) та нулями полi-

номiв Λ𝑛 i 𝑃𝑛, Ключовою для другої частини цiєї роботи стала теорема 7,

яку в наших позначеннях можна записати так:

Теорема А. Для будь-яких полиномiв Λ𝑛 i 𝑃𝑛 виконується нерiвнiсть

ℳ (Λ𝑛(𝑧)⊗ 𝑃𝑛(𝑧)) ≤ ℳ (Λ𝑛)ℳ (𝑃𝑛) . (8)

Легко бачити, що оцiнка (8) на полiномах 𝑃𝑛(𝑧) = 𝑐(1 + 𝑧)𝑛, де 𝑐 ∈ C
є точною.

Тепер нерiвнiсть Малера (4) миттєво випливає з подання (7) похiдної

𝑃 ′
𝑛 та теореми А, оскiльки полiном (1 + 𝑧)𝑛−1 має всi нулi на одиничному

колi i, за формулою (3), ℳ
(︀
(1 + 𝑧)𝑛−1

)︀
= 1.

Загалом, мiра ℳ (Λ𝑛) в (8) є нормою оператора, значення якого на

полiномi 𝑃𝑛 задає композицiя (6). У такому разi кажуть, що полiном Λ𝑛(𝑧)

утворює оператор композицiї Λ𝑛 (оператор i полiном, що його утворює,

позначають однаковим символом).

Незважаючи на те, що теорема А надає спосiб обчислення норм опе-

раторiв композицiї, точна оцiнка величин ℳ (𝑃𝑛), коли нулi полiнома Λ𝑛
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не вiдомi, є проблемою. У цьому напрямку в [6] опублiкованi дослiдже-

ння Арестова у просторах, бiльш загальних до 𝐿𝑝, 𝑝 ≥ 0. Обмежимось

формулюванням основного результату з [6] для випадку 𝐿𝑝, 𝑝 ≥ 0.

Нехай Λ𝑜
𝑛 – клас операторiв Λ𝑛, утворених полiномами Λ𝑛(𝑧), нулi ко-

трих знаходяться в одиничному крузi |𝑧| ≤ 1. А через Λ∞
𝑛 – клас опера-

торiв, для яких полiноми Λ𝑛(𝑧) мають усi нулi поза межами одиничного

круга |𝑧| ≥ 1. Оператори з Λ𝑜
𝑛, Λ

∞
𝑛 та Λ𝑜

𝑛 ∩ Λ∞
𝑛 характеризуються тим, що

образи полiномiв 𝑃𝑛, усi нулi яких знаходяться в одиничному крузi |𝑧| ≤ 1,

в областi |𝑧| ≥ 1 i на одиничному колi |𝑧| = 1 мають таке ж розташування

нулiв ([5], вiдд. V, задачi 151, 152, 116, 117).

Теорема B. Для будь-якого оператора Λ𝑛 ∈ Λ𝑜
𝑛 ∪ Λ∞

𝑛 на множинi 𝒫𝑛

справедлива нерiвнiсть

‖Λ𝑛𝑃𝑛‖𝑝 ≤ 𝛼(Λ𝑛)‖𝑃𝑛‖𝑝, 𝑝 ≥ 0, (9)

де 𝛼(Λ𝑛) = max{|𝜆0|, |𝜆𝑛|}.
Для операторiв Λ𝑛 з класiв Λ𝑜

𝑛 i Λ𝑜
𝑛 ∩ Λ∞

𝑛 нерiвнiсть (9) є точною

i на полiномах 𝑎𝑧𝑛 та 𝑎𝑧𝑛 + 𝑏 (𝑎, 𝑏 ∈ C), вiдповiдно, перетворюється в

рiвнiсть.

Проте для багатьoх класичних операторiв на множинi 𝒫𝑛 вiдповiдний

оператор композицiї не належить класу Λ𝑜
𝑛 ∪ Λ∞

𝑛 . Такими є, примiром,

оператори дробового степенево-логарифмiчного диференцiювання

𝐽𝛼,𝛽𝑃𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑘
𝛼 log𝛽(𝑘 + 1)𝑧𝑘−1, 𝛼, 𝛽 ≥ 0

(див., наприклад, [7], стор. 330).

Для операторiв 𝐽𝛼,𝛽 аналоги нерiвностi (4) виду

ℳ
(︁
𝐽𝛼,𝛽𝑃𝑛

)︁
≤ 𝐴(𝑛, 𝛼, 𝛽)ℳ(𝑃𝑛), де 𝐴(𝑛, 𝛼, 𝛽) ∈ R (10)

дослiджувались в роботах [8] (0 ≤ 𝛼 < 1, 𝛽 = 1) та [10] (𝛼 = 0, 𝛽 = 1).

В данiй статтi вивчається нерiвнiсть (10) для дробово-логарифмiчної

похiдної (𝛼 = 0) порядку 𝛽 ∈ (0, 1),

𝐽𝛽𝑃𝑛(𝑧) ≡ 𝐽0,𝛽𝑃𝑛(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 log
𝛽(𝑘 + 1)𝑧𝑘−1, 𝛽 ∈ (0, 1). (11)
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У разi граничних значень 𝛽 = 0 та 𝛽 = 1, тобто для похiдної нульового по-

рядку 𝐽0𝑃𝑛(𝑧) =
1
𝑧 (𝑃𝑛(𝑧)− 𝑐0) та дробово-логарифмiчної похiдної першого

порядку 𝐽1𝑃𝑛(𝑧) вiдомi такi теореми:

Теорема С([8], част. вип. теореми 1). Для будь-якого полiнома 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛

степеня 𝑛 ≥ 1 справедлива нерiвнiсть

ℳ (𝑃𝑛(𝑧)− 𝑐0) ≤ 𝐴(𝑛)ℳ(𝑃𝑛),

де

𝐴(𝑛) =
∏︁

𝑛/6<𝑘<5𝑛/6

2 sin
𝜋𝑘

𝑛
.

Оцiнка теореми С на полiномах 𝑃𝑛(𝑧) = (1+𝑧)𝑛 є точною, оскiльки як раз

ℳ ((1 + 𝑧)𝑛 − 1) = 𝐴(𝑛). При малих 𝑛 не складно порахувати, що 𝐴(𝑛) = 𝑛

для 𝑛 = 2, 3, 4, 5, 6. Асимптотику 𝐴(𝑛) ≈ (1, 4)𝑛 див., наприклад, в [9].

Теорема D ([10], теорема 1). Для будь-якого полiнома 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛 степе-

ня 𝑛 ≥ 1 виконується нерiвнiсть

ℳ
(︀
𝐽1𝑃𝑛

)︀
≤ 𝐴(𝑛)ℳ(𝑃𝑛), де 𝐴(𝑛) ≤ 2, 9(1, 4)𝑛 ln2/3 𝑛.

Основнi результати

Теорема. Для будь-якого полiнома 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛, 𝑛 ≥ 1 та його дробово-

логарифмiчної похiдної 𝐽𝛽𝑃𝑛 порядка 0 < 𝛽 < 1 виконується нерiвнiсть

ℳ
(︁
𝐽𝛽𝑃𝑛

)︁
≤ 𝐴(𝑛)ℳ(𝑃𝑛), де 𝐴(𝑛) ≤ 3, 1(1, 4)𝑛 ln2𝛽/3(𝑛+ 1).

Доведення теореми базується на зображеннi логарифмiчних множникiв

перетворення (11) у виглядi iнтегралiв.

Лема. Для будь-якого 0 < 𝛽 < 1 i 𝑘 ∈ 𝑁 справедлива рiвнiсть

ln𝛽(𝑘 + 1) =
𝛽

Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

𝑢1+𝛽Γ(𝑢)

∫︁ 1

0

1− 𝑡𝑘

ln1−𝑢(1/𝑡)
𝑑𝑡.

Доведення. Скористаємось iнтегральними формами степеневої

функцiї: якщо 𝑝 > 0, то

𝑝𝛽 =
𝛽

Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

1− 𝑒−𝑝𝑢

𝑢1+𝛽
𝑑𝑢, коли 0 < 𝛽 < 1 (12)
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(див. [8], лема 1) та

𝑝−𝛽 =
1

Γ(𝛽)

∫︁ +∞

0
𝑢𝛽−1𝑒−𝑝𝑢 𝑑𝑢 для 𝛽 > 0 (13)

(випливає з означення гамма-функцiї Ейлера).

Послiдовним застосування iнтегралiв (12), (13) маємо:

ln𝛽(𝑘 + 1) =
𝛽

Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

1− 1
(𝑘+1)𝑢

𝑢1+𝛽
𝑑𝑢 =

=
𝛽

Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

𝑢1+𝛽Γ(𝑢)

∫︁ +∞

0
𝑡𝑢−1

(︁
1− 𝑒−𝑘𝑡

)︁
𝑒−𝑡 𝑑𝑡 =

=
𝛽

Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

𝑢1+𝛽Γ(𝑢)

∫︁ 1

0

1− 𝑡𝑘

ln1−𝑢(1/𝑡)
𝑑𝑡,

що i треба було довести.

Доведення теореми. Нехай 0 < 𝛽 < 1. Запишемо полиноми 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛

та 𝐽𝛽𝑃𝑛 у виглядi, як того потребує композицiя:

𝑃𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝑎𝑘𝑧

𝑘 i 𝐽𝛽𝑃𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘
𝑛𝑎𝑘 log

𝛽(𝑘 + 1)𝑧𝑘−1.

Легко бачити, що 𝐽𝛽𝑃𝑛(𝑧) =
1
𝑧𝐽

𝛽(1+ 𝑧)𝑛 ⊗𝑃𝑛(𝑧) i, згiдно з нерiвнiстю (8),

доведення теореми зводиться до оцiнки мiр полiномiв ℳ
(︀
𝐽𝛽(1 + 𝑧)𝑛

)︀
.

За лемою, запишемо полiном 𝐽𝛽(1 + 𝑧)𝑛 в iнтегральнiй формi:

𝐽𝛽(1 + 𝑧)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 log
𝛽(𝑘 + 1)𝑧𝑘−1 =

=
𝛽

𝑧 ln𝛽 2Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

𝑢1+𝛽Γ(𝑢)

∫︁ 1

0

(1 + 𝑧)𝑛 − (1 + 𝑡𝑧)𝑛

ln1−𝑢(1/𝑡)
𝑑𝑡

i на одиничному колi 𝑧 = 𝑒𝑖𝜙, 𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋) маємо:
⃒⃒
𝐽𝛽(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒
≤

≤ 𝛽

ln𝛽 2Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

𝑢1+𝛽Γ(𝑢)

∫︁ 1

0

⃒⃒
(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒
ln1−𝑢(1/𝑡)

𝑑𝑡. (14)

Далi, для будь-якого 𝑡 ∈ (0, 1) i 𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋) правдива нерiвнiсть

⃒⃒
(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒
< (1− 𝑡)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙|𝑛−𝑘−1|1 + 𝑒𝑖𝜙|𝑘. (15)
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Оскiльки

|1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙|2 = |1 + 𝑒𝑖𝜙|2𝑡+ (1− 𝑡)2 < 1− (1− |1 + 𝑒𝑖𝜙|2)𝑡, (16)

то для тих значень 𝜙, за яких |1 + 𝑒𝑖𝜙| < 1, також i |1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙| < 1.

Таким чином, для будь-якого 𝑡 ∈ (0, 1) i 𝜙 : |1 + 𝑒𝑖𝜙| < 1 з (15) маємо:

⃒⃒
(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒
< (1− 𝑡)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|1 + 𝑒𝑖𝜙|𝑘 < 1− 𝑡

1− |1 + 𝑒𝑖𝜙|
. (17)

Звiдси продовжимо оцiнку (14) на множинi значень 𝜙 : |1 + 𝑒𝑖𝜙| < 1:⃒⃒⃒
𝐽𝛽(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒⃒
<

ln1−𝛽 2

1− |1 + 𝑒𝑖𝜙|
, ∀𝜙 : |1 + 𝑒𝑖𝜙| < 1 (18)

(скористались також лемoю "справа налiво"при 𝑘 = 1).

Якщо ж |1+𝑒𝑖𝜙| > 1, проведемо необхiдну оцiнку в iнший спосiб. Легко

бачити, що

(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛 = 𝑛𝑒−𝑖𝜙

∫︁ 1

𝑡

(︀
1 + 𝑥𝑒𝑖𝜙

)︀𝑛−1
𝑑𝑥,

Тодi (у пригодi стане також нерiвнiсть (16)) маємо:

⃒⃒
(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒
≤ 𝑛

∫︁ 1

𝑡

⃒⃒
1 + 𝑥𝑒𝑖𝜙

⃒⃒𝑛−1
𝑑𝑥 <

< 𝑛

∫︁ 1

𝑡

(︀
1 + (|1 + 𝑒𝑖𝜙|2 − 1)𝑥

)︀𝑛−1
2 𝑑𝑥 =

2𝑛

𝑛+ 1

(︀
1 + (|1 + 𝑒𝑖𝜙|2 − 1)𝑥

)︀𝑛+1
2

|1 + 𝑒𝑖𝜙|2 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1

𝑡

<

< 2
|1 + 𝑒𝑖𝜙|𝑛+1 −

(︀
|1 + 𝑒𝑖𝜙|2𝑡+ 1− 𝑡

)︀𝑛+1
2

|1 + 𝑒𝑖𝜙|2 − 1
<

< 2
|1 + 𝑒𝑖𝜙|𝑛(1− 𝑡

𝑛+1
2 )

|1 + 𝑒𝑖𝜙| − 1
, ∀𝑡 ∈ (0, 1), 𝜙 : |1 + 𝑒𝑖𝜙| > 1 (19)

i ⃒⃒⃒
𝐽𝛽(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒⃒
<

2

ln𝛽 2

|1 + 𝑒𝑖𝜙|𝑛 ln𝛽
(︀
𝑛+1
2 + 1

)︀
|1 + 𝑒𝑖𝜙| − 1

, ∀𝜙 : |1 + 𝑒𝑖𝜙| > 1. (20)

Залишається розв’язати елементарну нерiвнiсть

|1 + 𝑒𝑖𝜙|2 =
⃒⃒⃒
𝑒−𝑖𝜙/2 + 𝑒𝑖𝜙/2

⃒⃒⃒2
= 4 cos2 𝜙/2 > 1 ⇔ 𝜙 ∈ (−2𝜋/3, 2𝜋/3)
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i перейти до оцiнки мiри ℳ
(︀
𝐽𝛽(1 + 𝑧)𝑛

)︀
.

Опорними для подальшого стануть нерiвностi (18) та (20). За означен-

ням мiри,

ℳ
(︁
𝐽𝛽(1 + 𝑧)𝑛

)︁
= exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
ln |𝐽𝛽(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛| 𝑑𝜙

)︂
<

<

(︀
2 ln𝛽(𝑛+ 1)

)︀ 2
3

ln(𝛽−1)/3 2
exp

(︃
𝑛

𝜋

∫︁ 2𝜋
3

0
ln
(︁
2 cos

𝜙

2

)︁
𝑑𝜙− 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0
ln
⃒⃒⃒
1− 2 cos

𝜙

2

⃒⃒⃒
𝑑𝜙

)︃
<

< 3, 1(1, 4)𝑛 ln2𝛽/3(𝑛+ 1).

Теорема доведена.

Зауваження.Питання про точнiсть отриманої оцiнки мiри дробово-

логарифмiчної похiдної полiнома (1+𝑧)𝑛, яка i визначає коефiцiєнт 𝐴(𝑛, 𝛽)

теореми, доки залишається без вiдповiдi. Зазначимо, що нерiвностi (17)

та (19) дозволяють оцiнити мiру полiномiв (1 + 𝑧)𝑛 − (1 + 𝑡𝑧)𝑛 для будь-

якого 𝑡 ∈ (0, 1). А саме,

ℳ ((1 + 𝑧)𝑛 − (1 + 𝑡𝑧)𝑛) = exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
ln |(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛| 𝑑𝜙

)︂
<

< 3, 6(1− 𝑡𝑛)
2
3 (1− 𝑡)1/3(1, 4)𝑛 < 3, 6(1− 𝑡𝑛)(1, 4)𝑛. (21)

Оцiнка (21) стане у пригодi в подальших дослiдженнях. Мiри полiномiв

(1 + 𝑧)𝑛 − (1 + 𝑡𝑧)𝑛 визначають, наприклад, коефiцiєнт в обернених не-

рiвностях, коли мiру приросту полiнома вздовж радiуса одиничного кола

оцiнюють мiрою його похiдної (див. [11]).

Висновки

Оцiнка мiр полiномiв у випадку, коли нулi полiномiв невiдомi, складає

певнi труднощi. У статтi за допомогою iнтегрального зображення дробово-

логарифмiчної похiдної алгебраїчного полiнома отримано аналог нерiвно-

стi Малера у просторi 𝐿0. Дослiдження продовжують тематику роботи

[10].
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Kovalenko L. G.

Analogues of Mahler’s inequality for fractional logarithmic

derivatives of algebraic polynomials in the space 𝐿0

Summary

Fractional derivatives are widely studied and used in modeling many processes.

This leads to the appearance of various generalizations of the concept of a frac-

tional derivative for different classes of functions. Studies of solutions of inte-

gral equations with power-log kernels, as well as problems related to Fourier

series of measurable functions, led to the concept of fractional power-log deriva-

tives. In addition to power factors, logarithmic ones also appear in the defini-

tions. The article studies fractional purely logarithmic (without power factors)

derivatives of algebraic polynomials in the space 𝐿0. Analogues of Mahler’s

inequality for fractional logarithmic derivatives of algebraic polynomials in the

space 𝐿0 are established. Integral representations of the coefficients of the

fractional logarithmic derivative are obtained, and the fractional logarithmic

derivative of the algebraic polynomial is represented as an integral.

Keywords: Mahler’s measure of a polynomial, Mahler’s inequality, a fractional

logarithmic derivative, an algebraic polynomial, the composition Sege.
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КОМПЛЕКСНИХ ПРОСТОРIВ

Розглядаються деякi питання теорiї 𝐹 -планарних вiдображень многовидiв, якi надiле-

нi афiнорною структурою певного типу. В теорiї майже комплексних многовидiв такi

простори називають квазi-келеровими. Вони мiстять в собi вiдомi класи майже ком-

плексних многовидiв, таких як келеровi, 𝐾-, 𝐻-простори. Розглянуто деякi властивостi

квазi-келерових просторiв. Далi дослiджуються їх 𝐹 -планарнi вiдображення. Доведе-

но, що не iснує нетривiальних геодезичних i канонiчних 𝐹 -планарних вiдображень мiж

двома квазi-келеровими просторами. Побудовано низку геометричних об’єктiв, iнварi-

антних вiдносно 𝐹 -планарних вiдображень основного типу.

Знайдено структуру тензора Рiмана, яка є необхiдною для того, щоб квазi-келеровий

простiр допускав 𝐹 -планарне вiдображення на плоский рiмановий простiр, тобто був 𝐹 -

плоским.
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1. Вступ

Ми розглядаємо 𝐹 -планарнi вiдображення многовидiв, що надiленi де-

якою афiнорною спецiальною структурою ([2; 5; 6]). Цей тип дифеомор-

фiзмiв ввели в розгляд М.С.Синюков i Й.Мiкеш ([3; 6]) як одне з уза-

гальнень геодезичних вiдображень рiманових просторiв та голоморфно-

проективних вiдображень келерових просторiв.

Розглянемо простiр афiнної зв’язностi без скруту 𝐴𝑛, вiднесений до

системи координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, в якому визначена афiнорна структура

Надiйшла 10.10.2025 ©Курбатова I. М., 2025
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𝐹 ℎ
𝑖 (𝑥) ̸= 𝑎𝛿ℎ𝑖 , де 𝛿

ℎ
𝑖 - символи Кронекра, a- деякий iнварiант.

Крива 𝐿, визначена рiвняннями

𝑥ℎ = 𝑥ℎ(𝑡),

𝜆ℎ(𝑡) =
𝑑𝑥ℎ

𝑑𝑡
,

де 𝑡- параметр, називається 𝐹 -планарною, якщо вздовж неї виконуються

диференцiальнi рiвняння

𝜆ℎ,𝛼𝜆
𝛼 = 𝜌1𝜆

ℎ + 𝜌2𝐹
ℎ
𝛼𝜆

𝛼.

Тут 𝜌1, 𝜌2- деякi (довiльнi) функцiї параметра 𝑡, комою позначається ко-

варiантна похiдна за зв’язнiстю 𝐴𝑛.

𝐹 -планарнi кривi мiстять в собi такi характернi класи кривих, як гео-

дезичнi лiнiї рiманових просторiв ([1]) i голоморфно-проективнi кривi ке-

лерових просторiв ([4]).

Нехай (𝐴𝑛,Γ
ℎ
𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ), (𝐴𝑛,Γ

ℎ
𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ) - два простори афiнної зв’язностi з

афiнорними структурами 𝐹 ℎ
𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 i об’єктами афiнної зв’язностi Γℎ

𝑖𝑗 , Γ
ℎ
𝑖𝑗 ,

вiдповiдно.

Вiдображення

(𝐴𝑛,Γ
ℎ
𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ) −→ (𝐴𝑛,Γ

ℎ
𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 )

називається 𝐹 -планарним, якщо в результатi його будь-яка 𝐹– планарна

крива 𝐴𝑛 переходить в 𝐹 - планарну криву 𝐴𝑛.

Говорять, що 𝐹 - планарне вiдображення 𝑓 : 𝐴𝑛 −→ 𝐴𝑛 зберiгає стру-

ктуру, якщо у загальнiй вiдносно вiдображення системi координат (х)

𝐹 ℎ
𝑖 (𝑥) = 𝐹

ℎ
𝑖 (𝑥)

.

В ([3]) доведено, що за умови 𝑛 > 3 в загальнiй за вiдображенням си-

стемi координат (𝑥𝑖) основнi рiвняння 𝐹 -планарного вiдображення мають

вигляд

Γ
ℎ
𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ

𝑖𝑗(𝑥) + 𝜓(𝑖𝛿
ℎ
𝑗) + 𝜑(𝑖𝐹

ℎ
𝑗), (1)

𝐹 ℎ
𝑖 (𝑥) = 𝐹

ℎ
𝑖 (𝑥), (2)

де 𝜓𝑖, 𝜑𝑖 - деякi ковектори; дужками позначена операцiя симетрування по

вiдповiдних iндексах.
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Далi ми розглядаємо 𝐹 -планарнi вiдображення рiманових просторiв з

майже комплексною структурою спецiального типу.

Дослiдження проводяться в тензорнiй формi, локально, в класi доста-

тньо гладких функцiй.

Основнi результати

2. 𝐹 -планарнi вiдображення квазi-келерових просторiв

1∘. Домовимось операцiю згортання з афiнором позначати таким чи-

ном:

𝐴...
𝑖...

= 𝐴...
𝛼...𝐹

𝛼
𝑖 , 𝐴𝑖...

... 𝐴
𝛼...
... 𝐹

𝑖
𝛼

i називати сполученням по вiдповiдному iндексу. До речi вважаємо, що

𝐴ℎ
𝑖,𝑗

= 𝐴ℎ
𝛼,𝑗𝐹

𝛼
𝑖 ,

тобто сполучення проводиться пiсля коварiантного диференцiювання.

2∘. Розглянемо рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) з метричним тензором

𝑔𝑖𝑗 i афiнорною структурою 𝐹 ℎ
𝑖 .

За умови

𝐹 ℎ
𝛼𝐹

𝛼
𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 (3)

структура називається майже комплексною, а при

𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
𝑗 = −𝑔𝑗𝛼𝐹𝛼

𝑖 (4)

майже ермiтовою. Якщо майже ермiтова структура задовольняє умови

𝐹 ℎ
𝑖,𝑗 = −𝐹 ℎ

𝛼,𝛽𝐹
𝛼
𝑖 𝐹

𝛽
𝑗 , (5)

вона називається квазi-келеровою, а рiмановий простiр 𝑉𝑛 з такою стру-

ктурою - квазi-келеровим.

Легко довести, що квазi-келеровий простiр з iнтегровною структурою

є келеровим. Дiйсно, як вiдомо одним з критерiїв iнтегровностi афiнорної

структури 𝐹 ℎ
𝑖 є рiвнiсть нулю її тензора Нейєнхейса ([1]):

𝑁ℎ
𝑖𝑗 = 𝐹 ℎ

𝑖,𝑗
− 𝐹 ℎ

𝑗,𝑖
− 𝐹 ℎ

𝑗,𝑖
+ 𝐹 ℎ

𝑖,𝑗
= 0.
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Пiсля сполучення з афiнором по iндексу 𝑗 i опускання iндекса ℎ в 𝑉𝑛 з

урахуванням (3)-(5) звiдси отримуємо:

𝐹ℎ𝑖,𝑗 − 𝐹ℎ𝑗,𝑖 = 0,

де

𝐹ℎ𝑖 = 𝑔ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 .

Порiвнюючи цю рiвнiсть з результатом її циклюювання по iндесах ℎ, 𝑖, 𝑗,

знаходимо

𝐹ℎ𝑖,𝑗 = 0,

а отже i

𝐹 ℎ
𝑖,𝑗 = 0,

тобто наша афiнорна структура - келерова.

Очевидно, що для келерової структури 𝑁ℎ
𝑖𝑗 = 0.

Має мiсце

Теорема 1. Квазi-келерова структура є iнтегровною тодi i тiльки тодi,

коли вона келерова.

Зауважимо також, що з (5) витiкає 𝐹𝛼
𝑖.𝛼 = 0. Структура, що задаволь-

няє цю умову разом з (3),(4), називається майже аптовою.

3∘. Розглянемо квазi-келеровi простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) i (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ). В

загальнiй за вiдображенням системi координат (𝑥𝑖) 𝐹 -планарне вiдобра-

ження

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )−→(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ),

характеризується основними рiвняннями:

Γ
ℎ
𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ

𝑖𝑗(𝑥) + 𝜓(𝑖𝛿
ℎ
𝑗) + 𝜑(𝑖𝐹

ℎ
𝑗),

𝐹 ℎ
𝑖 (𝑥) = 𝐹

ℎ
𝑖 (𝑥),

𝐹 ℎ
𝛼𝐹

𝛼
𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 ,

𝐹𝑖𝑗 = −𝐹𝑗𝑖, 𝐹 𝑖𝑗 = −𝐹 𝑗𝑖, (6)

𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹

𝛼
𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 ,

𝐹 ℎ
𝑖,𝑗 = −𝐹 ℎ

𝛼,𝛽𝐹
𝛼
𝑖 𝐹

𝛽
𝑗 , 𝐹 ℎ

𝑖|𝑗 = −𝐹 ℎ
𝛼|𝛽𝐹

𝛼
𝑖 𝐹

𝛽
𝑗 , (7)
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де Γℎ
𝑖𝑗 ,Γ

ℎ
𝑖𝑗 символи Кристофеля 𝑉𝑛, 𝑉 𝑛, вiдповiдно; 𝜓𝑖(𝑥), 𝜑𝑖(𝑥) - деякi ко-

вектори; дужками (𝑖, 𝑗) позначено операцiю симетрування ; кома «,» i вер-

тикальна риска «|» - знаки коварiантної похiдної вiдносно зв’язностi 𝑉𝑛 i

𝑉 𝑛, вiдповiдно.

𝐹 -планарне вiдображення вважається тривiальним, якщо 𝜓𝑖 = 𝜑𝑖 = 0.

Тому нетривiальнi 𝐹 -планарнi вiдображення (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) на (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ) з

основними рiвняннями (1) можуть бути такими:

𝐼 𝜓𝑖 = 0, 𝜑𝑖 ̸= 0;

𝐼𝐼 𝜓𝑖 ̸= 0, 𝜑𝑖 = 0;

𝐼𝐼𝐼 𝜓𝑖 ̸= 0, 𝜑𝑖 ̸= 0.

У випадку 𝐼 𝐹 -планарне вiдображення називають канонiчним; у ви-

падку 𝐼𝐼 воно є геодезичним вiдображенням ([1; 6]); вiдображення 𝐼𝐼𝐼

називають 𝐹 -планарними основного типу.

Запишемо зв’зок мiж коварiантними похiдними афiнора в просторах

𝑉𝑛 i 𝑉 𝑛, використовуючи (1):

𝐹 ℎ
𝑖|𝑗 = 𝐹 ℎ

𝑖,𝑗 + 𝛿ℎ𝑗 (𝜓𝑖 + 𝜑𝑖)− 𝐹 ℎ
𝑗 (𝜓𝑖 − 𝜑𝑖).

Враховуючи те, що будь-який квазi-келеровий простiр є майже аптовим,

пiсля згортання останньої рiвностi по iндексах ℎ, 𝑗 маємо:

𝜓𝑖 = −𝜑𝑖, 𝜑𝑖 = 𝜓𝑖 (8)

Звiдси очевидно, що у випадку 𝐹 -планарних вiдображень квазi-келерових

просторiв i 𝐼, i 𝐼𝐼 приводять нас до тривiального вiдображення. Отже має

мiсце

Теорема 2. Квазi-келеровi простори не допускають нетривiальних гео-

дезичних i канонiчних 𝐹 -планарних вiдображень.

Зауважимо, що (8) слiд додати до основних рiвнянь 𝐹 -планарних вiд-

ображень квазi-келерових просторiв.

Бiльш того, за умови (8) з рiвнянь (1) маємо:

𝜓𝑖 =
1

𝑛+ 2

(︂
Γ
𝛼
𝑖𝛼 − Γ𝛼

𝑖𝛼

)︂
. (9)
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Це свiдчить про те, що вектор 𝜓𝑖 є градiєнтним, тобто iснує iнварiант 𝜓(𝑥)

такий, що

𝜓𝑖 =
𝜕𝜓(𝑥)

𝜕𝑥𝑖.

3. Геометричнi об’єкти, iнварiантнi вiдносно 𝐹 -планарних

вiдображень квазi-келерових просторiв

1∘. Нехай квазi-келеровi простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) i (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ) знаходя-

ться в 𝐹 -планарному вiдображеннi. Тодi мають мiсце спiввiдношення (1),

в яких вектор 𝜓𝑖 має вигляд (9). Пiдставимо вираз 𝜓𝑖 в спiввiдношення

(1), пiсля чого представимо їх таким чином:

1

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 =

1

𝑇
ℎ
𝑖𝑗 ,

1

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑖𝑗 −
1

𝑛+ 2

(︂
Γ𝛼
𝛼(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) − Γ𝛼

𝛼𝛽𝐹
𝛽
(𝑖𝐹

ℎ
𝑗)

)︂
. (10)

Компоненти
1

𝑇
ℎ
𝑖𝑗 мають в 𝑉 𝑛 аналогiчний вигляд.

1

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 - нетензорний геометричний об’єкт, iнварiантний вiдносно 𝐹 -планарних

вiдображень квазi-келерових просторiв (типу параметрiв Томаса в тео-

рiї геодезичних вiдображень рiманових просторiв). Його збереження при

деякому дифеоморфiзмi квазi-келерових просторiв є необхiдною i доста-

тньою умовою того, щоб вiн був 𝐹 -планарним вiдображенням.

З огляду на (8) з (1) також очевидно, що

2

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 =

2

𝑇
ℎ
𝑖𝑗 ,

2

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑖𝑗 + Γℎ
𝑖𝑗
. (11)

Компоненти
2

𝑇
ℎ
𝑖𝑗 мають в 𝑉 𝑛 аналогiчний вигляд.

2

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 - нетензорний геометричний об’єкт, iнварiантний вiдносно 𝐹 -планарних

вiдображень квазi-келерових просторiв . Його збереження при деякому ди-

феоморфiзмi квазi-келерових просторiв є лише необхiдною умовою того,

щоб вiн був 𝐹 -планарним вiдображенням.
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2∘. Далi знайдемо залежнiсть мiж компонентами тензорiв Рiмана

просторiв 𝑉𝑛 i 𝑉 𝑛, використовуючи вiдому формулу:

𝑅
ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 + 𝑃 ℎ
𝑖𝑘,𝑗 − 𝑃 ℎ

𝑖𝑗,𝑘 + 𝑃𝛼
𝑖𝑘𝑃

ℎ
𝛼𝑗 − 𝑃𝛼

𝑖𝑗𝑃
ℎ
𝛼𝑘,

де 𝑃 ℎ
𝑖𝑗 - тензор деформацiї зв’язностi. В нашому випадку

𝑃 ℎ
𝑖𝑗 = 𝜓(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 𝜑(𝑖𝐹

ℎ
𝑗).

Отже з огляду на (3), (8) i градiєнтнiсть вектора 𝜓𝑖 залежнiсть мiж ком-

понентами тензорiв Рiмана просторiв 𝑉𝑛, 𝑉 𝑛 представляємо у виглядi:

𝑅
ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 + 𝜓𝑖𝑗𝛿
ℎ
𝑘 − 𝜓𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 −

−
(︀
𝜓𝑖𝑗 + 𝜓𝛼𝐹

𝛼
𝑖,𝑗

)︀
𝐹 ℎ
𝑘 +

(︀
𝜓𝑖𝑘 + 𝜓𝛼𝐹

𝛼
𝑖,𝑘

)︀
𝐹 ℎ
𝑗 +

+
(︀
𝜓𝑗𝑘 − 𝜓𝑘𝑗 + 𝜓𝛼𝐹

𝛼
𝑗,𝑘 − 𝜓𝛼𝐹

𝛼
𝑘,𝑗

)︀
𝐹 ℎ
𝑖 +

+𝜓𝑖

(︀
𝐹 ℎ
𝑗,𝑘 − 𝐹 ℎ

𝑘,𝑗

)︀
+ 𝜓𝑗𝐹

ℎ
𝑖,𝑘 − 𝜓𝑘𝐹

ℎ
𝑖,𝑗 ,

(12)

де

𝜓𝑖𝑗 = 𝜓𝑖,𝑗 − 𝜓𝑖𝜓𝑗 + 𝜓𝑖𝜓𝑗 .

З огляду на симетричнiсть тензора 𝜓𝑖𝑗 залежнiсть мiж компонентами

тензорiв Рiччi просторiв 𝑉𝑛 i 𝑉 𝑛 приймає вигляд:

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 + 𝑛𝜓𝑖𝑗 + 2𝜓𝑖𝑗 + 𝜓𝛼

(︀
𝐹𝛼
𝑖,𝑗

+ 𝐹𝛼
𝑗,𝑖

)︀
.

Звiдси з урахуванням (3) i (5) витiкає:

𝑅𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑗 + (𝑛+ 2)
(︀
𝜓𝑖𝑗 + 𝜓𝑖𝑗

)︀
.

Два останнi спiввiдношення i (9) дають змогу виключити 𝜓𝑖𝑗 i 𝜓𝑖 з (12)

та представити їх наступним чином:

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

3

𝑇
ℎ
𝑖𝑗𝑘,
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де

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 +
1

𝑛2 − 4

[︂
𝛿ℎ𝑗

(︂
𝑛𝑅𝑖𝑘 − 2𝑅𝑖𝑘 − Γ𝛼

𝛼𝛽

(︂
𝐹 𝛽

𝑖,𝑘
+ 𝐹 𝛽

𝑘,𝑖

)︂)︂
−

−𝛿ℎ𝑘
(︂
𝑛𝑅𝑖𝑗 − 2𝑅𝑖𝑗 − Γ𝛼

𝛼𝛽

(︂
𝐹 𝛽

𝑖,𝑗
+ 𝐹 𝛽

𝑗,𝑖

)︂)︂
−

−𝐹 ℎ
𝑗

(︂
𝑛𝑅𝑖𝑘 + 2𝑅𝑖𝑘 + Γ𝛼

𝛼𝛽

(︂
𝐹𝛼
𝑘,𝑖 + (𝑛− 1)𝐹𝛼

𝑖,𝑘

)︂)︂
+

+𝐹 ℎ
𝑘

(︂
𝑛𝑅𝑖𝑗 + 2𝑅𝑖𝑗 + Γ𝛼

𝛼𝛽

(︂
𝐹𝛼
𝑗,𝑖 + (𝑛− 1)𝐹𝛼

𝑖,𝑗

)︂)︂]︂
+

+
1

𝑛+ 2

[︂
𝐹 ℎ
𝑖

(︂
𝑅𝑘𝑗 −𝑅𝑗𝑘 − Γ𝛼

𝛼𝛽

(︂
𝐹 𝛽
𝑗,𝑘 − 𝐹 𝛽

𝑘,𝑗

)︂)︂
+

+Γ𝛼
𝛼𝑖

(︂
𝐹 ℎ
𝑗,𝑘 − 𝐹 ℎ

𝑘,𝑗

)︂
+ Γ𝛼

𝛼𝑘
𝐹 ℎ
𝑖,𝑗 − Γ𝛼

𝛼𝑗
𝐹 ℎ
𝑖,𝑘

]︂

(13)

Компоненти
3

𝑇
ℎ
𝑖𝑗𝑘 мають в 𝑉 𝑛 аналогiчний вигляд.

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘 - нетензорний геометричний об’єкт, iнварiантний вiдносно 𝐹 -планарних

вiдображень квазi-келерових просторiв . Його збереження при деякому ди-

феоморфiзмi квазi-келерових просторiв є лише необхiдною умовою того,

щоб вiн був 𝐹 -планарним вiдображенням.

3∘. Для квазi-келерових просторiв диференцiальнi умови (5) на жаль

не дають можливостi отримати властивостi тензорiв Рiмана i Рiччi такi,

як, скажемо, для келерових просторiв. Тому побудувати тензорний об’єкт,

iнварантний вiдносно 𝐹 -планарних вiдображень квазi-келерових просторiв

за допомогою (12), як це робиться зазвичай, було б важко. Ми оберемо

iнший спосiб i скористаємось об’єктом
3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘. Очевидно, що з

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

3

𝑇
ℎ
𝑖𝑗𝑘

витiкає

𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑄

ℎ
𝑖𝑗𝑘,

де

𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘 −

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘

+
3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘

−
3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘
. (14)
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Якщо обчислити компоненти 𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 з урахуванням (13) i(3)-(5), то виявля-

ється, що це тензор типу (1,3):

𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 −𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘

+𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘

−𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘

+

+
2

𝑛+ 2

[︂
𝛿ℎ𝑗 𝑅̃𝑖𝑘 − 𝛿ℎ𝑘 𝑅̃𝑖𝑗−

−𝐹 ℎ
𝑗 𝑅̃𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ

𝑘 𝑅̃𝑖𝑗 + 𝐹 ℎ
𝑖

(︀
𝑅̃𝑗𝑘 − 𝑅̃𝑘𝑗

)︀]︂
,

(15)

де

𝑅̃𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑗 .

Отже 𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 - тензорний геометричний об’єкт, iнварiантний вiдносно 𝐹 -

планарних вiдображень квазi-келерових просторiв . Його збереження при

деякому дифеоморфiзмi квазi-келерових просторiв є лише необхiдною умо-

вою того, щоб вiн був 𝐹 -планарним вiдображенням.

𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 є узагальненням тензора голоморфно-проективної кривини, iнва-

рiантного вiдносно аналiтично планарних вiдображень келерових просто-

рiв:

𝑃 ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 −
1

𝑛+ 2

[︂
𝛿ℎ𝑗𝑅𝑖𝑘 − 𝛿ℎ𝑘𝑅𝑖𝑗−

−𝐹 ℎ
𝑗 𝑅𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ

𝑘𝑅𝑖𝑗 + 2𝐹 ℎ
𝑖 𝑅𝑗𝑘

]︂
,

(16)

Отже має мiсце

Теорема 3. Геометричнi об’єкти квазi-келерового простору, визначенi

формулами (10), (11), (13), (15), iнварiантнi вiдносно 𝐹 -планарних вiд-

ображень, що зберiгають майже комплексну структуру.

4∘. Будемо називати 𝐹 -плоским квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ),

який допускає 𝐹 -планарне вiдображення на плоский простiр (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ).

З огляду на 𝑅
ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0 i (15) в 𝑉 𝑛 маємо 𝑄

ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0, тому в 𝐹 -плоскому

просторi 𝑉𝑛 також 𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0, тобто

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 −𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
+𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
−𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
=

−2

𝑛+ 2

[︂
𝛿ℎ𝑗
̃︀𝑅𝑖𝑘 − 𝛿ℎ𝑘

̃︀𝑅𝑖𝑗

− 𝐹 ℎ
𝑗
̃︀𝑅𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ

𝑘
̃︀𝑅𝑖𝑗 + 𝐹 ℎ

𝑖

(︀ ̃︀𝑅𝑗𝑘 − ̃︀𝑅𝑘𝑗

)︀]︂
.

(17)
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Результат згортання останньої рiвностi по iндексах ℎ, 𝑘 має вигляд:

𝑅𝑖𝑗 −𝑅𝛼
𝑖𝑗𝛼

+𝑅𝛼
𝑖𝑗𝛼

+𝑅𝑖𝑗 =
2𝑛

𝑛+ 2
𝑅̃𝑖𝑗 .

В той же час згортаючи (17) з 𝑔𝑖𝑗 по 𝑖, 𝑗 i опускаючи iндекс ℎ в 𝑉𝑛, отри-

муємо:

𝑅ℎ𝑘 −𝑅𝛼
ℎ𝑘𝛼

+𝑅𝛼
ℎ𝑘𝛼

+𝑅ℎ𝑗 =
4𝑅

𝑛+ 2
𝑔ℎ𝑘,

де 𝑅 - скалярна кривина 𝑉𝑛.

Порiвнюючи два останнi спiввiдношення, знаходимо:

𝑅̃𝑖𝑗 =
2𝑅

𝑛
𝑔𝑖𝑗 .

Отже (17) приймає вигляд:

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 −𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
+𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
−𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
=

4𝑅

𝑛(𝑛+ 2)

[︂
𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘−

−𝐹 ℎ
𝑗 𝐹𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ

𝑘 𝐹𝑖𝑗 + 2𝐹 ℎ
𝑖 𝐹𝑘𝑗

]︂
.

(18)

Будемо називати квазi-келеровi простори, тензор Рiмана яких задо-

вольняє умови (18), узагальнено 𝐹 -плоскими. Пiдсумовуючи результати

останнього пункту, доходимо висновку, що справедливi

Теорема 4. Для того, щоб квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) допускав

𝐹 -планарне вiдображення на плоский простiр, необхiдно, щоб в ньому

тензор Рiмана задовольняв умови (18).

Теорема 5. Клас узагальнено 𝐹 -плоских квазi-келерових просторiв (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )є

замкнутим вiдностно 𝐹 -планарних вiдображень.

Легко довести, що вiдомi в теорiї аналiтично-планарних вiдображень

майже комплексних многовидiв голоморфно-плоскi простори, тензор Рiма-

на яких характеризується властивiстю:

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

𝑅

𝑛(𝑛+ 2)

[︂
𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘 − 𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝐹 ℎ

𝑗 𝐹𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ
𝑘 𝐹𝑖𝑗 + 2𝐹 ℎ

𝑖 𝐹𝑗𝑘

]︂
,

будуть також i узагальнено 𝐹 -плоскими, але не навпаки.
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Висновки

Ми розглядали деякi питання теорiї 𝐹 -планарних вiдображень много-

видiв, якi надiленi афiнорною структурою певного типу i в теорiї майже

комплексних многовидiв називають квазi-келеровими. Вони мiстять в собi

вiдомi класи майже комплексних многовидiв, таких як келеровi, 𝐾-, 𝐻-

простори.

Розглянуто деякi властивостi квазi-келерових просторiв.

Доведено,що квазi-келерова структура є iнтегровною тодi i тiльки тодi,

коли вона - келерова.

Також доведено, що будь-який квазi-келеровий простiр є майже апто-

вим. Тому не iснує нетривiальних геодезичних i канонiчних 𝐹 -планарних

вiдображень мiж двома квазi-келеровими просторами, а вектори, що бе-

руть участь в основних рiвняннях 𝐹 -планарних вiдображень, мiж собою

пов’язанi.

Побудовано низку геометричних об’єктiв, iнварiантних вiдносно 𝐹 -

планарних вiдображень основного типу.

Знайдено структуру тензора Рiмана, яка є необхiдною для того, щоб

квазi-келеровий простiр допускав 𝐹 -планарне вiдображення на плоский

рiмановий простiр, тобто був 𝐹 -плоским.

Доведено, що клас 𝐹 -плоских квазi-келерових просторiв є замкненим

вiдносно 𝐹 -планарних вiдображень.
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𝐹 -planar mappings of special almost complex spaces

Summary

Some questions of the theory of 𝐹 -planar mappings of manifolds endowed with

an affine structure of a certain type are considered. In the theory of almost

complex manifolds, such spaces are called quasi-Kahlerian spaces. They con-

tain well-known classes of almost complex manifolds, such as Kahlerian, 𝐾-,

𝐻-spaces. Some properties of quasi-Kahlerian spaces are considered. Next,

their 𝐹 -planar mappings are investigated. It is proved that there are no non-

trivial geodesic and canonical 𝐹 -planar mappings between two quasi-Kahlerian

spaces. A number of geometric objects invariant with respect to 𝐹 -planar map-

pings of the basic type are constructed. The structure of the Riemannian tensor

is found, which is necessary for a quasi-Kahlerian space to admit an 𝐹 -planar

mapping onto a flat Riemannian space, i.e., to be 𝐹 -flat.

Keywords: Riemannian space, Riemannian tensor, Ricci tensor, almost com-

plex structure, Kahlerian space, quasi-Kahlerian space, 𝐹 -planar mapping.
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ПОБУДОВА СТОХАСТИЧНОЇ МОДЕЛI ДИНАМIЧНОЇ

КООПЕРАТИВНОЇ ГРИ З ВИКОРИСТАННЯМ МАТРИЦЬ

РЕЗУЛЬТАТУ

З розвитком обчислювальних ресурсiв, ШI, вiдбувається розширення використання те-

орiї iгор в соцiологiї, економiцi та iнших прикладних науках. Це дозволяє обробляти

великi об’єми iнформацiї, будувати математичнi моделi та знаходити оптимальнi стра-

тегiї для рiзноманiтних задач та рiзних рiвнiв їх складностi. Вiйськова сфера, органiза-

цiя всiх рiвнiв безпеки, включаючи кiберпростiр, використовують концепцiї теорiї iгор.

Гра передбачає дiї двох або бiльше рацiональних гравцiв чи команд, що мають певну

стратегiю i змагаються за певну винагороду. Теорiя iгор забезпечує побудову оптималь-

ної стратегiї для таких iгор. Крiм того, теоретико-iгровi пiдходи можна поширити на

розробку алгоритмiв, якi дозволяють розробникам систем передбачати результати iгор

на користь групи гравцiв, використовуючи складнi iгровi конструкцiї. У данiй статтi

продовжується дослiдження теорiї iгор в роздiлi дискретних динамiчних кооператив-

них iгор. Група гравцiв виконуючи послiдовно дiї прагнуть досягнути максимального

результату за обмежену кiлькiсть крокiв. Використання зiбраних статистичних даних

та сформованих по них матриць результату, дає змогу на практичному рiвнi розгляну-

ти оптимальнi стратегiї. В роботi запропоновано узагальнення матриць результату, як

iнструменту формування початкових стохастичних даних для динамiчної кооператив-

ної гри, побудовано Маркiвську модель переходiв мiж станами гри та сформульовано

алгоритм визначення оптимальної стратегiї.

MSC: 91A06, 91A12, 91A25, 60J10, 60J85, 05B20, 37M05, 03H05.
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Вступ

У сучасних умовах високої конкуренцiї та швидких змiн ринкового се-

редовища дискретнi динамiчнi кооперативнi iгри стають надзвичайно ва-

жливим iнструментом для моделювання стратегiчної поведiнки компанiй

та груп у бiзнес-середовищi. У реальному бiзнесi рiшення часто приймаю-

ться не неперервно, а через певнi промiжки часу (наприклад, щокварта-

лу визначаються бюджети, раз на рiк — стратегiчнi плани). Дискретний

пiдхiд дозволяє чiтко моделювати послiдовнi етапи прийняття рiшень. Ди-

намiчнiсть ринкового середовища характеризується швидкими змiнами те-

хнологiй, законодавства, появою нових конкурентiв. Динамiчнi iгри дозво-

ляють враховувати змiни стану системи вiд етапу до етапу i передбачати

їхнiй вплив на стратегiї гравцiв. У корпоративному середовищi важливо

враховувати наслiдки дiй у довгостроковiй перспективi, а не тiльки миттє-

ву вигоду, тому з допомогою дискретних динамiчних iгор можна моделю-

вати ситуацiї, коли теперiшнi рiшення впливають на майбутнi можливостi.

Крiм того, сучаснi компанiї мають доступ до значних обсягiв статистичної

iнформацiї (Big Data), яка дозволяє створювати бiльш реалiстичнi дина-

мiчнi моделi, а застосування теорiї iгор допомагає оптимiзувати рiшення

на основi аналiзу накопичених даних. Iгровi моделi допомагають компанi-

ям будувати адаптивнi стратегiї в умовах невизначеностi, коли поведiнка

конкурентiв або зовнiшнiх факторiв непередбачувана. Дискретнi динамi-

чнi iгри знаходять застосування в економiцi, фiнансах, кiбербезпецi, енер-

гетицi, логiстицi, розвитку IТ-рiшень, в системах прийняття рiшень.

Динамiчна дискретна кооперативна гра є моделлю в теорiї iгор, яка

використовується для аналiзу стратегiчної взаємодiї мiж компанiями або

пiдроздiлами всерединi органiзацiї. У цiй моделi час розглядається як дис-

кретний, тобто подiлений на окремi перiоди (наприклад, квартали або ро-

ки), а учасники приймають рiшення на кожному з цих етапiв, враховуючи

як поточну ситуацiю, так i можливi майбутнi наслiдки своїх дiй.

Розглянемо характеристики динамiчних дискретних кооперативних iгор
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такi як: дискретнiсть часу, багатоетапнiсть та стратегiчна взаємодiя.

Дискретнiсть часу означає, що рiшення гравцями приймаються в

окремi моменти часу, що дозволяє моделювати послiдовнiсть стратегiчних

крокiв. Дiї роздiленi промiжками часу, а результати дiй накопичуються

або змiнюються крок за кроком. Це дає змогу структурувати гру, легко

моделювати стратегiї та передбачати наслiдки дiй. Полегшує застосуван-

ня математичних методiв, таких як динамiчне програмування, Марковськi

процеси, теорiя оптимiзацiї. Вiдповiдає реальним сценарiям, де рiшення

приймаються не неперервно, а перiодично (наприклад, щоденнi торги на

бiржi, поетапнi переговори, хiд за ходом у грi).

Багатоетапнiсть (або багатокроковiсть) - учасники гри послiдовно

приймають рiшення на кiлькох етапах, i результати їхнiх рiшень вплива-

ють на подальший хiд гри. На кожному етапi гравцi можуть змiнювати свої

стратегiї, адаптуватися до нових обставин i враховувати, як власнi минулi

рiшення, так i дiї iнших гравцiв та суперникiв. При цьому гра розбита на

певну кiлькiсть етапiв або ходiв, рiшення на кожному етапi залежать вiд

поточного стану гри та iсторiї попереднiх крокiв. Мета таких iгор оптимi-

зувати сумарний виграш або досягти певного результату до кiнця гри, а

гравцi мають враховувати не тiльки поточний виграш, але й майбутнi на-

слiдки своїх дiй. Розглядають два типи багатоетапних iгор: з фiксованою

кiлькiстю етапiв (скiнченна гра), коли гравцi знають, скiльки всього буде

ходiв, та з нескiнченною кiлькiстю етапiв (нескiнченна або стохастична

гра), коли гра триває без кiнця або з певною ймовiрнiстю закiнчення на

кожному етапi.

У кооперативних iграх, якi моделюють дiяльнiсть компанiй або груп

у бiзнес-середовищi, стратегiчна взаємодiя означає процес прийняття рi-

шень кiлькома учасниками (компанiями, пiдроздiлами, групами), де ко-

жен учасник враховує не лише власнi цiлi, але й поведiнку конкурентiв,

партнерiв чи клiєнтiв. Виграш одного гравця залежить не тiльки вiд його

дiй, а й вiд дiй iнших гравцiв. Тому кожен учасник намагається перед-

бачити, як iншi вiдреагують на його стратегiю, i коригує свою поведiнку

вiдповiдно. Гравцi можуть або конкурувати (наприклад, за частку рин-

ку), або спiвпрацювати (наприклад, створювати альянси). Для таких iгор

важливо формалiзувати гравцiв, а саме визначити хто є учасниками гри,

опис стратегiй, якi доступнi кожному гравцю, пошук стану рiвноваги, де
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жоден з гравцiв не має стимулу змiнювати свою стратегiю односторонньо

(наприклад, рiвновага Неша). Серед особливостей кооперативних iгор слiд

зазначити важливу роль iнформацiї (повна, неповна, асиметрична), дов-

гостроковi наслiдки рiшень, часте виникнення змiшаних стратегiй (плану-

вання дiй з певними ймовiрностями) та можливi коалiцiї або колаборацiї

мiж гравцями. Отже, стратегiчна взаємодiя в кооперативних iграх — це

процес, коли компанiї чи групи приймають рiшення, враховуючи можливi

дiї конкурентiв i партнерiв, для максимiзацiї власного виграшу в умовах

взаємозалежностi.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй

Останнi дослiдження в галузi теорiї iгор демонструють її ефективнiсть у

вирiшеннi рiзноманiтних корпоративних задач.

Основнi положення теорiї iгор заклали Е. Борель, А. Курно, Ж. Бер-

тран, Дж. Нейман, О. Моргенштерн, Дж. Харшанi, Р. Зельтен, Т. Шеллiнг,

Р. Ауман. Вагомий внесок у її розроблення зробили В. В. Вiтлiнський, В.

М. Альгiн, Т. Бойдель, Є. С. Вентцель, Е. Й. Вiлкас, О. П. Гранатуров,

С. I. Наконечний, В. А. Соколов та iншi. Проте саме завдяки Дж. Не-

йману вiдбулося остаточне становлення цiєї теорiї (“До теорiї стратегiчних

iгор”, 1928)[1]. Йому вдалося математично обґрунтувати загальну страте-

гiю для гри двох учасникiв в умовах мiнiмiзацiї та максимiзацiї. Книга

Дж. Неймана та О. Моргенштерна “Теорiя iгор i економiчна поведiнка”[2]

демонструють можливiсть застосування теорiї iгор для певної кiлькостi

учасникiв, що уможливило її застосування в економiцi для моделювання

поведiнки пiдприємств у конкурентному середовищi, тобто формування i

вибору стратегiї розвитку пiдприємств. Особливо важлива запропонова-

на у цiй книзi стратегiя “мiнiмакс”, або мiнiмiзацiя максимальних втрат.

Така стратегiя дає змогу рацiоналiзувати витрати пiдприємств в умовах

невизначеностi [3–5].

Зоряна Коваль у своїй роботi пропонує методику вибору та оцiнюван-

ня стратегiй пiдприємств за допомогою теорiї iгор [6]. Цей пiдхiд дозволяє

враховувати стратегiї конкурентiв або стан ринку, що сприяє прийняттю

оптимальних рiшень у конфлiктних ситуацiях. Авторка аналiзує переваги

та недолiки застосування методiв теорiї iгор у цiй сферi, а також дослi-

джує особливостi використання критерiїв вибору стратегiй. Вона розгля-

нула вибiр та пошук можливостей застосування методiв теорiї iгор для
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аналiзу ефективностi стратегiй пiдприємств, розробила методики оцiню-

вання ефективностi стратегiй пiдприємства за допомогою моделювання

ситуацiї iз використанням теорiї iгор та формування висновкiв i рекомен-

дацiй щодо застосування методiв та iнструментарiю теорiї iгор у сферi

оцiнюваннi ефективностi стратегiй пiдприємств.

В. В. Казiмко дослiджує застосування теорiї iгор для моделювання iн-

формацiйних проблем безпеки.[7] Вiн зазначає, що концепцiї теорiї iгор

можуть бути використанi для розробки механiзмiв, якi дозволяють роз-

робникам систем змiнювати баланс та передбачати результати на користь

захисникiв, використовуючи складнi iгровi конструкцiї. Використовуючи

iгри можна розробляти та аналiзувати оптимальнi дiї гравцiв та знаходи-

ти можливi математичнi рiшення безпекових задач. З точки зору безпе-

ки, поєднання кiберпростору та фiзичного простору призводить до кiбер-

фiзичної безпеки, або поєднання елементiв безпеки та економiки створює

кiберстрахування. Для вирiшення проблем безпеки та конфiденцiйностi в

нових сферах найбiльш пiдходящими iнструментами є теоретичнi iгровi

методи, оскiльки вони надають рiзноманiтнi перевiренi математичнi ме-

тоди для створення багатокористувацьких стратегiй з використанням рi-

зних способiв для охоплення аспектiв конфiденцiйностi та безпеки взає-

модiї гравцiв. Представленi теорiї показують ефективнiсть та доцiльнiсть

використання теорiї iгор та теорiї диференцiальних iгор у сферi захисту

iнформацiї.

Основнi результати

Дослiдження спрямоване на узагальненнi поняття матриць результату

та їх практичне використання для формування початкових матриць для

дискретної динамiчної кооперативної гри. Вiдповiдно до поставленої мети

вирiшуються такi основнi задачi:

1. Узагальнення поняття матриць результату.

2. Побудова стохастичної математичної моделi гри з використанням ма-

триць результату для побудови вхiдних даних.

3. Побудови оптимальної стратегiї гри.

Узагальнений варiант матриць результатiв
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Розглянемо узагальнений варiант матриць результату, у якому iгрова

поверхня дискретизується у виглядi прямокутної сiтки розмiрнiстю m x n.

Кожен елемент цiєї сiтки вiдповiдає конкретному просторовому положен-

ню на iгровiй поверхнi (рис. 2).

Рис.2 Iгрова поверхня.

Таким чином, матриця розташування гравцiв або дiй має вигляд:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13 ... 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 𝑎23 ... 𝑎2𝑛

𝑎31 𝑎32 𝑎33 ... 𝑎3𝑛

... ... ... ... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 𝑎𝑚3 ... 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
де кожен елемент 𝑎𝑖𝑗 однозначно вiдповiдає фiксованiй дiлянцi iгрової

поверхнi.

У цьому формулюваннi матриця A виступає матрицею результатiв

для заданої iгрової поверхнi. Вмiст елементiв матрицi результатiв може

бути рiзним залежно вiд поставленої задачi та доступних даних.

Матрицi результатiв в абсолютних величинах вiдображають в 𝑎𝑖𝑗 кiль-

кiсть виконаних iгрових дiй гравцем з дiлянки (i, j) iгрової поверхнi (на-

приклад кiлькiсть спроб, передач, помилок тощо). Такi матрицi результа-

тiв кориснi для первинного статистичного аналiзу, побудови емпiричних

моделей, агрегацiї даних.

Матрицi результатiв у вiдносних величинах в 𝑎𝑖𝑗 iнтерпретуються як

ймовiрнiсть успiшного чи нi виконання певної iгрової дiй гравцем з дiлянки

(i, j) iгрової поверхнi (наприклад ймовiрностi виграшу, програшу, помилок

тощо). Такi матрицi безпосередньо придатнi для використання в iгрових i

стохастичних моделях.

Для кожного гравця, ми будуємо персоналiзованi матрицi результату

елементами яких є вiдноснi показники, що будуть вiдображати ефектив-
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нiсть гравця при виконаннi дiї з певної частини iгрової поверхнi (напри-

клад матриця виграшiв, програшiв, напрямкiв тощо).[8]

Джерелами побудови матриць результату можуть бути: статистична

iнформацiя (iсторiя виконання iгрових дiй гравцем чи командою), прогно-

зований або емпiричний метод збору даних, комбiнований метод оцiнюва-

ння.

Сформованi матрицi результатiв слугуватимуть вхiдними даними для

розв’язання дискретної динамiчної кооперативної гри, моделей типу MDP

або стохастичної гри з просторовою залежнiстю.

Побудова стохастичної математичної моделi гри з використа-

нням матриць результату для побудови вхiдних даних

Розглянемо задачу:

Iснує команда N гравцiв, якi виконують дiї послiдовно. Початковий

гравець вибирається випадковим чином, пiсля чого гравцi по черзi при-

ймають рiшення виконати дiю чи передати хiд наступному гравцю (пере-

давати хiд собi заборонено). Гра може максимально мати M етапiв. Якщо

до останнього етапу нiхто не виконав дiю, то гравець до якого на останньо-

му етапi перейшов хiд зобов’язаний виконати дiю. Гравцi перебувають в

рiзних позицiях iгрової поверхнi. Конкретна позицiя в конкретний момент

часу визначається вiдповiдною матрицею.

Правила гри. Кожен гравець має двi основнi опцiї виконати дiю або

передати хiд iншому гравцю.

Виконання дiї може призвести до:

- виграшу з ймовiрнiстю 𝑃𝑤𝑖𝑛, що приносить командi 1 бал i завершує

гру;

- програшу з ймовiрнiстю 𝑃𝑙𝑜𝑠𝑠 , що призводить до втрати командою 1

бала i також завершує гру;

- зупинки гри з ймовiрнiстю 𝑃𝑠𝑡𝑜𝑝 = 1− 𝑃𝑤𝑖𝑛 − 𝑃𝑙𝑜𝑠𝑠 , що приносить

командi 0 балiв i завершує гру;

Передача ходу iншому гравцю. Гравець передає хiд одному з N-1 iнших

з ймовiрнiстю 𝑃𝑝𝑎𝑠𝑠, та продовжує гру. Заборонено передавати хiд самому

собi. Дозволено передавати хiд гравцю, що вже приймав участь в грi.

Ймовiрнiсть виграшу для кожного гравця є змiнною на кожному етапi.

Послiдовнiсть ходiв. Пiсля кожного ходу гравця наступний гравець та-

кож обирає мiж виконанням дiї або передачею ходу. Гравець може пере-
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дати хiд будь-якому з iнших гравцiв (крiм себе).

Багатоетапна структура гри. Гра вiдбувається в M етапiв:

1 етап: Перший гравець (випадково обраний) приймає рiшення вико-

нати дiю або передати хiд iншому гравцевi.

2 етап: Наступний гравець приймає рiшення. Вiн може виконати дiю

або передати хiд iншому гравцевi, у тому числi повернути хiд попередньо-

му гравцевi.

. . .

M етап: На останньому етапi гравець зобов’язаний виконати дiю.

Зупинка гри. Гра зупиняється пiсля виконання дiї будь-яким гравцем.

Цiль гри. Потрiбно обчислити ймовiрнiсть виграшу гравцiв на будь-

якому етапi при виконаннi дiї, що передбачає врахування всiх можливих

рiшень гравцiв на попереднiх етапах. Вибрати стратегiю для кожного грав-

ця на кожному з етапiв та побудувати оптимальну стратегiю гри для отри-

мання максимальної ймовiрностi виграшу команди.[9]

Побудуємо стохастичну модель у виглядi Марковського процесу прийня-

ття рiшень (MDP) для описаної гри, а також пiдхiд до обчислення ймо-

вiрностей виграшу та знаходження оптимальних стратегiй [10; 11].

Марковський процес прийняття рiшень визначимо п’ятiркою:

𝑀 = ⟨ 𝑆, 𝐴, 𝑃, 𝑅, 𝛾 ⟩

де:

S - множина станiв,

A - множина дiй,

P - ймовiрностi переходiв,

R - функцiя винагород,

𝛾 -коефiцiєнт дисконтування (у скiнченнiй грi можна взяти (𝛾 = 1)).

Нехай iгрова поверхня дискретизована у виглядi матрицi розмiрностi

𝑚×𝑛. Кожна клiтина цiєї матрицi однозначно вiдповiдає конкретнiй про-

сторовiй позицiї.

Позначимо множину клiтин: 𝑋 = { 𝑥𝑖𝑗 | 𝑖 ∈ 1, . . . ,𝑚, 𝑗 ∈ 1, . . . , 𝑛 }

Для кожного гравця 𝑘 ∈ 1, . . . , 𝑁 задано матрицi результатiв:

матриця виграшу 𝑊 (𝑘) =
[︁
𝑤

(𝑘)
𝑖𝑗

]︁
, 𝑤

(𝑘)
𝑖𝑗 = 𝑃

(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡) ,
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матриця програшу 𝐿(𝑘) =
[︁
𝑙
(𝑘)
𝑖𝑗

]︁
, 𝑙

(𝑘)
𝑖𝑗 = 𝑃

(𝑘)
𝑙𝑜𝑠𝑠 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡), при чому 𝑤

(𝑘)
𝑖𝑗 +

𝑙
(𝑘)
𝑖𝑗 ≤ 1.

Таким чином, кожна клiтина iгрової поверхнi несе повну iнформацiю

про результативнiсть усiх гравцiв.

З умов задачi визначимо простiр станiв. Стан повинен мiстити всю iн-

формацiю, необхiдну для прийняття оптимального рiшення. Тому нетер-

мiнальний стан матиме вигляд:

𝑠 = (𝑘, 𝑡,xij).

де: 𝑘 ∈ 1, . . . , 𝑁 – поточний гравець у якого зараз хiд,

𝑡 ∈ 1, . . . ,𝑀 – номер етапу,

xij– позицiя гравця на iгровiй поверхнi.

Отже множина нетермiнальних станiв:

𝑆𝑁𝑇 = (𝑘, 𝑡,xij).

Також введемо множину термiнальних станiв. Термiнальний стан вiд-

повiдає факту виконання дiї конкретним гравцем, що призводить до за-

вершення гри.

𝑆𝑇 = {𝑠𝑘𝑤𝑖𝑛, 𝑠𝑘𝑙𝑜𝑠𝑠, 𝑠𝑘𝑠𝑡𝑜𝑝 | 𝑘 ∈ 1, . . . , 𝑁},
де 𝑠𝑘𝑤𝑖𝑛 – гравець k виконав дiю на етапi t i команда виграла, вiдповiдно

𝑠𝑘𝑙𝑜𝑠𝑠 – програла та 𝑠
𝑘
𝑠𝑡𝑜𝑝 – гра завершилася без результату.

Тодi повна множина станiв: 𝑆 = 𝑆𝑁𝑇 ∪ 𝑆𝑇
Множина дiй A задається в залежностi вiд поточного стану гри, ви-

значається активним гравцем та змiнюється залежно вiд етапу гри. Нехай

поточний стан 𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑡,xij), де k – активний гравець. Тодi гравець k

може виконати дiю з позицiї xij, з iмовiрностями, заданими матрицями

результатiв, вiдбувається перехiд у вiдповiдний термiнальний стан та гра

завершується. Виконання дiї завжди дозволено, а на останньому етапi при

𝑡 = 𝑀 є обов’язковою. Iнше рiшення при 𝑡 < 𝑀 , передача ходу iншому

гравцю. При передачi ходу гравець k передає хiд гравцю l, номер етапу

збiльшується 𝑡 → 𝑡+ 1, гра продовжується.

𝐴 (𝑠𝑡) =

{︃
{𝑎𝑐𝑡, 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙)| 𝑙 ̸= 𝑘}, &𝑡 < 𝑀

𝑎𝑐𝑡, 𝑡 =𝑀
,

де act – виконати дiю, pass(l) – передати хiд гравцю l, але не самому

собi 𝑙 ̸= 𝑘.

Розглянемо функцiю переходiв для заданої задачi. Узагальнено її мо-

жна зобразити у виглядi:
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𝑃
(︁
𝑠
′
⃒⃒⃒
𝑠, 𝑎
)︁
, 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑎 ∈ 𝐴(𝑠).

Виконання дiї призводить до завершення гри з переходом у термiнальнi

стани, тому для стану 𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑡,xij) :

𝑃
(︀
𝑠𝑘𝑤𝑖𝑛

⃒⃒
𝑠𝑡, 𝑎𝑐𝑡

)︀
= 𝑃

(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡),

𝑃
(︀
𝑠𝑘𝑙𝑜𝑠𝑠

⃒⃒
𝑠𝑡, 𝑎𝑐𝑡

)︀
= 𝑃

(𝑘)
𝑙𝑜𝑠𝑠 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡),

𝑃
(︀
𝑠𝑘𝑠𝑡𝑜𝑝

⃒⃒
𝑠𝑡, 𝑎𝑐𝑡

)︀
= 1− 𝑃

(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡)− 𝑃

(𝑘)
𝑙𝑜𝑠𝑠 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡).

Якщо ж в станi 𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑡,xij) обрано дiю 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙), де 𝑙 ̸= 𝑘, то вибiр

гравця є детермiнованим:

𝑃 (𝑘𝑡+1 = 𝑙|𝑠𝑡, 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙)) = 1.

Позицiя на наступному етапi змiнюється вiдповiдно до функцiї перехо-

дiв iгрової поверхнi:

𝑃
(︁(︁
𝑙, 𝑡+ 1, 𝑥𝑖′𝑗′

)︁⃒⃒⃒(︀
𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗

)︀
, 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙)

)︁
= 𝑃

(︁
𝑥𝑖′𝑗′

⃒⃒⃒
𝑥𝑖𝑗

)︁
.

Для будь-якого нетермiнального стану s i допустимої дiї a:∑︀
𝑠′ ∈ 𝑆 𝑃

(︁
𝑠
′
⃒⃒⃒
𝑠, 𝑎
)︁
= 1, 𝑃

(︁
𝑠
′
⃒⃒⃒
𝑠, 𝑎
)︁
≥ 0.

Розглянемо функцiю винагороди для даної задачi. Миттєва винагорода

визначається як функцiя: 𝑅 : 𝑆 ×𝐴× 𝑆→ R.
Якщо в нетермiнальному станi 𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑡,xij) виконується дiя act,то :

𝑅
(︁
𝑠, 𝑎𝑐𝑡, 𝑠

′
)︁
=

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑠′ = 𝑠𝑘𝑤𝑖𝑛,

−1, 𝑠′ = 𝑠𝑘𝑙𝑜𝑠𝑠,

0, 𝑠′ = 𝑠𝑘𝑠𝑡𝑜𝑝.

Якщо обрано дiю pass(l):

𝑅
(︁(︀
𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗

)︀
, 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙),

(︁
𝑙, 𝑡+ 1, 𝑥𝑖′𝑗′

)︁)︁
= 0, для всiх допустимих 𝑥𝑖′𝑗′ .

Для термiнальних станiв: 𝑅
(︁
𝑠, 𝑎, 𝑠

′
)︁
= 0,∀𝑠 ∈ 𝑆𝑇 .

Для кожного гравця k вводимо функцiю цiнностi:

𝑉𝑘(𝑠)= E
[︁∑︀𝑇

𝜏=𝑡𝑅(𝑠𝜏 , 𝑎𝜏 , 𝑠𝜏+1) | 𝑠𝑡 = 𝑠
]︁
,

де 𝑇 ≤ 𝑀 - момент завершення гри, а очiкування береться за опти-

мальної кооперативної полiтики команди.

Оскiльки гра кооперативна i винагорода спiльна, то:

𝑉1(𝑠) = 𝑉2(𝑠) = ∙ ∙ ∙ = 𝑉𝑁 (𝑠) = 𝑉 (𝑠).

Рекурентне визначення функцiї цiнностi для стану 𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑡,xij) ма-

тиме вигляд:

𝑉
(︀
𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗

)︀
= 𝑚𝑎𝑥 {𝑃 (𝑘)

𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡)−𝑃
(𝑘)
𝑙𝑜𝑠𝑠 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡) , max𝑙 ̸=𝑘

∑︀
𝑥𝑖′𝑗′

𝑃 (𝑥𝑖′𝑗′ |𝑥𝑖𝑗)𝑉 (𝑙, 𝑡+

1, 𝑥𝑖′𝑗′)},
Функцiя цiнностi дiї (Q-функцiя):
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𝑄(𝑠, 𝑎) =
∑︀

𝑠′ 𝑃
(︁
𝑠
′
⃒⃒⃒
𝑠, 𝑎
)︁
[𝑅
(︁
𝑠, 𝑎, 𝑠

′
)︁
+ 𝑉 (𝑠′)].

Зокрема для дiї act:

𝑄
(︀
(𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗), 𝑎𝑐𝑡

)︀
= 𝑃

(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡)− 𝑃

(𝑘)
𝑙𝑜𝑠𝑠 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡),

А для дiї pass(l):

𝑄
(︀
(𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗), 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙)

)︀
=
∑︁
𝑥𝑖′𝑗′

𝑃 (𝑥𝑖′𝑗′ |𝑥𝑖𝑗)𝑉 (𝑙, 𝑡+ 1, 𝑥𝑖′𝑗′).

Побудова оптимальної стратегiї гри

Обчислимо ймовiрнiсть виграшу гравцiв на будь-якому етапi з ураху-

ванням усiх попереднiх рiшень. Оскiльки гра кооперативна, винагорода

нараховується лише один раз у момент виконання дiї, а передача ходу не

змiнює результат безпосередньо, то ймовiрнiсть виграшу команди з будь-

якого стану дорiвнює функцiї цiнностi цього стану, обмеженiй iнтервалом

[0,1]. Для стану 𝑠 = (𝑘, 𝑡,xij) ймовiрнiсть виграшу команди, якщо гравець

k виконує дiю на етапi t:

𝑃𝑤𝑖𝑛(𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) = 𝑃
(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡).

Це локальна (миттєва) ймовiрнiсть, яка не враховує передачi ходу. Для

знаходження ймовiрностi виграшу з урахуванням всiх майбутнiх рiшень

позначимо: 𝑊 (𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) – оптимальну ймовiрнiсть виграшу команди, якщо

на етапi t хiд має гравець k, що перебуває в клiтинi 𝑥𝑖𝑗 . Гранична умова

для останнього етапу при 𝑡 =𝑀 передача ходу заборонена, тому:

𝑊 (𝑘,𝑀, 𝑥𝑖𝑗) = 𝑃
(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 ,𝑀).

Рекурентне обчислення ймовiрностi виграшу для будь-якого етапу 𝑡 <

𝑀 :

𝑊 (𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) = 𝑚𝑎𝑥 { 𝑃 (𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡) , max𝑙 ̸=𝑘

∑︀
𝑥𝑖′𝑗′

𝑃 (𝑥𝑖′𝑗′ |𝑥𝑖𝑗)𝑊 (𝑙, 𝑡+1, 𝑥𝑖′𝑗′).

Це рiвняння оптимальної ймовiрностi виграшу, яке враховує всi можли-

вi рiшення гравцiв на попереднiх i наступних етапах, реалiзовує зворотну

iндукцiю i є рiвнянням Беллмана для ймовiрнiсної цiлi[11].

Оптимальна стратегiя гравцiв визначається через рiвняння оптималь-

ностi Беллмана як така, що реалiзує максимум у цьому рiвняннi для ко-

жного гравця на кожному етапi гри. Зокрема, для гравця k у клiтинi 𝑥𝑖𝑗 на

кроцi t оптимальна дiя (або розподiл над дiями) полягає в тому, щоб обра-

ти таку клiтину 𝑥𝑖𝑗 , яка максимiзує виграш 𝑊 (𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗). Тобто оптимальна

стратегiя — це правило вибору ходу, яке одночасно максимiзує негайну

ймовiрнiсть виграшу поточного гравця 𝑃
(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡) i враховує найкращу
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можливу вiдповiдь усiх iнших гравцiв, тобто припускає, що iншi гравцi

самi будуть дiяти оптимально на наступному кроцi, максимiзуючи свої

власнi виграшi W(l, ·). У термiнах принципу оптимальностi Беллмана це

означає що будь-який фрагмент оптимальної траєкторiї гри, починаючи

з будь-якого промiжного стану та етапу t, також є оптимальним. Опти-

мальне рiшення залежить лише вiд поточного стану 𝑥𝑖𝑗 та номера етапу t,

стратегiя є стацiонарною в тому сенсi, що в однакових станах на однакових

етапах гравець обирає однаковi дiї, якщо гра детермiнована по переходах

— детермiновану дiю, якщо стохастична — оптимальний розподiл. Таким

чином, оптимальна стратегiя для кожного гравця — це аргумент макси-

муму в рiвняннi Беллмана, тобто той вибiр 𝑥𝑖𝑗 , який досягає значення

функцiї оптимальної ймовiрностi виграшу 𝑊 (𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) за умови, що всi iн-

шi учасники гри також дотримуються своїх оптимальних стратегiй на всiх

наступних етапах. Це забезпечує субiгрову перфектну рiвновагу (subgame

perfect equilibrium) у сенсi зворотної iндукцiї, тому що нiхто з гравцiв не

має стимулу вiдхилятися вiд цiєї стратегiї в жодному досяжному станi гри,

якщо iншi продовжують грати оптимально [11].

З умов задачi, гравець виконує дiю, якщо його поточна ймовiрнiсть

виграшу не менша, нiж очiкувана користь вiд передачi ходу. Передава-

ти хiд потрiбно тому гравцю, який має найбiльшу майбутню цiннiсть з

урахуванням iгрової поверхнi та етапу. Тому для стану (𝑘, 𝑡,xij):

𝜋* (𝑘, 𝑡,xij) =

{︃
𝑎𝑐𝑡, 𝑃

(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡) ≥ max𝑙 ̸=𝑘

∑︀
𝑥𝑖′𝑗′

𝑃 (𝑥𝑖′𝑗′ |𝑥𝑖𝑗)𝑊 (𝑙, 𝑡+ 1, 𝑥𝑖′𝑗′),

𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙*), 𝑖,
де

𝑙* = 𝑎𝑟𝑔max𝑙 ̸=𝑘
∑︀

𝑥𝑖′𝑗′
𝑃 (𝑥𝑖′𝑗′ |𝑥𝑖𝑗)𝑊 (𝑙, 𝑡+ 1, 𝑥𝑖′𝑗′).

Таким чином:

P(виграш команди | 𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) =𝑊 (𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗).

А ймовiрнiсть того, що саме на етапi 𝑡 буде виграшна дiя:

P(виграш команди на етапi 𝑡) =
∑︁
𝑘,𝑥𝑖′𝑗′

P (𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑥𝑖𝑗))·1 {𝜋*(𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) = 𝑎𝑐𝑡}·𝑃 (𝑘)
𝑤𝑖𝑛(𝑥𝑖𝑗 , 𝑡).

Приклад використання стохастичної моделi гри

Наведемо повнiстю конкретний числовий приклад для N=2, M=3 та

iгрової площини 3х3, що iлюструє роботу всiєї моделi, матрицi результатiв,
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випадковi переходи мiж клiтинами, обчислення ймовiрностей виграшу та

оптимальної стратегiї.

Отже, множина гравцiв N={1,2}, етапи t={1,2,3}, iгрова поверхня𝑋 =

{ 𝑥𝑖𝑗 }, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}, стани 𝑠 = (𝑘, 𝑡,xij). На етапах t=1,2 гравець може

виконати дiю або передати хiд, при t=3 – обов’язково виконується дiя.

Матрицi результату для кожного гравця та етапу:

𝑃
(1)
𝑤𝑖𝑛(∙, 1) =

⎛⎜⎝ 0.05 0.10 0

0.10 0.15 0.05

0 0.05 0.10

⎞⎟⎠ 𝑃
(2)
𝑤𝑖𝑛(∙, 1) =

⎛⎜⎝ 0 0.05 0.10

0.05 0.10 0.15

0.10 0 0.05

⎞⎟⎠

𝑃
(1)
𝑤𝑖𝑛(∙, 2) =

⎛⎜⎝ 0.10 0.20 0

0.15 0.30 0.10

0 0.10 0.20

⎞⎟⎠ 𝑃
(2)
𝑤𝑖𝑛(∙, 2) =

⎛⎜⎝ 0 0.15 0.25

0.10 0.20 0.30

0.20 0 0.10

⎞⎟⎠

𝑃
(1)
𝑤𝑖𝑛(∙, 3) =

⎛⎜⎝ 0.20 0.40 0

0.30 0.60 0.25

0 0.20 0.35

⎞⎟⎠ 𝑃
(2)
𝑤𝑖𝑛(∙, 3) =

⎛⎜⎝ 0 0.30 0.50

0.25 0.45 0.65

0.40 0 0.20

⎞⎟⎠
Розглянемо рiвномiрну функцiю переходу 𝑃

(︁
𝑥

′
⃒⃒⃒
𝑥
)︁
= 1

8 , 𝑥 ̸= 𝑥
′
.

Оскiльки на t=3 дiя обов’язкова то функцiя цiнностi: 𝑊 (𝑘, 𝑥, 3) =

𝑃
(𝑘)
𝑤𝑖𝑛(𝑥, 3).

Для стану (𝑘, 𝑥, 2):𝑊 (𝑘, 𝑥, 2) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑃 (𝑘)
𝑤𝑖𝑛(𝑥, 2),E [𝑊 (3− 𝑘, ∙, 3)]} , то-

дi очiкуване значення при передачi для гравця 1: E [𝑊 (2, ∙, 3)] = 1
8

∑︀
𝑥 ̸=𝑥′ 𝑃

(2)
𝑤𝑖𝑛(𝑥

′, 3) ≈
0.34 (однакове для всiх клiтин через рiвномiрнiсть).

Для клiтини 𝑥22 для гравця 1: дiя 0.30, передача 0.34, оптимально пе-

редати хiд.

Для гравця 2: дiя 0.20, передача 0.34, оптимально передати хiд.

Для стану (𝑘, 𝑥, 1):𝑊 (𝑘, 𝑥, 1) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑃 (𝑘)
𝑤𝑖𝑛(𝑥, 1),E [𝑊 (3− 𝑘, ∙, 2)]} , то-

дi очiкуване значення при передачi для гравця 1: E [𝑊 (1, ∙, 2)] = 1
8

∑︀
𝑥 ̸=𝑥′ 𝑃

(2)
𝑤𝑖𝑛(𝑥

′, 2) ≈
0.32

Для будь-якої клiтини на етапi 1: 𝑃𝑤𝑖𝑛 ≤ 0.15, очiкуване майбутнє >

0.30, тобто завжди передавати хiд.

Тодi оптимальну стратегiю можемо сформулювати так:
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� етап 1 нiколи не виконувати дiю, завжди передавити хiд iншому грав-

цю;

� етап 2 виконувати дiю лише в клiтинах 𝑃𝑤𝑖𝑛(𝑥, 2) ≥ 0.34, в iнших

клiтинах – передача ходу;

� етап 3 завжди виконувати дiю, найкращi клiтини для гравця 1 –

центр (2,2), для гравця 2 – (2,3).

Результат прикладу можна так iнтерпретувати, що пiзнiшi етапи стра-

тегiчно цiннiшi, навiть якщо поточна позицiя слабка, нульовi клiтини при-

родньо виключаються зi стратегiї, випадковi переходи стимулюють пере-

дачу ходу та роблять оптимальну стратегiю менш «жадiбною».

Тобто, навiть у простiй конфiгурацiї N=2, M=3 та iгрової площини

3х3 оптимальна стратегiя є динамiчною, просторово залежною та нетри-

вiальною, а рiшення на раннiх етапах повнiстю визначаються очiкуваною

командною цiннiстю майбутнiх станiв.

Висновки

Ми сформулювали узагальнене поняття матриць результату та запро-

понували метод формування початкових даних, базований на матрицях ре-

зультату, для розв’язання динамiчної дискретної кооперативної гри. Стра-

тегiї гравцiв та команди визначенi для оптимального розв’язку даної гри.

Також розглянуто використання даної гри для побудови стохастичної

математичної моделi. Використання матриць результату для початкових

даних гри. При умовi що ймовiрнiснi данi формуються базуючись на ана-

лiзi дiй гравцiв протягом попереднiх аналогiчних iгор, вони будуть чiтко

задавати початковi умови для гри.

Дана динамiчна дискретна кооперативна гра є базовою частиною для

побудови математичної моделi гри та побудови оптимальних стратегiй для

гравцiв. В подальших дослiдженнях важливо розглянути якiсний вплив

виконання дiї чи передачi ходу на побудовану гру, а також динамiку змiни

початкових даних для гри вiдповiдно до математичної моделi.
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Construction of a stochastic mathematical game model using

outcome matrix for input data

Summary

With the development of computing resources and AI, the use of game theory in

sociology, economics, and other applied sciences is expanding. This enables the

processing of large amounts of information, the construction of mathematical

models, and the identification of optimal strategies for various tasks and at

different levels of complexity. The military sphere and security organizations

at all levels, including those in cyberspace, utilize game theory concepts. A

game involves the actions of two or more rational players or teams that have

a specific strategy and compete for a specific reward. Game theory provides

the foundation for developing optimal strategies in such games. In addition,

game theory approaches can be extended to the development of algorithms

that allow system developers to predict game outcomes in favor of a group

of players using complex game structures. This article continues the study of

game theory in the section on discrete dynamic cooperative games. A group of

players performing actions sequentially strives to achieve the maximum result

in a limited number of steps. The use of collected statistical data and the

resulting matrices allows for the practical consideration of optimal strategies.

The paper proposes a generalization of outcome matrices as a tool for forming

initial stochastic data for a dynamic cooperative game, constructs a Markov

model of transitions between game states, and formulates an algorithm for

determining the optimal strategy.

Keywords: games theory, statistics, decision-making system, Markov model,

outcome matrix, simulation, machine learning.
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В роботi вводиться поняття канонiчних деформацiй тривимiрних метрик рiманового

простору. Використовуючи апарат тензорного аналiзу та теорiї диференцiальних рiв-

нянь в частинних похiдних, доводиться на прикладi геодезичних деформацiй, що це

бiльш широкий клас iнфiнiтезимальних деформацiй, вiн не пустий i цiкавий для подаль-

шого вивчення.
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Вступ

Традицiйно в лiтературi [1-26] добре вивченi i мають важливе прикла-

дне значення геодезичнi вiдображення та деформацiї рiманових та псевдо-

рiманових просторiв та гiперповерхонь. В роботi вводиться поняття канонi-

чних деформацiй метрик рiманового простору. Обмежуючись розмiрнiстю

три, для якої тензор Рiмана має чiтко виражений вигляд, вивчається пи-

тання структури варiацiї метрики тривимiрного рiманового простору, що

допускає нетривiальнi iнфiнiтезимальнi спецiальнi деформацiї. На прикла-

дi геодезичних деформацiй тривимiрних метрик показано, що вони скла-

дають важливий клас канонiчних деформацiй, що в свою чергу свiдчить

про те, що клас канонiчних деформацiй не є пустим i достатньо бiльш

широким, оскiльки включає в себе клас геодезичних деформацiй.
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Основнi результати

Нехай (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) — рiмановий простiр, вiднесений до локальних коорди-

нат

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).

Нехай 𝜉𝛼 = 𝜉𝛼(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) деяке контраварiантне векторне поле

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗).

Iндекси 𝛼, 𝛽, . . . а також 𝑖, 𝑗, . . . iз множини {1, 2, . . . , 𝑛}.
Означення 1. Рiмановий простiр (̃︀𝑉𝑛, ̃︀𝑔𝑖𝑗) називається iнфiнiтезимальною
деформацiєю рiманового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗), якщо його локальнi координа-

ти (̃︀𝑥1, ̃︀𝑥2, . . . , ̃︀𝑥𝑛) визначаються формулою
̃︀𝑥𝛼 = 𝑥𝛼 + 𝑡 𝜉𝛼(𝑥) (1)

де 𝑡 — малий числовий параметр. Вектор 𝜉𝛼(𝑥) називається вектором

змiщення.

Означення 2. Нехай 𝑅(𝑥) та 𝑅𝑡(𝑥, 𝑡) — певна характеристика рiманових

просторiв (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) та (̃︀𝑉𝑛, ̃︀𝑔𝑖𝑗) вiдповiдно. Припустимо, що прирiст
Δ𝑅(𝑥, 𝑡) = 𝑅𝑡(𝑥, 𝑡)−𝑅(𝑥)

функцiї 𝑅(𝑥) при деформацiї лiнiйно залежить вiд 𝑡. Тодi у розкладi

𝑅𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑅(𝑥) + 𝑡 𝛿𝑅(𝑥) (2)

коефiцiєнт 𝛿𝑅 називають варiацiєю геометричної величини 𝑅(𝑥).

З (2) отримуємо формулу обчислення варiацiї

𝛿𝑅(𝑥) =
𝜕𝑅𝑡(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

. (3)

Надалi обмежуємося розглядом виключно iнфiнiтезимальних дефор-

мацiй виду (1). Вiдмiтимо, що геометрична характеристика об’єкта зберi-

гається при iнфiнiтезимальнiй деформацiї (1), якщо її прирiст є величиною

не менш нiж другого порядку вiдносно 𝑡.

Надалi розглядатимемо виключно iнфiнiтезимальнi деформацiї (1).

Твердження 1. Нехай рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) зазнає iнфiнiтезималь-

ної деформацiї (1) i 𝑇 𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

та 𝑈 𝑗1𝑗2...𝑗𝑠
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟

регулярнi тензорнi поля в (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗)
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типу (𝑝, 𝑞) та (𝑟, 𝑠) вiдповiдно, тодi мають мiсце наступнi формули:

𝛿

(︃
𝜕𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝜕𝑥𝑘

)︃
=

𝜕

𝜕𝑥𝑘

(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
, (4)

𝛿
(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝑈 𝑗1𝑗2...𝑗𝑠
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟

)︁
=
(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
𝑈 𝑗1𝑗2...𝑗𝑠
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟

+ 𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

(︁
𝛿𝑈 𝑗1𝑗2...𝑗𝑠

𝑖1𝑖2...𝑖𝑟

)︁
. (5)

Доведення.

Доведення формул (4) та (5) випливає з означення 1 та формули (3).

Твердження доведено.

Вiдмiтимо, що з (3), як наслiдок, маємо, що операцiя варiювання тен-

зора не змiнює його тип.

Означення 3. Коварiантною похiдною тензорного поля 𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

типу

(𝑝, 𝑞), яке задане в рiмановому просторi (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗), називається тензорне по-

ле 𝑇 𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝; 𝑙

типу (𝑝+ 1, 𝑞), яке визначається за формулою

𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝; 𝑙

=
𝜕𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝜕𝑥𝑙
+ 𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝑗1
𝛼𝑙 + 𝑇

𝑗1𝛼...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝑗2
𝛼𝑙 + · · ·+ 𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
Γ
𝑗𝑞
𝛼𝑙

− 𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝛼
𝑖1𝑙 − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝛼...𝑖𝑝

Γ𝛼
𝑖2𝑙 − · · · − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

Γ𝛼
𝑖𝑝𝑙.

(6)

де Γℎ
𝑖𝑗 — коефiцiєнти рiманової зв’язностi, якi визначаються на базi

метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 за формулою

Γℎ
𝑖𝑗 =

1

2

(︂
𝜕𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘

)︂
𝑔𝑘ℎ. (7)

Твердження 2. Нехай рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) зазнає iнфiнiтезималь-

ної деформацiї (1) i 𝑇 𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

— тензорне поле типу (𝑝, 𝑞), що задане в ньо-

му.

Тодi варiацiя коварiантної похiдної 𝛿
(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝; 𝑙

)︁
цього поля задовольняє

спiввiдношенню

𝛿
(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝; 𝑙

)︁
= (𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

);𝑙 + 𝑇
𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝑗1
𝛼𝑙 + 𝑇

𝑗1𝛼...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝑗2
𝛼𝑙 + · · ·+ 𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝛿Γ

𝑗𝑞
𝛼𝑙

− 𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝛼
𝑖1𝑙 − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝛼...𝑖𝑝

𝛿Γ𝛼
𝑖2𝑙 − · · · − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

𝛿Γ𝛼
𝑖𝑝𝑙.

(8)
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де 𝛿Γℎ
𝑖𝑗 — варiацiя рiманової зв’язностi.

Доведення

Нехай рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) зазнає iнфiнiтезимальної деформацiї

(1), та всi об’єкти мають ненульовi варiацiї. Знайдемо варiацiю тензорного

поля 𝑇 𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝, 𝑙

типу (𝑝, 𝑞 + 1). Для цього скористаємося означенням 3 та

формулою (6).

Зварiюємо (6), та користуємося (4), (5) та твердженням 1. Маємо

𝛿
(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝, 𝑙

)︁
=

𝜕

𝜕𝑥𝑙

(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
+ 𝛿𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝑗1
𝛼𝑙 + 𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝑗1
𝛼𝑙

+ 𝛿𝑇
𝑗1𝛼...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝑗2
𝛼𝑙 + 𝑇

𝑗1𝛼...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝑗2
𝛼𝑙 + . . .

− 𝛿𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝛼
𝑖1𝑙 − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝛼
𝑖1𝑙

− 𝛿𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝛼...𝑖𝑝

Γ𝛼
𝑖2𝑙 − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝛼...𝑖𝑝

𝛿Γ𝛼
𝑖2𝑙 − . . .

− 𝛿𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

Γ𝛼
𝑖𝑝𝑙 − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

𝛿Γ𝛼
𝑖𝑝𝑙.

(9)

Збираючи в правiй частинi (9) доданки, що мiстять вираз 𝛿𝑇 𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

, та ко-

ристуємося означенням 3 коварiантної похiдної, отримаємо (8).

Твердження доведено.

Твердження 3. Коварiантна похiдна варiацiї метричного тензора рiмано-

вого простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) при iнфiнiтезимальнiй деформацiї (1) визначається

за формулою

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑘 = 𝑔𝑚𝑗 𝛿Γ
𝑚
𝑖𝑘 + 𝑔𝑚𝑖 𝛿Γ

𝑚
𝑗𝑘. (10)

Доведення

Для метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 має мiсце рiвнiсть

𝑔𝑖𝑗;𝑘 = 0. (11)

Застосувавши до метричного тензора, який є тензором типу (2, 0), форму-

лу (9) твердження 2, отримаємо (10).

Твердження доведено.

Твердження 4. Варiацiя рiманової зв’язностi при iнфiнiтезимальнiй де-

формацiї (1) рiманового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) визначається за формулою

𝛿Γℎ
𝑖𝑗 =

1

2
𝑔𝛼ℎ (𝛿𝑔𝑖𝛼, 𝑗 + 𝛿𝑔𝑗𝛼, 𝑖 − 𝛿𝑔𝑖𝑗, 𝛼) , (12)
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i є тензором типу (2, 1).

Доведення

Застосуємо до кожного доданку в дужках правої частини формули (10)

твердження 3. Матимемо

(𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑗 = 𝑔𝑚𝛼 𝛿Γ
𝑚
𝑖𝑗 + 𝑔𝑚𝑖 𝛿Γ

𝑚
𝛼𝑗 ,

(𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖 = 𝑔𝑚𝛼 𝛿Γ
𝑚
𝑗𝑖 + 𝑔𝑚𝑗 𝛿Γ

𝑚
𝛼𝑖,

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼 = 𝑔𝑚𝑗 𝛿Γ
𝑚
𝑖𝛼 + 𝑔𝑚𝑖 𝛿Γ

𝑚
𝑗𝛼.

Або

(𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑗 + (𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖 − (𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼 = 2 𝑔𝑚𝛼 𝛿Γ
𝑚
𝑖𝑗 . (13)

Згортаючи вираз (13) з метричним тензором 𝑔𝛼ℎ, помноженим на 1
2 ,

отримаємо (12). Оскiльки в правiй частинi (12) маємо тензор, то варiацiя

Γℎ
𝑖𝑗 рiманової зв’язностi є тензором типу (2, 1).

Твердження доведено.

Тензор кривини Рiмана типу (3, 1) визначається через коефiцiєнти рiма-

нової зв’язностi за формулою

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

𝜕Γℎ
𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
+ Γ𝛼

𝑖𝑘Γ
ℎ
𝛼𝑗 −

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
− Γ𝛼

𝑖𝑗Γ
ℎ
𝛼𝑘. (14)

Твердження 5. Варiацiю тензора кривини Рiмана типу (3, 1) при iнфiнi-

тезимальнiй деформацiї (1) рiманового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) можна визначати

за формулами

𝛿𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

(︁
𝛿Γℎ

𝑖𝑘

)︁
, 𝑗
−
(︁
𝛿Γℎ

𝑖𝑗

)︁
, 𝑘
, (15)

𝛿𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

1

2
𝑔𝛼ℎ
(︁
𝛿𝑔𝑘𝛼, 𝑖𝑗 + 𝛿𝑔𝑗𝛼, 𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑖𝑘, 𝛼𝑗 − 𝛿𝑔𝑗𝛼, 𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑚𝛼𝑅

𝑚
𝑖𝑗𝑘 − 𝛿𝑔𝑖𝑚𝑅

𝑚
𝛼𝑗𝑘

)︁
.

(16)

Доведення

Зварiювавши (14), використовуючи (5) твердження 1 та означення 3

коварiантної похiдної, матимемо (15).

Для доведення формули (16) пiдставимо в (15) вирази варiацiї рiмано-

вої зв’язностi за формулою (12), використовуючи, що

𝑔𝛼ℎ, 𝑙 = 0
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матимемо:

𝛿𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

1

2
𝑔𝛼ℎ
(︁(︀

(𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑘𝑗+(𝛿𝑔𝑘𝛼),𝑖𝑗−(𝛿𝑔𝑖𝑘),𝛼𝑗
)︀
−
(︀
(𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑗𝑘+(𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝑘−(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝑘

)︀)︁
.

(17)

За тотожнiстю Рiччi:

(𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑗𝑘 − (𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑘𝑗 = 𝛿𝑔𝑚𝛼𝑅
𝑚
𝑖𝑗𝑘 + 𝛿𝑔𝑖𝑚𝑅

𝑚
𝛼𝑗𝑘. (18)

Пiдставимо (18) в (17), отримаємо (16).

Твердження доведено.

Твердження 6. Варiацiю метричного тензора типу (0, 2), тензора Рiччi

та скалярної кривини при iнфiнiтезимальнiй деформацiї (1) рiманового

простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) можна визначати за формулами

𝛿𝑔𝑖𝑗 = − 𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽 𝛿𝑔𝛼𝛽, (19)

𝛿𝑅𝑖𝑗 =
1

2
𝑔𝛼𝛽
(︁
(𝛿𝑔𝜌𝛼),𝑗𝛽+(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽−(𝛿𝑔𝑖𝜌),𝛼𝑗−(𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽−𝛿𝑔𝑚𝛼𝑅

𝑚
𝑖𝑗𝛽−𝛿𝑔𝑖𝑚𝑅𝑚

𝛼𝑗𝛽

)︁
,

(20)

𝛿𝑅 = 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽 (𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽 (𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽𝑅𝑚
𝑖𝑗𝛽 𝛿𝑔𝑚𝛼 − 𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽𝑅𝑖𝑗 𝛿𝑔𝛼𝛽.

(21)

Доведення

При будь-якiй iнфiнiтезимальнiй деформацiї рiманового простору (1)

має мiсце рiвнiсть

𝛿
(︀
𝑔𝑖𝛼𝑔𝛼𝛽

)︀
= 0.

Або

𝛿𝑔𝑖𝛼 𝑔𝛼𝛽 = − 𝑔𝑖𝛼 𝛿𝑔𝛼𝛽. (22)

Згортаючи (22) з 𝑔𝛽𝑗 , отримаємо (19).

(20) отримаємо, згортаючи (16) за iндексами ℎ та 𝑘 та користуючись

тим, що операцiї згортки та варiювання комутують.
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Для доведення (21) розглянемо

𝛿𝑅 = 𝛿
(︀
𝑔𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗

)︀
= 𝛿𝑔𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗 + 𝑔𝑖𝑗𝛿𝑅𝑖𝑗 . (23)

Пiдставимо в (23) з (19), (20) вирази для 𝛿𝑔𝑖𝑗 та 𝛿𝑅𝑖𝑗 :

𝛿𝑅 = − 𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽 𝛿𝑔𝛼𝛽 𝑅𝑖𝑗 + 𝑔𝑖𝑗
1

2
𝑔𝛼𝛽
(︁
(𝛿𝑔𝛽𝛼),𝑖𝑗 + (𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽 − (𝛿𝑔𝑖𝛽),𝛼𝑗−

− (𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽 − 𝛿𝑔𝑚𝛼𝑅
𝑚
𝑖𝑗𝛽 − 𝛿𝑔𝑖𝑚𝑅

𝑚
𝛼𝑗𝛽

)︁
=

= 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽 (𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽 (𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽𝑅𝑚
𝑖𝑗𝛽 𝛿𝑔𝑚𝛼 − 𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽𝑅𝑖𝑗 𝛿𝑔𝛼𝛽.

Отримаємо (21).

Твердження доведено.

Означення 4. Похiдною Лi в напрямi вектора 𝜉𝛼(𝑥) вiд тензорного поля

𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

типу (𝑝, 𝑞), що заданi в рiмановому просторi (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗), називається

тензорне поле типу (𝑝, 𝑞), що визначається за формулою

𝐿𝜉

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝜉𝛼 𝜕𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− 𝜕𝛼𝜉
𝑗1 𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− · · · − 𝜕𝛼𝜉
𝑗𝑞 𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

+ 𝜕𝑖1𝜉
𝛼 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

+ · · ·+ 𝜕𝑖𝑝𝜉
𝛼 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

.

(24)

або
𝐿𝜉

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝜉𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝, 𝛼

− 𝜉𝑗1, 𝛼𝑇
𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− · · · − 𝜉
𝑗𝑞
, 𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝛼
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

+ 𝜉𝛼, 𝑖1𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

+ · · ·+ 𝜉𝛼, 𝑖𝑝𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

.

(25)

Твердження 7. Нехай рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) зазнає iнфiнiтезималь-

ної деформацiї (1) i

𝐿𝜆̄

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝜆𝛼𝜕𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− 𝜕𝛼𝜆
𝑗1𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− · · · − 𝜕𝛼𝜆
𝑗𝑞𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

+ 𝜕𝑖1𝜆
𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

+ · · ·+ 𝜕𝑖𝑝𝜆
𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

.
(26)

Похiдна Лi вздовж векторного поля 𝜆̄𝛼(𝑥), тодi
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𝛿𝐿𝜆̄

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝐿𝛿𝜆̄

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
+ 𝐿𝜆̄

(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
. (27)

Доведення.

Зварiюємо (24), з урахуванням (5) та тим фактом, що операцiї диферен-

цiювання та варiювання мають комутативну властивiсть, отримаємо

𝛿
(︁
𝐿𝜉

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁)︁
= (𝛿𝜆𝛼)𝜕𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

+ 𝜆𝛼𝜕𝛼(𝛿𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)

− 𝜕𝛼(𝛿𝜆
𝑗1)𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− 𝜕𝛼𝜆
𝑗1(𝛿𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)

− · · · − 𝜕𝛼(𝛿𝜆
𝑗𝑞)𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
− 𝜕𝛼𝜆

𝑗𝑞(𝛿𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)

+ 𝜕𝑖1(𝛿𝜆
𝛼)𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

+ 𝜕𝑖1𝜆
𝛼(𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

)

+ · · ·+ 𝜕𝑖𝑝(𝛿𝜆
𝛼)𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

+ 𝜕𝑖𝑝𝜆
𝛼(𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

).

(28)

Вводячи позначення, згiдно (24),

𝐿𝛿𝜆̄

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= (𝛿𝜆𝛼)𝜕𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− 𝜕𝛼(𝛿𝜆
𝑗1)𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− · · · − 𝜕𝛼(𝛿𝜆
𝑗𝑞)𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
+ 𝜕𝑖1(𝛿𝜆

𝛼)𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

+ · · ·+ 𝜕𝑖𝑝(𝛿𝜆
𝛼)𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

,

𝐿𝜆̄

(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝜆𝛼𝜕𝛼(𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)− 𝜕𝛼𝜆
𝑗1(𝛿𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)

− · · · − 𝜕𝛼𝜆
𝑗𝑞(𝛿𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
) + 𝜕𝑖1𝜆

𝛼(𝛿𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

)

+ · · ·+ 𝜕𝑖𝑝𝜆
𝛼(𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

).

Отримаємо (27).

Твердження доведено.

Наслiдок. Нехай рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) зазнає iнфiнiтезимальної де-

формацiї (1) з вектором змiщення 𝜉𝛼(𝑥), тодi має мiсце спiввiдношення

𝛿𝐿𝜉

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝐿𝜉

(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
. (29)

Доведення.

Оскiльки в напрямi вектора 𝜉𝛼(𝑥) варiацiя 𝛿(𝜉𝛼(𝑥)) = 0, то з (27) отри-

муємо (29).
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Наслiдок доведено.

З наслiдку випливає, що вздовж вектора змiщення операцiї варiювання

тензорного поля та взяття похiдної Лi комутують. Отже результат ва-

рiювання тензорного поля при iнфiнiтезимальнiй деформацiї (1) можна

трактувати, як взяття похiдної Лi вздовж вектора змiщення.

Твердження 8. В тривимiрному рiмановому просторi тензор криви-

ни Рiмана завжди можна виразити через симетричний тензор 2 рангу за

формулою

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑙𝑘𝑔𝑖𝑗 −𝑅𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 +𝑅𝑖𝑗𝑔𝑙𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑔𝑙𝑗 +
𝑅

2
(𝑔𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝑔𝑙𝑘𝑔𝑖𝑗) . (30)

Доведення.

Шукаємо 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 у виглядi

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐴𝑙𝑘𝑔𝑖𝑗 −𝐴𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 +𝐴𝑖𝑗𝑔𝑙𝑘 −𝐴𝑖𝑘𝑔𝑙𝑗 . (31)

де 𝐴𝑖𝑗 — деякий симетричний тензор, зв’язок з 𝑅𝑖𝑗 визначається шляхом

згортки написаного виразу з 𝑔𝑙𝑘. Таким чином знаходимо:

𝑅𝑖𝑗 = 𝐴𝑔𝑖𝑗 −𝐴𝑖𝑗 + 3𝐴𝑖𝑗 −𝐴𝑖𝑗 ,

тобто

𝑅𝑖𝑗 = 𝐴𝑔𝑖𝑗 +𝐴𝑖𝑗 . (32)

Згортаючи (32) з 𝑔𝑖𝑗 отримаємо:

𝑅 = 4𝐴,

або

𝐴 =
𝑅

4
. (33)

Отже



Канонiчнi деформацiї тривимiрних метрик 57

𝐴𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 −
𝑅

4
𝑔𝑖𝑗 . (34)

Пiдставимо (34) в (31), отримаємо (30).

Твердження доведено.

Наслiдок. В тривимiрному просторi тензор Рiмана можна подати у ви-

глядi (31), де 𝐴𝑖𝑗 — деякий симетричний тензор вигляду (34). Або для

тензору Рiмана (3, 1) у виглядi

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝐴ℎ

𝑘𝑔𝑖𝑗 −𝐴ℎ
𝑗𝑔𝑖𝑘 +𝐴𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 −𝐴𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 .

2. Канонiчнi iнфiнiтезимальнi деформацiї тривимiрних

рiманових просторiв.

Означення 5. Iнфiнiтезимальна деформацiя виду (1) рiманового про-

стору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) називається канонiчною, якщо варiацiю метрики 𝛿𝑔𝑖𝑗 можна

подати у виглядi

𝛿𝑔𝑖𝑗 = 𝜏1𝑔𝑖𝑗 + 𝜏2𝑅𝑖𝑗 , (35)

де 𝜏1, 𝜏2 — довiльнi iнварiантнi функцiї, що пiдлягають визначенню.

Твердження 9. Коварiантна похiдна варiацiї метричного тензора, ва-

рiацiї взаємного метричного тензора, рiманової зв’язностi, тензора кри-

вини Рiмана типу (3, 1), тензора Рiччi та скалярної кривини рiманового

простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) при канонiчнiй iнфiнiтезимальнiй деформацiї (35) ви-

значається через варiацiю метрики за формулами

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑘 = (𝜏1),𝑘 𝑔𝑖𝑗 + (𝜏2),𝑘 𝑅𝑖𝑗 + 𝜏2𝑅𝑖𝑗,𝑘. (36)

𝛿𝑔𝑖𝑗 = −𝜏1𝑔𝑖𝑗 − 𝜏2𝑔
𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽𝑅𝛼𝛽, (37)

𝛿Γℎ
𝑖𝑗 =

1

2

(︁
(𝜏1),𝑗𝛿

ℎ
𝑖 + (𝜏1),𝑖𝛿

ℎ
𝑗 − (𝜏1)

,ℎ𝑔𝑖𝑗

+ (𝜏2),𝑗𝑅
ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑗 − (𝜏2)

,ℎ𝑅𝑖𝑗

+ 𝜏2(𝑅
ℎ
𝑖,𝑗 +𝑅ℎ

𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼)
)︁
,

(38)
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𝛿𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

1

2

(︁
(𝜏1),𝑖𝑗 𝛿

ℎ
𝑘 − (𝜏1),𝑖𝑘 𝛿

ℎ
𝑗 + (𝜏1)

,ℎ
,𝑘 𝑔𝑖𝑗 − (𝜏1)

,ℎ
,𝑗 𝑔𝑖𝑘

+ (𝜏2),𝑖𝑗 𝑅
ℎ
𝑘 − (𝜏2),𝑖𝑘 𝑅

ℎ
𝑗 + (𝜏2)

,ℎ
,𝑘 𝑅𝑖𝑗 − (𝜏2)

,ℎ
,𝑗 𝑅𝑖𝑘

+ (𝜏2),𝑗

(︁
𝑅ℎ

𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︁
− (𝜏2),𝑘

(︁
𝑅ℎ

𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︁
+ (𝜏2),𝑖

(︁
𝑅ℎ

𝑘,𝑗 −𝑅ℎ
𝑗,𝑘

)︁
+ 𝜏2

(︁
𝑅ℎ

𝑘,𝑖𝑗 −𝑅ℎ
𝑗,𝑖𝑘 +𝑅ℎ

𝑖,𝑘𝑗 −𝑅ℎ
𝑖,𝑗𝑘 + 𝑔𝛼ℎ(𝑅𝑖𝑗,𝛼𝑘 −𝑅𝑖𝑘,𝛼𝑗)

)︁)︁
.

(39)

𝛿𝑅𝑖𝑗 =
1

2

(︁
(𝜏1),𝑖𝑗 + (𝜏1)

𝛼
,𝛼 𝑔𝑖𝑗 + (𝜏2),𝑖𝑗𝑅− (𝜏2),𝑖𝛼𝑅

𝛼
𝑗 + (𝜏2)

𝛼𝑅𝑖𝑗 − (𝜏2)
𝛼
,𝑗𝑅𝑖𝛼

+ (𝜏2),𝑗(𝑅,𝑖 −𝑅𝛼
𝑘,𝛼)− (𝜏2),𝛼(𝑅

𝛼
𝑗,𝑖 − 𝑔𝛽𝛼𝑅𝑖𝑗,𝛽)

+ (𝜏2),𝛼(𝑅
𝛼
𝑘,𝑗 −𝑅𝛼

𝑗,𝑘)

+ 𝜏2
(︀
𝑅𝑖𝑗 −𝑅𝛼

𝑗,𝑖𝛼 +𝑅𝛼
𝑖,𝛼𝑗 −𝑅𝛼

𝑖,𝑗𝛼 + 𝑔𝛼𝛽(𝑅𝑖𝑗,𝛼𝛽 −𝑅𝑖𝛽,𝛼𝑗)
)︀)︁
.

(40)

𝛿𝑅 = 2(𝜏1),𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽 − 2(𝜏1)𝑅− 2(𝜏2)𝑅

𝑚
𝛽𝑅

𝛽
𝑚 + (𝜏2)

𝛽𝑅,𝛽 + (𝜏2)𝑅,𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽

− (𝜏2),𝑖𝛽𝑅
𝛽
𝑗𝑔

𝑖𝑗 − (𝜏2),𝑗𝑅
𝛽
𝑗,𝛽 − (𝜏2),𝛽𝑅

𝛽
𝑗,𝑖𝑔

𝑖𝑗 + (𝜏2),𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽𝑅.

(41)

Де

(𝜏1)
ℎ = (𝜏1),𝛼𝑔

𝛼ℎ, (𝜏2)
ℎ = (𝜏2),𝛼𝑔

𝛼ℎ.

Доведення.

(36) отримуємо коварiантним диференцiюванням (35),

(37) отримуємо пiдстановкою (35) в (19),
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Для доведення (39) в (15) пiдставимо (38).

𝛿𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 = (𝛿Γℎ

𝑖𝑘),𝑗 − (𝛿Γℎ
𝑖𝑗),𝑘 =

=

(︂
1

2

(︁
(𝜏1),𝑘𝛿

ℎ
𝑖 + (𝜏1),𝑖𝛿

ℎ
𝑘 − (𝜏1)

ℎ𝑔𝑖𝑘 + (𝜏2),𝑘𝑅
ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑘 − (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑘+

+𝜏2
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑘 +𝑅ℎ
𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︀)︁)︁
,𝑗
− 1

2

(︁(︁
(𝜏1),𝑗𝛿

ℎ
𝑖 + (𝜏1),𝑖𝛿

ℎ
𝑗 − (𝜏1)

ℎ𝑔𝑖𝑗+

+(𝜏2),𝑗𝑅
ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑗 − (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑗 + 𝜏2
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑗 +𝑅ℎ
𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︀)︁)︁
,𝑘
=

=
1

2

(︁
(𝜏1),𝑘𝑗𝛿

ℎ
𝑖 + (𝜏1),𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 − (𝜏1)

ℎ
,𝑗𝑔𝑖𝑘 + (𝜏2),𝑘𝑗𝑅

ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑘𝑅

ℎ
𝑖,𝑗 + (𝜏2),𝑖𝑗𝑅

ℎ
𝑘 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑘,𝑗−

− (𝜏2)
ℎ
,𝑗𝑅𝑖𝑘 − (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑘,𝑗 + (𝜏2),𝑗
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑘 +𝑅ℎ
𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︀
+ 𝜏2

(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑘 +𝑅ℎ
𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︀
,𝑗

)︁
−

− 1

2

(︁
(𝜏1),𝑗𝑘𝛿

ℎ
𝑖 + (𝜏1),𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 − (𝜏1)

ℎ
,𝑘𝑔𝑖𝑗 + (𝜏2),𝑗𝑘𝑅

ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑗𝑅

ℎ
𝑖,𝑘 + (𝜏2),𝑖𝑘𝑅

ℎ
𝑗 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑗,𝑘−

− (𝜏2)
ℎ
,𝑘𝑅𝑖𝑗 − (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑗,𝑘 + (𝜏2),𝑘
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑗 +𝑅ℎ
𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︀
+ 𝜏2

(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑗 +𝑅ℎ
𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︀
,𝑘

)︁
=

=
1

2

(︁
(𝜏1),𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 − (𝜏1)

ℎ
,𝑗𝑔𝑖𝑘 + (𝜏2),𝑘𝑗𝑅

ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑘𝑅

ℎ
𝑖,𝑗 + (𝜏2),𝑖𝑗𝑅

ℎ
𝑘 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑘,𝑗 − (𝜏2)

ℎ
,𝑗𝑅𝑖𝑘 − (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑘,𝑗+

+ (𝜏2),𝑗
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑘 +𝑅ℎ
𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︀
+ 𝜏2

(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑘 +𝑅ℎ
𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼𝑗

)︀
− (𝜏1),𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 + (𝜏1)

ℎ
,𝑘𝑔𝑖𝑗−

− (𝜏2),𝑗𝑘𝑅
ℎ
𝑖 − (𝜏2),𝑗𝑅

ℎ
𝑖,𝑘 − (𝜏2),𝑖𝑘𝑅

ℎ
𝑗 − (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑗,𝑘 + (𝜏2)

ℎ
,𝑘𝑅𝑖𝑗 + (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑗,𝑘−

− (𝜏2),𝑘
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑗 +𝑅ℎ
𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︀
− 𝜏2

(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑗𝑘 +𝑅ℎ
𝑗,𝑖𝑘 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼𝑘

)︀)︁
=

=
1

2

(︁
(𝜏1),𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 − (𝜏1),𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 + (𝜏1)

ℎ
,𝑘𝑔𝑖𝑗 − (𝜏1)

ℎ
,𝑗𝑔𝑖𝑘 + (𝜏2),𝑖𝑗𝑅

ℎ
𝑘 − (𝜏2),𝑖𝑘𝑅

ℎ
𝑗 + (𝜏2)

ℎ
,𝑘𝑅𝑖𝑗 − (𝜏2)

ℎ
,𝑗𝑅𝑖𝑘+

+ (𝜏2),𝑗
(︀
𝑅ℎ

𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︀
− (𝜏2),𝑘

(︀
𝑅ℎ

𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︀
+ (𝜏2),𝑖

(︀
𝑅ℎ

𝑘,𝑗 −𝑅ℎ
𝑗,𝑘

)︀
+

+ 𝜏2

(︁
𝑅ℎ

𝑘,𝑖𝑗 −𝑅ℎ
𝑗,𝑖𝑘 +𝑅ℎ

𝑖,𝑘𝑗 −𝑅ℎ
𝑖,𝑗𝑘 + 𝑔𝛼ℎ

(︀
𝑅𝑖𝑗,𝛼𝑘 −𝑅𝑖𝑘,𝛼𝑗

)︀)︁)︁
.

(39) доведено.

Для доведення (40) згорнемо (39) за iндексами ℎ та 𝑘.

Для доведення (41), пiдставимо (21), в вирази (35), (37).

𝛿𝑅 = 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽(𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽𝑅𝑚
𝑖𝑗𝛽 𝛿𝑔𝑚𝛼 − 𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽𝑅𝑖𝑗 𝛿𝑔𝛼𝛽

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽 = (𝜏1),𝛼𝛽 𝑔𝑖𝑗 + (𝜏2),𝛼𝛽 𝑅𝑖𝑗 + (𝜏2),𝛼𝑅𝑖𝑗,𝛽 + (𝜏2),𝛽 𝑅𝑖𝑗,𝛼 + 𝜏2𝑅𝑖𝑗,𝛼𝛽

(𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽 = (𝜏1),𝑖𝛽 𝑔𝑗𝛼 + (𝜏2),𝑖𝛽 𝑅𝑗𝛼 + (𝜏2),𝑖𝑅𝑗𝛼,𝛽 + (𝜏2),𝛽 𝑅𝑗𝛼,𝑖 + 𝜏2𝑅𝑗𝛼,𝑖𝛽

𝛿𝑔𝑚𝛼 = (𝜏1)𝑔𝑚𝛼 + (𝜏2)𝑅𝑚𝛼
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матимемо

𝛿𝑅 =
(︀
3(𝜏1),𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 + (𝜏2),𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽𝑅+ 2(𝜏2)

𝛽𝑅,𝛽 + (𝜏2)𝑅,𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽
)︀

−
(︀
(𝜏1),𝑖𝑗𝑔

𝑖𝑗 + (𝜏2),𝑖𝛽𝑅
𝛽
𝑗𝑔

𝑖𝑗 + (𝜏2)
𝑗𝑅𝛽

𝑗,𝛽 + (𝜏2),𝛽𝑅
𝛽
𝑗,𝑖𝑔

𝑖𝑗 + (𝜏2)𝑅
𝛽
𝑗,𝑖𝛽𝑔

𝑖𝑗
)︀

− 2(𝜏1)𝑅− 2(𝜏2)𝑅
𝑚
𝛽𝑅

𝛽
𝑚

= 2(𝜏1),𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽 + (𝜏2),𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽𝑅+ 2(𝜏2)
𝛽𝑅,𝛽 + (𝜏2)𝑅,𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽

− (𝜏2),𝑖𝛽𝑅
𝛽
𝑗𝑔

𝑖𝑗 − (𝜏2)
𝑗𝑅𝛽

𝑗,𝛽 − (𝜏2),𝛽𝑅
𝛽
𝑗,𝑖𝑔

𝑖𝑗 − (𝜏2)𝑅
𝛽
𝑗,𝑖𝛽𝑔

𝑖𝑗

− 2(𝜏1)𝑅− 2(𝜏2)𝑅
𝑚
𝛽𝑅

𝛽
𝑚.

Твердження доведено.

Означення 6. Рiманiв простiр (̃︀𝑉𝑛, ̃︀𝑔𝑖𝑗) називається iнфiнiтезимальною

геодезичною деформацiєю рiманового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗), якщо в результа-

тi деформацiї зберiгаються, в головному, геодезичнi лiнiї простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗).

Твердження 10. Будь-яка iнфiнiтезимальна геодезична деформацiя три-

вимiрного рiманового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) є канонiчною iнфiнiтезимальною

деформацiєю (35), при цьому функцiї 𝜏1, 𝜏2 пов’язанi формулою

𝜆 =
1

8
(3𝜏1 +𝑅𝜏2) . (42)

де 𝜆 — функцiя трьох змiнних.

Доведення.

При геодезичнiй деформацiї рiманового простору

𝛿Γ𝑚
𝑖𝑘 = 𝜆𝑖𝛿

𝑚
𝑘 + 𝜆𝑘𝛿

𝑚
𝑖 ,

𝜆𝑖 — градiєнтний вектор.

Пiдставимо в (10) матимемо

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑘 = 𝑔𝑘𝑗𝜆𝑖 + 𝑔𝑘𝑖𝜆𝑗 + 2𝑔𝑖𝑗𝜆𝑘,

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑘𝑙 = 𝑔𝑘𝑗𝜆𝑖,𝑙 + 𝑔𝑘𝑖𝜆𝑗,𝑙 + 2𝑔𝑖𝑗𝜆𝑘,𝑙,

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑙𝑘 = 𝑔𝑙𝑗𝜆𝑖,𝑘 + 𝑔𝑙𝑖𝜆𝑗,𝑘 + 2𝑔𝑖𝑗𝜆𝑙,𝑘,

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑘𝑙 − (𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑙𝑘 = 𝜆(𝑖,𝑗)𝑘 − 𝜆𝑘,(𝑖,𝑗)𝑙.

(43)

За тотожнiстю Рiччi
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𝛿𝑔𝑖𝑗,𝑘𝑙 − 𝛿𝑔𝑖𝑗,𝑙𝑘 = 𝛿𝑔𝜎𝑗𝑅
𝛼
𝑖𝑘𝑙 + 𝛿𝑔𝑖𝛼𝑅

𝛼
𝑗𝑘𝑙

= 𝛿𝑔𝜎𝑗 (𝐴
𝛼
𝑙 𝑔𝑖𝑘 −𝐴𝛼

𝑘𝑔𝑖𝑙 +𝐴𝑖𝑘𝛿
𝛼
𝑙 −𝐴𝑖𝑙𝛿

𝛼
𝑘 )

+ 𝛿𝑔𝑖𝛼 (𝐴
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 −𝐴𝛼

𝑘𝑔𝑗𝑙 +𝐴𝑗𝑘𝛿
𝛼
𝑙 −𝐴𝑗𝑙𝛿

𝛼
𝑘 )

= 𝜆𝑙,𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑙,𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑘,𝑖𝑔𝑗𝑙 − 𝜆𝑘,𝑗𝑔𝑖𝑙

Або у виглядi

𝑔𝑗𝑘
(︀
𝛿𝑔𝑖𝛼𝐴

𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙,𝑖

)︀
+ 𝑔𝑖𝑘

(︀
𝛿𝑔𝛼𝑗𝐴

𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙,𝑗

)︀
− 𝑔𝑗𝑙

(︀
𝛿𝑔𝑖𝛼𝐴

𝛼
𝑘 − 𝜆𝑘,𝑖

)︀
−𝑔𝑖𝑙

(︀
𝛿𝑔𝛼𝑗𝐴

𝛼
𝑘 − 𝜆𝑘,𝑗

)︀
+ 𝛿𝑔𝑖𝑙𝐴𝑗𝑘 + 𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑘𝑗𝐴𝑖𝑙 − 𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0.

(44)

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝐴ℎ

𝑘𝑔𝑖𝑗 −𝐴ℎ
𝑗𝑔𝑖𝑘 +𝐴𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 −𝐴𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗

𝑅𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 𝐴𝛼

𝑙𝑔𝑖𝑘 −𝐴𝛼
𝑘𝑔𝑖𝑙 +𝐴𝑖𝑘𝛿

𝛼
𝑙 −𝐴𝑖𝑙𝛿

𝛼
𝑘

𝑅𝛼
𝑗𝑘𝑙 = 𝐴𝛼

𝑙𝑔𝑗𝑘 −𝐴𝛼
𝑘𝑔𝑗𝑙 +𝐴𝑗𝑘𝛿

𝛼
𝑙 −𝐴𝑗𝑙𝛿

𝛼
𝑘

Введемо в розгляд симетричний тензор

𝐺𝑖𝑙 = 𝛿𝑔𝑖𝛼𝐴
𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙,𝑖 (45)

Маємо

𝑔𝑗𝑘𝐺𝑖𝑙+𝑔𝑖𝑘𝐺𝑗𝑙−𝑔𝑗𝑙𝐺𝑖𝑘−𝑔𝑖𝑙𝐺𝑗𝑘+𝛿𝑔𝑖𝑙𝐴𝑗𝑘+𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘−𝛿𝑔𝑘𝑗𝐴𝑖𝑙−𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0 (46)

(46) проальтернуємо за iндексами 𝑗 ↔ 𝑘 отримаємо

𝑔𝑖𝑘𝐺𝑗𝑙−𝑔𝑖𝑗𝐺𝑘𝑙−𝑔𝑗𝑙𝐺𝑖𝑘+𝑔𝑘𝑙𝐺𝑖𝑗+𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘−𝛿𝑔𝑙𝑘𝐴𝑖𝑗−𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙+𝛿𝑔𝑖𝑗𝐴𝑘𝑙 = 0 (47)

В (47) робимо замiну iндексiв 𝑖↔ 𝑘 матимемо

𝑔𝑖𝑘𝐺𝑗𝑙−𝑔𝑘𝑗𝐺𝑖𝑙−𝑔𝑗𝑙𝐺𝑖𝑘+𝑔𝑖𝑙𝐺𝑘𝑗+𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘−𝛿𝑔𝑙𝑖𝐴𝑘𝑗−𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙+𝛿𝑔𝑘𝑗𝐴𝑖𝑙 = 0 (48)

До рiвностi (46) додаємо (48), матимемо

2𝑔𝑖𝑘𝐺𝑗𝑙 − 2𝑔𝑗𝑙𝐺𝑖𝑘 + 2𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘 − 2𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0 (49)
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Роздiливши (49) на 2 матимемо

𝑔𝑖𝑘𝐺𝑗𝑙 − 𝑔𝑗𝑙𝐺𝑖𝑘 + 𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0 (50)

(50) згорнемо з 𝑔𝑖𝑘

Отримаємо

3𝐺𝑗𝑙 − 𝑔𝑗𝑙𝐺+ 𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴− 𝛿𝑔𝐴𝑗𝑙 = 0

𝐺𝑗𝑙 =
1

3
(𝐺𝑔𝑗𝑙 −𝐴𝛿𝑔𝑗𝑙 + 𝜇𝐴𝑗𝑙) (51)

𝜇 = 𝑔𝑖𝑘𝛿𝑔𝑖𝑘

(51) пiдставимо в (50) матимемо

𝑔𝑖𝑘
1

3
(𝐺𝑔𝑗𝑙 −𝐴𝛿𝑔𝑗𝑙 + 𝜇𝐴𝑗𝑙)−𝑔𝑗𝑙

1

3
(𝐺𝑔𝑖𝑘 −𝐴𝛿𝑔𝑖𝑘 + 𝜇𝐴𝑖𝑘)+𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘−𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0

(52)

(52) перепишемо у виглядi

𝑔𝑖𝑘
1

3
(𝐺𝑔𝑗𝑙 −𝐴𝛿𝑔𝑗𝑙 + 𝜇𝐴𝑗𝑙)−𝑔𝑗𝑙

1

3
(𝐺𝑔𝑖𝑘 −𝐴𝛿𝑔𝑖𝑘 + 𝜇𝐴𝑖𝑘)+𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘−𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0

(53)

(︁𝜇
3
𝑔𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑖𝑘

)︁
𝐴𝑗𝑙 −

(︁𝜇
3
𝑔𝑗𝑙 − 𝛿𝑔𝑗𝑙

)︁
𝐴𝑖𝑘 +

𝐴

3
(𝑔𝑗𝑙𝛿𝑔𝑖𝑘 − 𝑔𝑖𝑘𝛿𝑔𝑙𝑗) = 0

Рiвнiсть (53) згорнемо з ненульовим вектором 𝜉𝑖𝜉𝑗 , та введемо позначення

𝜈1 = 𝐴𝑖𝑗𝜉
𝑖𝜉𝑗 ,

𝜈2 = 𝑔𝑖𝑗𝜉
𝑖𝜉𝑗 ,

𝜈3 = 𝛿𝑔𝑖𝑗𝜉
𝑖𝜉𝑗 ,

(54)

Матимемо

(︁𝜇
3
𝑔𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑖𝑘

)︁
𝜈1 −

(︁𝜇
3
𝜈2 − 𝜈3

)︁
𝐴𝑖𝑘 +

𝐴

3
(𝜈2𝛿𝑔𝑖𝑘 − 𝑔𝑖𝑘𝜈3) = 0 (55)
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(55) перепишемо у виглядi(︂
𝐴

3
𝜈2 − 𝜈1

)︂
𝛿𝑔𝑖𝑘 =

(︂
𝐴

3
𝜈3 −

𝜇

3
𝜈1

)︂
𝑔𝑖𝑘 +

(︁𝜇
3
𝜈2 − 𝜈3

)︁
𝐴𝑖𝑘 (56)

Введемо позначення

𝜏1 =

𝐴

3
𝜈3 −

𝜇

3
𝜈1

𝐴

3
𝜈2 − 𝜈1

, 𝜏2 =

𝜇

3
𝜈2 − 𝜈3

𝐴

3
𝜈2 − 𝜈1

,

отримаємо

(35), що доводить канонiчнiсть геодезичних деформацiй.

Перейдемо до зв’язку мiж iнварiантами 𝜏1, 𝜏2. Прирiвняємо правi частини

(36) та (43) матимемо:

(𝜏1),𝑘𝑔𝑖𝑗 + (𝜏2),𝑘𝑅𝑖𝑗 + 𝜏2𝑅𝑖𝑗,𝑘 = 𝑔𝑘𝑗𝜆𝑖 + 𝑔𝑘𝑖𝜆𝑗 + 2𝑔𝑖𝑗𝜆𝑘 (57)

Згортаємо (57) з 𝑔𝑖𝑗 матимемо;

3(𝜏1),𝑘 + (𝜏2𝑅),𝑘 = 8𝜆𝑘 (58)

З (58) випливає (42) з точнiстю до довiльної сталої.

Твердження 10. доведено.

Висновки

Отже клас введених канонiчних деформацiй не пустий. У випадку три-

вимiрних псевдо рiманових просторiв до цього класу належить вивченi

ранiше [1] геодезичнi деформацiї.
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On Canonical Deformations of Three-Dimensional

Riemannian Metrics

Summary

In this paper, the notion of canonical deformations of three-dimensional Rie-

mannian metrics is introduced. Using the apparatus of tensor analysis and the

theory of partial differential equations, it is shown, by the example of geodesic

deformations, that this is a broader class of infinitesimal deformations; it is

non-empty and of interest for further study.

Keywords: Riemannian space, metric variation, canonical deformations, cur-

vature tensor, geodesic deformations.
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ СИСТЕМ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З РЕГУЛЯРНИМИ ТА

СИНГУЛЯРНИМИ ЖМУТКАМИ МАТРИЦЬ

Дана стаття присвячена дослiдженню асимптотичної поведiнки розв’язкiв систем ди-

ференцiальних рiвнянь, побудованих на основi регулярних та сингулярних матричних

жмуткiв. Такi системи виникають у процесi моделювання складних динамiчних явищ i

характеризуються поєднанням диференцiальних, алгебраїчних та функцiональних спiв-

вiдношень.

У роботi проаналiзовано структурнi властивостi матричних жмуткiв, встановлено умо-

ви їх еквiвалентних перетворень та побудовано вiдповiднi канонiчнi форми. Основну

увагу зосереджено на дослiдженнi задачi Кошi для сингулярних систем та впливi алге-

браїчної структури жмутка на iснування, єдинiсть i характер асимптотичної поведiнки

розв’язкiв. Отриманi результати дозволяють описати локальну поведiнку розв’язкiв i

можуть бути застосованi до аналiзу широкого класу диференцiально-алгебраїчних си-

стем.

MSC: 34A09, 34A30, 15A22.
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Вступ

Диференцiальнi системи, побудованi на основi регулярних i сингуляр-

них матричних жмуткiв, є важливим об’єктом сучасної теоретичної та при-

кладної математики. Такi системи природно виникають пiд час моделю-

вання динамiчних процесiв, у яких еволюцiя стану визначається не лише

диференцiальними рiвняннями, а й алгебраїчною структурою вiдповiдних

матричних операторiв. Подiбнi моделi застосовуються в математичнiй фi-

зицi, теорiї керування, технiчнiй механiцi, бiологiї та економiчнiй динамiцi.

Початок систематичного дослiдження диференцiальних систем, пов’язаних

iз матричними жмутками, пов’язують iз роботами Ф. Р. Гантмахера, який

встановив зв’язок мiж алгебраїчною структурою жмутка 𝐴 + 𝜆𝐵 та вла-

стивостями розв’язкiв системи

𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡),

де 𝐴 i 𝐵 — сталi матрицi. Надалi цi результати були розширенi на випадок

жмуткiв зi змiнними елементами, що сприяло розвитку теорiї функцiо-

нальних матриць i сингулярних операторiв.

Значний внесок у класифiкацiю матричних жмуткiв, побудову канонi-

чних форм i дослiдження спектральних характеристик зробили S. Campbell,

R. Marz, M. Hanke, а також українськi науковцi А. М. Самойленко, Н. I. Шкiль,

В. П. Яковець та iншi. У випадку сингулярних або прямокутних матриць

задача Кошi може втрачати стандартнi властивостi розв’язностi, що зу-

мовлює необхiднiсть застосування спецiальних методiв редукцiї та деком-

позицiї системи.

Розглядається задача Кошi для системи звичайних диференцiальних

рiвнянь вигляду ⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,
(1)
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де 𝐴,𝐵 ∈ R𝑚×𝑛, а вектор-функцiя 𝑓 є неперервною в деякiй областi 𝐷 ⊂
R× R𝑛.

Основну увагу зосереджено на аналiзi структури жмутка 𝐴 + 𝜆𝐵, по-

будовi канонiчних форм i дослiдженнi впливу регулярних та сингулярних

компонентiв на розв’язнiсть системи. Поєднання алгебраїчних i аналiти-

чних методiв дозволяє встановити умови iснування та кiлькостi розв’язкiв

задачi Кошi й описати їхню локальну поведiнку.

Основнi результати

1. Регулярнi та сингулярнi матричнi жмутки: структура i ка-

нонiчнi перетворення

Означення. Жмуток 𝐴 + 𝜆𝐵 називається регулярним, якщо викону-

ються такi умови:

1. 𝐴 i 𝐵 — квадратнi матрицi одного й того ж порядку 𝑛;

2. визначник |𝐴+ 𝜆𝐵| не є тотожно нульовим многочленом.

У випадках, коли хоча б одна з умов порушується, тобто 𝑚 ̸= 𝑛 або |𝐴 +

𝜆𝐵| ≡ 0, жмуток називають сингулярним.

Означення. Два жмутки прямокутних матриць 𝐴 + 𝜆𝐵 i 𝐴1 + 𝜆𝐵1

одного i того ж розмiру 𝑚×𝑛 називаються строго еквiвалентними, якщо
iснують квадратнi матрицi 𝑃 та 𝑄 зi сталими ненульовими визначниками

такi, що

𝑃 (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑄 = 𝐴1 + 𝜆𝐵1,

де 𝑃 та 𝑄 — сталi квадратнi невиродженi матрицi порядкiв 𝑚 i 𝑛, якi не

залежать вiд 𝜆.

Теорема про еквiвалентнiсть жмуткiв матриць. Для того щоб

два довiльних жмутка прямокутних матриць 𝐴+𝜆𝐵 i 𝐴1+𝜆𝐵1 тiєї ж самої

розмiрностi 𝑚×𝑛 були строго еквiвалентними, необхiдно i достатньо, щоб
цi жмутки мали однi i тi ж мiнiмальнi iндекси i однi i тi ж «кiнцевi» та

«нескiнченнi» елементарнi дiльники.

Теорема про еквiвалентнiсть регулярного жмутка матриць.

Будь-який регулярний жмуток 𝐴 + 𝜆𝐵 строго еквiвалентний квазiдiаго-

нальному жмутку вигляду

{𝑁𝑢1 , 𝑁𝑢2 , . . . , 𝑁𝑢𝑠 , 𝐽 + 𝜆𝐸}
(︀
𝑁 (𝑢) = 𝐸(𝑢) + 𝜆𝐻(𝑢)

)︀
,
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де блоки 𝑁𝑢1 , . . . , 𝑁𝑢𝑠 вiдповiдають нескiнченним елементарним дiльни-

кам 𝜇𝑢1 , . . . , 𝜇𝑢𝑠 , а блок 𝐽 +𝜆𝐸 — кiнцевим елементарним дiльникам жму-

тка.

Теорема про еквiвалентнiсть сингулярного жмутка матриць.

Кожний сингулярний жмуток 𝐴 + 𝜆𝐵 може бути строго еквiвалентним

перетворений до канонiчного квазiдiагонального вигляду

diag
{︁
0ℎ×𝑔, 𝐿𝜀𝑔+1 , . . . , 𝐿𝜀𝑝 ; 𝐿

′
𝜂ℎ+1

, . . . , 𝐿′
𝜂𝑔 ; 𝑁

(𝑢1), . . . , 𝑁 (𝑢𝑠); 𝐽 + 𝜆𝐸
}︁
,

де 𝑁 (𝑢) = 𝐸(𝑢) + 𝜆𝐻(𝑢), матриця 𝐽 має жорданову форму, а 𝐿′
𝜂 — транс-

понована до 𝐿𝜂.

Наведемо вигляд блока 𝐿𝜀:

𝐿𝜀 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜆 1 0 · · · 0 0

0 𝜆 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 𝜆 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , розмiр 𝜀× (𝜀+ 1).

2. Функцiонально-диференцiальнi властивостi сингулярної пiд-

системи

З урахуванням канонiчного вигляду жмутка матриць задача (1) зво-

диться до функцiонально-диференцiальної задачi вигляду⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) = 0,
𝑑

𝑑𝑡
𝑧2 = 𝜙(𝑡, 𝑧1, 𝑧2),

𝑧1(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

𝑧2(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

(2)

для якої виконуються умови:

𝑡 ∈ R, 𝑧1 : (0; 𝑡0] → R𝑝, 𝑧2 : (0; 𝑡0] → R𝑙, 𝑝+ 𝑙 = 𝑛,

𝜓 : (0; 𝑡0]× R𝑝 × R𝑙 → R𝑘, 𝜙 : (0; 𝑡0]× R𝑝 × R𝑙 → R𝑙, 𝑘 + 𝑙 = 𝑚.

Дослiдження починаємо з питання про розв’язання функцiонального

блоку: ⎧⎨⎩𝜓(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) = 0,

𝑧1(0) = 0, 𝑧2(0) = 0.
(3)
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Розглядається, за яких умов цю задачу можна розв’язати щодо 𝑧1, або

щодо 𝑧2, або щодо частини компонент 𝑧1, 𝑧2.

Нехай

𝐷1 = {(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) : 𝑡 ∈ (0, 𝑡0], ‖𝑧1‖ < 𝛼, ‖𝑧2‖ < 𝛽}, 𝛼, 𝛽 > 0,

де 𝐷1 ⊂ R𝑛+1.

Означення. Нехай вектор-функцiя 𝜓 неперервна в 𝐷1. Будемо гово-

рити, що функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1, якщо:

1. функцiя 𝜓 доозначена в точцi (0, 0, 0), причому 𝜓(0, 0, 0) = 0;

2. iснують неперервнi в 𝐷1 частковi похiднi 𝜓 за всiма компонентами

𝑧1 i 𝑧2.

Означення. Нехай вектор-функцiя 𝜙 неперервна в 𝐷1. Будемо гово-

рити, що функцiя 𝜙 задовольняє умовi 𝑆2, якщо:

1. функцiя 𝜙 доозначена в точцi (0, 0, 0), причому 𝜙(0, 0, 0) = 0;

2. 𝜙 неперервна за 𝑡 i неперервно диференцiйовна за 𝑧1 та 𝑧2 в 𝐷1.

Теорема 1. Припустимо, що 𝑘 = 𝑗 та 1 ≤ 𝑗 < 𝑝, а 𝜓 i 𝜙 задовольняють

умови 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. Якщо додатково виконується

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧11, 𝑧12, . . . , 𝑧1𝑗)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0, (4)

то задача (2) має принаймнi один розв’язок на сегментi 𝑡 ∈ [0, 𝑡1], де 0 <

𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення. Оскiльки 𝜓 та 𝜙 задовольняють 𝑆1 i 𝑆2 та виконується (4),

то за теоремою про неявну функцiю система 𝜓(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) = 0 розв’язується

вiдносно перших 𝑗 компонент 𝑧1, тобто

𝑧1𝑖 = 𝜉𝑖(𝑡, 𝑧1𝑗+1, . . . , 𝑧1𝑝, 𝑧2), 𝑖 = 1, . . . , 𝑗.

Функцiї 𝜉𝑖 неперервнi за 𝑡 та мають неперервнi частиннi похiднi за змiн-

ними 𝑧1𝑗+1, . . . , 𝑧1𝑝, 𝑧2 на множинi

𝐷3 = {(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) : 𝑡 ∈ [0, 𝑡3], ‖𝑧1‖ < 𝛼3, ‖𝑧2‖ < 𝛽3, 0 < 𝑡3 ≤ 𝑡0},
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де 0 < 𝛼3 ≤ 𝛼, 0 < 𝛽3 ≤ 𝛽, причому

𝜉𝑖(0, 0, . . . , 0) = 0.

Пiдставивши 𝑧1𝑖 у диференцiальну частину (2), одержуємо задачу Кошi⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑

𝑑𝑡
𝑧2 = 𝜙

(︀
𝑡, 𝜉1(𝑡, ·), . . . , 𝜉𝑗(𝑡, ·), 𝑧1𝑗+1, . . . , 𝑧1𝑝, 𝑧2

)︀
,

𝑧2(0) = 0.

(5)

Для кожного фiксованого набору параметрiв iснує єдиний розв’язок цiєї

задачi; отже розв’язок вихiдної задачi (3) утворює (𝑝 − 𝑗)-параметричну

сiм’ю, що залежить вiд (𝑝− 𝑗) довiльних 𝐶1-функцiй.

Теорему доведено.

Тепер перейдемо до диференцiальної пiдсистеми:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑

𝑑𝑡
𝑧2 = 𝜙(𝑡, 𝑧1, 𝑧2),

𝑧1(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

𝑧2(𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

(6)

Теорема 2. Нехай:

1. 𝜙 неперервна в 𝑇 × 𝑍1 × 𝑍2 i виконується умова Лiпшиця за 𝑧2:

‖𝜙(𝑡, 𝑧1, ̃︀𝑧2)− 𝜙(𝑡, 𝑧1,̃︀̃︀𝑧2)‖ ≤ 𝐿 ‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖
рiвномiрно для 𝑡 ∈ (0, 𝑡0] та кожної 𝑧1(𝑡) ∈ 𝐶, 𝑧1(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0;

2. iснує 𝑞 ∈ (0, 1) таке, що

𝐿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞, 𝑡 ∈ (0, 𝑡0];

3. для всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑡0] маємо 𝜙(𝑡, 𝑧1(𝑡), 0) = 0.

Тодi задача Кошi (6) має єдиний розв’язок 𝑧*2(𝑡, 𝑧1(𝑡)).

Доведення. Визначимо оператор

Φ(𝑧2)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏.
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За умовами теореми Φ неперервний, вiдображає замкнену кулю в себе та

є стискуючим:

‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ ≤ 𝐿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖ ≤ 𝑞‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖.

За принципом стискуючих вiдображень iснує єдина нерухома точка, тобто

єдиний розв’язок.

Теорему доведено.

3. Обмеженiсть та особливостi поведiнки розв’язкiв задачi Ко-

шi

Розглянемо задачу Кошi у векторнiй формi:⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,
(7)

де 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑇 = (0, 𝑡0], 𝑡0 > 0, а 𝐴,𝐵 ∈ R𝑚×𝑛, 𝑚 ̸= 𝑛.

Позначимо 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 , 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) i нехай 𝑓 неперервна на

𝑇 ×𝑋, 𝑋 ⊂ R𝑛. Нехай також 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝐹 (𝑡, 𝑥)+𝑥(𝑡), де 𝐹 неперервна. Тодi

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡)).

Отже, задача набуває форми⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑡, 𝑥) + 𝑥(𝑡),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0.
(8)

Перейдемо до рiвносильного iнтегрального рiвняння:

𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥(𝜏) +𝐵𝑥̇(𝜏)− 𝐹 (𝜏, 𝑥(𝜏))

)︀
𝑑𝜏. (9)

Теорема 3. Нехай:

1. для будь-яких 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) ∈ 𝐶(R𝑛), що 𝑥1(𝑡) → 0, 𝑥2(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0,

виконується

‖𝐹 (𝑡, 𝑥1)− 𝐹 (𝑡, 𝑥2)‖ ≤ 𝐿 ‖𝑥1 − 𝑥2‖, 𝐿 > 0;
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2. iснує 𝑞 ∈ (0, 1) таке, що для всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑡0](︀
‖𝐴‖+ ‖𝐵‖+ 𝐿

)︀ ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞;

3. 𝐹 (𝑡, 0) ≡ 0 для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑡0].

Тодi задача Кошi (7) має єдиний розв’язок 𝑥*(𝑡).

Доведення. Нехай 𝑉 — простiр неперервних вектор-функцiй 𝑥(𝑡) на

(0, 𝑡0] з нормою

‖𝑥‖ = max

{︃
sup

𝑘=1,...,𝑛; 𝑡∈(0,𝑡0]
|𝑥𝑘(𝑡)|, sup

𝑘=1,...,𝑛; 𝑡∈(0,𝑡0]
|𝑥′𝑘(𝑡)|

}︃
. (10)

Введемо оператор

𝑀(𝑥)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥(𝜏) +𝐵𝑥̇(𝜏)− 𝐹 (𝜏, 𝑥(𝜏))

)︀
𝑑𝜏.

За умовами теореми 𝑀 вiдображає кулю {𝑥 : ‖𝑥‖ ≤ 𝑐} у себе та є сти-

скуючим, отже має єдину нерухому точку 𝑥*(𝑡), яка i є єдиним розв’язком

задачi.

Теорему доведено.

Теорема 4. Нехай:

1.

‖𝐹 (𝑡, 𝑥1)− 𝐹 (𝑡, 𝑥2)‖ ≤ 𝐿(𝑡)‖𝑥1 − 𝑥2‖

для 𝑡 ∈ (0, 𝑡0], де 𝐿(𝑡) > 0 неперервна на 𝑇 = (0, 𝑡0], i 𝑥1(𝑡) → 0,

𝑥2(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0;

2. iснує 𝑞 ∈ (0, 1) таке, що⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
(‖𝐴‖+ ‖𝐵‖+ 𝐿(𝜏)) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞, 𝑡 ∈ (0, 𝑡0];

3. 𝐹 (𝑡, 0) ≡ 0 для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑡0].

Тодi задача Кошi (7) має єдине розв’язання 𝑥*(𝑡).

Доведення. Доведення аналогiчне теоремi 3, з урахуванням змiнної

функцiї Лiпшиця 𝐿(𝑡) i оцiнки iнтеграла з умови 2).

Теорему доведено.
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ВИСНОВКИ

У роботi дослiджено задачу Кошi для системи звичайних диференцi-

альних рiвнянь з алгебраїчно-диференцiальною структурою⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

де 𝐴,𝐵 ∈ R𝑚×𝑛, а вектор-функцiя 𝑓 : 𝐷 → R𝑚 є неперервною на множинi

𝐷 = {(𝑡, 𝑥) : 0 < |𝑡| ≤ 𝑎, ‖𝑥‖ ≤ 𝑏}.

Показано, що алгебраїчна структура жмутка 𝐴+𝜆𝐵 визначає можливiсть

редукцiї вихiдної системи до еквiвалентної, яка поєднує диференцiальнi

та функцiональнi спiввiдношення. Встановлено умови коректностi задачi

Кошi залежно вiд типу блокової структури жмутка; доведено можливiсть

єдиностi або параметричностi розв’язкiв. Для диференцiальної пiдсистеми

застосовано метод нерухомої точки, що забезпечує конструктивне доведе-

ння iснування та єдиностi розв’язку.
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Samkova G. Ye., Sharai N. V., Drahun O. O.

Asymptotic behavior of solutions of systems of differential equa-

tions with regular and singular matrix pencils

Summary

This article is devoted to the study of the asymptotic behavior of solutions of

systems of differential equations generated by regular and singular matrix pen-

cils. Such systems arise in the mathematical modeling of complex dynamical

processes and are characterized by a combination of differential and algebraic

relations. The structural properties of matrix pencils are analyzed, conditions

for their strict equivalence transformations are established, and corresponding

canonical forms are constructed. Special attention is paid to the investiga-

tion of the Cauchy problem for singular systems and to the influence of the

algebraic structure of the pencil on the existence, uniqueness, and asymptotic

behavior of solutions. The obtained results make it possible to describe the

local behavior of solutions and can be applied to the analysis of a wide class

of differential-algebraic systems.

Keywords: system of differential equations, Cauchy problem, differential-algebraic

systems, matrix pencil, regular pencil, singular pencil, canonical form.
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УМОВИ IСНУВАННЯ ТА АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ, ЯКI МIСТЯТЬ ДОБУТОК РIЗНОГО ТИПУ

НЕЛIНIЙНОСТЕЙ

У роботi розглядається нелiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку, права ча-

стина якого мiстить добуток правильно змiнної функцiї вiд невiдомої функцiї та швидко

змiнної нелiнiйної функцiї вiд першої похiдної невiдомої функцiї. Дослiдження фокусу-

ється на поведiнцi нелiнiйних функцiй при прямуваннi невiдомої функцiї та її похiдної

до нуля або нескiнченностi. Для даного класу рiвнянь вперше отримано необхiднi й до-

статнi умови iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв, а також знайдено асимптотичнi зобра-

ження таких розв’язкiв та їхнiх похiдних першого порядку. Такi 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язки

дослiджуваного рiвняння є швидко змiнними при прямуваннi аргументу до нуля або

нескiнченностi, що ускладнює їх дослiдження порiвняно з iншими типами розв’язкiв

дослiджуваного рiвняння. Також визначено кiлькiсть таких 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв в

залежностi вiд умов на коефiцiєнти рiвняння. Результати для 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв

для рiвнянь дослiджуваного типу є новими.
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Вступ

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦
′)𝜙1(𝑦), (1)
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де 𝛼0 ∈ {−1; 1} визначає знак правої частини, функцiя 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[

(−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) у неперервною у своїй областi визначення, функцiї

𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 →]0,+∞[ (𝑖 ∈ {0, 1}) є неперервними на промiжках Δ𝑌𝑖 , де Δ𝑌𝑖

— або промiжок [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖, або — ]𝑌𝑖, 𝑦
0
𝑖 ], тобто, деякий однобiчний окiл точки

𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}. При 𝑌𝑖 = +∞(𝑌𝑖 = −∞) вважаємо, що 𝑦0𝑖 > 0 (𝑦0𝑖 < 0)

вiдповiдно, 𝑖 ∈ {0, 1}.
Крiм того, будемо вважати, що функцiя 𝜙1 : Δ𝑌1 →]0,+∞[ є правильно

змiнною (див. [1], c. 17) порядку 𝜎1 при 𝑦 → 𝑌1, а функцiя 𝜙0 : Δ𝑌0 →
]0,+∞[ двiчi неперервно диференцiйовна на Δ𝑌0 та задовольняє умови:

lim
𝑠→𝑌0
𝑠∈Δ𝑌0

𝜙0(𝑠) ∈ {0,+∞}, 𝜙′
0(𝑠) ̸= 0 при 𝑠 ∈ Δ𝑌0 , lim

𝑠→𝑌0
𝑠∈Δ𝑌0

𝜙0(𝑠)𝜙
′′
0(𝑠)(︀

𝜙′
0(𝑠)

)︀2 = 1.

(2)

З умов (2) випливає, що функцiя 𝜙0 та її похiдна першого порядку є

швидко змiнними при прямуваннi аргументу до 𝑌0 (див. [6], С. 91-92).

Розглянемо наступний клас ров’язкiв для рiвнянь типу (1).

Означення 1 ([5]). Розв’язок 𝑦 рiвняння (1), визначений на [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[,

називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язком (−∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞), якщо виконую-

ться наступнi умови

𝑦(𝑖) : [𝑡0, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑖 , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0. (3)

Теоретичне пiдґрунтя дослiдження такого класу розв’язкiв рiвняння

(1) базується на загальнiй класифiкацiї розв’язкiв диференцiальних рiв-

нянь 𝑛-го порядку типу Емдена-Фаулера (див., наприклад, [5]). У межах

цiєї класифiкацiї, адаптованої для рiвнянь другого порядку, встановлено

фундаментальний розподiл 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв (−∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞) рiв-

нянь другого порядку на чотири непересiчнi класи залежно вiд значень

параметру 𝜆0 : 𝜆0 ∈ R∖{0, 1}, 𝜆0 = 0, 𝜆0 = 1, 𝜆0 = ±∞.

Для кожного iз зазначених випадкiв було визначено (див., наприклад,

[5]) специфiчнi апрiорнi асимптотичнi властивостi, що дозволяють iден-

тифiкувати динамiку розв’язкiв при наближеннi аргументу до граничної

точки 𝜔.

Дана робота присвячена дослiдженню умов iснування у рiвняння (1)

особливого класу 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв. Специфiка дослiджуваного ви-

падку (𝜆0 = 1) полягає в тому, що такi розв’язки та їх похiднi першого
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порядку є швидко змiнними функцiями при 𝑡 ↑ 𝜔. Ця властивiсть зумов-

лює принципову вiдмiннiсть у методологiї дослiдження порiвняно з неосо-

бливими випадками 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} та випадком нескiнченного параметра

𝜆0 = ±∞, результати щодо яких викладенi у роботах [3] та [2]. На вiдмiну

вiд згаданих випадкiв, випадок 𝜆0 = 1 потребує залучення апарату теорiї

швидко змiнних функцiй та спецiальних методiв асимптотичного iнтегру-

вання.

Метою даної роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iсну-

вання у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв, а також знаходження асим-

птотичних зображень при 𝑡 ↑ 𝜔 для цих розв’язкiв та їх похiдних першого

порядку.

Основнi результати

Наведемо наступнi означення.

Означення 2. Нехай 𝑌 ∈ {0,∞}, Δ𝑌 — деякий однобiчний окiл 𝑌 . Не-

перервно диференцiйовна функцiя 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ називається норма-

лiзованою повiльно змiнною функцiєю при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) ( [6], с.2-3),

якщо

lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝑦𝐿′(𝑦)

𝐿(𝑦)
= 0.

Означення 3. Говорять, що повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) фун-

кцiя 𝜃 : Δ𝑌 →]0; +∞[ задовiльняє умову 𝑆 при прямуваннi аргументу до

𝑌 (див., наприклад, у [5]), якщо для будь-якої нормалiзованої повiльно

змiнної при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) функцiї 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ має мiсце спiввiд-

ношення

𝜃(𝑦𝐿(𝑦)) = 𝜃(𝑦)(1 + 𝑜(1)) при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ).

Введемо наступнi позначення

Φ(𝑦′) =

𝑦′∫︁
𝐵

1

𝜙
1

𝜎1+1

0 (𝑠)𝜃
1

𝜎1+1

1 (𝑦(𝑡(𝑠)))|𝑠|
2𝜎1
𝜎1+1

𝑑𝑠,

𝐵 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑦00, якщо

∫︀ 𝑌0

𝑦00

1

𝜙
1

𝜎1+1
0 (𝑠)𝜃

1
𝜎1+1
1 (𝑦(𝑡(𝑠)))|𝑠|

2𝜎1
𝜎1+1

𝑑𝑠 = ±∞,

𝑌0, якщо
∫︀ 𝑌0

𝑦00

1

𝜙
1

𝜎1+1
0 (𝑠)𝜃

1
𝜎1+1
1 (𝑦(𝑡(𝑠)))|𝑠|

2𝜎1
𝜎1+1

𝑑𝑠 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
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𝜃1(𝑧) = 𝜙1(𝑧)|𝑧|−𝜎1 , 𝑍0 = lim
𝑦′→𝑌0
𝑦′∈Δ𝑌0

Φ(𝑦′),

𝐹 (𝑡) =
(Φ−1(𝐼(𝑡)))2 · Φ′(Φ−1(𝐼(𝑡)))

𝐼1(𝑡) · 𝐼 ′(𝑡)
,

а якщо lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡) = 𝑍0, то

𝐼(𝑡) = 𝛼0

𝑡∫︁
𝐴

𝑝
1

1+𝜎1 (𝜏)𝑑𝜏, 𝐴 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑏, якщо

𝜔∫︀
𝑏

𝑝
1

1+𝜎1 (𝜏)𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑏

𝑝
1

1+𝜎1 (𝜏)𝑑𝜏 < +∞,

𝐼1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴0

Φ−1(𝐼(𝜏))))𝑑𝜏, 𝐴0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑏, якщо

𝜔∫︀
𝑏

Φ−1(𝐼(𝜏))))𝑑𝜏 = ±∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑏

Φ−1(𝐼(𝜏))))𝑑𝜏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

де 𝑏 ∈ [𝑎;𝜔[ обирається так, щоб 𝐼(𝑡) належала областi визначення функцiї

Φ−1.

Зауваження 1. З умов (2) на функцiю 𝜙0 випливає, що 𝑍0 ∈ {0,+∞}
та

lim
𝑦′→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

Φ′′(𝑦′) · Φ(𝑦′)
(Φ′(𝑦′))2

= 1, (4)

звiдки випливає, що функцiя Φ(𝑦′) є швидко змiнною при 𝑦′ → 𝑌0 (𝑦′ ∈
Δ𝑌0), та в силу монотонностi функцiї Φ(𝑦′) iснує функцiя Φ−1(𝑦′), яка є

повiльно змiнною функцiєю при 𝑦′ → 𝑌0 (𝑦′ ∈ Δ𝑌0).

Зауваження 2. Зауважимо також, що має мiсце спiввiдношення

lim
𝑧→𝑍0

(Φ′(Φ−1(𝑧)))′𝑧

Φ′(Φ−1(𝑧))
= lim

𝑧→𝑍0

Φ′′(Φ−1(𝑧))𝑧

(Φ′(Φ−1(𝑧)))2
= lim

𝑦→𝑌0

Φ′′(Φ−1(Φ(𝑦)))Φ(𝑦)(︀
Φ′(Φ−1(Φ(𝑦)))

)︀2 = lim
𝑦→𝑌0

Φ′′(𝑦)Φ1(𝑦)(︀
Φ′(𝑦)

)︀2 = 1.

Звiдси випливає, що функцiя Φ′(Φ−1(𝑧) є правильно змiнною порядку

1 при при прямуваннi аргументу до 𝑍0.

Зауваження 3. Також, має мiсце спiввiдношення
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lim
𝑧→𝑍1

𝑧 ·
(︂
Φ′(Φ−1(𝑧))

Φ(Φ−1(𝑧))

)︂′

Φ′(Φ−1(𝑧))

Φ(Φ−1(𝑧))

= lim
𝑦→𝑍1

Φ′′(Φ−1(𝑧))𝑧

(Φ′(Φ−1(𝑧)))2
− 1 = 0.

Отже, функцiя Φ′

Φ (Φ−1) є повiльно змiнною при прямуваннi аргументу до

𝑍0.

Справедливою є наступна теорема

Теорема 1. Нехай 𝜎1 ∈ 𝑅∖{−1}, функцiї 𝜃1 та Φ−1 задовольняють умову

𝑆 та iснує скiнченна чи нескiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

𝐹 (𝑡). (5)

Тодi для iснування у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)- розв’язкiв необхiдно та

достатньо виконання умов

𝑦10𝛼0 > 0, lim
𝑡↑𝜔

Φ−1(𝐼(𝑡)) = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡) = 𝑍0, (6)

lim
𝑡↑𝜔

𝐼1(𝑡) = 𝑌1 (7)

lim
𝑡↑𝜔

𝐹 (𝑡) = 1, (8)

Бiльш того, якщо

𝜎1 > −1,

диференцiальне рiвняння (1) має двопараметричну сiм’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

розв’язкiв та має однораметричну сiм’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв у су-

противному випадку.

Для кожного такого 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔

асимптотичнi зображення

𝑦(𝑡) = 𝐼1(𝑡)[1 + 𝑜(1)], 𝑦′(𝑡) = Φ−1(𝐼(𝑡))[1 + 𝑜(1)]. (9)

Доведення.

Необхiднiсть.Нехай 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ Δ𝑌0 є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язком рiвняння

(1). Тодi, у силу (3), маємо
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𝑦(𝑡) =
(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (10)

звiдки, з урахуванням (1), отримаємо виконання першої з умов (7), а також

спiввiдношення

|𝑦′′(𝑡)|1+𝜎1

𝜙0(𝑦′(𝑡))|𝑦′(𝑡)|2𝜎1𝜃1(𝑦(𝑡(𝑦′(𝑡))))
= 𝑝(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (11)

Зауважимо, що функцiя 𝑦(𝑡(𝑦′)), де 𝑡(𝑦′)- обернена функцiя до 𝑦′(𝑡), є

правильно змiнною порядку 1 при 𝑦′ → 𝑌0; 𝑦
′ ∈ Δ𝑌0 . Дiйсно,

lim
𝑦→𝑌0

𝑦′ · (𝑦(𝑡(𝑦′)))′

𝑦(𝑡(𝑦′))
= lim

𝑦′→𝑌0

(𝑦′(𝑡(𝑦)))2

𝑦′′(𝑡(𝑦′)) · 𝑦(𝑡(𝑦′))
= 1.

Звiдси випливає, що 𝜃1(𝑦(𝑡(𝑦′))) є повiльно змiнною функцiєю при 𝑦′ →
𝑌0 𝑦′ ∈ Δ𝑌0 як композицiя правильно та повiльно змiнних функцiй 𝑦′ →
𝑌0 𝑦′ ∈ Δ𝑌0 .

З (11) маємо

𝑦′′(𝑡)

𝜙
1

𝜎1+1

0 (𝑠)𝜃
1

𝜎1+1

1 (𝑦(𝑡(𝑦′)))|𝑦′|
2𝜎1
𝜎1+1

= 𝛼0(𝑝(𝑡))
1

1+𝜎1 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (12)

Проiнтегруємо обидвi частини спiввiдношення (12) вiд 𝑏 до 𝜔, з ураху-

ванням того, що 𝑦′ → 𝑌0 (𝑦′ ∈ Δ𝑌0) та вибору 𝐴 випливає, що

Φ(𝑦′(𝑡)) = 𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (13)

Тодi, так як функцiя Φ−1 задовольняє умову 𝑆, з (13) маємо

𝑦′(𝑡) = Φ−1(𝐼(𝑡))[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (14)

З (14) випливає друга та третя з умов (6), а також друге з асимптоти-

чних зображень (9).

Проiнтегруємо обидвi частини спiввiдношення (14), маємо

𝑦(𝑡) = 𝐼1(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (15)

звiдки випливає перше з асимптотичних зображень (9) та умова (7).

Доведемо справедливiсть умови (8). Дiйсно, з умови (3), а також з (12)

та (13) випливає, що
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(𝑦′(𝑡))2

𝑦(𝑡)
· Φ

′(𝑦′(𝑡))

Φ(𝑦′(𝑡))
=
𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (16)

З (14), (15) та (16), а також з зауважень 1 та 2 випливає, що

(Φ−1(𝐼(𝑡)))2

𝐼1(𝑡)
· Φ

′

Φ
(Φ−1(𝐼(𝑡))) =

𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (16)

звiдки i випливає виконання умови (8).

Необхiднiсть доведено.

Достатнiсть. Нехай виконуються умови (5)-(8) теореми.

До рiвняння (1) застосуємо перетворення

𝑦(𝑡) = 𝐼1(𝑡) · [1 + 𝑣1(𝑡)], (17)

𝑦′(𝑡) = Φ−1(𝐼(𝑡)) · [1 + 𝑣2(𝑡)], (18)

Зведемо рiвняння (1) до еквiвалентної системи диференцiальних рiв-

нянь

𝑣′1 = ℎ1(𝑡) · [−𝑣1 + 𝑣2], (19)

𝑣′2 = ℎ2(𝑡) ·
[︂
𝑁(𝑡, 𝑣2)

(𝐹 (𝑡))𝜎1
· [1 + 𝑣1]

𝜎1 [1 + 𝑣2]
−3𝜎1−1 − [1 + 𝑣2]

]︂
, (20)

де

ℎ1(𝑡) =
𝐼 ′1(𝑡)

𝐼1(𝑡)
, ℎ2(𝑡) =

𝐼 ′(𝑡)

Φ′(Φ−1(𝐼(𝑡))) · Φ−1(𝐼(𝑡))
,

𝑁(𝑡, 𝑣2) =

(︂
Φ′(Φ−1(𝐼(𝑡)))

Φ′(𝑌2(𝑡, 𝑣2))

)︂𝜎1+1

· [1 + 𝑣2]
𝜎1+1,

𝑌1(𝑡, 𝑣1) = 𝐼1(𝑡) · [1 + 𝑣1(𝑡)], 𝑌2(𝑡, 𝑣2) = Φ−1(𝐼(𝑡) · [1 + 𝑣2(𝑡)]).

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь (19) –(20) на множинi

Ω = [𝑡0, 𝜔[×𝐷, де 𝐷 =

{︂
(𝑣1, 𝑣2) : |𝑣𝑖| ≤

1

2
, 𝑖 = 1, 2

}︂
.

Перепишемо систему (19) –(20) у видi

𝑣′1 = ℎ1(𝑡) · [𝐴11𝑣1 +𝐴12𝑣2] , (21)

𝑣′2 = ℎ2(𝑡) · [𝐴21𝑣1 +𝐴22𝑣2 +𝑅1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) +𝑅2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2)] , (22)

де

𝐴11 = −1, 𝐴12 = 1, 𝐴21 = 𝜎1, 𝐴22 = −3𝜎1 − 2,
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𝑅1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) =

(︂
𝑁(𝑡, 𝑣2)

(𝐹 (𝑡))𝜎1
− 1

)︂
(𝜎1𝑣1 − (3𝜎1 + 2)𝑣2)

𝑅2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) =
𝑁(𝑡, 𝑣2)

(𝐹 (𝑡))𝜎1
·(−𝜎1(3𝜎1+1)𝑣1𝑣2+(1−(3𝜎1+1)𝑣2)·([1+𝑣1]𝜎1−1−𝜎1𝑣1)+

+[1 + 𝑣1]
𝜎1 · ([1 + 𝑣2]

−3𝜎1−1 − 1 + (3𝜎1 + 1)𝑣2)).

Зауважимо, що в силу зауваження 2 маємо

lim
𝑡↑𝜔

𝑁(𝑡, 𝑣2) = 1 рiвномiрно за (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝐷.

а в силу умови (8)

lim
𝑡↑𝜔

𝑁(𝑡, 𝑣2)

(𝐹 (𝑡))𝜎1
= 1 рiвномiрно за (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝐷.

Тодi

lim
𝑡↑𝜔

𝑅1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) = 0 рiвномiрно за (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝐷.

lim
|𝑣1|+|𝑣2|→0

𝑅2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2)

|𝑣1|+ |𝑣2|
= 0 рiвномiрно за 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[,

Характеристичне рiвняння матрицi:(︃
−1 1

𝜎1 −3𝜎1 − 2

)︃
має вид

𝜇2 + (3𝜎1 + 3)𝜇+ 2𝜎1 + 2 = 0.

У силу умови 𝜎1 ̸= −1 у цього рiвняння немає коренiв з нульовою

дiйсною частиною.

З урахуванням виду 𝐼1(𝑡) маємо
𝜔∫︀
𝑡0

ℎ1(𝜏)𝑑𝜏 =
𝜔∫︀
𝑡0

𝐼′1(𝜏)
𝐼1(𝑡)

𝑑𝜏 = ln |𝐼1(𝑡)|𝜔𝑡0 = ±∞.

Також зауважимо, що в силу

lim
𝑡↑𝜔

ℎ1(𝑡)

ℎ2(𝑡)
= lim

𝑡↑𝜔
𝐹 (𝑡) = 1,
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тодi
𝜔∫︀
𝑡0

ℎ2(𝜏)𝑑𝜏 = ±∞.

Отримуємо, що для системи диференцiальних рiвнянь(21)-(22) викона-

но всi умови теореми 2.5 з [4]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (21)-(22)

при 𝜎1 > −1 має двопараметричну, а при при 𝜎1 < −1 має однопарамте-

ричну сiм’ю розв’язкiв {𝑣𝑖}2𝑖=1 : [𝑡1, 𝜔[−→ R2 (𝑡1 ≥ 𝑡0), якi прямують до

нуля при 𝑡 ↑ 𝜔. Цим розв’язкам у силу перетворень (17)-(18) вiдповiдають

розв’язки 𝑦 рiвняння (1), що допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображе-

ння (9).

В силу цих зображень випливає, що отриманi розв’язки є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-

розв’язками рiвняння (1). Теорему повнiстю доведено.

Висновки

У роботi встановлено умови iснування швидко змiнних 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-

розв’язкiв для нелiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку з до-

бутком правильно та швидко змiнних нелiнiйностей при прямуваннi ар-

гунментiв до нуля або нескiнченностi вiд невiдомої функцiї та її похi-

дної вiдповiдно. Побудовано явнi асимптотичнi зображення для знайдених

розв’язкiв та їхнiх перших похiдних в околi граничної точки 𝜔, встановлено

кiлькiсть таких розв’язкiв в залежностi вiд умов на коефiцiєнти рiвняння.

Отриманi результати є новими та є основною для подальших дослiджень

нелiнiйних рiвнянь другого порядку та їх розв’язкiв.
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Chepok O. O.

Existence conditions and asymptotic behavior of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions

of second-order differential equations containing a product of

different types of nonlinearities

Summary

The paper provides a detailed study of a second-order nonlinear differential

equation, the right-hand side of which contains a product of a regularly vary-

ing nonlinear function of an unknown function and a rapidly varying nonlinear

function of its first derivative. The research focuses on the behavior of the

nonlinear functions as the unknown function and its derivative tend to zero or

infinity. For this class of equations, necessary and sufficient conditions for the

existence of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions have been obtained for the first time, and

asymptotic representations for such solutions and their first-order derivatives

have been established. These 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions of the equation under

study are rapidly varying as the argument tends to zero or infinity, which com-

plicates their investigation compared to other types of solutions. The number

of such 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions is also determined depending on the conditions

on the coefficients of the equation. The results regarding 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions

for the equations of the type under study are novel.

Keywords: nonlinear second-order differential equations, asymptotic represen-

tations of rapidly varying solutions, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions, rapidly varying

functions, regularly varying functions.
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