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АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI ПОВIЛЬНО ЗМIННИХ

РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО

ПОРЯДКУ З НЕЛIНIЙНОСТЯМИ БЛИЗЬКИМИ ДО

ПРАВИЛЬНО ЗМIННИХ

У роботах В. М. Євтухова було започатковано методику дослiдження асимптотичних

властивостей розв’язкiв широких класiв iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь

з нелiнiйностями рiзних типiв, зокрема правильно змiнних в околi особливої точки.

У представленiй статтi цей пiдхiд застосовано для дослiдження асимптотичної пове-

дiнки 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв класу iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь дру-

гого порядку. Основну увагу придiлено знаходженню асимптотичних зображень цих

розв’язкiв та їх похiдних першого порядку у складних випадках, коли 𝜆0 = 0. За таких

умов розв’язки або їх похiднi виявляються повiльно змiнними функцiями при 𝑡 ↑ 𝜔, що

iстотно ускладнює процес дослiдження порiвняно зi стандартними випадками. У роботi

отримано асимптотичнi зображення для особливого класу повiльно змiнних розв’язкiв

iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку, що мiстять новi класи

нелiнiйностей близьких до правильно змiнних. Крiм того отримано необхiднi i достатнi

умови iснування таких розв’язкiв.

MSC: 2000: 34C41, 34A10.

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння другого порядку, асимптотичний, повiльно

змiннi розв’язки, правильно змiннi нелiнiйностi, 𝑃𝜔-розв’язки.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2025.1(45).352809

Вступ

У працях В.М. Євтухова та численних представникiв його наукової

школи (див., наприклад, [1]–[3],[4]) було сформовано цiлiсний пiдхiд до

аналiзу широких класiв розв’язкiв рiвнянь iз правильно змiнними нелi-

нiйностями. При дослiдженнi введених В.М. Євтуховим вiдомих класiв
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8 Воробйова А. В.

розв’язкiв iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь особливi складно-

щi виникають пiд час розгляду специфiчних випадкiв, зокрема таких, якi

є повiльно змiнними функцiями при прямуваннi аргументу до особливої

точки. Для класу диференцiальних рiвнянь з нелiнiйностями нових типiв

дослiджується саме такий клас розв’язкiв.

Основнi результати

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦𝑦′||)) (1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[(−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞), 𝜙𝑖 : ∆𝑌𝑖 →]0,+∞[

— неперервнi функцiї, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}, ∆𝑌𝑖 — промiжок або [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[,
* або

]𝑌𝑖, 𝑦
0
𝑖 ] (для кожного 𝑖 ∈ {0, 1}), а 𝑅 — неперервно диференцiйовна, з мо-

нотонною похiдною, правильно змiнна на нескiнченностi функцiя порядку

𝜇, 0 < 𝜇 < 1.

Крiм того, вважається, що кожна з функцiй 𝜙𝑖(𝑧) (для кожного 𝑖 ∈
{0, 1}) є правильно змiнною функцiєю при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑧 ∈ ∆𝑌𝑖) порядку 𝜎𝑖,

𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1.

Також будемо вважати

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑡 при 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔 при 𝜔 < +∞,
Θ𝑖(𝑧) = 𝜙𝑖(𝑧)|𝑧|−𝜎𝑖 (∀𝑖 ∈ {0, 1}).

Означення 1. Розв’язок 𝑦 рiвняння (1) будемо називати 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-

розв’язком, якщо вiн заданий на [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ та для кожного 𝑖 ∈ {0, 1}

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖, lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0. (2)

Розглянемо 𝐿0 : ∆𝑌0 →]0,+∞[, 𝐿1 : ∆𝑌1 →]0,+∞[ — нескiнченно дифе-

ренцiйовнi повiльно змiннi при прямуваннi аргументу до 𝑌0, 𝑌1 вiдповiдно

функцiї та такi, що для кожного 𝑖 ∈ {0, 1}

𝐿𝑖(𝑧) = Θ𝑖(𝑧)[1 + 𝑜(1)] при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑧 ∈ ∆𝑌𝑖), lim
𝑧→𝑌𝑖
𝑧∈Δ𝑌𝑖

𝑧𝐿′
𝑖(𝑧)

𝐿𝑖(𝑧)
= 0. (3)

*При 𝑌𝑖 = +∞ (𝑌𝑖 = −∞) вважаємо 𝑦0
𝑖 > 0 (𝑦0

𝑖 < 0) вiдповiдно.
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Означення 2. Будемо говорити, що функцiя 𝜙𝑖, де 𝑖 ∈ {0, 1}, задоволь-
няє умову 𝑆, якщо для будь-якої неперервно диференцiйовної функцiї

𝐿𝑖 : ∆𝑌𝑖 →]0,+∞[ такої, що

lim
𝑧→𝑌𝑖
𝑧∈Δ𝑌𝑖

𝑧𝐿′
𝑖(𝑧)

𝐿𝑖(𝑧)
= 0, (4)

мають мiсце спiввiдношення

Θ𝑖(𝑧𝐿𝑖(𝑧)) = Θ𝑖(𝑧)[1 + 𝑜(1)] при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑧 ∈ ∆𝑌𝑖). (5)

Введемо необхiднi позначення

𝐼(𝑡) = 𝛼0

∫︁ 𝑡

𝐴𝜔

𝑝(𝜏)𝑑𝜏, 𝐴𝜔 =

⎧⎨⎩𝑎, якщо
∫︀ 𝜔
𝑎 𝑝(𝜏)𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︀ 𝜔
𝑎 𝑝(𝜏)𝑑𝜏 < +∞,

У випадку, коли lim
𝑡↑𝜔

sign 𝑦01
|𝜋𝜔(𝑡)|

= 𝑌1,

𝐽(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝐵𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝐼(𝜏)Θ1

(︂
sign 𝑦01
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂⃒⃒⃒⃒ 1
1−𝜎1

𝑑𝜏,

𝐵𝜔 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑏, якщо

∫︁ 𝜔

𝑏

⃒⃒⃒⃒
𝐼(𝜏)Θ1

(︂
sign 𝑦01
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂⃒⃒⃒⃒ 1
1−𝜎1

𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︁ 𝜔

𝑏

⃒⃒⃒⃒
𝐼(𝜏)Θ1

(︂
sign 𝑦01
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂⃒⃒⃒⃒ 1
1−𝜎1

𝑑𝜏 < +∞,

Має мiсце наступна теорема.

Теорема. Нехай у рiвняннi (1) 𝜎1 ̸= 1, функцiя 𝜙1 задовольняє умову 𝑆 i

lim
𝑡↑𝜔

𝑅(|2 ln |𝜋𝜔(𝑡)||)𝐽(𝑡)
𝜋𝜔(𝑡) ln |𝜋𝜔(𝑡)|𝐽 ′(𝑡)

= 0. (6)

Тодi, для iснування у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 0)-розв’язкiв, для яких iснує

скiнченна чи нескiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
,
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необхiдно i достатньо виконання умов

lim
𝑡↑𝜔

𝑦00|𝐽(𝑡)|
1−𝜎1

1−𝜎0−𝜎1 = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝑦01|𝐼(𝑡)|
1

1−𝜎1 = 𝑌1,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′(𝑡)

𝐼(𝑡)
= 𝜎1 − 1, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′(𝑡)

𝐽(𝑡)
= 0.

(7)

i нерiвностей

𝐼(𝑡)

𝑦01(1− 𝜎1)
> 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝑦00𝑦

0
1(1− 𝜎1)𝐽(𝑡)

1− 𝜎0 − 𝜎1
> 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[. (8)

Крiм того, для кожного такого розв’язку мають мiсце наступнi асим-

птотичнi зображення при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦(𝑡)

| exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))𝜙0(𝑦(𝑡))|
1

1−𝜎1

=
1− 𝜎0 − 𝜎1

1− 𝜎1
|1− 𝜎1|

1
1−𝜎1 𝐽(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐽(𝑡)

(1− 𝜎1)𝐽 ′(𝑡)
[1 + 𝑜(1)].

(9)

Доведення. Необхiднiсть.Нехай 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ ∆𝑌0 — 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 0)-розв’язок

рiвняння (3.1). Iз умов на функцiю 𝑅 з урахуванням [6] (роздiл 5, пункт

1, ст. 116) випливає, що

lim
𝑧→∞

𝑧𝑅′(𝑧)

𝑅(𝑧)
= 𝜇, lim

𝑧→∞
𝑅′(𝑧) = 0. (10)

Введемо функцiї 𝐿0, 𝐿1, якi визначенi в (3) i розглянемо рiвнiсть(︂
𝑦′(𝑡)|𝑦(𝑡)|−𝜎0 |𝑦′(𝑡)|−𝜎1

𝐿0(𝑦(𝑡))𝐿1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))

)︂′
=

=
𝑦′′(𝑡)|𝑦(𝑡)|−𝜎0 |𝑦′(𝑡)|−𝜎1

𝐿0(𝑦(𝑡))𝐿1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
×

(︃
1−𝜎1−𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||)−

− 𝑦′(𝑡)𝐿′
1(𝑦

′(𝑡))

𝐿1(𝑦′(𝑡))
− 𝑦′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝑦′′(𝑡)
𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||)−

− (𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)

(︂
𝜎0 +

𝑦(𝑡)𝐿′
0(𝑦(𝑡))

𝐿0(𝑦(𝑡))
+𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||)+

)︂)︃
). (11)

Оскiльки при 𝑡 ↑ 𝜔
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𝑦′′(𝑡)|𝑦(𝑡)|−𝜎0 |𝑦′(𝑡)|−𝜎1
Θ0(𝑦(𝑡))Θ1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))

=

=
𝑦′′(𝑡)|𝑦(𝑡)|−𝜎0 |𝑦′(𝑡)|−𝜎1 [1 + 𝑜(1)]

𝐿0(𝑦(𝑡))𝐿1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
,

то, з використанням тверджень 1 i 2 з [6] (роздiл 5, §1, ст. 115), враховуючи

вибiр 𝐴𝜔 отримаємо iз (11)

𝑦′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))|𝑦′(𝑡)|𝜎1 ·Θ1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
= (1−𝜎1)𝐼(𝑡)[1+𝑜(1)].

(12)

Зауважимо, що (12) може бути переписано при 𝑡 ↑ 𝜔 у видi

𝑦′(𝑡)sign 𝑦01

|𝜙0(𝑦(𝑡))Θ1(𝑦′(𝑡))|
1

1−𝜎1

= |1− 𝜎1|
1

1−𝜎1 |𝐼(𝑡)|
1

1−𝜎1 ×

× exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
1

1−𝜎1 [1 + 𝑜(1)]. (13)

Крiм того, з урахуванням виду рiвняння (1), маємо

𝑦′′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))|𝑦′(𝑡)|𝜎1 ·Θ1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
= 𝛼0𝑝(𝑡), (14)

а роздiливши (14) на (12) отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

𝛼0𝑝(𝑡)

(1− 𝜎1)𝐼(𝑡)
[1 + 𝑜(1)]. (15)

Звiдси, так як iснує скiнченна або нескiнченна границя lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
,

яка в силу леми 10.6 iз [4] дорiвнює (−1), отримаємо другу iз умов (7) i

першу iз умов (8). Крiм того, оскiльки функцiя 𝜙1 задовольняє умову 𝑆,

з (15) випливає, що при 𝑡 ↑ 𝜔

Θ1(𝑦
′(𝑡)) = Θ1

(︂
sign 𝑦01
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂
[1 + 𝑜(1)]. (16)

З першої з наведених умов (8) випливає, що iснує така повiльно змiнна

неперервно диференцiйовна функцiя𝐾 : ∆𝑌0 →]0,+∞[, що 𝑦′(𝑡) = 𝐾(𝜋𝜔(𝑡))
𝜋𝜔(𝑡)

.

Тому, з урахуванням властивостей логарифмiчної функцiї i функцiї 𝑅,

зокрема, (10), маємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||) = 𝑅(|2 ln |𝜋𝜔(𝑡)||)[1 + 𝑜(1)]. (17)



12 Воробйова А. В.

Нехай

𝑊 (𝑡) :=

∫︁ 𝑡

𝐵𝜔

𝐽 ′(𝜏) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝜏)𝑦(𝜏)𝑦′(𝜏)||))𝑑𝜏,

lim
𝑡↑𝜔

𝐽(𝑡) = 𝐽0.

Покажемо, що функцiя

exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||)),

де 𝐽−1 —функцiя, обернена до 𝐽 , є повiльно змiнною функцiєю при 𝑧 → 𝐽0.

Дiйсно, з урахуванням умов (6) i (17) маємо

lim
𝑧→𝐽0

𝑧(exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||)))′

exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||))
=

= lim
𝑧→𝐽0

[︃
𝑧𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||)
𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||)

·

· 𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝐽
−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||)

𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝐽 ′(𝐽−1(𝑧))
×

×
(︂
1 +

𝜋𝜔(𝐽
−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))

𝑦(𝐽−1(𝑧))
+
𝜋𝜔(𝐽

−1(𝑧))𝑦′′(𝐽−1(𝑧))

𝑦′(𝐽−1(𝑧))

)︂]︂
= 0.

Звiдси, з використанням теорем про iнтегрування правильно змiнних

функцiй (твердження 1 i 2 з [6] (роздiл 5, §1, ст. 116)), випливає, що

lim
𝑡↑𝜔

𝑊 (𝑡)

exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))𝐽(𝑡)
= 1.

Тому, iз (13) з урахуванням (16) випливає перше з асимптотичних зо-

бражень (9), а звiдси отримаємо другу iз умов (8) i першу iз (7). З першого

зображення (9) з використанням (13) отримаємо друге зображення (9) i

другу iз умов (7). Також з першого з зображень (9), (13) та (2) отримаємо

четверту з умов (7).

Достатнiсть. Припустимо, що функцiя 𝜙1 задовольняє умову 𝑆, а

також виконується умова (6). Позначимо

𝑔(𝑡, 𝑣0, 𝑣1) = exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑣0𝑣1||))𝐿0(𝑣0)𝐿1(𝑣1), де 𝐿0, 𝐿1 визначенi в (3) i

розглянемо функцiю

𝐹 (𝑠0, 𝑠1) =

⎛⎜⎜⎜⎝
|𝑠0|

1− 𝜎0
1−𝜎1

𝑔
1

1−𝜎1 (𝑠0, 𝑠1)
𝑠1
𝑠0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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яка задана на множинi ∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 . При цьому для функцiї 𝑔 мають мiсце

граничне спiввiдношення

lim
𝑣𝑖→𝑌𝑖
𝑣𝑖∈Δ𝑌𝑖

𝑣𝑖
𝜕𝑔
𝜕𝑣𝑖

(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

𝑔(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)
= 0 рiвномiрно по 𝑣𝑗 ∈ ∆𝑌𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑖, ∀𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1}.

(18)

Можна вибрати множини ∆̃𝑌𝑖 ⊂ ∆𝑌𝑖 (∀𝑖 ∈ {0, 1}) так, щоб

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜋𝜔(𝑡)𝜕𝑔𝜕𝑡 (𝑡, 𝑣0, 𝑣1)𝑔(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜁, (∀𝑖 ∈ {0, 1}) при (𝑣0, 𝑣1) ∈ ∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 , (19)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑣𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑣𝑖

(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

𝑔(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜁, (∀𝑖 ∈ {0, 1}) при (𝑣0, 𝑣1) ∈ ∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 , (20)

де 0 < 𝜁 < |1−𝜎0−𝜎1|
4 , 𝜁 – достатньо мало.

Покладемо

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑦(𝑡)|𝑦(𝑡)|

𝜎0
𝜎1−1

|exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))Θ0(𝑦(𝑡))|
1

1−𝜎1

=
𝑐1
𝑐
𝐽(𝑡)[1 + 𝑧1(𝑥)],

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

1

𝑐

𝐽(𝑡)

𝐽 ′(𝑡)
[1 + 𝑧2(𝑥)],

(21)

де

𝑐 =
1− 𝜎1

1− 𝜎0 − 𝜎1
, 𝑐1 = |1− 𝜎1|

1
1−𝜎1 ,

𝑥 = 𝛽 ln |𝐼(𝑡)|, 𝛽 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, якщо lim

𝑡↑𝜔
𝐼(𝑡) = +∞,

−1, якщо lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡) = 0.

(22)
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зведемо рiвняння (1) до системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′1(𝑥) = 𝛽𝐻(𝑥)[1 + 𝑧1]

(︃
𝑐

1 + 𝑧2
− 1− 𝐺1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝑅

′(|2 ln |𝜋𝜔(𝑥)||)
(1− 𝜎1) ·𝐻(𝑥)

×

×

(︃
𝐺3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +

𝑐𝐻(𝑥)

1 + 𝑧2
+
𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

1− 𝜎1

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑧2
1 + 𝑧1

⃒⃒⃒⃒1−𝜎1)︃
−

− 𝑐 ·𝐺2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

(1− 𝜎1)[1 + 𝑧2]

)︃
,

𝑧′2 = 𝛽[1 + 𝑧2]

(︃
𝑐𝐻(𝑥)

1 + 𝑧2
+𝐾(𝑥)−𝐻(𝑥)− 𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

1− 𝜎1

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑧2
1 + 𝑧1

⃒⃒⃒⃒1−𝜎1)︃
,

(23)

де

Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝐹−1
0

(︂
𝑐1
𝑐
𝐽(𝑡(𝑥))[1 + 𝑧1],

𝐽(𝑡(𝑥))

𝑐𝐽 ′(𝑡(𝑥))
[1 + 𝑧2]

)︂
,

Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝐹−1
1

(︂
𝑐1
𝑐
𝐽(𝑡(𝑥))[1 + 𝑧1],

𝐽(𝑡(𝑥))

𝑐𝐽 ′(𝑡(𝑥))
[1 + 𝑧2]

)︂
,

𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
Θ1(Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))

Θ1

(︁
sign 𝑦01

|𝜋𝜔(𝑡(𝑥))|

)︁ , 𝐺3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝐼(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐼 ′(𝑡)
,

𝐺1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)||)

𝑅′(|2 ln |𝜋𝜔(𝑡(𝑥))||)
,

𝐺2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝐿

′
0(Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))

𝐿0(Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))
,

𝐻(𝑥) =
𝐼(𝑡(𝑥))𝐽 ′(𝑡(𝑥))

𝐼 ′(𝑡(𝑥))𝐽(𝑡(𝑥))
, 𝐾(𝑥) = 𝐻(𝑡(𝑥))

𝐽 ′′(𝑡(𝑥))𝐽(𝑡(𝑥))

(𝐽 ′(𝑡(𝑥)))2
.

В силу умови (6)

lim
𝑡↑𝜔

𝑅′(|2 ln |𝜋𝜔(𝑡)||)
𝐻(𝑡)

= 0.

lim
𝑥→∞

Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝑌0, lim
𝑥→∞

Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝑌1

рiвномiрно по 𝑧1, 𝑧2 : |𝑧𝑗 | < 1
2 , ∀𝑗 ∈ {1, 2}.

lim
𝑥→+∞

𝐺2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 0, рiвномiрно по 𝑧1, 𝑧2
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lim
𝑥→+∞

𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 1, lim
𝑥→+∞

𝐺3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
1

𝜎1 − 1
.

Так як 𝑅 — правильно змiна функцiя при прямуваннi аргументу до ∞
порядку 𝜇, то

lim
𝑥→+∞

𝐺1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 1.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь (23) на множинi

Ω = [𝑥0,+∞[×𝐷, де 𝑥0 = 𝛽 ln |𝐼(𝑡)|,

𝐷 =

{︂
(𝑧1, 𝑧2) : |𝑧𝑖| ≤

1

2
, 𝑖 ∈ {1, 2}

}︂
.

Перепишемо систему (23) у видi⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑧1
𝑑𝑥

= (𝐴11𝑧1 +𝐴12𝑧2 +𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅2(𝑧1, 𝑧2))𝐻(𝑥),

𝑑𝑧2
𝑑𝑥

= 𝐴21𝑧1 +𝐴22𝑧2 +𝑅3(𝑥) +𝑅4(𝑧1, 𝑧2),

(24)

де

𝐴11 = 0, 𝐴12 = −𝑐𝛽, 𝐴21 = 𝛽, 𝐴22 = (1− 𝑐)𝛽,

𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽[1 + 𝑧1]

(︂
𝐺1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝑅

′(|2 ln |𝜋𝜔(𝑥)||)
(1− 𝜎1) ·𝐻(𝑥)

×

×

(︃
𝐺3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +

𝑐𝐻(𝑥)

1 + 𝑧2
+
𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

1− 𝜎1

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑧2
1 + 𝑧1

⃒⃒⃒⃒1−𝜎1)︃
+
𝑐 ·𝐺2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

(1− 𝜎1)[1 + 𝑧2]

)︃
,

𝑅2(𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
𝑧22 − 𝑧1𝑧2
1 + 𝑧2

,

𝑅3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽[1 + 𝑧2]

(︂
𝑐𝐻(𝑥)

1 + 𝑧2
+𝐾(𝑥)−𝐻(𝑥)− 1

1− 𝜎1
×

×

(︃
1 + (𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)− 1)

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑧2
1 + 𝑧1

⃒⃒⃒⃒1−𝜎1)︃)︃
,

𝑅4(𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
1

1− 𝜎1

(︂
|1 + 𝑧2|2−𝜎1
|1 + 𝑧1|1−𝜎1

− ((2− 𝜎1)𝑧2 + (1− 𝜎1)𝑧1 − 1)

)︂
.
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За третьою з умов (7)

lim
𝑥→∞

𝐻(𝑥) = 0, (25)

а звiдси

lim
𝑥→∞

𝐾(𝑥) =
1

1− 𝜎1
.

Отже, з урахуванням (23)

lim
𝑥→+∞

𝑅𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 0 (𝑖 ∈ {1, 3})

рiвномiрно по 𝑧1, 𝑧2 : (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐷,

lim
|𝑧1|+|𝑧2|→0

𝑅𝑗(𝑧1, 𝑧2) = 0 (∀𝑗 ∈ {2, 4})

рiвномiрно по 𝑥 : 𝑥 ∈ [𝑥0,+∞[.

Зауважимо, що характеристичне рiвняння матрицi⎛⎜⎝ 0 −𝑐𝛽

𝛽 (1− 𝑐)𝛽

⎞⎟⎠
має вигляд

𝜇2 − (1− 𝑐)𝛽𝜇+ 𝑐𝛽2 = 0. (26)

У цього рiвняння немає коренiв з нульовою дiйсною частиною. Отримуємо,

що у цих випадках для системи диференцiальних рiвнянь (23) виконано всi

умови теореми з [4]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (23) має розв’язки

{𝑧𝑖}2𝑖=1 : [𝑥1,+∞[→ R2 (𝑥1 ≥ 𝑥0), якi прямують до нуля при 𝑥→ +∞. Цим

розв’язкам у силу замiн (21), (22) вiдповiдають розв’язки 𝑦 рiвняння (1),

що допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (9).

Теорему доведено.

Висновки

Для диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями за-

гального вигляду, що є близькими до правильно змiнних, було отримано

необхiднi та достатнi умови iснування достатньо широкого класу повiльно

змiнних розв’язкiв. Крiм того, знайдено асимптотичнi формули для цих

розв’язкiв та їх похiдних першого порядку.



Асимптотичнi властивостi повiльно змiнних розв’язкiв 17

Список лiтератури

1. Бiлозерова М. О. Асимптотичнi зображення особливих розв’язкiв диференцiаль-

них рiвнянь другого порядку з правильно змiнними нелiнiйностями. Буковинський

математичний журнал. 2015. Т. 3, № 2. С. 7–12.

2. Бiлозерова М. О., Гержановська Г. А. Асимптотична поведiнка розв’язкiв, що є

близькими до лiнiйних функцiй, iстотно нелiнiйних неавтономних диференцiальних

рiвнянь другого порядку. Нелiнiйнi коливання. 2022. Т. 25, № 1. С. 3–13.

3. Гержановська Г. А. Властивостi повiльно змiнних розв’язкiв iстотно нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь другого порядку. Буковинський математичний журнал.

2017. Т. 5, № 3–4. С. 39–46.

4. Евтухов В. М., Самойленко А. М. Условия существования исчезающих в осо-

бой точке решений вещественных неавтономных систем квазилинейных дифферен-

циальных уравнений. Укр. мат. журн. 2010. Т. 62, № 1. С. 52–80.

5. Bingham N.H., Goldie C.M., Teugels J.L. Regular Variation. Encyclopedia of

Mathematics and its Applications. Cambridge: Cambridge University Press, 1987. 494

p.
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Vorobiova A. V.

Asymptotic properties of slowly varying solutions to second-

order differential equations with nonlinearities close to

regularly varying

Summary

The works of V. M. Evtukhov initiated a methodology for studying the asymp-

totic properties of solutions for wide classes of substantially nonlinear differen-

tial equations with various types of nonlinearities, specifically regularly varying

ones in the neighborhood of a singular point. In the presented article, this ap-

proach is applied to study the asymptotic behavior of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions

for a class of substantially nonlinear second-order differential equations. Main

attention is paid to finding asymptotic representations of these solutions and

their first-order derivatives in complex cases when 𝜆0 = 0. Under such condi-

tions, the solutions or their first-order derivatives turn out to be slowly varying

functions as 𝑡 ↑ 𝜔, which significantly complicates the research process com-

pared to standard cases. The paper obtains asymptotic representations for a

special class of slowly varying solutions of substantially nonlinear second-order

differential equations containing new classes of nonlinearities close to regularly

varying ones. Furthermore, necessary and sufficient conditions for the exis-

tence of such solutions are obtained.

Keywords: second-order differential equations, asymptotic, slowly varying so-

lutions, regularly varying nonlinearities, 𝑃𝜔-solutions.
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВПЛИВУ РОЗМIРУ
ЧАСТИНОК НА ДИНАМIКУ ТЕПЛОМАСООБМIНУ ТА
ГОРIННЯ ВУГЛЕЦЕВОГО ГАЗОЗАВИСУ

У статтi виконано математичне дослiдження тепломасообмiну та динамiки горiння мо-

нодисперсного газозавису поруватих вуглецевих частинок з урахуванням взаємодiї хi-

мiчних, теплових i дифузiйних процесiв. Побудовано узгоджену нелiнiйну модель, що

включає рiвняння теплового та масового балансу частинок, еволюцiю їх геометричних

параметрiв, а також енергетичний i дифузiйний баланси газової фази. Особливу увагу

придiлено аналiзу впливу початкового дiаметра частинок на характер режимних пере-

ходiв: iндукцiйного перiоду, займання, стацiонарного горiння та затухання. Чисельна

реалiзацiя моделi здiйснена методом Рунге—Кутта четвертого порядку. Отримано ча-

совi залежностi температури, густини, дiаметра та швидкостi тепломасообмiнних про-

цесiв, що дозволило iдентифiкувати критичнi параметри системи. Виявлено колективнi

ефекти газозавису, якi призводять до змiни температурних профiлiв i згладжування те-

плових бiфуркацiй, характерних для поодиноких частинок. Результати мають значення

для подальшого розвитку математичних моделей дисперсних реактивних середовищ i

оптимiзацiї теплотехнiчних процесiв.

Надiйшла 21.03.2025 ©Коренкова Г. В., Орловська С .Г., Зуй Д. В., 2025
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Вступ

Газозавис вуглецевих частинок — це дисперсна система, де твердi ча-

стинки (сажа, пил, вугiлля) знаходяться у зваженому станi в газовому

середовищi. Такi системи поширенi в енергетицi, промисловостi та при-

родних явищах. Вивчення їхньої поведiнки є критичним для техногенної

безпеки та екологiї. Математичне моделювання цих процесiв дозволяє до-

слiджувати механiзми займання, горiння та згасання без проведення доро-

говартiсних експериментiв [1; 2]. Це забезпечує точне прогнозування тем-

пературних полiв та оцiнку повноти згоряння. Мета роботи: чисельний

аналiз впливу колективної взаємодiї частинок на тепломасообмiннi хара-

ктеристики та критичнi умови горiння газозавису при варiюваннi поча-

ткового дiаметра частинок.

Основнi результати

1.Постановка задачi та математична модель. Процес горiння га-

зозавису характеризується складною взаємодiєю нестацiонарного тепло-

масообмiну (ТМО) та хiмiчних реакцiй (I) та (II) на поверхнi та в порах

частинок:

C+O2 = CO2 (I), 2C + O2 = 2CO (II).

Задача зводиться до розв’язання системи диференцiальних рiвнянь для

визначення функцiй температури частинки 𝑇 , дiаметра 𝑑, густини 𝜌, тем-

ператури газу 𝑇𝑔 та концентрацiї кисню 𝑛O2 .

Основнi рiвняння балансу (при 𝐵𝑖 < 1).

1. Рiвняння теплового балансу частинки:

𝜌𝑐𝑑

6

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑞ch − 𝑞𝜆 − 𝑞w, 𝑇 (0) = 𝑇𝑏. (1)

де 𝑐 — питома теплоємнiсть частинки; 𝑡 — час; 𝑇𝑏 — початкова темпера-

тура; 𝑞ch — сумарна густина хiмiчного тепловидiлення на поверхнi i в порах

частинки; 𝑞𝜆 — тепловий потiк, обумовлений молекулярно-конвективним
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механiзмом перенесення; 𝑞w — радiацiйна складова густини теплового по-

току, спрямована вiд частинки до стiнок реакцiйної установки.

Хiмiчне тепловидiлення 𝑞ch враховує реакцiї на зовнiшнiй поверхнi 𝑞ch,𝑠
та внутрiшнє реагування в порах 𝑞ch,𝑣:

𝑞ch = 𝑞ch,𝑣 + 𝑞ch,𝑠,

𝑞ch = (𝑘1𝑞1 + 𝑘2𝑞2)𝑃𝑣 𝜌𝑔 𝑛O2,𝑠,

𝑃𝑣 = 1 +
𝑘𝑣

𝑘1 + 𝑘2
,

𝑘𝑖 = 𝑘0𝑖 exp

(︂
− 𝐸𝑖
𝑅𝑇

)︂
, 𝑖 = 1, 2.

(2)

де 𝑃𝑣 — величина, яка враховує внутрiшнє реагування [3]; при його вiд-

сутностi 𝑃𝑣 = 1; 𝑞1, 𝑞2 — питома теплота хiмiчних реакцiй (I) та (II); 𝑘𝑖 —

константи швидкостей хiмiчних реакцiй (I) i (II); 𝜌𝑔 — густина газової су-

мiшi; 𝑛O2,𝑠 — вiдносна масова концентрацiя кисню на поверхнi вуглецевої

частинки; 𝑘0𝑖 — передекспоненцiальнi множники для (I) i (II) реакцiй; 𝐸𝑖
— енергiї активацiї для (I) i (II) реакцiй; 𝑅 — унiверсальна газова стала;

𝑘𝑣 — ефективна константа внутрiшнього реагування. Щiльнiсть теплово-

го потоку на поверхнi частинки 𝑞𝜆, що описує молекулярно-конвективний

механiзм, визначається спiввiдношенням:

𝑞𝜆 = 𝛼(𝑇 − 𝑇𝑔) =
𝑁𝑢𝜆𝑔
𝑑

(𝑇 − 𝑇𝑔) (3)

де 𝜆𝑔- коефiцiєнт теплопровiдностi газу;𝛼- коефiцiєнт теплообмiну частин-

ки; Nu – критерiй Нусельта. Радiацiйний теплообмiн 𝑞𝑤 [1]: тепловий потiк

випромiнюванням з одиницi поверхнi частинки до стiнок реакцiйної уста-

новки визначається у виглядi:

𝑞𝑤 = 𝜀𝜎(𝑇 4 − 𝑇 4
𝑤). (4)

2. Кiнетика змiни геометричних та фiзичних параметрiв: Змiна дiаметра

частинки:

−1

2
𝜌
𝜕𝑑

𝜕𝑡
=

𝑀C

𝑀O2

(𝑘1 + 2𝑘2)𝑛O2,𝑠𝜌𝑔, 𝑑(𝑡 = 0) = 𝑑𝑏. (5)

Змiна густини частинки:

−1

6
𝑑
𝜕(𝜌)

𝜕𝑡
=

𝑀C

𝑀O2

(𝑘1 + 2𝑘2)𝑛O2,𝑠
𝑘𝑣

𝑘1 + 𝑘2
𝜌𝑔, 𝜌(𝑡 = 0) = 𝜌𝑏 (6)
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𝑀𝐶 ,𝑀𝑂2- значення молярних мас вуглецю (C) i кисню (O); 𝜌𝑔 - густина

газової сумiшi.

3. Рiвняння для газової фази: Змiна температури газу (враховує тепло-

обмiн з частинками та середовищем):

𝑐𝑔𝜌𝑔
𝜕𝑇𝑔
𝜕𝑡

= 𝛼𝑆𝐶𝑁 (𝑇 − 𝑇𝑔)− 𝛼𝑔𝐹𝑔(𝑇𝑔 − 𝑇𝑔∞), 𝑇𝑔(𝑡 = 0) = 𝑇𝑔∞

𝛼𝑔 =
𝑁𝑢𝜆𝑔
𝑑𝑔

, 𝐹𝑔 =
𝑆𝑔
𝑉𝑔

(7)

де: 𝛼𝑔 — коефiцiєнт теплообмiну газозавису з навколишнiм середовищем; 𝑐𝑔
— питома теплоємнiсть газу; 𝐶𝑁 — чисельна концентрацiя; 𝑆𝑔 — поверхня

газозавису; 𝐹𝑔 — питома поверхня газозавису; 𝑉𝑔 — об’єм газозавису.

Змiна концентрацiї кисню (баланс витрати на реакцiї та дифузiйного

надходження):

−𝜕𝑛O2

𝜕𝑡
= 𝐶𝑁𝑆𝑛O2,𝑠(𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘𝑣)− 𝐹𝑔𝛽𝑔(𝑛O2,∞ − 𝑛O2), 𝑛O2(𝑡 = 0) = 𝑛O2,∞

(8)

𝛽𝑔 =
𝑆ℎ𝑔𝐷𝑔

𝑑𝑔
, 𝐷𝑔 =

𝜆𝑔
𝑐𝑔𝜌𝑔

(9)

де: 𝑛O2,∞ — вiдносна масова концентрацiя кисню в середовищi, що оточує

газозавис; 𝛽𝑔 — коефiцiєнт дифузiйного обмiну масою мiж газозависом i

навколишнiм газовим середовищем; 𝑆ℎ𝑔 — Критерiй Шервуда.

Розв’язання системи звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР) (1),

(5)–(8) є чисельно нетривiальним завданням [4], оскiльки вона належить

до класу жорстких систем. Жорсткiсть обумовлена значною рiзницею в

часових масштабах процесiв, якi описує модель:

1. Повiльнi процеси: тепломасообмiн (ТМО).

2. Швидкi процеси: хiмiчна кiнетика, яка має сильну експоненцiйну за-

лежнiсть вiд температури 𝑇 та змiна макропараметрiв (дiаметр 𝑑,

густина 𝜌).

Ця рiзниця вимагає використання стiйких та точних чисельних методiв

для iнтегрування.

Для чисельної реалiзацiї використовувався метод Рунге–Кутта 4-го по-

рядку [2]. Незважаючи на те, що для жорстких систем часто застосову-

ють неявнi схеми, успiшна iнтеграцiя досягається завдяки адаптивному
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керуванню кроком iнтегрування. Початковий крок iнтегрування ∆𝑡0 =

10−6...10−5. При iнтенсивному розвитку процесу, особливо пiд час займан-

ня (коли швидкiсть 𝜕𝑇
𝜕𝑡 зростає експоненцiйно), система автоматично змен-

шувала крок.

Побудова математичної моделi базується на таких припущеннях:

� частинки є монодисперсними та сферичними;

� внутрiшня температура частинки рiвномiрна (критерiй Bi < 1);

� газова фаза однорiдна, її теплопровiднiсть i теплоємнiсть вважаю-

ться сталими;

� хiмiчнi реакцiї вiдбуваються як на зовнiшнiй поверхнi частинки, так

i в її порах;

� радiацiйний теплообмiн описується узагальненим законом Стефа-

на–Больцмана;

� частинки не взаємодiють механiчно мiж собою, а впливають одна на

одну лише через тепло- та масообмiн з газовим середовищем.

Цi припущення дозволяють сформувати узгоджену фiзико-математичну

модель, достатньо точну для аналiзу динамiки займання, активного горi-

ння та режимiв затухання газозавису.

При моделюваннi враховувалися початковi умови:

𝑇 (𝑡 = 0) = 𝑇𝑏

𝑇𝑔(𝑡 = 0) = 𝑇𝑔∞

𝑑(𝑡 = 0) = 𝑑𝑏

𝜌(𝑡 = 0) = 𝜌𝑏

𝑛𝑂2(𝑡 = 0) = 𝑛𝑂2,∞
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Тодi система набуває вигляду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑓1(𝑇, 𝑇𝑔, 𝑑, 𝜌, 𝑛O2),

𝜕(𝑑)

𝜕𝑡
= 𝑓2(𝑇, 𝑑, 𝜌),

𝜕(𝜌)

𝜕𝑡
= 𝑓3(𝜌, 𝑇, 𝑛O2),

𝜕𝑇𝑔
𝜕𝑡

= 𝑓4(𝑇, 𝑇𝑔, 𝑛O2),

𝜕𝑛O2

𝜕𝑡
= 𝑓5(𝑛O2 , 𝑇, 𝑑, 𝜌).

2.Аналiз динамiки займання та горiння. На основi чисельного мо-

делювання проведено порiвняльний аналiз поведiнки поодинокої частинки

та газозавису (сукупностi частинок).

На рис. 1 наведено часовi профiлi температур частинок i газу, а також

змiни похiдної температури, дiаметра та густини для окремої частинки й

частинок газозавису.

Екстремуми на кривих похiдної температури свiдчать про змiну режи-

мiв тепломасообмiну та кiнетики реакцiй, визначаючи моменти займання

i згасання частинок [5; 6].

Основнi величини для спостереження: Перiод iндукцiї (𝑡ind): Це той

час, коли частинка починає стiйко й рiзко нагрiватися, тобто переходить

вiд повiльного нагрiву до швидкого зростання температури. Момент за-

ймання визначають за поведiнкою похiдної температури
𝜕𝑇 (𝑡)

𝜕𝑡
. Вона має

локальний максимум перед стiйким пiдйомом температури частинки.

Для визначення часу займання, береться iнтервал часу вiд початку

процесу до максимального значення похiдної температури за часом. На

цьому iнтервалi шукають час, коли швидкiсть нагрiву найбiльша, цей час

— i є момент займання (рис. 1, точка I). Тобто: момент займання дорiвнює

часу, коли температура росте найшвидше перед пiком похiдної температу-

ри
𝜕𝑇

𝜕𝑡
.

𝑡𝑖𝑛𝑑 = arg max
𝑡≤𝑡max

𝑑𝑇 (𝑡)

𝑑𝑡
,

𝑑𝑇

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑖𝑛𝑑

= 0,
𝑑2𝑇

𝑑𝑡2

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑖𝑛𝑑

< 0,

де 𝑡max = argmax
𝑑𝑇 (𝑡)

𝑑𝑡
— час максимуму температури.

Для практичної реалiзацiї додають порiг 𝜀:
𝜕𝑇 (𝑡)

𝜕𝑡
> 𝜀, щоб уникнути
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Рис. 1: Залежностi: 𝑇 , 𝑑, 𝜌, 𝑑𝑇𝑑𝑡 вiд часу; 𝑑𝑏 = 100𝜇м, 𝑇𝑔∞ = 𝑇𝑤 = 1200K,

𝐶𝑁 = 1, 9 · 107 м−3, 𝜂 = 2, 8, 𝐶𝑚0 = 0, 0144 кг/м3, 𝐹𝑣 = 3 · 107 м−1. Умовнi

позначення на графiках:

1 - газозавис частинок; 2 - поодинока частинка; 1* - 𝑇𝑔 газозавису; 2* - 𝑇𝑔
поодинокої частинки.

фальш-пiкiв вiд чисельного шуму. У реальних даних похiдна може ма-

ти маленькi коливання, фальш-пiки через шум, чисельну похибку. Тому

вводять порiг 𝜀 (дуже маленьке позитивне число), щоб iгнорувати дрiбнi

сплески, якi не є справжнiм займанням.

Перiод iндукцiї 𝑡ind — iнтервал часу, який вiдповiдає промiжку вiд по-

чатку прогрiвання частинки до її займання.

Аналiз залежностей, поданих на рис. 1 а i б, показує, що займання iзо-

льованої частинки вiдбувається швидше, нiж у газозависi: 𝑡поодинока𝑖𝑛𝑑 <

𝑡газозавис𝑖𝑛𝑑 , це видно як лiвiше розташований iнфлексiйний перiод на кри-

вiй 2.

Для газозавису 𝑇𝑔(𝑡) (крива 1*) знижується в початковiй фазi через
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вiдбiр теплоти великою кiлькiстю частинок — математично це слiдує з

рiвняння для 𝑇𝑔 (7). Тобто збiльшення 𝐶𝑁 сприяє охолодженню газу та

збiльшенню часу iнертного розiгрiвання частинок, який являється скла-

довою частиною перiоду iндукцiї (до 𝑡*, рис. 1, а). Математичне пояснення

впливу колективного ефекту: зменшення 𝑇𝑔 на раннiй фазi вiдбувається

через вiдбiр теплоти багатьма частинками, отже вiдбувається зростання

iнертної складової перiоду iндукцiї.

𝑡ind =

∫︁ 𝑇𝑖𝑛𝑑

𝑇0

𝑚𝑐

𝑞ch(𝑇 )− 𝑞𝜆(𝑇, 𝑇𝑔)− 𝑞𝑤(𝑇, 𝑇𝑔)
𝑑𝑇 (10)

зменшення 𝑇𝑔 робить знаменник меншим, отже iнтеграл бiльший.

Високотемпературна стадiя (𝑡bur): Час горiння (𝑡bur) — це тривалiсть

мiж займанням (𝑡𝑖𝑛𝑑) i затуханням (𝑡𝐸). Тобто: скiльки часу частинка ре-

ально горiла, вiд моменту займання (точка I, 𝑡𝑖𝑛𝑑) до початку iнтенсивного

охолодження (точка Е, 𝑡𝐸):

𝑡bur = 𝑡𝐸 − 𝑡𝑖𝑛𝑑 (11)

Високотемпературна стадiя у газозависi триває довше:

𝑡газозависbur ≈ 𝑡поодинокаbur +∆𝑡,

де за графiком ∆𝑡 ≈ 40мс — це зумовлено "колективним ефектом": пiдви-

щенням температури газу (𝑇𝑔) i вiдповiдно пiдвищенням хiмiчного тепло-

видiлення (𝑞ch) та зменшенням градiєнта (𝑇 −𝑇𝑔), що знижує тепловтрати
та дозволяє частинкам горiти довше при менш iнтенсивному окисненнi.

Саме пiд час високотемпературної стадiї вiдбувається iнтенсивне змен-

шення густини 𝜌(𝑡) та дiаметра 𝑑(𝑡) частинок. У газозависi цi параметри

(рис. 1, в, г) зменшуються сильнiше (крива 1), нiж у поодинокої частинки

(крива 2) за той самий промiжок часу. Це означає, що iнтегральна швид-

кiсть витрат палива (iнтеграл
∫︀
𝑅(𝑇, 𝑛O2)𝑑𝑡) за весь перiод горiння бiльша

у газозависi.

Режим затухання (Extinction):

Момент затухання (𝑡𝐸) — перший час, коли швидкiсть змiни темпе-

ратури частинки

(︂
𝜕𝑇 (𝑡)

𝜕𝑡

)︂
пiсля пiку займання (𝑡𝑖𝑛𝑑) починає падати й
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досягає локального мiнiмуму iз вiд’ємним значенням, що вiдповiдає най-

iнтенсивнiшому охолодженню:

𝑡𝐸 = arg min
𝑡>𝑡𝑖𝑛𝑑

(︂
𝜕𝑇 (𝑡)

𝜕𝑡

)︂
,

𝜕𝑇

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝐸

= 0
𝜕2𝑇

𝜕𝑡2

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝐸

> 0

Критичнi значення при затуханнi:

𝑑𝐸 = 𝑑(𝑡𝐸), 𝜌𝐸 = 𝜌(𝑡𝐸) (12)

На рис. 1,б — глибокий мiнiмум у
𝜕𝑇 (

𝜕𝑡
(точка E) вiдповiдає моменту, ко-

ли тепловтрати перевищують теплоприхiд; це математично виражається

умовою:
𝜕𝑇

𝜕𝑡
< 0

i швидкiсть охолодження в цiй точцi максимальна.

Для однiєї частинки вiдбувається чiткий «стрибок» у похiднiй швидко-

стi витрати (змiна режиму окиснення), що вiдображає перехiд у дифузiйно-

обмежений режим — це математично проявляється як змiна характеру

залежностi 𝑅(𝑇, 𝑛𝑂2) вiд 𝑇 i 𝑛O2 (з кiнетичного на дифузiйний обме-

жувач) (рис. 1, в, г). Вiдсутнiсть класичної «точки переходу» у газоза-

висi можна пояснити тим, що коли 𝑇 ≈ 𝑇𝑔 на кiнцевiй стадiї, функцiя

𝑞𝑒𝑓 (𝑇 ) = 𝑞𝑐ℎ−𝑞𝜆−𝑞𝑤 вже не змiнює знак рiзко, тому не вiдбувається явно-

го потухання (вона «вироджена»): з математичної точки зору це означає,

що рiвновага перетворюється поступово, без перетину через 𝑞𝑒𝑓 (𝑇 ) = 0 з

великою похiдною.

Вплив початкового розмiру (𝑑𝑏): Збiльшеня початкового дiаметру ча-

стинок 𝑑𝑏 газозавису, призводить до змiни параметрiв задачi в рiвняннях

горiння. Зокрема, для системи диференцiальних рiвнянь, що описує ево-

люцiю: температури частинок 𝑇 , температури газу 𝑇𝑔, дiаметра частинки

𝑑 та густини 𝜌 (рис. 2) спостерiгається, що вiдмiннiсть характеристик го-

рiння частинок в умовах газозавису i окремо взятої частинки зростає.

Зi збiльшенням початкового дiаметра 𝑑𝑏, максимальна температура ча-

стинок зменшується: 𝑇max ↓. Великi частинки нагрiваються повiльнiше,

тому їх температура менша. Але час досягнення максимуму зростає при
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Рис. 2: Залежностi: 𝑇 , 𝑑, 𝜌, 𝑑𝑇𝑑𝑡 вiд часу; 𝑑𝑏 = 140𝜇м, 𝑇𝑔∞ = 𝑇𝑤 = 1200K,

𝐶𝑁 = 1, 9 · 107 м−3, 𝜂 = 1, 026, 𝐶𝑚0 = 0, 0395 кг/м3, 𝐹𝑣 = 3 · 107 м−1. Умовнi

позначення на графiках:

1 — газозавис частинок; 2 — поодинока частинка; 1* — 𝑇𝑔 газозавису; 2*

— 𝑇𝑔 поодинокої частинки.

зростаннi 𝑑𝑏. Зростає характерний час горiння, це означає, що процес го-

рiння газозавису триває довше для бiльших частинок.

На стадiї активного горiння газозавис характеризується зниженням

швидкостi хiмiчного реагування порiвняно з поодинокою частинкою, що

пояснюється колективними ефектами взаємодiї частинок мiж собою та з

навколишнiм газом.

При збiльшеннi початкового дiаметра частинки, збiльшується час го-

рiння, так як великi частинки горять довше i не досягають рiвноважної

температури з газом, що впливає на ефективнiсть процесу.
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Висновки

Реалiзацiя побудованої нелiнiйної моделi тепломасообмiну (1)–(8) до-

зволила iдентифiкувати характернi динамiчнi режими еволюцiї системи:

займання, горiння та згасання.

Збiльшення часу займання пояснюється жорстким зв’язком мiж рiвня-

ннями температур частинки (𝑇 ) та газу (𝑇𝑔). У рiвняннi для газу домi-

нує вiд’ємний доданок (джерело втрат), який ефективно зменшує похiдну

температури за часом

(︂
𝑑𝑇 (𝑡)

𝑑𝑡

)︂
. Це сповiльнює систему, не дозволяючи їй

швидко досягти критичної точки, де вмикається сильна нелiнiйнiсть (екс-

понента Арренiуса) i починається стрiмке зростання температури.

Виявлено змiну топологiї розв’язку на стадiї згасання. На вiдмiну вiд

поодинокої частинки, яка має точку бiфуркацiї (теплового зриву), для га-

зозавису спостерiгається «виродження» критичного режиму: температура

частинок асимптотично наближається до температури газу, забезпечуючи

стiйкiсть процесу до повного вигорання маси.

Встановлено, що збiльшення початкового дiаметру частинок (𝑑𝑏) при-

зводить до зменшення амплiтуди температурного максимуму, але суттєво

розширює часову область iснування розв’язку, пролонгуючи високотемпе-

ратурну стадiю.
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Summary

The paper presents a mathematical study of heat and mass transfer and the

combustion dynamics of a monodisperse gas suspension of porous carbon par-

ticles, taking into account the interaction of chemical, thermal, and diffusive

processes. A consistent nonlinear model is developed, incorporating the ther-

mal and mass balance equations of the particles, the evolution of their geomet-

ric parameters, as well as the energy and diffusion balances of the gas phase.

Special attention is given to analyzing the influence of the initial particle di-

ameter on the nature of regime transitions, including the induction period,

ignition, steady combustion, and extinction. The numerical implementation of

the model is carried out using the fourth-order Runge–Kutta method. Time-

dependent profiles of temperature, density, particle diameter, and the rates

of heat and mass transfer were obtained, allowing the identification of critical

system parameters. Collective effects specific to gas suspensions were revealed,

including modifications of temperature profiles and the smoothing of thermal

bifurcations characteristic of isolated particles. The results are significant for

advancing mathematical models of dispersed reactive media and for optimizing

thermal engineering processes.
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ТВIРНI ФУНКЦIЇ СИСТЕМ ПОЛIНОМIАЛЬНИХ ВЛАСНИХ

ФУНКЦIЙ ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Побудованi твiрнi функцiї систем основних полiномiальних власних функцiй лiнiйних

диференцiальних рiвнянь другого порядку. Встановленi умови, при яких побудованi

твiрнi функцiї вiдповiдних систем полiномiальних власних функцiй виокремлюють ор-

тогональнi системи.

MSC: 39A06.

Ключовi слова: твiрнi функцiї, самоспряжене диференцiальне рiвняння, полiномiальнi
власнi функцiї.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2025.1(45).352810

Вступ

Вiдшукуються полiномiальнi власнi функцiї (ПВФ) диференцiального

рiвняння

(𝐴1𝑧
2+𝐵1𝑧+𝐶1)𝑦

′′
𝑛(𝑧)+(𝐴2𝑧+𝐵2)𝑦

′
𝑛(𝑧)−𝑛(𝐴2+(𝑛−1)𝐴1)𝑦𝑛(𝑧) = 0, (1)

де 𝑧 – комплексна змiнна, коефiцiєнти 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐴2, 𝐵2 можуть приймати

довiльнi дiйснi або комплекснi значення.

Рiвняння (1) можна звести до самоспряженого вигляду[︀
(𝐴1𝑧

2 +𝐵1𝑧 + 𝐶1)𝜌(𝑧)𝑦𝑛(𝑧)
]︀′ − 𝑛(𝐴2 + (𝑛− 1)𝐴1)𝜌(𝑧)𝑦𝑛(𝑧) = 0,

де функцiя 𝜌(𝑧) задовольняє рiвняння

𝜌′(𝑧)

𝜌(𝑧)
=

(𝐴2 − 2𝐴1)𝑧 +𝐵2 −𝐵1

𝐴1𝑧2 +𝐵1𝑧 + 𝐶1
. (2)

Надiйшла 26.02.2025 ©Круглов В. Є., 2025
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Для дiйсної змiнної 𝑧 = 𝑥 функцiя 𝜌(𝑥), яка задана на деякому iнтер-

валi (𝑎, 𝑏), щоб стати ваговою, повинна задовольняти слiдуючим умовам

lim
𝑥→𝑎+0

[︀
𝜌(𝑥)(𝐴1𝑥

2 +𝐵1𝑥+ 𝐶1)
]︀
= lim

𝑥→𝑏−0

[︀
𝜌(𝑥)(𝐴1𝑥

2 +𝐵1𝑥+ 𝐶1)
]︀
= 0. (3)

Якщо, наприклад, параметр 𝑏 = ∞, то потрiбно, щоб

lim
𝑥→∞

[︁
𝜌(𝑥)(𝐴1𝑥

2 +𝐵1𝑥+ 𝐶1)𝑥
𝑘
]︁
= 0, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Iснують наступнi методи знаходженн полiномiальних розв’язкiв 𝑦𝑛(𝑧)

рiвняння (1): метод рекурентних спiввiдношень мiж коефiцiєнтами цього

рiвняння, формула Родрiга та метод твiрних функцiй.

В цiй роботi розглядається метод твiрних функцiй. Теоретичну основу

цього метода взято з монографiї [1.ст.33].

Функцiя Φ(𝑧, 𝑡) називається твiрною для систем ПВФ 𝑦𝑛(𝑧), 𝑛 = 1, 2, . . . ,

якщо вона розкладається в ряд по степеням 𝑡 в достатньо малому околi

точки 𝑡 = 0:

Φ(𝑧, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑦𝑛(𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
. (4)

Пiсля деяких перетворень формули Родрiга

𝑦𝑛(𝑧) =
𝜌(𝑠)

𝜌(𝑧)

1

1− (2𝐴1𝑠+𝐵1)𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑠=𝜉1(𝑧,𝑡)

, (5)

де 𝑠 = 𝜉1(𝑧, 𝑡) той корiнь рiвняння

𝑠− 𝑧 − (𝐴1𝑠
2 +𝐵1𝑠+ 𝐶1)𝑡 = 0, (6)

який при 𝑡→ 0 наближається до 𝑧, lim
𝑡→0

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧.

Другий корiнь, якщо вiн iснує, наближається до нескiнченностi при 𝑡→
0. Ряд (4) збiгається в досить малому околi точки 𝑡 = 0 при фiксованому

𝑧.

Основнi результати

Усi побудованi твiрнi функцiї стосуються системи нестандартизованих

ПВФ 𝑦𝑛(𝑧), 𝑛 = 1, 2, . . . , з одиничним старшим коефiцiєнтом, а довiльну

мультиплiкативну константу, яка виникає при знаходженнi функцiї 𝜌(𝑧),

вважаємо рiвною тотожнiй одиницi.
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1. В рiвняннi (1) 𝐶1 = 0.

Функцiя 𝜌(𝑧) дорiвнює

𝜌(𝑧) = 𝑧𝛼(𝐴1𝑧 +𝐵1)
𝛽/𝐴1 , 𝛼 = 𝐵2/𝐵1 − 1, 𝛽/𝐴1 = 𝐴2/𝐴1 −𝐵2/𝐵1 − 1, (7)

аналiтична на комплекснiй площинi з розрiзом вiд точки 𝑧 = 0 через 𝑧 = ∞
до точки 𝑧 = −𝐵1/𝐴1. Розв’язок 𝑠 = 𝜉1(𝑧, 𝑡) рiвняння (6) при 𝐶1 = 0

визначається формулою

𝑠 = 𝜉1(𝑧, 𝑡) =
1−𝐵1𝑡− 𝑇 (𝑧, 𝑡)

2𝐴1𝑡
= − 2𝑧

1−𝐵1𝑡+ 𝑇 (𝑧, 𝑡)
, (8)

де

𝑇 (𝑧, 𝑡) =
√︀
(1−𝐵1𝑡)2 − 4𝐴1𝑡𝑧,

i розумiється як головне значення квадратного кореня, lim
𝑡→0

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧.

Тодi

Φ(𝑧, 𝑡) =

(︂
𝜉1(𝑧, 𝑡)

𝑧

)︂𝛼(︂𝐴1𝜉1 +𝐵1

𝐴1𝑧 +𝐵1

)︂𝛽/𝐴1 1

1− (2𝐴1𝜉1 +𝐵1)𝑡
.

Спростимо цей вираз. З квадратного рiвняння (6) при 𝐶1 = 0 маємо

𝐴1𝜉1 +𝐵1 = (1− 𝑧/𝜉1)/𝑡 = [1 +𝐵1𝑡− 𝑇 (𝑧, 𝑡)]/2𝑡,

1− (2𝐴1𝜉1 +𝐵1)𝑡 = 1 +𝐵1𝑡− 2𝑡(𝐴1𝜉1 +𝐵1) = 𝑇 (𝑧, 𝑡).

Таким чином,

Φ(𝑧, 𝑡) = 2𝛼−𝛽/𝐴1 [𝑡(𝐴1𝑧 +𝐵1)]
−𝛽/𝐴1

1

𝑇 (𝑧, 𝑡)

[1 + (𝐵1𝑡− 𝑇 (𝑧, 𝑡))]𝛽/𝐴1

[1− (𝐵1𝑡− 𝑇 (𝑧, 𝑡))]𝛼
.

ПВФ рiвняння (1) при 𝐶1 = 0 поданi формулою

𝑦𝑛(𝑧) = 𝑧𝑛+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑛
(𝐵2 + (𝑛− 1)𝐵1) . . . (𝐵2 + (𝑛− 𝑘)𝐵1)

(𝐴2 + (2𝑛− 2)𝐴1) . . . (𝐴2 + (2𝑛− 𝑘 − 1)𝐴1)
𝑧𝑛−𝑘, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Якщо перейти до дiйсної змiнної 𝑧 = 𝑥, i всi коефiцiєнти в рiвняннi (1)

також дiйснi числа, то

𝜌(𝑥) = 𝑥𝛼(𝐴1𝑥+𝐵1)
𝛽/𝐴1 ,
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i якщо 𝐵2/𝐵1 > 0 i 𝐴2/𝐴1 − 𝐵2/𝐵1 > 0, то 𝜌(𝑥) – вагова функцiя для

полiномiв 𝑦𝑛(𝑥) на вiдрiзку (−𝐵1/𝐴1, 0).

2. В рiвняннi (1) 𝐵1 = 0, 𝐴1 ̸= 0, 𝐶1 ̸= 0.

Маємо диференцiальне рiвняння

(𝐴1𝑧
2 + 𝐶1)𝑦

′′
𝑛(𝑧) + (𝐴2𝑧 +𝐵2)𝑦

′
𝑛(𝑧)− 𝑛(𝐴2 + (𝑛− 1)𝐴1)𝑦𝑛(𝑧) = 0, (9)

2.1. Нехай 𝐴1 < 0, 𝐶1 > 0. Тодi це рiвняння узагальнює диференцiальне

рiвняння, розв’язками якого є полiноми Якобi.

Функцiя 𝜌(𝑧) дорiвнює

𝜌(𝑧) = (
√︀
𝐶1 −

√︀
−𝐴1𝑧)

−𝛿1(
√︀
𝐶1 −

√︀
−𝐴1𝑧)

𝛿2 , (10)

де

𝛿1 =
[︁
(𝐴2 − 2𝐴1)/

√︀
−𝐴1 +𝐵2/

√︀
𝐶1

]︁
/2
√︀
−𝐴1,

𝛿2 =
[︁
𝐵2/

√︀
𝐶1 − (𝐴2 − 2𝐴1)/

√︀
−𝐴1

]︁
/2
√︀
−𝐴1.

Функцiя 𝜌(𝑧) аналiтична на комплекснiй площинi з розрiзом вiд точки

𝑧 = −
√︀

−𝐶1/𝐴1 через точку 𝑧 = ∞ до точки 𝑧 =
√︀
−𝐶1/𝐴1.

Рiвняння (6) має вигляд

𝑠− 𝑧 − (𝐴1𝑠
2 + 𝐶1)𝑡 = 0. (11)

Позначимо

𝑅(𝑧, 𝑡) =
√︀

1− 4𝐴1𝑡(𝑧 + 𝐶1𝑡), (12)

де пiд коренем розумiється його головне значення.тодi розв’язок 𝑠 =

𝜉1(𝑧, 𝑡) рiвняння (9) дорiвнює

𝜉1(𝑧, 𝑡) =
1−𝑅(𝑧, 𝑡)

2𝐴1𝑡
=

2(𝑧 + 𝐶1𝑡)

1 +𝑅(𝑧, 𝑡)
, lim
𝑡→0

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧 (13)

Твiрна функцiя

Φ(𝑧, 𝑡) =

(︂√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1√

𝐶1 −
√
−𝐴1𝑧

)︂−𝛿1 (︂√
𝐶1 +

√
−𝐴1𝜉1√

𝐶1 +
√
−𝐴1𝑧

)︂𝛿2 1

1− 2𝐴1𝜉1𝑡
.
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Зробимо наступнi перетворення. Згiдно з (9) та (11)

𝜉1 − 𝑧 = 𝑡(
√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1)(

√
𝐶1 +

√
−𝐴1𝜉1), 1− 2𝐴1𝜉1𝑡 = 𝑅(𝑡, 𝑧),

(
√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝑧) = (

√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1) + (

√
−𝐴1𝜉1 −

√
𝐴1𝑧) =

= (
√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1) +

√
−𝐴1𝑡(

√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1)(

√
𝐶1 +

√
−𝐴1𝜉1) =

= (
√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1)(1 + 𝑡

√
−𝐴1𝐶1 − 𝑡𝐴1𝜉1) =

= (
√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1)[(1 +𝑅(𝑧, 𝑡))/2 + 𝑡

√
−𝐴1𝐶1].

Аналогiчно

(
√︀
𝐶1 +

√︀
−𝐴1𝑧) = (

√︀
𝐶1 +

√︀
−𝐴1𝜉1)[(1 +𝑅(𝑧, 𝑡))/2− 𝑡

√︀
−𝐴1𝐶1].

Таким чином,

Φ(𝑧, 𝑡) = [𝑅(𝑧, 𝑡)]−1
[︁
(1 +𝑅(𝑧, 𝑡))/2 + 𝑡

√︀
−𝐴1𝐶1

]︁𝛿1 [︁
(1 +𝑅(𝑧, 𝑡))/2− 𝑡

√︀
−𝐴1𝐶1

]︁−𝛿2
.

(14)

Твiрна функцiя (12) спiвпадає з твiрною функцiєю для нестандартизо-

ваних полiномiв Якобi [2, с.69], а саме: для диференцiального рiвняння (7)

з коефiцiєнтами 𝐴1 = −1, 𝐶1 = 1, 𝐴2 = −(𝛼+𝛽+2), 𝐵2 = 𝛽−𝛼 (диферен-

цiальне рiвняння Якобi), 𝑅(𝑧, 𝑡) =
√
1 + 4𝑧𝑡+ 4𝑡2, 𝛿1 = −𝛼, 𝛿2 = 𝛽 твiрна

функцiя

Φ(𝑧, 𝑡) =
1

𝑅(𝑧, 𝑡)

[︂
1 +𝑅(𝑧, 𝑡)

2
+ 𝑡

]︂−𝛼 [︂1 +𝑅(𝑧, 𝑡)

2
− 𝑡

]︂−𝛽
.

2.2. Нехай 𝐴1 > 0, 𝐶1 > 0. Тодi функцiя

𝜌(𝑧) = (𝐴1𝑧
2 + 𝐶1)

𝛼 exp

[︃
𝐵2√
𝐴1𝐶1

arctg

√︂
𝐶1

𝐴1
𝑧

]︃

визначена для кожного значення 𝑧, 𝛼 = 𝐴2/2𝐴1 − 1.

За формулою (5), враховуючи елементарнi дiї з арктангенсами, отри-

муємо

Φ(𝑧, 𝑡) =

(︂
𝐴1𝜉

2
1 + 𝐶1

𝐴1𝑧2 + 𝐶1

)︂𝛼
exp

𝐵2√
𝐴1𝐶1

arctg

[︃√︀
𝐴1/𝐶1(𝜉1 − 𝑧)

1 +𝐴1𝑧𝜉1/𝐶1

]︃
1

1− 2𝐴1𝑡𝜉1
,

де 𝑠 = 𝜉1(𝑧, 𝑡) визначається формулами (9)–(11).

Далi, за формулою (9)

𝐴1𝜉
2
1 + 𝐶1 = (𝜉1 − 𝑧)/𝑡,
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𝐴1𝑧
2 + 𝐶1 = 𝐴1(𝑧

2 − 𝜉21) +𝐴1𝜉
2
1 + 𝐶1 = (𝜉1 − 𝑧)[1−𝐴1𝑡(𝑧 + 𝜉1)]/𝑡.

Тодi

𝐴1𝜉
2
1 + 𝐶1

𝐴1𝑧2 + 𝐶1
=

1

1−𝐴1𝑡(𝑧 + 𝜉1)
=

1

[1 +𝑅(𝑡, 𝑧)]/2−𝐴1𝑡𝑧
.

Спростимо вираз

𝐶1 +𝐴1𝑧𝜉1 = 𝐶1 +𝐴1𝑧(𝜉1 − 𝑧) +𝐴1𝑧
2 = (𝜉1 − 𝑧)(1−𝐴1𝑡𝜉1)/𝑡,

𝐴1𝑡𝜉1 = [1−𝑅(𝑧, 𝑡)]/2.

Таким чином,
𝜉1 − 𝑧

1 +𝐴1𝑧𝜉1/𝐶1
=

2𝐶1𝑡

1 +𝑅(𝑧, 𝑡)

та

Φ(𝑧, 𝑡) =
1

𝑅(𝑧, 𝑡)

[︂
𝑅(𝑧, 𝑡) + 1

2
−𝐴1𝑡𝑧

]︂−𝛼
exp

[︂
𝐵2√
𝐴1𝐶1

arctan

(︂
2
√
𝐴1𝐶1𝑡

1 +𝑅(𝑧, 𝑡)

)︂]︂
.

(15)

При змiннiй дiйснiй 𝑧 = 𝑥 функцiя 𝜌(𝑥) не може стати ваговою, бо не

виконується умова (3) при 𝑥 = ∞.

Наведемо приклади ПВФ рiвняння (7):

𝑦1(𝑧) = 𝑧 + 𝐵2
𝐴2
, 𝑦2(𝑧) = 𝑧2 + 2𝐵2

𝐴2+2𝐴1
𝑧 +

𝐵2
2

(𝐴2+2𝐴1)(𝐴2+𝐴1)
+ 𝐶1

𝐴2+𝐴1
,

𝑦3(𝑧) = 𝑧3 + 3𝐵2
𝐴2+4𝐴1

𝑧2 + 3
𝐴2+3𝐴1

(︁
𝐵2

2
𝐴2+4𝐴1

+ 𝐶1

)︁
𝑧 +

𝐵3
2

(𝐴2+4𝐴1)(𝐴2+3𝐴1)(𝐴2+2𝐴1)
+

+ 𝐶1
𝐴2+2𝐴1

(︁
𝐵2

𝐴2+3𝐴1
+ 2𝐵2

𝐴2+4𝐴1

)︁
.

При 𝐴1 > 0, 𝐶1 > 0 для побудови ПВФ 𝑦𝑛(𝑧), 𝑛 = 1, 2, . . . рiвняння (7)

використовується твiрна функцiя (13), а при 𝐴1 < 0, 𝐶1 > 0 – твiрна фун-

кцiя (12). проаналiзуємо детальнiше випадок, коли 𝐴1 < 0, 𝐶1 > 0. Якщо

змiнна 𝑧 змiнюється на дiйснiй осi 𝑧 = 𝑥, то функцiя 𝜌(𝑥) з (8) також ви-

значена на всiй осi, окрiм, можливо, двох точок цiєї осi, i твiрна функцiя

Φ(𝑥, 𝑡) з (12) будує ПВФ 𝑦𝑛(𝑥), 𝑛 = 1, 2, . . . , якi також визначенi на всiй

дiйснiй осi, i залежать вiд фiксованих параметрiв 𝐴1, 𝐴2, 𝐵2, 𝐶1. Зафiксу-

ємо цi параметри таким чином, щоб числа 𝛿1 i 𝛿2 з (8) задовольняли умовi

𝛿1 < 1, 𝛿2 > −1, що рiвнозначно умовам 𝐴2/𝐴1 > 0, 𝐵2 > 𝐴2

√
−𝐶1𝐴1. Зав-

дяки цим умовам функцiя 𝜌(𝑥) стає ваговою [3] для побудованої системи

ПВФ на промiжку (−
√
−𝐶1𝐴1,

√
−𝐶1𝐴1).
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Таким чином, область визначенностi побудованих полiномiв подiляє-

ться на три вiдрiзки: (−∞,−
√
−𝐶1𝐴1], (−

√
−𝐶1𝐴1,

√
−𝐶1𝐴1), [

√
−𝐶1𝐴1,∞),

в кожному з яких дiє одна й та ж система ПВФ, i тiльки цi полiноми

утворюють ортогональну з вагою 𝜌(𝑥) систему полiномiв на промiжку

(−
√
−𝐶1𝐴1,

√
−𝐶1𝐴1).

3. В рiвняннi (1) 𝐴1 = 0, 𝐵1 ̸= 0, 𝐶1 ̸= 0.

Маємо диференцiальне рiвняння

(𝐵1𝑧 + 𝐶1)𝑦
′′
𝑛(𝑧) + (𝐴2𝑧 +𝐵2)𝑦

′
𝑛(𝑧)− 𝑛𝐴2𝑦𝑛(𝑧) = 0. (16)

Функцiя 𝜌(𝑧) дорiвнює

𝜌(𝑧) = (𝐵1𝑧 + 𝐶1)
𝛼 exp(𝐴2𝑧/𝐵1), 𝛼 = (𝐵2/𝐵1 −𝐴2/𝐶1)𝐵

2
1 − 1

i аналiтична на всiй комплекснiй площинi з розрiзом вiд точки 𝑧 = −𝐶1/𝐵1

до точки 𝑧 = ∞.

Рiвняння (6) в цьому випадку лiнiйне i тому

𝜉1(𝑧, 𝑡) = (𝑧 + 𝐶1𝑡)/(1−𝐵1𝑡), lim
𝑡→0

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧

Твiрна функцiя

Φ(𝑧, 𝑡) =
1

1−𝐵1𝑡

(︂
𝐵1𝜉1 + 𝐶1

𝐵1𝑧 + 𝐶1

)︂𝛼
exp[𝐴2(𝜉1 − 𝑧)/𝐵1].

Легко здобути
𝐵1𝜉1 + 𝐶1

𝐵1𝑧 + 𝐶1
=

1

1−𝐵1𝑡
,

i таким чином

Φ(𝑧, 𝑡) = (1−𝐵1𝑡)
−𝛼−1 exp{𝐴2𝑡(𝐵1𝑧 + 𝐶1)/[𝐵1(1−𝐵1𝑡)]}.

За умови дiйсної змiнної 𝑧 = 𝑥 функцiя 𝜌(𝑥) стає ваговою для ПВФ

𝑦𝑛(𝑥), 𝑛 = 1, 2, . . . на вiдрiзку (−𝐶1/𝐵1,∞) при 𝐵2/𝐵1 − 𝐴2/𝐶1 > 0,

𝐴2/𝐵1 < 0 [4].

3.1. В рiвняннi (14) 𝐵1 = 0, 𝐶1 ̸= 0.
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В цьому випадку маємо рiвняння типу Ермiта

𝐶1𝑦
′′
𝑛(𝑧) + (𝐴2𝑧 +𝐵2)𝑦

′
𝑛(𝑧)− 𝑛𝐴2𝑦𝑛(𝑧) = 0.

Функцiя 𝜌(𝑧) дорiвнює

𝜌(𝑧) = exp
[︀
(𝐴2𝑧 +𝐵2)

2/2𝐴2𝐶1

]︀
,

i вона аналiтична на всiй комплекснiй площинi. Далi

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧 + 𝐶1𝑡,

тодi

Φ(𝑧, 𝑡) = exp[𝑡(𝐴2𝑧 +𝐵2 +𝐴2𝐶1𝑡/2)].

Для дiйсної змiнної 𝑧 = 𝑥 функцiя

𝜌(𝑥) = exp
[︀
(𝐴2𝑥+𝐵2)

2/2𝐴2𝐶1

]︀
є ваговою при 𝐴2𝐶1 < 0.

3.2. В рiвняннi (14) 𝐶1 = 0, 𝐵1 ̸= 0.

В цьому випадку маємо рiвняння типу Лаггера

𝐵1𝑧𝑦
′′
𝑛(𝑧) + (𝐴2𝑧 +𝐵2)𝑦

′
𝑛(𝑧)− 𝑛𝐴2𝑦𝑛(𝑧) = 0.

Функцiя 𝜌(𝑧) дорiвнює

𝜌(𝑧) = 𝑧𝐵2/𝐵1−1 exp(𝐴2𝑧/𝐵1).

Вона аналiтична на всiй комплекснiй площинi з розрiзом вiд точки 𝑧 = 0

до точки 𝑧 = ∞.

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧/(1−𝐵1𝑡).

Тодi

Φ(𝑧, 𝑡) = (1−𝐵1𝑡)
−𝐵2/𝐵1 exp[𝐴2𝑡𝑧/(1−𝐵1𝑡)].

Якщо змiнна 𝑧 дiйсна, 𝑧 = 𝑥, то

𝜌(𝑥) = 𝑥𝐵2/𝐵1 exp(𝐴2𝑥/𝐵1)

i ця функцiя буде ваговою за умови 𝐵2/𝐵1 > −1, 𝐴2/𝐵1 < 0 на промiжку

(0,∞).
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4. В рiвняннi (1) 𝐵1 = 2
√
𝐴1𝐶1, 𝐴1 > 0, 𝐶1 > 0.

Маємо диференцiальне рiвняння

(
√︀
𝐴1𝑧 +

√︀
𝐶1)

2𝑦′′𝑛(𝑧) + (𝐴2𝑧 +𝐵2)𝑦
′
𝑛(𝑧)− 𝑛(𝐴2 + (𝑛− 1)𝐴1)𝑦𝑛(𝑧) = 0.

Функцiя

𝜌(𝑧) = (
√︀
𝐴1 +

√︀
𝐶1)

𝛼 exp[−𝛽/(
√︀
𝐴1 +

√︀
𝐶1)],

де 𝛼 = (𝐴2 − 2𝐴1)/𝐴1, 𝛽 = (𝐵2

√
𝐴1 − 𝐴2

√
𝐶1)/𝐴1), аналiтична на компле-

кснiй площинi з розрiзом вiд точки 𝑧 = −
√︀
𝐶1/𝐴1 до точки 𝑧 = ∞.

З рiвняння (6)

𝑠− 𝑧 − (
√︀
𝐴1𝑠+

√︀
𝐶1)

2𝑡 = 0

знаходимо корiнь

𝜉1(𝑧, 𝑡) =
[︁
1− 2

√
𝐴1𝐶1𝑡−

√︀
1− 4

√
𝐴1𝑡(

√
𝐶1 +

√
𝐴1𝑧)

]︁
/2𝐴1𝑡 =

= 2(𝐶1𝑡+ 𝑧)
[︁
1− 2

√
𝐴1𝐶1𝑡+

√︀
1− 4

√
𝐴1𝑡(

√
𝐶1 +

√
𝐴1𝑧)

]︁−1
,

lim
𝑡→0

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧.

Φ(𝑧, 𝑡) =

(︂√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1√

𝐴1𝑧 +
√
𝐶1

)︂𝛼
exp

[︂
−𝛽

√
𝐴1(𝑧 − 𝜉1)

(
√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)(

√
𝐴1𝑧 +

√
𝐶1)

]︂
1

1− 2
√
𝐴1𝑡(

√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)

.

Далi

𝑧 − 𝜉1

(
√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)(

√
𝐴1𝑧 +

√
𝐶1)

=
−(

√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)

2𝑡

(
√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)(

√
𝐴1𝑧 +

√
𝐶1)

=
−(

√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)𝑡√

𝐴1𝑧 +
√
𝐶1

.

Позначимо

𝑀(𝑧, 𝑡) =

√︁
1− 4

√︀
𝐴1𝑡(

√︀
𝐴1𝑧 +

√︀
𝐶1).

Пiд коренем квадратним розумiємо головне його значення.

Тодi

√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1 =

√
𝐴1(1− 2

√
𝐴1𝐶1𝑡−𝑀(𝑧, 𝑡))/2𝐴1𝑡+

√
𝐶1 =

=
√
𝐴1(1−𝑀(𝑧, 𝑡))/2𝐴1𝑡 = 2(

√
𝐴1𝑧 +

√
𝐶1)/(1 +𝑀(𝑧, 𝑡)),

1− 2
√︀
𝐴1(
√︀
𝐴1𝜉1 +

√︀
𝐶1) =𝑀(𝑧, 𝑡).
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Таким чином, отримали

Φ(𝑧, 𝑡) =
1

𝑀(𝑧, 𝑡)

[︂
2

1 +𝑀(𝑧, 𝑡)

]︂𝛼
exp

(︂
2𝛽

√
𝐴1𝑡

1 +𝑀(𝑧, 𝑡)

)︂
.

Система полiномiв 𝑦𝑛(𝑥) не є ортогональною, бо функцiя 𝜌(𝑥) не є ва-

говою.

ВИСНОВКИ

Побудованi твiрнi функцiї для ПВФ 𝑦𝑛(𝑥), 𝑛 = 1, 2, . . . рiзних дифе-

ренцiальних рiвнянь другого порядку. Знайденi умови, при яких цi твiрнi

функцiї утворюють ортогональнi ПВФ цих рiвнянь.
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Kruglov V. E.

Generating functions for systems of polynomial eigenfunctions

of second-order linear differential equations

Summary

Generating functions are constructed for the main systems of polynomial eigen-

functions of second-order linear differential equations. Conditions are found

under which the constructed generating functions from the corresponding sys-

tem of polynomial eigenfunctions select orthogonal systems.

Keywords: generating functions, self-conjugated differential equation,
polynomial eigenfunctions.
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ALGORITHMS FOR CONSTRUCTING A SET-VALUED MAPPING

IN 𝑅3

In many applied problems, there is a need to construct convex sets, but if these sets are

obtained as a solution to a mathematical model, then the concept of a support function

is most often used. Although this function is defined only for convex sets, it can also be

constructed for convex hulls of compact sets. With the help of this function, it is possible

to introduce the concepts of differentiation and integration in the space of convex compact
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sets. The problem arises of constructing a convex hull of a set if the values of its support

function in some directions are known. Three algorithms can be used for this. The first

uses the property of the support function and constructs the set through the intersections of

hyperplanes defined by the support function. The second algorithm uses the values of the

Minkowski functional, which is related to the support function. The third constructs the set

according to the meaning of the deformation function, which is also related to the values of

the support function. In this article, the task is to compare the construction speed for these

three algorithms. The Intel Core i5-13450HX processor was used for calculations. Also in

this article, a numerical method for constructing a solution for equations with a set-valued

right-hand side, similar to the Euler method, is implemented.

MSC: 34A60, 34A99, 68W25.

Keywords: support function, deformation function, Minkowski functional, convex sets, ini-

tial problem with a multivalued right-hand side.

DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2025.1(45).352813

Introduction

Differential equations with a multivalued right-hand side are widely used

as mathematical models of processes and phenomena of various nature.

The solution of such an equation is a multivalued mapping in the space

𝑐𝑜𝑚𝑝𝑅𝑛. Studies of the existence of solutions and their properties can be found,

for example, in works [1–10]. At the same time, the issue of constructing so-

lutions by numerical methods is actual. Since the solution of a differential

equation with a multivalued right-hand side is a convex set, first of all, algo-

rithms for constructing a set in space are needed. This can be done using the

support function of the set [11–13], the deformation function [14; 15] or the

Minkowski functional [15–19]. Secondly, it is necessary to construct an algo-

rithm for constructing a sequence of sets that are solutions of the considered

differential equation with a multivalued right-hand side at successive moments

of time. An analogue of the Euler method is one of the most widely used

numerical methods applied to this type of equations. In [20] was presented an

estimate for the Hausdorff distance between the set of solutions of a differential

inclusion and the set of solutions of its Euler discrete approximation, using an

averaged modulus of continuity for multifunctions.

This article presents an algorithm for constructing solutions to differential

equations with the Hukuhara derivative: in three-dimensional space by numer-

ical methods that are based on the Euler method, but differ in the methods of
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constructing the boundary points of the convex set - using support functions,

deformation functions, and the Minkowski functional.

Main Results

1. Construction of a convex hull using the intersection

of support hyperplanes

Let’s construct the boundary of a convex set in three-dimensional space

𝐹 ∈ 𝑐𝑜𝑚𝑝(R3). To construct it, we will use the value of the support function

for the three-dimensional set.

The support function is determined

𝑐(𝑓, 𝜓) = 𝑚𝑎𝑥
𝑓∈𝐹

(𝑓, 𝜓). (1)

The maximum on the right-hand side is achieved because the scalar product

(𝑓, 𝜓) is continuous in 𝑓 and the set 𝐹 is compact.

1.1. Algorithm for constructing the convex hull of a set

using support function

Let’s introduce the support vector

𝜓 =

⎛⎜⎝sin 𝜃 * cos𝜙
sin 𝜃 * sin𝜙

cos 𝜃

⎞⎟⎠ (2)

is the set of all vectors of unit length expressed in spherical coordinates relative

to two angles 𝜃, 𝜙, where 𝜃 ∈ [0, 𝜋] 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]. Let us take 𝑁/2 uniformly

distributed points from first interval 𝜃𝑖 ∈ [0, 𝜋], 𝑖 = 0, 𝑁/2 and 𝑁 points from

second one, i.e. 𝜙𝑗 ∈ [0, 2𝜋], 𝑗 = 0, 𝑁 .

There are vectors 𝜓 on the sphere are arranged in rows, and the poles are

represented by vectors 𝜓 with 𝜃 = 0, 𝜃 = 𝜋. For first row we can construct the

matrices with the values of vectors:

𝑀 = (𝜓1, 𝜓2, 𝜓3)
𝑇

There is 𝜓1 = 𝜓|𝜃=0 and 𝜓2,3 = 𝜓|𝜃= 2𝜋
𝑁
,𝜙=0,2𝜋.
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Further, for each angles 𝜃 = 0 + 2𝜋
𝑁 , 𝜋 − 2𝜋

𝑁 we construct two matrices 𝑀1,

𝑀2. These matrices contain rows of points on a two-dimensional sphere that

are the vertices of triangles from sphere triangulation.

𝑀1 = (𝜓1, 𝜓2, 𝜓3)
𝑇

𝜓1 =

⎛⎜⎝sin 𝜃𝑖 * cos𝜙𝑗
sin 𝜃𝑖 * sin𝜙𝑗

cos 𝜃𝑖

⎞⎟⎠ , 𝜓2 =

⎛⎜⎝sin 𝜃𝑖+1 * cos𝜙𝑗
sin 𝜃𝑖+1 * sin𝜙𝑗

cos 𝜃𝑖+1

⎞⎟⎠ , 𝜓3 =

⎛⎜⎝sin 𝜃𝑖+1 * cos𝜙𝑖+1

sin 𝜃𝑖+1 * sin𝜙𝑖+1

cos 𝜃𝑖+1

⎞⎟⎠ ,

𝑀2 = (𝜓1, 𝜓2, 𝜓3)
𝑇 where 𝜓2 =

⎛⎜⎝sin 𝜃𝑖 * cos𝜙𝑗+1

sin 𝜃𝑖 * sin𝜙𝑗+1

cos 𝜃𝑖

⎞⎟⎠
where 𝜃𝑖 ∈

[︀
0 + 2𝜋

𝑁 , 𝜋 − 2𝜋
𝑁

]︀
, 𝜙𝑗 ∈ [0, 2𝜋] .

Respectively, for the lower pole we have

𝑀 = (𝜓1, 𝜓2, 𝜓3)
𝑇

There is 𝜓1 = 𝜓|𝜃=𝜋 and 𝜓2,3 = 𝜓|𝜃=𝜋− 2𝜋
𝑁
,𝜙=0,2𝜋

For all matrices for each row, we calculate the value of the support function

and we solve the systems of linear equations

⎛⎜⎝𝜓1

𝜓2

𝜓3

⎞⎟⎠
𝑇 ⎛⎜⎝𝑥1𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝𝑐(𝐹,𝜓1)

𝑐(𝐹,𝜓2)

𝑐(𝐹,𝜓3)

⎞⎟⎠ .

After solving the system of linear equation, we obtain a vector 𝑥 that lies on

the boundary of the convex hull of the set 𝐹. These points are the intersection

points of hyperplanes with normal vectors 𝜓1, 𝜓2, 𝜓3.

1.2. Numerical calculations for support function

Construction of the convex hull of a set, using the support func-

tion. For which of the sets we use N=60. That means we have the

1800 support vectors for each set.

The sphere 𝐹 = 𝑆3(5,−5, 5) are built
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Рис. 1: 𝑐(𝐹,𝜓) = 3‖𝜓‖+ 5𝜓1 − 5𝜓2 + 5𝜓3.

The time it took to calculate all the points to construct the convex hull of the

set is 0.2328968048095703.

The cube 𝐹 = 𝐾3,3,3(5,−5, 5) are built

Рис. 2: 𝑐(𝐹,𝜓) = 3(|𝜓1|+ |𝜓2|+ |𝜓3|) + 5𝜓1 − 5𝜓2 + 5𝜓3

The time it took to calculate all the points to construct the convex hull of the

set is 0.2111680507659912.

Let us construct the convex hull of the sum of two sets 𝑆3(5,−5, 5) and

𝐾3,3,3(0, 0, 0) using the intersection of the supporting hyperplanes
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Рис. 3: 𝑐(𝐹,𝜓) = 3‖𝜓‖+ 3(|𝜓1|+ |𝜓2|+ |𝜓3|) + 5𝜓1 − 5𝜓2 + 5𝜓3

The algorithm time working is 0.2328968048095703.

2. Construction of a convex hull using the deformation

function

The deformation function of a convex set 𝐹 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛), 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐹 is called

the function

𝑑(𝐹,𝜓) = 𝑠𝑢𝑝{𝜆 > 0 : 𝜆𝜓 ∈ 𝐴}, 𝜓 ∈ 𝑆

The deformation function coincides with the inverse Minkowski functional

on the unit sphere.

Using the deformation function, the set 𝐹 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) can be represented

in the form

𝐴 =
⋃︁
𝜙∈𝑆

{𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥 = 𝜆𝜑, 𝜆 ∈ [0, 𝑑(𝐹,𝜙)]} ; S—the unit sphere (3)
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2.1. Algorithm for constructing the convex hull of a set

using the deformation function

1. Generate a set of directions 𝜓 uniformly distributed on the unit sphere.

We set the values of the angles 𝜃, 𝜙, where 𝜃 ∈ [0, 𝜋] 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] to

determine the support vectors (2) in the spherical coordinate system.

2. Next we define the area of space in which the given set lies. This area is

a rectangle for which we find the center. To do this, we find the values of

the support function 𝑐(𝐹,𝜓) from support vectors (2) with 𝜃 = 0, 𝜃 = 𝜋

and (𝜃 = 𝜋
2 ;𝜙 = 0), (𝜃 = 𝜋

2 ;𝜙 = 𝜋) (𝜃 = 𝜋
2 ;𝜙 = 𝜋

2 ) (𝜃 = 𝜋
2 ;𝜙 = 3𝜋

2 ),

then we obtain the center point with the arithmetic mean of the values

of the support function from opposite support vectors.

3. We use the algorithm for finding the deformation function. It calculates

vector length in each given direction, so that it still remains inside the

figure.

4. Next, for each support vector 𝜓 we calculate values of support function

minus support function from center point.

5. Fix the support vector 𝜓𝑖 ∈ 𝜓 and for each other support vector 𝜓 if the

(𝜓𝑖, 𝜓) > 0 calculate 𝜆 = 𝑚𝑖𝑛
𝜓

{︁
𝑐(𝐹,𝜓)
(𝜙,𝜓)

}︁
. This lambda guarantees us that

the vector will satisfy all conditions and will not go beyond the boundary

of the convex hull in any direction.

6. We construct a vector 𝜆 · 𝜙+ 𝑐 that lies on the boundary of the convex

hull, where 𝑐 is a center vertor.

2.2. Numerical calculations for deformation function

Construction of the convex hull of a set, using the deformation

function. For which of the sets we use N=60. That means we have

the 1800 support vectors for each set.

The sphere 𝐹 = 𝑆3(5,−5, 5) are built
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Рис. 4: 𝑐(𝐹,𝜓) = 3‖𝜓‖+ 5𝜓1 − 5𝜓2 + 5𝜓3.

The time it took to calculate all the points to construct the convex hull of the

set is 9.219122409820557.

The cube 𝐹 = 𝐾3,3,3(5,−5, 5) are built

Рис. 5: 𝑐(𝐹,𝜓) = 3(|𝜓1|+ |𝜓2|+ |𝜓3|) + 5𝜓1 − 5𝜓2 + 5𝜓3

The time it took to calculate all the points to construct the convex hull of the

set is 9.053423881530762.

Let us construct the convex hull of the sum of two sets 𝑆3(5,−5, 5) and

𝐾3,3,3(0, 0, 0) using the deformation function
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Рис. 6: 𝑐(𝐹,𝜓) = 3‖𝜓‖+ 3(|𝜓1|+ |𝜓2|+ |𝜓3|) + 5𝜓1 − 5𝜓2 + 5𝜓3

The algorithm time working is 9.10199236869812.

Also, we construct the convex hull of the tetrahedron

𝑐𝑜

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝1

1

0

⎞⎟⎠ ;

⎛⎜⎝5

1

0

⎞⎟⎠ ;

⎛⎜⎝2.5

5

0

⎞⎟⎠ ;

⎛⎜⎝2.5

2.5

5

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭

using the deformation function

Рис. 7: 𝑐(𝐹,𝜓) = 𝑚𝑎𝑥 {𝜓1 + 𝜓2; 5𝜓1 + 𝜓2; 2.5𝜓1 + 5𝜓2; 2.5𝜓1 + 2.5𝜓2 + 5𝜓3}

The algorithm time working in this case is 9.07657241821289.
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3. Minkowski functional

The Minkowski functional of a convex set 𝐹 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛), 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐹 is the

function

𝑚(𝑥, 𝐹 ) = 𝑖𝑛𝑓{𝜆 > 0 :
𝑥

𝜆
∈ 𝐹}. (4)

Using the Minkowski functional, the set 𝐹 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) can be represented in

the form

𝐹 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥, 𝐹 ) ≤ 1}. (5)

It follows that it is necessary to check the inequality (𝑥, 𝜓) ≤ 𝑐(𝐹,𝜓), for a

certain set of points.

3.1. Algorithm for constructing the convex hull of a set

using the Minkowski functional

1. We set the values of the angles 𝜃, 𝜙, where 𝜃 ∈ [0, 𝜋] 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] to

determine the support vectors (2) in the spherical coordinate system.

2. We define the support function 𝑐(𝐹,𝜓) of the set 𝐹 ∈ R𝑛 we are con-

structing using a formula.

3. Next we define the area of space in which the given set lies. This area is

a rectangle for which we find the center. To do this, we find the values

of the support function in the directions (2) with 𝜃 = 0, 𝜃 = 𝜋 and

(𝜃 = 𝜋
2 ;𝜙 = 0), (𝜃 = 𝜋

2 ;𝜙 = 𝜋) (𝜃 = 𝜋
2 ;𝜙 = 𝜋

2 ) (𝜃 = 𝜋
2 ;𝜙 = 3𝜋

2 ), then

add 1 to each of the values found in the corresponding directions.

4. Next, we construct a grid of points lying between the planes defined by

these constraints; this grid is specified using the step parameter. This

parameter specifies the splitting step.

5. Next, for each direction 𝜓, we subtract the value of the support function

of the center in this direction of the rectangle found earlier from the value

of the support function of the set in this direction.

6. For each point 𝑥, we check for which support vecotrs 𝜓 the inequality(𝑥, 𝜓) ≤
𝑐(𝐹,𝜓), if it is satisfied, and points with a value of the Minkowski func-

tional less than or equal to one are saved for further construction.

7. We construct the resulting points.
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3.2. Numerical calculations for the Minkowski functional

Construction of the convex hull of a set, using the Minkowski

functional. For which of the sets we use N=60. That means we have

the 1800 support vectors for each set.

The sphere 𝐹 = 𝑆3(5,−5, 5) are built using the step =0.24, nearly 18000

points

Рис. 4: 𝑐(𝐹,𝜓) = 3‖𝜓‖+ 5𝜓1 − 5𝜓2 + 5𝜓3.

The time it took to calculate all the points to construct the convex hull of the

set is 7.376594305038452.

The cube 𝐹 = 𝐾3,3,3(5,−5, 5) are built using the step =0.24, nearly 18000

points
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Рис. 5: 𝑐(𝐹,𝜓) = 3(|𝜓1|+ |𝜓2|+ |𝜓3|) + 5𝜓1 − 5𝜓2 + 5𝜓3

The time it took to calculate all the points to construct the convex hull of the

set is 10.607192277908325.

Let us construct the convex hull of the sum of two sets 𝑆3(5,−5, 5) and

𝐾3,3,3(0, 0, 0) using the step =0.7, nearly 18000 points

Рис. 6: 𝑐(𝐹,𝜓) = 3‖𝜓‖+ 3(|𝜓1|+ |𝜓2|+ |𝜓3|) + 5𝜓1 − 5𝜓2 + 5𝜓3

The algorithm time working is 12.864967107772827.

Also, we construct the convex hull of the tetrahedron
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⎛⎜⎝1

1

0

⎞⎟⎠ ;
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1
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⎞⎟⎠ ;

⎛⎜⎝2.5

5

0

⎞⎟⎠ ;

⎛⎜⎝2.5

2.5

5

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭



Algorithms for constructing a set-valued mapping in 𝑅3 57

using the Minkowski functional with step =0.24, nearly 18000 points

Рис. 7: 𝑐(𝐹,𝜓) = 𝑚𝑎𝑥 {𝜓1 + 𝜓2; 5𝜓1 + 𝜓2; 2.5𝜓1 + 5𝜓2; 2.5𝜓1 + 2.5𝜓2 + 5𝜓3}

The algorithm time working in this case is 12.810363054275513.

But we can’t see the upper point in this graphics, and we calculate some

special case. It is 2016000 points (step=0.05) and for each we use the 60

support vectors

Рис. 8: 𝑐(𝐹,𝜓) = 𝑚𝑎𝑥 {𝜓1 + 𝜓2; 5𝜓1 + 𝜓2; 2.5𝜓1 + 5𝜓2; 2.5𝜓1 + 2.5𝜓2 + 5𝜓3}

The algorithm time working in this case is 1249.7926468849182.
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4. Constructing of the solve of the Hukuhara initial

problem

We define Hukuhara derivative as the setvalued mapping 𝑋 : R1 →
𝑐𝑜𝑚𝑝(R𝑛) which we call the Hukuhara derivative at the point 𝑡0 ∈ R1 if

there exist differences 𝑋(𝑡0 +∆𝑡)ℎ𝑋(𝑡0) and 𝑋(𝑡0)
ℎ𝑋(𝑡0 −∆𝑡) for all small

∆𝑡 > 0 and there exists an element 𝐷ℎ𝑋(𝑡0) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) such that

lim
Δ𝑡→0+

ℎ

(︃
𝑋(𝑡0 +∆𝑡)ℎ𝑋(𝑡0)

∆𝑡
,𝐷ℎ𝑋(𝑡0)

)︃
=

= lim
Δ𝑡→0+

ℎ

(︃
𝑋(𝑡0)

ℎ𝑋(𝑡0 −∆𝑡)

∆𝑡
,𝐷ℎ𝑋(𝑡0)

)︃
Let’s introduce the initial problem with a set-valued the right-hand side

𝐷ℎ𝜒 = 𝐴(𝑡)𝜒(𝑡) + 𝐹 (𝑡),

𝜒(0) ≡ 𝜒0.
(6)

In the problem (6) the last term we take as: 𝐴(𝑡) ∈ R𝑛×𝑛, F(t) — setvalued

convex mapping, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ⊂ R.

We divide the interval into 𝑘 subintervals and represent the solve in integral

form as

𝜒𝑘+1(𝑡) = 𝜒0 +

∫︁ 𝑇

0
[𝐴(𝑡)𝜒(𝑡) + 𝐹 (𝑡)] 𝑑𝑠, 𝑘 = 0, 1, ...

𝜒0(𝑡) ≡ 𝜒0.

Using the properties of the support function and applying Euler’s method,

we obtain

𝑐(𝜒𝑚(𝑡𝑘+1), 𝜓𝑖) = 𝑐(𝜒𝑚(𝑡𝑘), 𝜓𝑖) + 𝛿 ·
[︀
𝑐
(︀
𝜒𝑚(𝑡𝑘), 𝐴

𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖
)︀
+ 𝑐 (𝐹 (𝑡𝑘) , 𝜓𝑖)

]︀
,

where we define the second term as

𝑐
(︀
𝜒𝑚(𝑡𝑘), 𝐴

𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖
)︀
=

{︃
0 if 𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖 = 0,⃦⃦

𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖
⃦⃦
𝑐
(︁
𝜒𝑚(𝑡𝑘),

𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖

‖𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖‖

)︁
if 𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖 ̸= 0.

Also, that 𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖 ̸= 0 we obtain

𝑐(𝜒𝑚(𝑡𝑘+1), 𝜓𝑖) ≈ 𝑐(𝜒𝑚(𝑡𝑘), 𝜓𝑖)+𝛿
[︁⃦⃦
𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖

⃦⃦
𝑐(𝜒𝑚(𝑡𝑘), 𝜓𝑖𝑘) + 𝑐 (𝐹 (𝑡𝑘) , 𝜓𝑖)

]︁
.
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where 𝜓𝑖𝑘 we find from the condition⃦⃦⃦⃦
𝜓𝑖𝑘 −

𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖
‖𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖‖

⃦⃦⃦⃦
= min

𝑗=0,𝑝−1

⃦⃦⃦⃦
𝜓𝑗 −

𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖
‖𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖‖

⃦⃦⃦⃦
.

Let solve the example of this type of initial problem

𝐷ℎ𝑋 = 𝐴(𝑡)𝑋 + 𝐹 (𝑡)

with 𝐴(𝑡) =

⎛⎜⎝2 0 1

0 1 0

1 0 1

⎞⎟⎠ ; 𝑋0 = 5‖𝜓‖ is the initial set and 𝐹 (𝑡) = 𝑡‖𝜓‖ is a

set-valued mapping. In algorithm we use the value of parameters t=0.2, delta

=0.2. In first case we use the 1800 support vectors for building a set in every

step.

Рис. 9. The solution of initial problem using methods of intersection of

support hyperplanes.

The algorithm time working in this case is 721.9192731380463.

Also, was built the case with 595 support vectors.
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Рис. 10. The solution of initial problem using methods of intersection of

support hyperplanes.Conclusion

Thus, sets were constructed using three methods. The first used sequen-

tial hyperplane intersections, the second used the values of the Minkowski

functional, and the third used the deformation function. Also, in the case of

hyperplane intersections and the deformation function, solutions to the initial

problems with a set-valued right-hand side and Hukuhara derivative were con-

structed using the Euler method and the scheme presented in the article by

Plotnikov and Skripnik, only generalising it for the three-dimensional case.
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Бондаренко К. С., Таiрова М. С., Кiчмаренко О. Д., Вербiцький В. В.

Алгорими побудови множиннозначного вiдображення в 𝑅3

Резюме

У багатьох прикладних задачах виникає потреба будувати опуклi множини, але якщо

цi множини отримуються, як розв’язок математичної моделi, то найчастiше використо-

вується поняття опорної функцiї. Хоча ця функцiя визначається тiльки для опуклих

множин, її можна побудувати також i для опуклих оболонок компактних множин. За

допомогою цiєї функцiї можна на просторi опуклих компактiв вводити поняття дифе-

ренцiювання та iнтегрування. Виникає задача побудови опуклої оболонки множини,

якщо вiдомi значення її опорної функцiї у деяких напрямках. Для цього можуть бути

застосованi три алгоритми. Перший використовує властивiсть опорної функцiї i будує

множину через перети визначених опорною функцiєю гiперплощин. Другий алгоритм

використовує значення функцiоналу Мiнковського, який пов’язаний з опорною

функцiєю. Третiй будує множину по значенням функцiї деформацiї, яка також

пов’язана зi значеннями опорної функцiї. У цiй статтi ставиться задача порiвняти

швидкiсть побудови опуклої для цих трьох алгоритмiв. Для розрахункiв викори-

стовувався процесор Intel Core i5-13450HX. Також у цiй статтi реалiзовано числовий

метод побудови розв’язку для рiвнянь з множиннозначною правою частиною,

аналогiчний до методу Ейлеру.

Ключовi слова: опорна функцiя, функцiя деформацiї, функцiонал Мiнковського, опуклi

множини, диференцiальнi рiвняння iз множиннозначною правою частиною, похiдна

Хукухари, алгоритм Ейлера.
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ALGEBRAIC IMPLEMENTATION OF BINARY
OPERATIONS ON GRAPHS

Graph theory is widely used from a practical point of view. Graphs play an important role

in scientific research (for example, electrical diagrams), and also surround us in everyday life

(for example, roads and paths maps). For everyday use, the geometric implementation of

graphs is certainly the most convenient. But for computer processing of information, this is

not rational. In these cases, an algebraic, namely matrix representation of graphs is used.

Therefore, studies devoted to this topic are gaining more and more importance. This article

considers the possibility of algebraic performing operations on adjacency matrices that rep-

resent graphs. These methods have their own characteristics and limitations.
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tary logical operations, Boolean matrix, multivalued logic.
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Introduction

When studying a system of objects connected by some arbitrary types of

relationships, both directed and undirected graphs can be used. Each such

system is an ordered collection of elements with which certain changes can

occur. Each such specific system can be represented graphically as a graph or

Received 11.06.2025 ©Yakimova N. A., Sharai N. V., 2025
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in digital format as an adjacency matrix or incidence matrix of such a graph.

In any case, changes in system elements or the results of the interaction of

different such systems are reflected by operations on the vertices or edges of

the corresponding graphs. The geometric implementation of such operations

has already been well studied and described [1]. But computer processing of

information involves its digital representation in matrix form. Algebraic ma-

trix apparatus is also widely represented in mathematical research [2]. This

article aims to establish a correspondence between known operations on matri-

ces and operations on elements of an arbitrary graph or operations that reflect

the interaction of multiple graphs. In this way, a transition from a geomet-

ric to algebraic method of not only representing, but also processing various

information can be made.

Preliminary Results

If the matrices are Boolean, then with them it is possible to perform both

ordinary algebraic operations on matrices and two-valued logic operations de-

scribed in [3; 8]. If the matrices are not Boolean, then in order to perform the

logical operations of disjunction and conjunction with them, it is necessary to

use the apparatus of multi-valued logic. In this case, the operations of dis-

junction and conjunction of matrix elements are performed according to the

following rules [4]:

𝑥 ∨ 𝑦 = max{𝑥, 𝑦} (1)

𝑥 ∧ 𝑦 = min{𝑥, 𝑦} (2)

But both logical and arithmetic operations on matrices require certain con-

ditions regarding their dimensionality. Different systems represented by geo-

metric implementations of graphs do not always have the same number of

objects (nodes). Therefore, the graphs corresponding to them will have a

different number of vertices. This implies a different dimension of their adja-

cency matrices. Neither logical nor arithmetic operations can be performed on

such matrices. This obstacle can be avoided by reducing both matrices to the

same dimension by introducing additional identically named all-zero rows and

columns into them. According to the characterization of graphs by their adja-

cency matrices, such pairs will correspond to isolated vertices [5; 9]. The new

extended adjacency matrices of both graphs participating in the operation will
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have the same dimension. As is known, an isomorphism is a relation between

graphs that preserves the incidence relation up to the numbering of vertices.

Theorem 1. Graphs are isomorphic if and only if their adjacency matrices

can be obtained from each other by simultaneous permutations of the same-

named rows and columns (i.e., simultaneously with the permutation of the i-th

and j-th rows of the matrix, the permutation of the i- th and j-th columns of

the matrix also occurs).

Proof. Renumber the vertices of arbitrary graphs 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) and

𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2)(|𝑉1| = |𝑉2| = 𝑝) by integers from 1 to 𝑝. If 𝐴′(𝐺1) = 𝐴′′(𝐺2)

then the statement of the theorem is true. In the opposite case, the graphs

𝐺1 and 𝐺2 differ only in the numbering of the vertices. This means that there

exists a permutation S on the set of vertices V that preserves adjacency, i.e.

if 𝑒1𝑖𝑗(𝑣
1
𝑖 , 𝑣

1
𝑗 ) ∈ 𝐸1, then 𝑒2𝑠(𝑖,𝑗)(𝑠(𝑣

1
𝑖 ), 𝑠(𝑣

1
𝑗 )) ∈ 𝐸2. Then we have 𝑎′′𝑠(𝑖)𝑠(𝑗) = 𝑎′𝑖𝑗 .

The theorem is proved.

This theorem implies that, using an isomorphism transformation for each

graph in the extended adjacency matrix, new isolated vertices will be assigned

row-column pair numbers that reflect vertices that are absent in one graph but

present in the other.

Main Results

Let’s consider the basic operations on graphs.

Theorem 2. The adjacency matrix of the result of the graph union operation

corresponds to the disjunction of the adjacency matrices of the graphs being

joined.

Proof. By definition, the graph H is the union of the graphs𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1)

and 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2), if 𝐻 = (𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸1 ∪ 𝐸2). If the graphs being joined have

the same number of vertices, then the set of vertices of the graph H coincides

with the sets of vertices of the graphs 𝐺1 and 𝐺2, i.e. 𝑉1 ∪ 𝑉2 = 𝑉1 = 𝑉2. In

this case, their adjacency matrices 𝐴(𝐻), 𝐴(𝐺1) and 𝐴(𝐺2) will have the same

dimension, so any operations can be performed with them without additional

preliminary transformations. If the number of vertices in the graphs under

study is different or has a different semantic load and, as a result, different

numbering, then after introducing additional zero row-column pairs, we obtain

matrices of the same dimension. By permutations, each of these matrices,
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according to Theorem 1, can be reduced to matrices of graphs isomorphic to the

original ones, where all vertices have the same numbering, which corresponds

to their meaningful loading. The elements of the adjacency matrix correspond

to the number of edges connecting the corresponding vertices. Therefore, if in

at least one of the graphs the vertices are adjacent, i.e. connected by a certain

number of edges, then in the adjacency matrix of the union of these graphs

the specified vertices will be connected by the same number of edges. This

corresponds to the definition of the disjunction operation in its multivalued

sense according to formula (1). Thus, to calculate the adjacency matrix of

the result of the union of two arbitrary graphs, it is necessary to perform the

disjunction operation of the adjacency matrices of these graphs. The theorem

is proved.

We will illustrate the result of this theorem with an example. Consider the

two directed graphs shown in Fig. 1.

Figure 1: Directed graphs.

For both of these graphs, we can construct adjacency matrices in tabular

form
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or in the usual algebraic form

𝐴(𝐺1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐴(𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 2 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
These matrices are constructed assuming that the row number corresponds to

the starting vertex and the column number corresponds to the final vertex of

each edge. But these graphs can be defined by these matrices from the very

beginning. Performing operations on such graphs does not require reproduction

of their geometric implementation [6]. The graph 𝐺1 does not contain multiple

edges, so its adjacency matrix is Boolean. Graph 𝐺2 contains strictly parallel

edges 𝑒5(𝑣4, 𝑣2) and 𝑒6(𝑣4, 𝑣2). Therefore, its adjacency matrix contains the

element 𝑎42 = 2, i.e. it is not Boolean [3; 8]. But if we take into account that

the disjunction operation for multivalued logic is performed according to rule

(1), then the disjunction for these matrices takes the form [6; 7]:

𝐴(𝐺1) ∨𝐴(𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∨

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 2 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 2 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴∪

If the union operation of the specified graphs is performed geometrically,

then we will get the graph shown in Fig. 2.
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Figure 2: Graph 𝐺1 ∪𝐺2.

It is easy to see that the adjacency matrix 𝐴𝑈 corresponds to this graph.

Theorem 3. The adjacency matrix of the result of the graph intersection op-

eration corresponds to the conjunction of the adjacency matrices of the inter-

secting graphs.

Proof. By definition, the graph F is the intersection of the graphs

𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) and 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2), if 𝐹 = (𝑉1 ∩ 𝑉2, 𝐸1 ∩ 𝐸2). If the graphs

being joined have the same number of vertices, then the set of vertices of

the graph 𝐹 coincides with the sets of vertices of the graphs 𝐺1 and 𝐺2, i.e.

𝑉1 ∩ 𝑉2 = 𝑉1 = 𝑉2. In this case, their adjacency matrices 𝐴(𝐹 ), 𝐴(𝐺1) and

𝐴(𝐺2) will have the same dimension, so any operations can be performed with

them without additional preliminary transformations. If the sets of vertices

in the graphs under study do not coincide, then, as in the case of unification

graphs, after introducing additional zero row-column pairs, we obtain matrices

of the same dimension, which are transformed into matrices of graphs isomor-

phic to the original graphs. The elements of the adjacency matrix correspond

to the number of edges connecting the corresponding vertices. Therefore, if in

at least one of the graphs any two vertices are connected by a smaller number

of edges than in the second graph, then in the adjacency matrix of the inter-

section of these graphs the specified vertices will be connected by the same

smaller number of edges. This corresponds to the definition of the conjunction

operation in its multivalued sense according to formula (2). Thus, to calculate

the adjacency matrix of the result of the intersection of two arbitrary graphs,

it is necessary to perform the conjunction operation of the adjacency matrices

of these graphs. The theorem is proved.
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Let us illustrate this theorem using the example of the graphs shown in

Fig. 1. As already noted, for multivalued logic the conjunction operation is

performed according to rule (2), so the conjunction for the matrices 𝐴(𝐺1) and

𝐴(𝐺2) takes the form:

𝐴(𝐺1) ∧𝐴(𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∧

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 2 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴∩

If the intersection of the specified graphs is performed geometrically, we

will get the graph shown in Fig. 3.

Figure 3: Graph 𝐺1 ∩𝐺2.

It is easy to see that the adjacency matrix 𝐴∩ corresponds to this graph

[6].

Theorem 4. The adjacency matrix of the result of performing the ring sum

operation of graphs corresponds to the arithmetic subtraction of the adjacency
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matrices of the union and intersection of the graphs that participate in the

specified operation.

Proof. By definition, a graph 𝑅 is a ring sum of graphs 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1)

and 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2) if it does not contain isolated vertices and consists of edges

belonging to either graph 𝐺1 or graph 𝐺2, but not to both simultaneously, i.e.

[7]

𝐸⊕ = {(𝐸𝐺1 ∪ 𝐸𝐺2)∖(𝐸𝐺1 ∩ 𝐸𝐺2)} (3)

The set of edges 𝐸𝐺1 ∪ 𝐸𝐺2 is the result of the graphs union operation,

and the set 𝐸𝐺1 ∩ 𝐸𝐺2 is the result of their intersection. This means that the

matrix

𝐴(𝑅) = 𝐴∪ −𝐴∩ = (𝐴(𝐺1) ∨𝐴(𝐺2))− (𝐴(𝐺1) ∧𝐴(𝐺2)) (4)

will contain complete information about all edge-connected vertices of the

graph R, i.e. will be its adjacency matrix in the extended sense. The theorem

is proved.

By the definition of a ring sum of graphs, the graph obtained as a result

of this operation cannot contain isolated vertices. Therefore, if they appear,

they must be deleted from the resulting graph. Deleting a vertex from the

graph entails deleting all edges incident to it, that is, deleting all connections

of this object or node with other objects or nodes [7; 10]. This means that

when deleting the vertex 𝑣𝑖 from the adjacency matrix, it is necessary to delete

the i-th row and i-th column. In this regard, the algorithm for performing the

operation of deleting the vertex 𝑣𝑖 from the graph in the matrix representation

is similar to the algorithm for constructing the minor 𝑀𝑖𝑖 for the adjacency

matrix of this graph. Let, for example, it is necessary to delete the vertex 𝑣2
from the graph 𝐺2. Let’s construct for the matrix 𝐴(𝐺2) the minor 𝑀22 [1]:

𝑀22(𝐴(𝐺2)) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 2 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 1

0 0 0 1 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
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𝑀22(𝐴(𝐺2)) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
1 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

Therefore, the following adjacency matrix will correspond to the new graph

𝐺′
2 = 𝐺2∖{𝑣2}

𝐴(𝐺′
2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
The algorithm for deleting rows and columns from the matrix is already

computerized. In this case, the software implementation will provide two shifts:

for rows and columns [6; 7]. A sign of an isolated vertex in the adjacency matrix

is the presence of a row and column of the same name that are all zero [5].

According to the described algorithm, this zero row-column pair should be

removed from the extended adjacency matrix of the ring sum of graphs if such

a pair appeared as a result of the procedure described in Theorem 4. The final

matrix obtained as a result of these actions will be the adjacency matrix of the

ring sum of the graphs under study.

Let us illustrate the result of Theorem 4 using the example of the graphs

shown in Fig. 1. For these graphs, the matrices 𝐴𝑈 and 𝐴∩ have already been

obtained. Therefore,

𝐴𝑈 −𝐴∩ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 2 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴⊕

This matrix does not contain all zero row-column pairs. This means that the

ring sum operation did not result in any isolated vertices that would be sub-

sequently deleted from the resulting graph. Therefore, the obtained adjacency

matrix does not require further processing by constructing its corresponding

minor. Thus, the resulting matrix is the final adjacency matrix of the ring sum

of the considered graphs. If we perform the ring sum operation of graphs 𝐺1

and 𝐺2 geometrically, we obtain the graph shown in Fig. 4.

Figure 4: Graph 𝐺1
⨁︀
𝐺2.

For this graph, it is also easy to see that the adjacency matrix 𝐴⊕ corre-

sponds to it.

Theorem 5. If two graphs do not contain multiple edges, or their number

between corresponding vertices in these graphs differs by no more than one,

then the adjacency matrix of the ring sum of these graphs can be obtained as a

result of the sum modulo 2 operation of their adjacency matrices.

Proof. As in the cases of graph union and intersection, first, if necessary,

it is necessary to construct extended adjacency matrices for both graphs in or-

der to achieve their same dimension. After that, using the isomorphism trans-

formation, they should be reduced to matrices corresponding to the graphs
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under study. After that, the following situations are possible for the obtained

adjacency matrices.

A). If the graphs do not contain multiple edges at all, then their adjacency

matrices are Boolean. In this case, if two vertices are adjacent in both graphs

(in the case of a directed graph, the vertices in both graphs are connected

by the same directed edge), then in both matrices there will be ones at the

corresponding place. But the given edge is not included in the result of the

ring sum of these graphs. Therefore, in the adjacency matrix of the result, the

corresponding element must be equal to zero. If two vertices are adjacent in

only one graph, then such an edge will be an element of the ring sum of these

graphs, that is, the corresponding element of the adjacency matrix of the result

will be equal to one. If the vertices are not adjacent in any graph, then the

result of the ring sum will also not be adjacent, i.e. the corresponding element

of the result’s adjacency matrix will be equal to zero. All this corresponds to

the sum modulo 2 as an elementary Boolean operation.

B). In general, the sum modulo 2 is defined as the remainder of dividing

the sum of the corresponding numbers by 2. If two vertices in both graphs are

connected by the same number of 𝑞-multiple edges, then the sum of these edges

will be equal to 2𝑞, which is an even number. The remainder of dividing such a

number by 2 will always be zero, i.e. the corresponding matrix element will be

equal to zero. This means that no multiple edge common to both graphs will

be an element of the ring sum of graphs, which corresponds to the definition

of this operation.

C). If any two vertices in both graphs are connected by multiple edges,

and the number of these edges differs by more than one, then the number of

multiple edges between the vertices when performing the ring sum of graphs

must be equal to this number. This means that the corresponding element of

the adjacency matrix of the result of this operation must be greater than one.

But such a number cannot be the result of the sum modulo 2 operation. In

this case, to calculate the adjacency matrix of the ring sum of graphs, we must

use the formula (4) proposed by Theorem 4.

D). If the number of multiple edges connecting two vertices in both graphs

differs by exactly one, then these numbers can be denoted as k and 𝑘 + 1. It
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follows from this that

(𝑘 + 𝑘 + 1) mod 2 = (2𝑘 + 1) mod 2 = 1

So, in this situation, the result of the sum modulo 2 is indeed equal to the

number of edges that are different among the multiple edges between the two

vertices. Incidentally, situation A) can be considered a special case of this

situation. The theorem is proven.

Let us illustrate the result of Theorem 5 with an example. Let us perform

the sum modulo 2 operation with the given matrices 𝐴(𝐺1) and 𝐴(𝐺2), keeping

in mind its general definition as the remainder of dividing the corresponding

sum by 2 [6]. The indicated matrices correspond to situation D) described in

Theorem 5.

𝐴(𝐺1)⊕𝐴(𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 2 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴⊕.

This matrix coincides with the matrix 𝐴⊕ for the ring sum of graphs𝐺1 and𝐺2,

calculated by formula (4), that is, the adjacency matrix of the graph obtained

as a result of the ring sum of two graphs can be calculated in the this way. The

results of Theorem 4 and Theorem 5 clearly shows that for matrix execution

of operations on graphs, the simultaneous use of both arithmetic and logical

operations is permissible.
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Conclusion

In the graphs considered as example, each edge is given a serial number.

In practical application, these numbers may mean a certain content load. But

with matrix display, this content can be lost. The matrix reflects the pres-

ence or absence of an edge, that is, the presence or absence of a connection

between objects. Therefore, if in two graphs between two vertices the same

edge has a different content load (for example, a road and a dirt road), then

the adjacency matrix will only show the presence or absence of this connection

without explaining its nature. But usually, in practical applications, infor-

mation about the presence of a connection is sufficient, therefore, for binary

operations on directed graphs [7], the use of elementary multivalued logic op-

erations on adjacency matrices is an effective mathematical tool. The same

algorithms have differences depending on whether directed or free graphs are

involved in the considered operations. Depending on the types of graphs, there

are also restrictions on the display of meaningful information by the matrices

of these graphs. But in practical applications, these restrictions are usually

insignificant. Therefore, for each operation on graphs and each type of graph,

it is possible to propose a combination of algebraic operations (arithmetic and

logical) that allow obtaining the matrix of a new graph, or a clear, easily pro-

grammable algorithm for transforming the matrices of the initial graphs [6; 11].

None of the considered operations on graphs is impossible in the matrix imple-

mentation. The proposed algorithms can significantly simplify the computer

processing of graphs.
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Якiмова Н. А., Шарай Н .В.

Алгебраїчна iнтерпретацiя бiнарних операцiй над графами

Резюме

Теорiя графiв має широке розповсюдження з практичної точки зору. Графи вiдiграють

важливу роль в наукових дослiдженнях (наприклад, електросхеми), а також оточу-

ють нас у повсякденному життi (наприклад, карти дорiг та шляхiв). Для побутово-

го застосування, безумовно, найзручнiшою є геометрична реалiзацiя графiв. Але для

комп’ютерної обробки iнформацiї це не є рацiональним. В цих випадках використовує-

ться алгебраїчне, а саме матричне подання графiв. Тому все бiльшого значення набу-

вають дослiдження, присвяченi саме цiй темi. В данiй статтi розглядається можливiсть

алгебраїчного виконання операцiй над матрицями сумiжностi, якими подано графи. Цi

методи мають свої особливостi та обмеження.

Ключовi слова: орiєнтований та неорiєнтований граф, матриця сумiжностi, опера-

цiї над графами, елементарнi логiчнi операцiї, булева матриця, багатозначна логiка.
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