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РIМАНОВОГО ПРОСТОРУ

В роботi вводиться поняття канонiчних деформацiй тривимiрних метрик рiманового

простору. Використовуючи апарат тензорного аналiзу та теорiї диференцiальних рiв-

нянь в частинних похiдних, доводиться на прикладi геодезичних деформацiй, що це

бiльш широкий клас iнфiнiтезимальних деформацiй, вiн не пустий i цiкавий для подаль-

шого вивчення.
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Вступ

Традицiйно в лiтературi [1-26] добре вивченi i мають важливе прикла-

дне значення геодезичнi вiдображення та деформацiї рiманових та псевдо-

рiманових просторiв та гiперповерхонь. В роботi вводиться поняття канонi-

чних деформацiй метрик рiманового простору. Обмежуючись розмiрнiстю

три, для якої тензор Рiмана має чiтко виражений вигляд, вивчається пи-

тання структури варiацiї метрики тривимiрного рiманового простору, що

допускає нетривiальнi iнфiнiтезимальнi спецiальнi деформацiї. На прикла-

дi геодезичних деформацiй тривимiрних метрик показано, що вони скла-

дають важливий клас канонiчних деформацiй, що в свою чергу свiдчить

про те, що клас канонiчних деформацiй не є пустим i достатньо бiльш

широким, оскiльки включає в себе клас геодезичних деформацiй.
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Основнi результати

Нехай (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) — рiмановий простiр, вiднесений до локальних коорди-

нат

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).

Нехай 𝜉𝛼 = 𝜉𝛼(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) деяке контраварiантне векторне поле

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗).

Iндекси 𝛼, 𝛽, . . . а також 𝑖, 𝑗, . . . iз множини {1, 2, . . . , 𝑛}.
Означення 1. Рiмановий простiр (̃︀𝑉𝑛, ̃︀𝑔𝑖𝑗) називається iнфiнiтезимальною
деформацiєю рiманового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗), якщо його локальнi координа-

ти (̃︀𝑥1, ̃︀𝑥2, . . . , ̃︀𝑥𝑛) визначаються формулою
̃︀𝑥𝛼 = 𝑥𝛼 + 𝑡 𝜉𝛼(𝑥) (1)

де 𝑡 — малий числовий параметр. Вектор 𝜉𝛼(𝑥) називається вектором

змiщення.

Означення 2. Нехай 𝑅(𝑥) та 𝑅𝑡(𝑥, 𝑡) — певна характеристика рiманових

просторiв (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) та (̃︀𝑉𝑛, ̃︀𝑔𝑖𝑗) вiдповiдно. Припустимо, що прирiст
Δ𝑅(𝑥, 𝑡) = 𝑅𝑡(𝑥, 𝑡)−𝑅(𝑥)

функцiї 𝑅(𝑥) при деформацiї лiнiйно залежить вiд 𝑡. Тодi у розкладi

𝑅𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑅(𝑥) + 𝑡 𝛿𝑅(𝑥) (2)

коефiцiєнт 𝛿𝑅 називають варiацiєю геометричної величини 𝑅(𝑥).

З (2) отримуємо формулу обчислення варiацiї

𝛿𝑅(𝑥) =
𝜕𝑅𝑡(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

. (3)

Надалi обмежуємося розглядом виключно iнфiнiтезимальних дефор-

мацiй виду (1). Вiдмiтимо, що геометрична характеристика об’єкта зберi-

гається при iнфiнiтезимальнiй деформацiї (1), якщо її прирiст є величиною

не менш нiж другого порядку вiдносно 𝑡.

Надалi розглядатимемо виключно iнфiнiтезимальнi деформацiї (1).

Твердження 1. Нехай рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) зазнає iнфiнiтезималь-

ної деформацiї (1) i 𝑇 𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

та 𝑈 𝑗1𝑗2...𝑗𝑠
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟

регулярнi тензорнi поля в (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗)
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типу (𝑝, 𝑞) та (𝑟, 𝑠) вiдповiдно, тодi мають мiсце наступнi формули:

𝛿

(︃
𝜕𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝜕𝑥𝑘

)︃
=

𝜕

𝜕𝑥𝑘

(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
, (4)

𝛿
(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝑈 𝑗1𝑗2...𝑗𝑠
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟

)︁
=
(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
𝑈 𝑗1𝑗2...𝑗𝑠
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟

+ 𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

(︁
𝛿𝑈 𝑗1𝑗2...𝑗𝑠

𝑖1𝑖2...𝑖𝑟

)︁
. (5)

Доведення.

Доведення формул (4) та (5) випливає з означення 1 та формули (3).

Твердження доведено.

Вiдмiтимо, що з (3), як наслiдок, маємо, що операцiя варiювання тен-

зора не змiнює його тип.

Означення 3. Коварiантною похiдною тензорного поля 𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

типу

(𝑝, 𝑞), яке задане в рiмановому просторi (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗), називається тензорне по-

ле 𝑇 𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝; 𝑙

типу (𝑝+ 1, 𝑞), яке визначається за формулою

𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝; 𝑙

=
𝜕𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝜕𝑥𝑙
+ 𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝑗1
𝛼𝑙 + 𝑇

𝑗1𝛼...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝑗2
𝛼𝑙 + · · ·+ 𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
Γ
𝑗𝑞
𝛼𝑙

− 𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝛼
𝑖1𝑙 − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝛼...𝑖𝑝

Γ𝛼
𝑖2𝑙 − · · · − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

Γ𝛼
𝑖𝑝𝑙.

(6)

де Γℎ
𝑖𝑗 — коефiцiєнти рiманової зв’язностi, якi визначаються на базi

метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 за формулою

Γℎ
𝑖𝑗 =

1

2

(︂
𝜕𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘

)︂
𝑔𝑘ℎ. (7)

Твердження 2. Нехай рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) зазнає iнфiнiтезималь-

ної деформацiї (1) i 𝑇 𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

— тензорне поле типу (𝑝, 𝑞), що задане в ньо-

му.

Тодi варiацiя коварiантної похiдної 𝛿
(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝; 𝑙

)︁
цього поля задовольняє

спiввiдношенню

𝛿
(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝; 𝑙

)︁
= (𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

);𝑙 + 𝑇
𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝑗1
𝛼𝑙 + 𝑇

𝑗1𝛼...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝑗2
𝛼𝑙 + · · ·+ 𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝛿Γ

𝑗𝑞
𝛼𝑙

− 𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝛼
𝑖1𝑙 − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝛼...𝑖𝑝

𝛿Γ𝛼
𝑖2𝑙 − · · · − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

𝛿Γ𝛼
𝑖𝑝𝑙.

(8)
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де 𝛿Γℎ
𝑖𝑗 — варiацiя рiманової зв’язностi.

Доведення

Нехай рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) зазнає iнфiнiтезимальної деформацiї

(1), та всi об’єкти мають ненульовi варiацiї. Знайдемо варiацiю тензорного

поля 𝑇 𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝, 𝑙

типу (𝑝, 𝑞 + 1). Для цього скористаємося означенням 3 та

формулою (6).

Зварiюємо (6), та користуємося (4), (5) та твердженням 1. Маємо

𝛿
(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝, 𝑙

)︁
=

𝜕

𝜕𝑥𝑙

(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
+ 𝛿𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝑗1
𝛼𝑙 + 𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝑗1
𝛼𝑙

+ 𝛿𝑇
𝑗1𝛼...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝑗2
𝛼𝑙 + 𝑇

𝑗1𝛼...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝑗2
𝛼𝑙 + . . .

− 𝛿𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

Γ𝛼
𝑖1𝑙 − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

𝛿Γ𝛼
𝑖1𝑙

− 𝛿𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝛼...𝑖𝑝

Γ𝛼
𝑖2𝑙 − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝛼...𝑖𝑝

𝛿Γ𝛼
𝑖2𝑙 − . . .

− 𝛿𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

Γ𝛼
𝑖𝑝𝑙 − 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

𝛿Γ𝛼
𝑖𝑝𝑙.

(9)

Збираючи в правiй частинi (9) доданки, що мiстять вираз 𝛿𝑇 𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

, та ко-

ристуємося означенням 3 коварiантної похiдної, отримаємо (8).

Твердження доведено.

Твердження 3. Коварiантна похiдна варiацiї метричного тензора рiмано-

вого простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) при iнфiнiтезимальнiй деформацiї (1) визначається

за формулою

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑘 = 𝑔𝑚𝑗 𝛿Γ
𝑚
𝑖𝑘 + 𝑔𝑚𝑖 𝛿Γ

𝑚
𝑗𝑘. (10)

Доведення

Для метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 має мiсце рiвнiсть

𝑔𝑖𝑗;𝑘 = 0. (11)

Застосувавши до метричного тензора, який є тензором типу (2, 0), форму-

лу (9) твердження 2, отримаємо (10).

Твердження доведено.

Твердження 4. Варiацiя рiманової зв’язностi при iнфiнiтезимальнiй де-

формацiї (1) рiманового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) визначається за формулою

𝛿Γℎ
𝑖𝑗 =

1

2
𝑔𝛼ℎ (𝛿𝑔𝑖𝛼, 𝑗 + 𝛿𝑔𝑗𝛼, 𝑖 − 𝛿𝑔𝑖𝑗, 𝛼) , (12)
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i є тензором типу (2, 1).

Доведення

Застосуємо до кожного доданку в дужках правої частини формули (10)

твердження 3. Матимемо

(𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑗 = 𝑔𝑚𝛼 𝛿Γ
𝑚
𝑖𝑗 + 𝑔𝑚𝑖 𝛿Γ

𝑚
𝛼𝑗 ,

(𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖 = 𝑔𝑚𝛼 𝛿Γ
𝑚
𝑗𝑖 + 𝑔𝑚𝑗 𝛿Γ

𝑚
𝛼𝑖,

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼 = 𝑔𝑚𝑗 𝛿Γ
𝑚
𝑖𝛼 + 𝑔𝑚𝑖 𝛿Γ

𝑚
𝑗𝛼.

Або

(𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑗 + (𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖 − (𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼 = 2 𝑔𝑚𝛼 𝛿Γ
𝑚
𝑖𝑗 . (13)

Згортаючи вираз (13) з метричним тензором 𝑔𝛼ℎ, помноженим на 1
2 ,

отримаємо (12). Оскiльки в правiй частинi (12) маємо тензор, то варiацiя

Γℎ
𝑖𝑗 рiманової зв’язностi є тензором типу (2, 1).

Твердження доведено.

Тензор кривини Рiмана типу (3, 1) визначається через коефiцiєнти рiма-

нової зв’язностi за формулою

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

𝜕Γℎ
𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
+ Γ𝛼

𝑖𝑘Γ
ℎ
𝛼𝑗 −

𝜕Γℎ
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
− Γ𝛼

𝑖𝑗Γ
ℎ
𝛼𝑘. (14)

Твердження 5. Варiацiю тензора кривини Рiмана типу (3, 1) при iнфiнi-

тезимальнiй деформацiї (1) рiманового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) можна визначати

за формулами

𝛿𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

(︁
𝛿Γℎ

𝑖𝑘

)︁
, 𝑗
−
(︁
𝛿Γℎ

𝑖𝑗

)︁
, 𝑘
, (15)

𝛿𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

1

2
𝑔𝛼ℎ
(︁
𝛿𝑔𝑘𝛼, 𝑖𝑗 + 𝛿𝑔𝑗𝛼, 𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑖𝑘, 𝛼𝑗 − 𝛿𝑔𝑗𝛼, 𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑚𝛼𝑅

𝑚
𝑖𝑗𝑘 − 𝛿𝑔𝑖𝑚𝑅

𝑚
𝛼𝑗𝑘

)︁
.

(16)

Доведення

Зварiювавши (14), використовуючи (5) твердження 1 та означення 3

коварiантної похiдної, матимемо (15).

Для доведення формули (16) пiдставимо в (15) вирази варiацiї рiмано-

вої зв’язностi за формулою (12), використовуючи, що

𝑔𝛼ℎ, 𝑙 = 0
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матимемо:

𝛿𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

1

2
𝑔𝛼ℎ
(︁(︀

(𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑘𝑗+(𝛿𝑔𝑘𝛼),𝑖𝑗−(𝛿𝑔𝑖𝑘),𝛼𝑗
)︀
−
(︀
(𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑗𝑘+(𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝑘−(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝑘

)︀)︁
.

(17)

За тотожнiстю Рiччi:

(𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑗𝑘 − (𝛿𝑔𝑖𝛼),𝑘𝑗 = 𝛿𝑔𝑚𝛼𝑅
𝑚
𝑖𝑗𝑘 + 𝛿𝑔𝑖𝑚𝑅

𝑚
𝛼𝑗𝑘. (18)

Пiдставимо (18) в (17), отримаємо (16).

Твердження доведено.

Твердження 6. Варiацiю метричного тензора типу (0, 2), тензора Рiччi

та скалярної кривини при iнфiнiтезимальнiй деформацiї (1) рiманового

простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) можна визначати за формулами

𝛿𝑔𝑖𝑗 = − 𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽 𝛿𝑔𝛼𝛽, (19)

𝛿𝑅𝑖𝑗 =
1

2
𝑔𝛼𝛽
(︁
(𝛿𝑔𝜌𝛼),𝑗𝛽+(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽−(𝛿𝑔𝑖𝜌),𝛼𝑗−(𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽−𝛿𝑔𝑚𝛼𝑅

𝑚
𝑖𝑗𝛽−𝛿𝑔𝑖𝑚𝑅𝑚

𝛼𝑗𝛽

)︁
,

(20)

𝛿𝑅 = 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽 (𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽 (𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽𝑅𝑚
𝑖𝑗𝛽 𝛿𝑔𝑚𝛼 − 𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽𝑅𝑖𝑗 𝛿𝑔𝛼𝛽.

(21)

Доведення

При будь-якiй iнфiнiтезимальнiй деформацiї рiманового простору (1)

має мiсце рiвнiсть

𝛿
(︀
𝑔𝑖𝛼𝑔𝛼𝛽

)︀
= 0.

Або

𝛿𝑔𝑖𝛼 𝑔𝛼𝛽 = − 𝑔𝑖𝛼 𝛿𝑔𝛼𝛽. (22)

Згортаючи (22) з 𝑔𝛽𝑗 , отримаємо (19).

(20) отримаємо, згортаючи (16) за iндексами ℎ та 𝑘 та користуючись

тим, що операцiї згортки та варiювання комутують.
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Для доведення (21) розглянемо

𝛿𝑅 = 𝛿
(︀
𝑔𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗

)︀
= 𝛿𝑔𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗 + 𝑔𝑖𝑗𝛿𝑅𝑖𝑗 . (23)

Пiдставимо в (23) з (19), (20) вирази для 𝛿𝑔𝑖𝑗 та 𝛿𝑅𝑖𝑗 :

𝛿𝑅 = − 𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽 𝛿𝑔𝛼𝛽 𝑅𝑖𝑗 + 𝑔𝑖𝑗
1

2
𝑔𝛼𝛽
(︁
(𝛿𝑔𝛽𝛼),𝑖𝑗 + (𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽 − (𝛿𝑔𝑖𝛽),𝛼𝑗−

− (𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽 − 𝛿𝑔𝑚𝛼𝑅
𝑚
𝑖𝑗𝛽 − 𝛿𝑔𝑖𝑚𝑅

𝑚
𝛼𝑗𝛽

)︁
=

= 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽 (𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽 (𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽𝑅𝑚
𝑖𝑗𝛽 𝛿𝑔𝑚𝛼 − 𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽𝑅𝑖𝑗 𝛿𝑔𝛼𝛽.

Отримаємо (21).

Твердження доведено.

Означення 4. Похiдною Лi в напрямi вектора 𝜉𝛼(𝑥) вiд тензорного поля

𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

типу (𝑝, 𝑞), що заданi в рiмановому просторi (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗), називається

тензорне поле типу (𝑝, 𝑞), що визначається за формулою

𝐿𝜉

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝜉𝛼 𝜕𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− 𝜕𝛼𝜉
𝑗1 𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− · · · − 𝜕𝛼𝜉
𝑗𝑞 𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

+ 𝜕𝑖1𝜉
𝛼 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

+ · · ·+ 𝜕𝑖𝑝𝜉
𝛼 𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

.

(24)

або
𝐿𝜉

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝜉𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝, 𝛼

− 𝜉𝑗1, 𝛼𝑇
𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− · · · − 𝜉
𝑗𝑞
, 𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝛼
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

+ 𝜉𝛼, 𝑖1𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

+ · · ·+ 𝜉𝛼, 𝑖𝑝𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

.

(25)

Твердження 7. Нехай рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) зазнає iнфiнiтезималь-

ної деформацiї (1) i

𝐿𝜆̄

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝜆𝛼𝜕𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− 𝜕𝛼𝜆
𝑗1𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− · · · − 𝜕𝛼𝜆
𝑗𝑞𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

+ 𝜕𝑖1𝜆
𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

+ · · ·+ 𝜕𝑖𝑝𝜆
𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

.
(26)

Похiдна Лi вздовж векторного поля 𝜆̄𝛼(𝑥), тодi
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𝛿𝐿𝜆̄

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝐿𝛿𝜆̄

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
+ 𝐿𝜆̄

(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
. (27)

Доведення.

Зварiюємо (24), з урахуванням (5) та тим фактом, що операцiї диферен-

цiювання та варiювання мають комутативну властивiсть, отримаємо

𝛿
(︁
𝐿𝜉

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁)︁
= (𝛿𝜆𝛼)𝜕𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

+ 𝜆𝛼𝜕𝛼(𝛿𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)

− 𝜕𝛼(𝛿𝜆
𝑗1)𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− 𝜕𝛼𝜆
𝑗1(𝛿𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)

− · · · − 𝜕𝛼(𝛿𝜆
𝑗𝑞)𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
− 𝜕𝛼𝜆

𝑗𝑞(𝛿𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)

+ 𝜕𝑖1(𝛿𝜆
𝛼)𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

+ 𝜕𝑖1𝜆
𝛼(𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

)

+ · · ·+ 𝜕𝑖𝑝(𝛿𝜆
𝛼)𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

+ 𝜕𝑖𝑝𝜆
𝛼(𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

).

(28)

Вводячи позначення, згiдно (24),

𝐿𝛿𝜆̄

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= (𝛿𝜆𝛼)𝜕𝛼𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− 𝜕𝛼(𝛿𝜆
𝑗1)𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

− · · · − 𝜕𝛼(𝛿𝜆
𝑗𝑞)𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
+ 𝜕𝑖1(𝛿𝜆

𝛼)𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

+ · · ·+ 𝜕𝑖𝑝(𝛿𝜆
𝛼)𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

,

𝐿𝜆̄

(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝜆𝛼𝜕𝛼(𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)− 𝜕𝛼𝜆
𝑗1(𝛿𝑇

𝛼𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)

− · · · − 𝜕𝛼𝜆
𝑗𝑞(𝛿𝑇 𝑗1𝑗2...𝛼

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
) + 𝜕𝑖1𝜆

𝛼(𝛿𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝛼𝑖2...𝑖𝑝

)

+ · · ·+ 𝜕𝑖𝑝𝜆
𝛼(𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝛼

).

Отримаємо (27).

Твердження доведено.

Наслiдок. Нехай рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) зазнає iнфiнiтезимальної де-

формацiї (1) з вектором змiщення 𝜉𝛼(𝑥), тодi має мiсце спiввiдношення

𝛿𝐿𝜉

(︁
𝑇
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
= 𝐿𝜉

(︁
𝛿𝑇

𝑗1𝑗2...𝑗𝑞
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝

)︁
. (29)

Доведення.

Оскiльки в напрямi вектора 𝜉𝛼(𝑥) варiацiя 𝛿(𝜉𝛼(𝑥)) = 0, то з (27) отри-

муємо (29).
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Наслiдок доведено.

З наслiдку випливає, що вздовж вектора змiщення операцiї варiювання

тензорного поля та взяття похiдної Лi комутують. Отже результат ва-

рiювання тензорного поля при iнфiнiтезимальнiй деформацiї (1) можна

трактувати, як взяття похiдної Лi вздовж вектора змiщення.

Твердження 8. В тривимiрному рiмановому просторi тензор криви-

ни Рiмана завжди можна виразити через симетричний тензор 2 рангу за

формулою

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑙𝑘𝑔𝑖𝑗 −𝑅𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 +𝑅𝑖𝑗𝑔𝑙𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑔𝑙𝑗 +
𝑅

2
(𝑔𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝑔𝑙𝑘𝑔𝑖𝑗) . (30)

Доведення.

Шукаємо 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 у виглядi

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐴𝑙𝑘𝑔𝑖𝑗 −𝐴𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 +𝐴𝑖𝑗𝑔𝑙𝑘 −𝐴𝑖𝑘𝑔𝑙𝑗 . (31)

де 𝐴𝑖𝑗 — деякий симетричний тензор, зв’язок з 𝑅𝑖𝑗 визначається шляхом

згортки написаного виразу з 𝑔𝑙𝑘. Таким чином знаходимо:

𝑅𝑖𝑗 = 𝐴𝑔𝑖𝑗 −𝐴𝑖𝑗 + 3𝐴𝑖𝑗 −𝐴𝑖𝑗 ,

тобто

𝑅𝑖𝑗 = 𝐴𝑔𝑖𝑗 +𝐴𝑖𝑗 . (32)

Згортаючи (32) з 𝑔𝑖𝑗 отримаємо:

𝑅 = 4𝐴,

або

𝐴 =
𝑅

4
. (33)

Отже
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𝐴𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 −
𝑅

4
𝑔𝑖𝑗 . (34)

Пiдставимо (34) в (31), отримаємо (30).

Твердження доведено.

Наслiдок. В тривимiрному просторi тензор Рiмана можна подати у ви-

глядi (31), де 𝐴𝑖𝑗 — деякий симетричний тензор вигляду (34). Або для

тензору Рiмана (3, 1) у виглядi

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝐴ℎ

𝑘𝑔𝑖𝑗 −𝐴ℎ
𝑗𝑔𝑖𝑘 +𝐴𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 −𝐴𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 .

2. Канонiчнi iнфiнiтезимальнi деформацiї тривимiрних

рiманових просторiв.

Означення 5. Iнфiнiтезимальна деформацiя виду (1) рiманового про-

стору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) називається канонiчною, якщо варiацiю метрики 𝛿𝑔𝑖𝑗 можна

подати у виглядi

𝛿𝑔𝑖𝑗 = 𝜏1𝑔𝑖𝑗 + 𝜏2𝑅𝑖𝑗 , (35)

де 𝜏1, 𝜏2 — довiльнi iнварiантнi функцiї, що пiдлягають визначенню.

Твердження 9. Коварiантна похiдна варiацiї метричного тензора, ва-

рiацiї взаємного метричного тензора, рiманової зв’язностi, тензора кри-

вини Рiмана типу (3, 1), тензора Рiччi та скалярної кривини рiманового

простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) при канонiчнiй iнфiнiтезимальнiй деформацiї (35) ви-

значається через варiацiю метрики за формулами

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑘 = (𝜏1),𝑘 𝑔𝑖𝑗 + (𝜏2),𝑘 𝑅𝑖𝑗 + 𝜏2𝑅𝑖𝑗,𝑘. (36)

𝛿𝑔𝑖𝑗 = −𝜏1𝑔𝑖𝑗 − 𝜏2𝑔
𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽𝑅𝛼𝛽, (37)

𝛿Γℎ
𝑖𝑗 =

1

2

(︁
(𝜏1),𝑗𝛿

ℎ
𝑖 + (𝜏1),𝑖𝛿

ℎ
𝑗 − (𝜏1)

,ℎ𝑔𝑖𝑗

+ (𝜏2),𝑗𝑅
ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑗 − (𝜏2)

,ℎ𝑅𝑖𝑗

+ 𝜏2(𝑅
ℎ
𝑖,𝑗 +𝑅ℎ

𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼)
)︁
,

(38)
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𝛿𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

1

2

(︁
(𝜏1),𝑖𝑗 𝛿

ℎ
𝑘 − (𝜏1),𝑖𝑘 𝛿

ℎ
𝑗 + (𝜏1)

,ℎ
,𝑘 𝑔𝑖𝑗 − (𝜏1)

,ℎ
,𝑗 𝑔𝑖𝑘

+ (𝜏2),𝑖𝑗 𝑅
ℎ
𝑘 − (𝜏2),𝑖𝑘 𝑅

ℎ
𝑗 + (𝜏2)

,ℎ
,𝑘 𝑅𝑖𝑗 − (𝜏2)

,ℎ
,𝑗 𝑅𝑖𝑘

+ (𝜏2),𝑗

(︁
𝑅ℎ

𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︁
− (𝜏2),𝑘

(︁
𝑅ℎ

𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︁
+ (𝜏2),𝑖

(︁
𝑅ℎ

𝑘,𝑗 −𝑅ℎ
𝑗,𝑘

)︁
+ 𝜏2

(︁
𝑅ℎ

𝑘,𝑖𝑗 −𝑅ℎ
𝑗,𝑖𝑘 +𝑅ℎ

𝑖,𝑘𝑗 −𝑅ℎ
𝑖,𝑗𝑘 + 𝑔𝛼ℎ(𝑅𝑖𝑗,𝛼𝑘 −𝑅𝑖𝑘,𝛼𝑗)

)︁)︁
.

(39)

𝛿𝑅𝑖𝑗 =
1

2

(︁
(𝜏1),𝑖𝑗 + (𝜏1)

𝛼
,𝛼 𝑔𝑖𝑗 + (𝜏2),𝑖𝑗𝑅− (𝜏2),𝑖𝛼𝑅

𝛼
𝑗 + (𝜏2)

𝛼𝑅𝑖𝑗 − (𝜏2)
𝛼
,𝑗𝑅𝑖𝛼

+ (𝜏2),𝑗(𝑅,𝑖 −𝑅𝛼
𝑘,𝛼)− (𝜏2),𝛼(𝑅

𝛼
𝑗,𝑖 − 𝑔𝛽𝛼𝑅𝑖𝑗,𝛽)

+ (𝜏2),𝛼(𝑅
𝛼
𝑘,𝑗 −𝑅𝛼

𝑗,𝑘)

+ 𝜏2
(︀
𝑅𝑖𝑗 −𝑅𝛼

𝑗,𝑖𝛼 +𝑅𝛼
𝑖,𝛼𝑗 −𝑅𝛼

𝑖,𝑗𝛼 + 𝑔𝛼𝛽(𝑅𝑖𝑗,𝛼𝛽 −𝑅𝑖𝛽,𝛼𝑗)
)︀)︁
.

(40)

𝛿𝑅 = 2(𝜏1),𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽 − 2(𝜏1)𝑅− 2(𝜏2)𝑅

𝑚
𝛽𝑅

𝛽
𝑚 + (𝜏2)

𝛽𝑅,𝛽 + (𝜏2)𝑅,𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽

− (𝜏2),𝑖𝛽𝑅
𝛽
𝑗𝑔

𝑖𝑗 − (𝜏2),𝑗𝑅
𝛽
𝑗,𝛽 − (𝜏2),𝛽𝑅

𝛽
𝑗,𝑖𝑔

𝑖𝑗 + (𝜏2),𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽𝑅.

(41)

Де

(𝜏1)
ℎ = (𝜏1),𝛼𝑔

𝛼ℎ, (𝜏2)
ℎ = (𝜏2),𝛼𝑔

𝛼ℎ.

Доведення.

(36) отримуємо коварiантним диференцiюванням (35),

(37) отримуємо пiдстановкою (35) в (19),
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Для доведення (39) в (15) пiдставимо (38).

𝛿𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 = (𝛿Γℎ

𝑖𝑘),𝑗 − (𝛿Γℎ
𝑖𝑗),𝑘 =

=

(︂
1

2

(︁
(𝜏1),𝑘𝛿

ℎ
𝑖 + (𝜏1),𝑖𝛿

ℎ
𝑘 − (𝜏1)

ℎ𝑔𝑖𝑘 + (𝜏2),𝑘𝑅
ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑘 − (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑘+

+𝜏2
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑘 +𝑅ℎ
𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︀)︁)︁
,𝑗
− 1

2

(︁(︁
(𝜏1),𝑗𝛿

ℎ
𝑖 + (𝜏1),𝑖𝛿

ℎ
𝑗 − (𝜏1)

ℎ𝑔𝑖𝑗+

+(𝜏2),𝑗𝑅
ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑗 − (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑗 + 𝜏2
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑗 +𝑅ℎ
𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︀)︁)︁
,𝑘
=

=
1

2

(︁
(𝜏1),𝑘𝑗𝛿

ℎ
𝑖 + (𝜏1),𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 − (𝜏1)

ℎ
,𝑗𝑔𝑖𝑘 + (𝜏2),𝑘𝑗𝑅

ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑘𝑅

ℎ
𝑖,𝑗 + (𝜏2),𝑖𝑗𝑅

ℎ
𝑘 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑘,𝑗−

− (𝜏2)
ℎ
,𝑗𝑅𝑖𝑘 − (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑘,𝑗 + (𝜏2),𝑗
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑘 +𝑅ℎ
𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︀
+ 𝜏2

(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑘 +𝑅ℎ
𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︀
,𝑗

)︁
−

− 1

2

(︁
(𝜏1),𝑗𝑘𝛿

ℎ
𝑖 + (𝜏1),𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 − (𝜏1)

ℎ
,𝑘𝑔𝑖𝑗 + (𝜏2),𝑗𝑘𝑅

ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑗𝑅

ℎ
𝑖,𝑘 + (𝜏2),𝑖𝑘𝑅

ℎ
𝑗 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑗,𝑘−

− (𝜏2)
ℎ
,𝑘𝑅𝑖𝑗 − (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑗,𝑘 + (𝜏2),𝑘
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑗 +𝑅ℎ
𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︀
+ 𝜏2

(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑗 +𝑅ℎ
𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︀
,𝑘

)︁
=

=
1

2

(︁
(𝜏1),𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 − (𝜏1)

ℎ
,𝑗𝑔𝑖𝑘 + (𝜏2),𝑘𝑗𝑅

ℎ
𝑖 + (𝜏2),𝑘𝑅

ℎ
𝑖,𝑗 + (𝜏2),𝑖𝑗𝑅

ℎ
𝑘 + (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑘,𝑗 − (𝜏2)

ℎ
,𝑗𝑅𝑖𝑘 − (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑘,𝑗+

+ (𝜏2),𝑗
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑘 +𝑅ℎ
𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︀
+ 𝜏2

(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑘 +𝑅ℎ
𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼𝑗

)︀
− (𝜏1),𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 + (𝜏1)

ℎ
,𝑘𝑔𝑖𝑗−

− (𝜏2),𝑗𝑘𝑅
ℎ
𝑖 − (𝜏2),𝑗𝑅

ℎ
𝑖,𝑘 − (𝜏2),𝑖𝑘𝑅

ℎ
𝑗 − (𝜏2),𝑖𝑅

ℎ
𝑗,𝑘 + (𝜏2)

ℎ
,𝑘𝑅𝑖𝑗 + (𝜏2)

ℎ𝑅𝑖𝑗,𝑘−

− (𝜏2),𝑘
(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑗 +𝑅ℎ
𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︀
− 𝜏2

(︀
𝑅ℎ

𝑖,𝑗𝑘 +𝑅ℎ
𝑗,𝑖𝑘 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼𝑘

)︀)︁
=

=
1

2

(︁
(𝜏1),𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 − (𝜏1),𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 + (𝜏1)

ℎ
,𝑘𝑔𝑖𝑗 − (𝜏1)

ℎ
,𝑗𝑔𝑖𝑘 + (𝜏2),𝑖𝑗𝑅

ℎ
𝑘 − (𝜏2),𝑖𝑘𝑅

ℎ
𝑗 + (𝜏2)

ℎ
,𝑘𝑅𝑖𝑗 − (𝜏2)

ℎ
,𝑗𝑅𝑖𝑘+

+ (𝜏2),𝑗
(︀
𝑅ℎ

𝑘,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑘,𝛼

)︀
− (𝜏2),𝑘

(︀
𝑅ℎ

𝑗,𝑖 − 𝑔𝛼ℎ𝑅𝑖𝑗,𝛼

)︀
+ (𝜏2),𝑖

(︀
𝑅ℎ

𝑘,𝑗 −𝑅ℎ
𝑗,𝑘

)︀
+

+ 𝜏2

(︁
𝑅ℎ

𝑘,𝑖𝑗 −𝑅ℎ
𝑗,𝑖𝑘 +𝑅ℎ

𝑖,𝑘𝑗 −𝑅ℎ
𝑖,𝑗𝑘 + 𝑔𝛼ℎ

(︀
𝑅𝑖𝑗,𝛼𝑘 −𝑅𝑖𝑘,𝛼𝑗

)︀)︁)︁
.

(39) доведено.

Для доведення (40) згорнемо (39) за iндексами ℎ та 𝑘.

Для доведення (41), пiдставимо (21), в вирази (35), (37).

𝛿𝑅 = 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽(𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽 − 𝑔𝑖𝑗𝑔𝛼𝛽𝑅𝑚
𝑖𝑗𝛽 𝛿𝑔𝑚𝛼 − 𝑔𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽𝑅𝑖𝑗 𝛿𝑔𝛼𝛽

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝛼𝛽 = (𝜏1),𝛼𝛽 𝑔𝑖𝑗 + (𝜏2),𝛼𝛽 𝑅𝑖𝑗 + (𝜏2),𝛼𝑅𝑖𝑗,𝛽 + (𝜏2),𝛽 𝑅𝑖𝑗,𝛼 + 𝜏2𝑅𝑖𝑗,𝛼𝛽

(𝛿𝑔𝑗𝛼),𝑖𝛽 = (𝜏1),𝑖𝛽 𝑔𝑗𝛼 + (𝜏2),𝑖𝛽 𝑅𝑗𝛼 + (𝜏2),𝑖𝑅𝑗𝛼,𝛽 + (𝜏2),𝛽 𝑅𝑗𝛼,𝑖 + 𝜏2𝑅𝑗𝛼,𝑖𝛽

𝛿𝑔𝑚𝛼 = (𝜏1)𝑔𝑚𝛼 + (𝜏2)𝑅𝑚𝛼
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матимемо

𝛿𝑅 =
(︀
3(𝜏1),𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 + (𝜏2),𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽𝑅+ 2(𝜏2)

𝛽𝑅,𝛽 + (𝜏2)𝑅,𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽
)︀

−
(︀
(𝜏1),𝑖𝑗𝑔

𝑖𝑗 + (𝜏2),𝑖𝛽𝑅
𝛽
𝑗𝑔

𝑖𝑗 + (𝜏2)
𝑗𝑅𝛽

𝑗,𝛽 + (𝜏2),𝛽𝑅
𝛽
𝑗,𝑖𝑔

𝑖𝑗 + (𝜏2)𝑅
𝛽
𝑗,𝑖𝛽𝑔

𝑖𝑗
)︀

− 2(𝜏1)𝑅− 2(𝜏2)𝑅
𝑚
𝛽𝑅

𝛽
𝑚

= 2(𝜏1),𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽 + (𝜏2),𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽𝑅+ 2(𝜏2)
𝛽𝑅,𝛽 + (𝜏2)𝑅,𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽

− (𝜏2),𝑖𝛽𝑅
𝛽
𝑗𝑔

𝑖𝑗 − (𝜏2)
𝑗𝑅𝛽

𝑗,𝛽 − (𝜏2),𝛽𝑅
𝛽
𝑗,𝑖𝑔

𝑖𝑗 − (𝜏2)𝑅
𝛽
𝑗,𝑖𝛽𝑔

𝑖𝑗

− 2(𝜏1)𝑅− 2(𝜏2)𝑅
𝑚
𝛽𝑅

𝛽
𝑚.

Твердження доведено.

Означення 6. Рiманiв простiр (̃︀𝑉𝑛, ̃︀𝑔𝑖𝑗) називається iнфiнiтезимальною

геодезичною деформацiєю рiманового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗), якщо в результа-

тi деформацiї зберiгаються, в головному, геодезичнi лiнiї простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗).

Твердження 10. Будь-яка iнфiнiтезимальна геодезична деформацiя три-

вимiрного рiманового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗) є канонiчною iнфiнiтезимальною

деформацiєю (35), при цьому функцiї 𝜏1, 𝜏2 пов’язанi формулою

𝜆 =
1

8
(3𝜏1 +𝑅𝜏2) . (42)

де 𝜆 — функцiя трьох змiнних.

Доведення.

При геодезичнiй деформацiї рiманового простору

𝛿Γ𝑚
𝑖𝑘 = 𝜆𝑖𝛿

𝑚
𝑘 + 𝜆𝑘𝛿

𝑚
𝑖 ,

𝜆𝑖 — градiєнтний вектор.

Пiдставимо в (10) матимемо

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑘 = 𝑔𝑘𝑗𝜆𝑖 + 𝑔𝑘𝑖𝜆𝑗 + 2𝑔𝑖𝑗𝜆𝑘,

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑘𝑙 = 𝑔𝑘𝑗𝜆𝑖,𝑙 + 𝑔𝑘𝑖𝜆𝑗,𝑙 + 2𝑔𝑖𝑗𝜆𝑘,𝑙,

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑙𝑘 = 𝑔𝑙𝑗𝜆𝑖,𝑘 + 𝑔𝑙𝑖𝜆𝑗,𝑘 + 2𝑔𝑖𝑗𝜆𝑙,𝑘,

(𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑘𝑙 − (𝛿𝑔𝑖𝑗),𝑙𝑘 = 𝜆(𝑖,𝑗)𝑘 − 𝜆𝑘,(𝑖,𝑗)𝑙.

(43)

За тотожнiстю Рiччi
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𝛿𝑔𝑖𝑗,𝑘𝑙 − 𝛿𝑔𝑖𝑗,𝑙𝑘 = 𝛿𝑔𝜎𝑗𝑅
𝛼
𝑖𝑘𝑙 + 𝛿𝑔𝑖𝛼𝑅

𝛼
𝑗𝑘𝑙

= 𝛿𝑔𝜎𝑗 (𝐴
𝛼
𝑙 𝑔𝑖𝑘 −𝐴𝛼

𝑘𝑔𝑖𝑙 +𝐴𝑖𝑘𝛿
𝛼
𝑙 −𝐴𝑖𝑙𝛿

𝛼
𝑘 )

+ 𝛿𝑔𝑖𝛼 (𝐴
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 −𝐴𝛼

𝑘𝑔𝑗𝑙 +𝐴𝑗𝑘𝛿
𝛼
𝑙 −𝐴𝑗𝑙𝛿

𝛼
𝑘 )

= 𝜆𝑙,𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑙,𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑘,𝑖𝑔𝑗𝑙 − 𝜆𝑘,𝑗𝑔𝑖𝑙

Або у виглядi

𝑔𝑗𝑘
(︀
𝛿𝑔𝑖𝛼𝐴

𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙,𝑖

)︀
+ 𝑔𝑖𝑘

(︀
𝛿𝑔𝛼𝑗𝐴

𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙,𝑗

)︀
− 𝑔𝑗𝑙

(︀
𝛿𝑔𝑖𝛼𝐴

𝛼
𝑘 − 𝜆𝑘,𝑖

)︀
−𝑔𝑖𝑙

(︀
𝛿𝑔𝛼𝑗𝐴

𝛼
𝑘 − 𝜆𝑘,𝑗

)︀
+ 𝛿𝑔𝑖𝑙𝐴𝑗𝑘 + 𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑘𝑗𝐴𝑖𝑙 − 𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0.

(44)

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝐴ℎ

𝑘𝑔𝑖𝑗 −𝐴ℎ
𝑗𝑔𝑖𝑘 +𝐴𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 −𝐴𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗

𝑅𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 𝐴𝛼

𝑙𝑔𝑖𝑘 −𝐴𝛼
𝑘𝑔𝑖𝑙 +𝐴𝑖𝑘𝛿

𝛼
𝑙 −𝐴𝑖𝑙𝛿

𝛼
𝑘

𝑅𝛼
𝑗𝑘𝑙 = 𝐴𝛼

𝑙𝑔𝑗𝑘 −𝐴𝛼
𝑘𝑔𝑗𝑙 +𝐴𝑗𝑘𝛿

𝛼
𝑙 −𝐴𝑗𝑙𝛿

𝛼
𝑘

Введемо в розгляд симетричний тензор

𝐺𝑖𝑙 = 𝛿𝑔𝑖𝛼𝐴
𝛼
𝑙 − 𝜆𝑙,𝑖 (45)

Маємо

𝑔𝑗𝑘𝐺𝑖𝑙+𝑔𝑖𝑘𝐺𝑗𝑙−𝑔𝑗𝑙𝐺𝑖𝑘−𝑔𝑖𝑙𝐺𝑗𝑘+𝛿𝑔𝑖𝑙𝐴𝑗𝑘+𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘−𝛿𝑔𝑘𝑗𝐴𝑖𝑙−𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0 (46)

(46) проальтернуємо за iндексами 𝑗 ↔ 𝑘 отримаємо

𝑔𝑖𝑘𝐺𝑗𝑙−𝑔𝑖𝑗𝐺𝑘𝑙−𝑔𝑗𝑙𝐺𝑖𝑘+𝑔𝑘𝑙𝐺𝑖𝑗+𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘−𝛿𝑔𝑙𝑘𝐴𝑖𝑗−𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙+𝛿𝑔𝑖𝑗𝐴𝑘𝑙 = 0 (47)

В (47) робимо замiну iндексiв 𝑖↔ 𝑘 матимемо

𝑔𝑖𝑘𝐺𝑗𝑙−𝑔𝑘𝑗𝐺𝑖𝑙−𝑔𝑗𝑙𝐺𝑖𝑘+𝑔𝑖𝑙𝐺𝑘𝑗+𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘−𝛿𝑔𝑙𝑖𝐴𝑘𝑗−𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙+𝛿𝑔𝑘𝑗𝐴𝑖𝑙 = 0 (48)

До рiвностi (46) додаємо (48), матимемо

2𝑔𝑖𝑘𝐺𝑗𝑙 − 2𝑔𝑗𝑙𝐺𝑖𝑘 + 2𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘 − 2𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0 (49)



62 Потапенко I. В.

Роздiливши (49) на 2 матимемо

𝑔𝑖𝑘𝐺𝑗𝑙 − 𝑔𝑗𝑙𝐺𝑖𝑘 + 𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0 (50)

(50) згорнемо з 𝑔𝑖𝑘

Отримаємо

3𝐺𝑗𝑙 − 𝑔𝑗𝑙𝐺+ 𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴− 𝛿𝑔𝐴𝑗𝑙 = 0

𝐺𝑗𝑙 =
1

3
(𝐺𝑔𝑗𝑙 −𝐴𝛿𝑔𝑗𝑙 + 𝜇𝐴𝑗𝑙) (51)

𝜇 = 𝑔𝑖𝑘𝛿𝑔𝑖𝑘

(51) пiдставимо в (50) матимемо

𝑔𝑖𝑘
1

3
(𝐺𝑔𝑗𝑙 −𝐴𝛿𝑔𝑗𝑙 + 𝜇𝐴𝑗𝑙)−𝑔𝑗𝑙

1

3
(𝐺𝑔𝑖𝑘 −𝐴𝛿𝑔𝑖𝑘 + 𝜇𝐴𝑖𝑘)+𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘−𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0

(52)

(52) перепишемо у виглядi

𝑔𝑖𝑘
1

3
(𝐺𝑔𝑗𝑙 −𝐴𝛿𝑔𝑗𝑙 + 𝜇𝐴𝑗𝑙)−𝑔𝑗𝑙

1

3
(𝐺𝑔𝑖𝑘 −𝐴𝛿𝑔𝑖𝑘 + 𝜇𝐴𝑖𝑘)+𝛿𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑘−𝛿𝑔𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙 = 0

(53)

(︁𝜇
3
𝑔𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑖𝑘

)︁
𝐴𝑗𝑙 −

(︁𝜇
3
𝑔𝑗𝑙 − 𝛿𝑔𝑗𝑙

)︁
𝐴𝑖𝑘 +

𝐴

3
(𝑔𝑗𝑙𝛿𝑔𝑖𝑘 − 𝑔𝑖𝑘𝛿𝑔𝑙𝑗) = 0

Рiвнiсть (53) згорнемо з ненульовим вектором 𝜉𝑖𝜉𝑗 , та введемо позначення

𝜈1 = 𝐴𝑖𝑗𝜉
𝑖𝜉𝑗 ,

𝜈2 = 𝑔𝑖𝑗𝜉
𝑖𝜉𝑗 ,

𝜈3 = 𝛿𝑔𝑖𝑗𝜉
𝑖𝜉𝑗 ,

(54)

Матимемо

(︁𝜇
3
𝑔𝑖𝑘 − 𝛿𝑔𝑖𝑘

)︁
𝜈1 −

(︁𝜇
3
𝜈2 − 𝜈3

)︁
𝐴𝑖𝑘 +

𝐴

3
(𝜈2𝛿𝑔𝑖𝑘 − 𝑔𝑖𝑘𝜈3) = 0 (55)
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(55) перепишемо у виглядi(︂
𝐴

3
𝜈2 − 𝜈1

)︂
𝛿𝑔𝑖𝑘 =

(︂
𝐴

3
𝜈3 −

𝜇

3
𝜈1

)︂
𝑔𝑖𝑘 +

(︁𝜇
3
𝜈2 − 𝜈3

)︁
𝐴𝑖𝑘 (56)

Введемо позначення

𝜏1 =

𝐴

3
𝜈3 −

𝜇

3
𝜈1

𝐴

3
𝜈2 − 𝜈1

, 𝜏2 =

𝜇

3
𝜈2 − 𝜈3

𝐴

3
𝜈2 − 𝜈1

,

отримаємо

(35), що доводить канонiчнiсть геодезичних деформацiй.

Перейдемо до зв’язку мiж iнварiантами 𝜏1, 𝜏2. Прирiвняємо правi частини

(36) та (43) матимемо:

(𝜏1),𝑘𝑔𝑖𝑗 + (𝜏2),𝑘𝑅𝑖𝑗 + 𝜏2𝑅𝑖𝑗,𝑘 = 𝑔𝑘𝑗𝜆𝑖 + 𝑔𝑘𝑖𝜆𝑗 + 2𝑔𝑖𝑗𝜆𝑘 (57)

Згортаємо (57) з 𝑔𝑖𝑗 матимемо;

3(𝜏1),𝑘 + (𝜏2𝑅),𝑘 = 8𝜆𝑘 (58)

З (58) випливає (42) з точнiстю до довiльної сталої.

Твердження 10. доведено.

Висновки

Отже клас введених канонiчних деформацiй не пустий. У випадку три-

вимiрних псевдо рiманових просторiв до цього класу належить вивченi

ранiше [1] геодезичнi деформацiї.
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Potapenko I.V.

On Canonical Deformations of Three-Dimensional

Riemannian Metrics

Summary

In this paper, the notion of canonical deformations of three-dimensional Rie-

mannian metrics is introduced. Using the apparatus of tensor analysis and the

theory of partial differential equations, it is shown, by the example of geodesic

deformations, that this is a broader class of infinitesimal deformations; it is

non-empty and of interest for further study.

Keywords: Riemannian space, metric variation, canonical deformations, cur-

vature tensor, geodesic deformations.
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