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УМОВИ IСНУВАННЯ ТА АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ, ЯКI МIСТЯТЬ ДОБУТОК РIЗНОГО ТИПУ

НЕЛIНIЙНОСТЕЙ

У роботi розглядається нелiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку, права ча-

стина якого мiстить добуток правильно змiнної функцiї вiд невiдомої функцiї та швидко

змiнної нелiнiйної функцiї вiд першої похiдної невiдомої функцiї. Дослiдження фокусу-

ється на поведiнцi нелiнiйних функцiй при прямуваннi невiдомої функцiї та її похiдної

до нуля або нескiнченностi. Для даного класу рiвнянь вперше отримано необхiднi й до-

статнi умови iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв, а також знайдено асимптотичнi зобра-

ження таких розв’язкiв та їхнiх похiдних першого порядку. Такi 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язки

дослiджуваного рiвняння є швидко змiнними при прямуваннi аргументу до нуля або

нескiнченностi, що ускладнює їх дослiдження порiвняно з iншими типами розв’язкiв

дослiджуваного рiвняння. Також визначено кiлькiсть таких 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв в

залежностi вiд умов на коефiцiєнти рiвняння. Результати для 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв

для рiвнянь дослiджуваного типу є новими.
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Вступ

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦
′)𝜙1(𝑦), (1)
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де 𝛼0 ∈ {−1; 1} визначає знак правої частини, функцiя 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[

(−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) у неперервною у своїй областi визначення, функцiї

𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 →]0,+∞[ (𝑖 ∈ {0, 1}) є неперервними на промiжках Δ𝑌𝑖 , де Δ𝑌𝑖

— або промiжок [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖, або — ]𝑌𝑖, 𝑦
0
𝑖 ], тобто, деякий однобiчний окiл точки

𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}. При 𝑌𝑖 = +∞(𝑌𝑖 = −∞) вважаємо, що 𝑦0𝑖 > 0 (𝑦0𝑖 < 0)

вiдповiдно, 𝑖 ∈ {0, 1}.
Крiм того, будемо вважати, що функцiя 𝜙1 : Δ𝑌1 →]0,+∞[ є правильно

змiнною (див. [1], c. 17) порядку 𝜎1 при 𝑦 → 𝑌1, а функцiя 𝜙0 : Δ𝑌0 →
]0,+∞[ двiчi неперервно диференцiйовна на Δ𝑌0 та задовольняє умови:

lim
𝑠→𝑌0
𝑠∈Δ𝑌0

𝜙0(𝑠) ∈ {0,+∞}, 𝜙′
0(𝑠) ̸= 0 при 𝑠 ∈ Δ𝑌0 , lim

𝑠→𝑌0
𝑠∈Δ𝑌0

𝜙0(𝑠)𝜙
′′
0(𝑠)(︀

𝜙′
0(𝑠)

)︀2 = 1.

(2)

З умов (2) випливає, що функцiя 𝜙0 та її похiдна першого порядку є

швидко змiнними при прямуваннi аргументу до 𝑌0 (див. [6], С. 91-92).

Розглянемо наступний клас ров’язкiв для рiвнянь типу (1).

Означення 1 ([5]). Розв’язок 𝑦 рiвняння (1), визначений на [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[,

називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язком (−∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞), якщо виконую-

ться наступнi умови

𝑦(𝑖) : [𝑡0, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑖 , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0. (3)

Теоретичне пiдґрунтя дослiдження такого класу розв’язкiв рiвняння

(1) базується на загальнiй класифiкацiї розв’язкiв диференцiальних рiв-

нянь 𝑛-го порядку типу Емдена-Фаулера (див., наприклад, [5]). У межах

цiєї класифiкацiї, адаптованої для рiвнянь другого порядку, встановлено

фундаментальний розподiл 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв (−∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞) рiв-

нянь другого порядку на чотири непересiчнi класи залежно вiд значень

параметру 𝜆0 : 𝜆0 ∈ R∖{0, 1}, 𝜆0 = 0, 𝜆0 = 1, 𝜆0 = ±∞.

Для кожного iз зазначених випадкiв було визначено (див., наприклад,

[5]) специфiчнi апрiорнi асимптотичнi властивостi, що дозволяють iден-

тифiкувати динамiку розв’язкiв при наближеннi аргументу до граничної

точки 𝜔.

Дана робота присвячена дослiдженню умов iснування у рiвняння (1)

особливого класу 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв. Специфiка дослiджуваного ви-

падку (𝜆0 = 1) полягає в тому, що такi розв’язки та їх похiднi першого
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порядку є швидко змiнними функцiями при 𝑡 ↑ 𝜔. Ця властивiсть зумов-

лює принципову вiдмiннiсть у методологiї дослiдження порiвняно з неосо-

бливими випадками 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} та випадком нескiнченного параметра

𝜆0 = ±∞, результати щодо яких викладенi у роботах [3] та [2]. На вiдмiну

вiд згаданих випадкiв, випадок 𝜆0 = 1 потребує залучення апарату теорiї

швидко змiнних функцiй та спецiальних методiв асимптотичного iнтегру-

вання.

Метою даної роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iсну-

вання у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв, а також знаходження асим-

птотичних зображень при 𝑡 ↑ 𝜔 для цих розв’язкiв та їх похiдних першого

порядку.

Основнi результати

Наведемо наступнi означення.

Означення 2. Нехай 𝑌 ∈ {0,∞}, Δ𝑌 — деякий однобiчний окiл 𝑌 . Не-

перервно диференцiйовна функцiя 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ називається норма-

лiзованою повiльно змiнною функцiєю при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) ( [6], с.2-3),

якщо

lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝑦𝐿′(𝑦)

𝐿(𝑦)
= 0.

Означення 3. Говорять, що повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) фун-

кцiя 𝜃 : Δ𝑌 →]0; +∞[ задовiльняє умову 𝑆 при прямуваннi аргументу до

𝑌 (див., наприклад, у [5]), якщо для будь-якої нормалiзованої повiльно

змiнної при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) функцiї 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ має мiсце спiввiд-

ношення

𝜃(𝑦𝐿(𝑦)) = 𝜃(𝑦)(1 + 𝑜(1)) при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ).

Введемо наступнi позначення

Φ(𝑦′) =

𝑦′∫︁
𝐵

1

𝜙
1

𝜎1+1

0 (𝑠)𝜃
1

𝜎1+1

1 (𝑦(𝑡(𝑠)))|𝑠|
2𝜎1
𝜎1+1

𝑑𝑠,

𝐵 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑦00, якщо

∫︀ 𝑌0

𝑦00

1

𝜙
1

𝜎1+1
0 (𝑠)𝜃

1
𝜎1+1
1 (𝑦(𝑡(𝑠)))|𝑠|

2𝜎1
𝜎1+1

𝑑𝑠 = ±∞,

𝑌0, якщо
∫︀ 𝑌0

𝑦00

1

𝜙
1

𝜎1+1
0 (𝑠)𝜃

1
𝜎1+1
1 (𝑦(𝑡(𝑠)))|𝑠|

2𝜎1
𝜎1+1

𝑑𝑠 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
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𝜃1(𝑧) = 𝜙1(𝑧)|𝑧|−𝜎1 , 𝑍0 = lim
𝑦′→𝑌0
𝑦′∈Δ𝑌0

Φ(𝑦′),

𝐹 (𝑡) =
(Φ−1(𝐼(𝑡)))2 · Φ′(Φ−1(𝐼(𝑡)))

𝐼1(𝑡) · 𝐼 ′(𝑡)
,

а якщо lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡) = 𝑍0, то

𝐼(𝑡) = 𝛼0

𝑡∫︁
𝐴

𝑝
1

1+𝜎1 (𝜏)𝑑𝜏, 𝐴 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑏, якщо

𝜔∫︀
𝑏

𝑝
1

1+𝜎1 (𝜏)𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑏

𝑝
1

1+𝜎1 (𝜏)𝑑𝜏 < +∞,

𝐼1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴0

Φ−1(𝐼(𝜏))))𝑑𝜏, 𝐴0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑏, якщо

𝜔∫︀
𝑏

Φ−1(𝐼(𝜏))))𝑑𝜏 = ±∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑏

Φ−1(𝐼(𝜏))))𝑑𝜏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

де 𝑏 ∈ [𝑎;𝜔[ обирається так, щоб 𝐼(𝑡) належала областi визначення функцiї

Φ−1.

Зауваження 1. З умов (2) на функцiю 𝜙0 випливає, що 𝑍0 ∈ {0,+∞}
та

lim
𝑦′→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

Φ′′(𝑦′) · Φ(𝑦′)
(Φ′(𝑦′))2

= 1, (4)

звiдки випливає, що функцiя Φ(𝑦′) є швидко змiнною при 𝑦′ → 𝑌0 (𝑦′ ∈
Δ𝑌0), та в силу монотонностi функцiї Φ(𝑦′) iснує функцiя Φ−1(𝑦′), яка є

повiльно змiнною функцiєю при 𝑦′ → 𝑌0 (𝑦′ ∈ Δ𝑌0).

Зауваження 2. Зауважимо також, що має мiсце спiввiдношення

lim
𝑧→𝑍0

(Φ′(Φ−1(𝑧)))′𝑧

Φ′(Φ−1(𝑧))
= lim

𝑧→𝑍0

Φ′′(Φ−1(𝑧))𝑧

(Φ′(Φ−1(𝑧)))2
= lim

𝑦→𝑌0

Φ′′(Φ−1(Φ(𝑦)))Φ(𝑦)(︀
Φ′(Φ−1(Φ(𝑦)))

)︀2 = lim
𝑦→𝑌0

Φ′′(𝑦)Φ1(𝑦)(︀
Φ′(𝑦)

)︀2 = 1.

Звiдси випливає, що функцiя Φ′(Φ−1(𝑧) є правильно змiнною порядку

1 при при прямуваннi аргументу до 𝑍0.

Зауваження 3. Також, має мiсце спiввiдношення
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lim
𝑧→𝑍1

𝑧 ·
(︂
Φ′(Φ−1(𝑧))

Φ(Φ−1(𝑧))

)︂′

Φ′(Φ−1(𝑧))

Φ(Φ−1(𝑧))

= lim
𝑦→𝑍1

Φ′′(Φ−1(𝑧))𝑧

(Φ′(Φ−1(𝑧)))2
− 1 = 0.

Отже, функцiя Φ′

Φ (Φ−1) є повiльно змiнною при прямуваннi аргументу до

𝑍0.

Справедливою є наступна теорема

Теорема 1. Нехай 𝜎1 ∈ 𝑅∖{−1}, функцiї 𝜃1 та Φ−1 задовольняють умову

𝑆 та iснує скiнченна чи нескiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

𝐹 (𝑡). (5)

Тодi для iснування у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)- розв’язкiв необхiдно та

достатньо виконання умов

𝑦10𝛼0 > 0, lim
𝑡↑𝜔

Φ−1(𝐼(𝑡)) = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡) = 𝑍0, (6)

lim
𝑡↑𝜔

𝐼1(𝑡) = 𝑌1 (7)

lim
𝑡↑𝜔

𝐹 (𝑡) = 1, (8)

Бiльш того, якщо

𝜎1 > −1,

диференцiальне рiвняння (1) має двопараметричну сiм’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

розв’язкiв та має однораметричну сiм’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв у су-

противному випадку.

Для кожного такого 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔

асимптотичнi зображення

𝑦(𝑡) = 𝐼1(𝑡)[1 + 𝑜(1)], 𝑦′(𝑡) = Φ−1(𝐼(𝑡))[1 + 𝑜(1)]. (9)

Доведення.

Необхiднiсть.Нехай 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ Δ𝑌0 є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язком рiвняння

(1). Тодi, у силу (3), маємо
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𝑦(𝑡) =
(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (10)

звiдки, з урахуванням (1), отримаємо виконання першої з умов (7), а також

спiввiдношення

|𝑦′′(𝑡)|1+𝜎1

𝜙0(𝑦′(𝑡))|𝑦′(𝑡)|2𝜎1𝜃1(𝑦(𝑡(𝑦′(𝑡))))
= 𝑝(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (11)

Зауважимо, що функцiя 𝑦(𝑡(𝑦′)), де 𝑡(𝑦′)- обернена функцiя до 𝑦′(𝑡), є

правильно змiнною порядку 1 при 𝑦′ → 𝑌0; 𝑦
′ ∈ Δ𝑌0 . Дiйсно,

lim
𝑦→𝑌0

𝑦′ · (𝑦(𝑡(𝑦′)))′

𝑦(𝑡(𝑦′))
= lim

𝑦′→𝑌0

(𝑦′(𝑡(𝑦)))2

𝑦′′(𝑡(𝑦′)) · 𝑦(𝑡(𝑦′))
= 1.

Звiдси випливає, що 𝜃1(𝑦(𝑡(𝑦′))) є повiльно змiнною функцiєю при 𝑦′ →
𝑌0 𝑦′ ∈ Δ𝑌0 як композицiя правильно та повiльно змiнних функцiй 𝑦′ →
𝑌0 𝑦′ ∈ Δ𝑌0 .

З (11) маємо

𝑦′′(𝑡)

𝜙
1

𝜎1+1

0 (𝑠)𝜃
1

𝜎1+1

1 (𝑦(𝑡(𝑦′)))|𝑦′|
2𝜎1
𝜎1+1

= 𝛼0(𝑝(𝑡))
1

1+𝜎1 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (12)

Проiнтегруємо обидвi частини спiввiдношення (12) вiд 𝑏 до 𝜔, з ураху-

ванням того, що 𝑦′ → 𝑌0 (𝑦′ ∈ Δ𝑌0) та вибору 𝐴 випливає, що

Φ(𝑦′(𝑡)) = 𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (13)

Тодi, так як функцiя Φ−1 задовольняє умову 𝑆, з (13) маємо

𝑦′(𝑡) = Φ−1(𝐼(𝑡))[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (14)

З (14) випливає друга та третя з умов (6), а також друге з асимптоти-

чних зображень (9).

Проiнтегруємо обидвi частини спiввiдношення (14), маємо

𝑦(𝑡) = 𝐼1(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (15)

звiдки випливає перше з асимптотичних зображень (9) та умова (7).

Доведемо справедливiсть умови (8). Дiйсно, з умови (3), а також з (12)

та (13) випливає, що
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(𝑦′(𝑡))2

𝑦(𝑡)
· Φ

′(𝑦′(𝑡))

Φ(𝑦′(𝑡))
=
𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (16)

З (14), (15) та (16), а також з зауважень 1 та 2 випливає, що

(Φ−1(𝐼(𝑡)))2

𝐼1(𝑡)
· Φ

′

Φ
(Φ−1(𝐼(𝑡))) =

𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (16)

звiдки i випливає виконання умови (8).

Необхiднiсть доведено.

Достатнiсть. Нехай виконуються умови (5)-(8) теореми.

До рiвняння (1) застосуємо перетворення

𝑦(𝑡) = 𝐼1(𝑡) · [1 + 𝑣1(𝑡)], (17)

𝑦′(𝑡) = Φ−1(𝐼(𝑡)) · [1 + 𝑣2(𝑡)], (18)

Зведемо рiвняння (1) до еквiвалентної системи диференцiальних рiв-

нянь

𝑣′1 = ℎ1(𝑡) · [−𝑣1 + 𝑣2], (19)

𝑣′2 = ℎ2(𝑡) ·
[︂
𝑁(𝑡, 𝑣2)

(𝐹 (𝑡))𝜎1
· [1 + 𝑣1]

𝜎1 [1 + 𝑣2]
−3𝜎1−1 − [1 + 𝑣2]

]︂
, (20)

де

ℎ1(𝑡) =
𝐼 ′1(𝑡)

𝐼1(𝑡)
, ℎ2(𝑡) =

𝐼 ′(𝑡)

Φ′(Φ−1(𝐼(𝑡))) · Φ−1(𝐼(𝑡))
,

𝑁(𝑡, 𝑣2) =

(︂
Φ′(Φ−1(𝐼(𝑡)))

Φ′(𝑌2(𝑡, 𝑣2))

)︂𝜎1+1

· [1 + 𝑣2]
𝜎1+1,

𝑌1(𝑡, 𝑣1) = 𝐼1(𝑡) · [1 + 𝑣1(𝑡)], 𝑌2(𝑡, 𝑣2) = Φ−1(𝐼(𝑡) · [1 + 𝑣2(𝑡)]).

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь (19) –(20) на множинi

Ω = [𝑡0, 𝜔[×𝐷, де 𝐷 =

{︂
(𝑣1, 𝑣2) : |𝑣𝑖| ≤

1

2
, 𝑖 = 1, 2

}︂
.

Перепишемо систему (19) –(20) у видi

𝑣′1 = ℎ1(𝑡) · [𝐴11𝑣1 +𝐴12𝑣2] , (21)

𝑣′2 = ℎ2(𝑡) · [𝐴21𝑣1 +𝐴22𝑣2 +𝑅1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) +𝑅2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2)] , (22)

де

𝐴11 = −1, 𝐴12 = 1, 𝐴21 = 𝜎1, 𝐴22 = −3𝜎1 − 2,
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𝑅1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) =

(︂
𝑁(𝑡, 𝑣2)

(𝐹 (𝑡))𝜎1
− 1

)︂
(𝜎1𝑣1 − (3𝜎1 + 2)𝑣2)

𝑅2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) =
𝑁(𝑡, 𝑣2)

(𝐹 (𝑡))𝜎1
·(−𝜎1(3𝜎1+1)𝑣1𝑣2+(1−(3𝜎1+1)𝑣2)·([1+𝑣1]𝜎1−1−𝜎1𝑣1)+

+[1 + 𝑣1]
𝜎1 · ([1 + 𝑣2]

−3𝜎1−1 − 1 + (3𝜎1 + 1)𝑣2)).

Зауважимо, що в силу зауваження 2 маємо

lim
𝑡↑𝜔

𝑁(𝑡, 𝑣2) = 1 рiвномiрно за (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝐷.

а в силу умови (8)

lim
𝑡↑𝜔

𝑁(𝑡, 𝑣2)

(𝐹 (𝑡))𝜎1
= 1 рiвномiрно за (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝐷.

Тодi

lim
𝑡↑𝜔

𝑅1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) = 0 рiвномiрно за (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝐷.

lim
|𝑣1|+|𝑣2|→0

𝑅2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2)

|𝑣1|+ |𝑣2|
= 0 рiвномiрно за 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[,

Характеристичне рiвняння матрицi:(︃
−1 1

𝜎1 −3𝜎1 − 2

)︃
має вид

𝜇2 + (3𝜎1 + 3)𝜇+ 2𝜎1 + 2 = 0.

У силу умови 𝜎1 ̸= −1 у цього рiвняння немає коренiв з нульовою

дiйсною частиною.

З урахуванням виду 𝐼1(𝑡) маємо
𝜔∫︀
𝑡0

ℎ1(𝜏)𝑑𝜏 =
𝜔∫︀
𝑡0

𝐼′1(𝜏)
𝐼1(𝑡)

𝑑𝜏 = ln |𝐼1(𝑡)|𝜔𝑡0 = ±∞.

Також зауважимо, що в силу

lim
𝑡↑𝜔

ℎ1(𝑡)

ℎ2(𝑡)
= lim

𝑡↑𝜔
𝐹 (𝑡) = 1,
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тодi
𝜔∫︀
𝑡0

ℎ2(𝜏)𝑑𝜏 = ±∞.

Отримуємо, що для системи диференцiальних рiвнянь(21)-(22) викона-

но всi умови теореми 2.5 з [4]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (21)-(22)

при 𝜎1 > −1 має двопараметричну, а при при 𝜎1 < −1 має однопарамте-

ричну сiм’ю розв’язкiв {𝑣𝑖}2𝑖=1 : [𝑡1, 𝜔[−→ R2 (𝑡1 ≥ 𝑡0), якi прямують до

нуля при 𝑡 ↑ 𝜔. Цим розв’язкам у силу перетворень (17)-(18) вiдповiдають

розв’язки 𝑦 рiвняння (1), що допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображе-

ння (9).

В силу цих зображень випливає, що отриманi розв’язки є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-

розв’язками рiвняння (1). Теорему повнiстю доведено.

Висновки

У роботi встановлено умови iснування швидко змiнних 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-

розв’язкiв для нелiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку з до-

бутком правильно та швидко змiнних нелiнiйностей при прямуваннi ар-

гунментiв до нуля або нескiнченностi вiд невiдомої функцiї та її похi-

дної вiдповiдно. Побудовано явнi асимптотичнi зображення для знайдених

розв’язкiв та їхнiх перших похiдних в околi граничної точки 𝜔, встановлено

кiлькiсть таких розв’язкiв в залежностi вiд умов на коефiцiєнти рiвняння.

Отриманi результати є новими та є основною для подальших дослiджень

нелiнiйних рiвнянь другого порядку та їх розв’язкiв.
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Chepok O. O.

Existence conditions and asymptotic behavior of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions

of second-order differential equations containing a product of

different types of nonlinearities

Summary

The paper provides a detailed study of a second-order nonlinear differential

equation, the right-hand side of which contains a product of a regularly vary-

ing nonlinear function of an unknown function and a rapidly varying nonlinear

function of its first derivative. The research focuses on the behavior of the

nonlinear functions as the unknown function and its derivative tend to zero or

infinity. For this class of equations, necessary and sufficient conditions for the

existence of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions have been obtained for the first time, and

asymptotic representations for such solutions and their first-order derivatives

have been established. These 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions of the equation under

study are rapidly varying as the argument tends to zero or infinity, which com-

plicates their investigation compared to other types of solutions. The number

of such 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions is also determined depending on the conditions

on the coefficients of the equation. The results regarding 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions

for the equations of the type under study are novel.

Keywords: nonlinear second-order differential equations, asymptotic represen-

tations of rapidly varying solutions, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-solutions, rapidly varying

functions, regularly varying functions.
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