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ПОБУДОВА СТОХАСТИЧНОЇ МОДЕЛI ДИНАМIЧНОЇ

КООПЕРАТИВНОЇ ГРИ З ВИКОРИСТАННЯМ МАТРИЦЬ

РЕЗУЛЬТАТУ

З розвитком обчислювальних ресурсiв, ШI, вiдбувається розширення використання те-

орiї iгор в соцiологiї, економiцi та iнших прикладних науках. Це дозволяє обробляти

великi об’єми iнформацiї, будувати математичнi моделi та знаходити оптимальнi стра-

тегiї для рiзноманiтних задач та рiзних рiвнiв їх складностi. Вiйськова сфера, органiза-

цiя всiх рiвнiв безпеки, включаючи кiберпростiр, використовують концепцiї теорiї iгор.

Гра передбачає дiї двох або бiльше рацiональних гравцiв чи команд, що мають певну

стратегiю i змагаються за певну винагороду. Теорiя iгор забезпечує побудову оптималь-

ної стратегiї для таких iгор. Крiм того, теоретико-iгровi пiдходи можна поширити на

розробку алгоритмiв, якi дозволяють розробникам систем передбачати результати iгор

на користь групи гравцiв, використовуючи складнi iгровi конструкцiї. У данiй статтi

продовжується дослiдження теорiї iгор в роздiлi дискретних динамiчних кооператив-

них iгор. Група гравцiв виконуючи послiдовно дiї прагнуть досягнути максимального

результату за обмежену кiлькiсть крокiв. Використання зiбраних статистичних даних

та сформованих по них матриць результату, дає змогу на практичному рiвнi розгляну-

ти оптимальнi стратегiї. В роботi запропоновано узагальнення матриць результату, як

iнструменту формування початкових стохастичних даних для динамiчної кооператив-

ної гри, побудовано Маркiвську модель переходiв мiж станами гри та сформульовано

алгоритм визначення оптимальної стратегiї.

MSC: 91A06, 91A12, 91A25, 60J10, 60J85, 05B20, 37M05, 03H05.

Надiйшла 21.11.2025 ©Мартинюк С. В., Цуркан В. I., 2025



32 Мартинюк С. В., Цуркан В. I.

Ключовi слова: теорiя iгор, статистика, система прийняття, рiшення, модель Мар-

кова, матриця результату, моделювання, машинне навчання.

DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2025.2(46).354146

Вступ

У сучасних умовах високої конкуренцiї та швидких змiн ринкового се-

редовища дискретнi динамiчнi кооперативнi iгри стають надзвичайно ва-

жливим iнструментом для моделювання стратегiчної поведiнки компанiй

та груп у бiзнес-середовищi. У реальному бiзнесi рiшення часто приймаю-

ться не неперервно, а через певнi промiжки часу (наприклад, щокварта-

лу визначаються бюджети, раз на рiк — стратегiчнi плани). Дискретний

пiдхiд дозволяє чiтко моделювати послiдовнi етапи прийняття рiшень. Ди-

намiчнiсть ринкового середовища характеризується швидкими змiнами те-

хнологiй, законодавства, появою нових конкурентiв. Динамiчнi iгри дозво-

ляють враховувати змiни стану системи вiд етапу до етапу i передбачати

їхнiй вплив на стратегiї гравцiв. У корпоративному середовищi важливо

враховувати наслiдки дiй у довгостроковiй перспективi, а не тiльки миттє-

ву вигоду, тому з допомогою дискретних динамiчних iгор можна моделю-

вати ситуацiї, коли теперiшнi рiшення впливають на майбутнi можливостi.

Крiм того, сучаснi компанiї мають доступ до значних обсягiв статистичної

iнформацiї (Big Data), яка дозволяє створювати бiльш реалiстичнi дина-

мiчнi моделi, а застосування теорiї iгор допомагає оптимiзувати рiшення

на основi аналiзу накопичених даних. Iгровi моделi допомагають компанi-

ям будувати адаптивнi стратегiї в умовах невизначеностi, коли поведiнка

конкурентiв або зовнiшнiх факторiв непередбачувана. Дискретнi динамi-

чнi iгри знаходять застосування в економiцi, фiнансах, кiбербезпецi, енер-

гетицi, логiстицi, розвитку IТ-рiшень, в системах прийняття рiшень.

Динамiчна дискретна кооперативна гра є моделлю в теорiї iгор, яка

використовується для аналiзу стратегiчної взаємодiї мiж компанiями або

пiдроздiлами всерединi органiзацiї. У цiй моделi час розглядається як дис-

кретний, тобто подiлений на окремi перiоди (наприклад, квартали або ро-

ки), а учасники приймають рiшення на кожному з цих етапiв, враховуючи

як поточну ситуацiю, так i можливi майбутнi наслiдки своїх дiй.

Розглянемо характеристики динамiчних дискретних кооперативних iгор
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такi як: дискретнiсть часу, багатоетапнiсть та стратегiчна взаємодiя.

Дискретнiсть часу означає, що рiшення гравцями приймаються в

окремi моменти часу, що дозволяє моделювати послiдовнiсть стратегiчних

крокiв. Дiї роздiленi промiжками часу, а результати дiй накопичуються

або змiнюються крок за кроком. Це дає змогу структурувати гру, легко

моделювати стратегiї та передбачати наслiдки дiй. Полегшує застосуван-

ня математичних методiв, таких як динамiчне програмування, Марковськi

процеси, теорiя оптимiзацiї. Вiдповiдає реальним сценарiям, де рiшення

приймаються не неперервно, а перiодично (наприклад, щоденнi торги на

бiржi, поетапнi переговори, хiд за ходом у грi).

Багатоетапнiсть (або багатокроковiсть) - учасники гри послiдовно

приймають рiшення на кiлькох етапах, i результати їхнiх рiшень вплива-

ють на подальший хiд гри. На кожному етапi гравцi можуть змiнювати свої

стратегiї, адаптуватися до нових обставин i враховувати, як власнi минулi

рiшення, так i дiї iнших гравцiв та суперникiв. При цьому гра розбита на

певну кiлькiсть етапiв або ходiв, рiшення на кожному етапi залежать вiд

поточного стану гри та iсторiї попереднiх крокiв. Мета таких iгор оптимi-

зувати сумарний виграш або досягти певного результату до кiнця гри, а

гравцi мають враховувати не тiльки поточний виграш, але й майбутнi на-

слiдки своїх дiй. Розглядають два типи багатоетапних iгор: з фiксованою

кiлькiстю етапiв (скiнченна гра), коли гравцi знають, скiльки всього буде

ходiв, та з нескiнченною кiлькiстю етапiв (нескiнченна або стохастична

гра), коли гра триває без кiнця або з певною ймовiрнiстю закiнчення на

кожному етапi.

У кооперативних iграх, якi моделюють дiяльнiсть компанiй або груп

у бiзнес-середовищi, стратегiчна взаємодiя означає процес прийняття рi-

шень кiлькома учасниками (компанiями, пiдроздiлами, групами), де ко-

жен учасник враховує не лише власнi цiлi, але й поведiнку конкурентiв,

партнерiв чи клiєнтiв. Виграш одного гравця залежить не тiльки вiд його

дiй, а й вiд дiй iнших гравцiв. Тому кожен учасник намагається перед-

бачити, як iншi вiдреагують на його стратегiю, i коригує свою поведiнку

вiдповiдно. Гравцi можуть або конкурувати (наприклад, за частку рин-

ку), або спiвпрацювати (наприклад, створювати альянси). Для таких iгор

важливо формалiзувати гравцiв, а саме визначити хто є учасниками гри,

опис стратегiй, якi доступнi кожному гравцю, пошук стану рiвноваги, де
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жоден з гравцiв не має стимулу змiнювати свою стратегiю односторонньо

(наприклад, рiвновага Неша). Серед особливостей кооперативних iгор слiд

зазначити важливу роль iнформацiї (повна, неповна, асиметрична), дов-

гостроковi наслiдки рiшень, часте виникнення змiшаних стратегiй (плану-

вання дiй з певними ймовiрностями) та можливi коалiцiї або колаборацiї

мiж гравцями. Отже, стратегiчна взаємодiя в кооперативних iграх — це

процес, коли компанiї чи групи приймають рiшення, враховуючи можливi

дiї конкурентiв i партнерiв, для максимiзацiї власного виграшу в умовах

взаємозалежностi.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй

Останнi дослiдження в галузi теорiї iгор демонструють її ефективнiсть у

вирiшеннi рiзноманiтних корпоративних задач.

Основнi положення теорiї iгор заклали Е. Борель, А. Курно, Ж. Бер-

тран, Дж. Нейман, О. Моргенштерн, Дж. Харшанi, Р. Зельтен, Т. Шеллiнг,

Р. Ауман. Вагомий внесок у її розроблення зробили В. В. Вiтлiнський, В.

М. Альгiн, Т. Бойдель, Є. С. Вентцель, Е. Й. Вiлкас, О. П. Гранатуров,

С. I. Наконечний, В. А. Соколов та iншi. Проте саме завдяки Дж. Не-

йману вiдбулося остаточне становлення цiєї теорiї (“До теорiї стратегiчних

iгор”, 1928)[1]. Йому вдалося математично обґрунтувати загальну страте-

гiю для гри двох учасникiв в умовах мiнiмiзацiї та максимiзацiї. Книга

Дж. Неймана та О. Моргенштерна “Теорiя iгор i економiчна поведiнка”[2]

демонструють можливiсть застосування теорiї iгор для певної кiлькостi

учасникiв, що уможливило її застосування в економiцi для моделювання

поведiнки пiдприємств у конкурентному середовищi, тобто формування i

вибору стратегiї розвитку пiдприємств. Особливо важлива запропонова-

на у цiй книзi стратегiя “мiнiмакс”, або мiнiмiзацiя максимальних втрат.

Така стратегiя дає змогу рацiоналiзувати витрати пiдприємств в умовах

невизначеностi [3–5].

Зоряна Коваль у своїй роботi пропонує методику вибору та оцiнюван-

ня стратегiй пiдприємств за допомогою теорiї iгор [6]. Цей пiдхiд дозволяє

враховувати стратегiї конкурентiв або стан ринку, що сприяє прийняттю

оптимальних рiшень у конфлiктних ситуацiях. Авторка аналiзує переваги

та недолiки застосування методiв теорiї iгор у цiй сферi, а також дослi-

джує особливостi використання критерiїв вибору стратегiй. Вона розгля-

нула вибiр та пошук можливостей застосування методiв теорiї iгор для
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аналiзу ефективностi стратегiй пiдприємств, розробила методики оцiню-

вання ефективностi стратегiй пiдприємства за допомогою моделювання

ситуацiї iз використанням теорiї iгор та формування висновкiв i рекомен-

дацiй щодо застосування методiв та iнструментарiю теорiї iгор у сферi

оцiнюваннi ефективностi стратегiй пiдприємств.

В. В. Казiмко дослiджує застосування теорiї iгор для моделювання iн-

формацiйних проблем безпеки.[7] Вiн зазначає, що концепцiї теорiї iгор

можуть бути використанi для розробки механiзмiв, якi дозволяють роз-

робникам систем змiнювати баланс та передбачати результати на користь

захисникiв, використовуючи складнi iгровi конструкцiї. Використовуючи

iгри можна розробляти та аналiзувати оптимальнi дiї гравцiв та знаходи-

ти можливi математичнi рiшення безпекових задач. З точки зору безпе-

ки, поєднання кiберпростору та фiзичного простору призводить до кiбер-

фiзичної безпеки, або поєднання елементiв безпеки та економiки створює

кiберстрахування. Для вирiшення проблем безпеки та конфiденцiйностi в

нових сферах найбiльш пiдходящими iнструментами є теоретичнi iгровi

методи, оскiльки вони надають рiзноманiтнi перевiренi математичнi ме-

тоди для створення багатокористувацьких стратегiй з використанням рi-

зних способiв для охоплення аспектiв конфiденцiйностi та безпеки взає-

модiї гравцiв. Представленi теорiї показують ефективнiсть та доцiльнiсть

використання теорiї iгор та теорiї диференцiальних iгор у сферi захисту

iнформацiї.

Основнi результати

Дослiдження спрямоване на узагальненнi поняття матриць результату

та їх практичне використання для формування початкових матриць для

дискретної динамiчної кооперативної гри. Вiдповiдно до поставленої мети

вирiшуються такi основнi задачi:

1. Узагальнення поняття матриць результату.

2. Побудова стохастичної математичної моделi гри з використанням ма-

триць результату для побудови вхiдних даних.

3. Побудови оптимальної стратегiї гри.

Узагальнений варiант матриць результатiв
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Розглянемо узагальнений варiант матриць результату, у якому iгрова

поверхня дискретизується у виглядi прямокутної сiтки розмiрнiстю m x n.

Кожен елемент цiєї сiтки вiдповiдає конкретному просторовому положен-

ню на iгровiй поверхнi (рис. 2).

Рис.2 Iгрова поверхня.

Таким чином, матриця розташування гравцiв або дiй має вигляд:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13 ... 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 𝑎23 ... 𝑎2𝑛

𝑎31 𝑎32 𝑎33 ... 𝑎3𝑛

... ... ... ... ...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 𝑎𝑚3 ... 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
де кожен елемент 𝑎𝑖𝑗 однозначно вiдповiдає фiксованiй дiлянцi iгрової

поверхнi.

У цьому формулюваннi матриця A виступає матрицею результатiв

для заданої iгрової поверхнi. Вмiст елементiв матрицi результатiв може

бути рiзним залежно вiд поставленої задачi та доступних даних.

Матрицi результатiв в абсолютних величинах вiдображають в 𝑎𝑖𝑗 кiль-

кiсть виконаних iгрових дiй гравцем з дiлянки (i, j) iгрової поверхнi (на-

приклад кiлькiсть спроб, передач, помилок тощо). Такi матрицi результа-

тiв кориснi для первинного статистичного аналiзу, побудови емпiричних

моделей, агрегацiї даних.

Матрицi результатiв у вiдносних величинах в 𝑎𝑖𝑗 iнтерпретуються як

ймовiрнiсть успiшного чи нi виконання певної iгрової дiй гравцем з дiлянки

(i, j) iгрової поверхнi (наприклад ймовiрностi виграшу, програшу, помилок

тощо). Такi матрицi безпосередньо придатнi для використання в iгрових i

стохастичних моделях.

Для кожного гравця, ми будуємо персоналiзованi матрицi результату

елементами яких є вiдноснi показники, що будуть вiдображати ефектив-
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нiсть гравця при виконаннi дiї з певної частини iгрової поверхнi (напри-

клад матриця виграшiв, програшiв, напрямкiв тощо).[8]

Джерелами побудови матриць результату можуть бути: статистична

iнформацiя (iсторiя виконання iгрових дiй гравцем чи командою), прогно-

зований або емпiричний метод збору даних, комбiнований метод оцiнюва-

ння.

Сформованi матрицi результатiв слугуватимуть вхiдними даними для

розв’язання дискретної динамiчної кооперативної гри, моделей типу MDP

або стохастичної гри з просторовою залежнiстю.

Побудова стохастичної математичної моделi гри з використа-

нням матриць результату для побудови вхiдних даних

Розглянемо задачу:

Iснує команда N гравцiв, якi виконують дiї послiдовно. Початковий

гравець вибирається випадковим чином, пiсля чого гравцi по черзi при-

ймають рiшення виконати дiю чи передати хiд наступному гравцю (пере-

давати хiд собi заборонено). Гра може максимально мати M етапiв. Якщо

до останнього етапу нiхто не виконав дiю, то гравець до якого на останньо-

му етапi перейшов хiд зобов’язаний виконати дiю. Гравцi перебувають в

рiзних позицiях iгрової поверхнi. Конкретна позицiя в конкретний момент

часу визначається вiдповiдною матрицею.

Правила гри. Кожен гравець має двi основнi опцiї виконати дiю або

передати хiд iншому гравцю.

Виконання дiї може призвести до:

- виграшу з ймовiрнiстю 𝑃𝑤𝑖𝑛, що приносить командi 1 бал i завершує

гру;

- програшу з ймовiрнiстю 𝑃𝑙𝑜𝑠𝑠 , що призводить до втрати командою 1

бала i також завершує гру;

- зупинки гри з ймовiрнiстю 𝑃𝑠𝑡𝑜𝑝 = 1− 𝑃𝑤𝑖𝑛 − 𝑃𝑙𝑜𝑠𝑠 , що приносить

командi 0 балiв i завершує гру;

Передача ходу iншому гравцю. Гравець передає хiд одному з N-1 iнших

з ймовiрнiстю 𝑃𝑝𝑎𝑠𝑠, та продовжує гру. Заборонено передавати хiд самому

собi. Дозволено передавати хiд гравцю, що вже приймав участь в грi.

Ймовiрнiсть виграшу для кожного гравця є змiнною на кожному етапi.

Послiдовнiсть ходiв. Пiсля кожного ходу гравця наступний гравець та-

кож обирає мiж виконанням дiї або передачею ходу. Гравець може пере-
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дати хiд будь-якому з iнших гравцiв (крiм себе).

Багатоетапна структура гри. Гра вiдбувається в M етапiв:

1 етап: Перший гравець (випадково обраний) приймає рiшення вико-

нати дiю або передати хiд iншому гравцевi.

2 етап: Наступний гравець приймає рiшення. Вiн може виконати дiю

або передати хiд iншому гравцевi, у тому числi повернути хiд попередньо-

му гравцевi.

. . .

M етап: На останньому етапi гравець зобов’язаний виконати дiю.

Зупинка гри. Гра зупиняється пiсля виконання дiї будь-яким гравцем.

Цiль гри. Потрiбно обчислити ймовiрнiсть виграшу гравцiв на будь-

якому етапi при виконаннi дiї, що передбачає врахування всiх можливих

рiшень гравцiв на попереднiх етапах. Вибрати стратегiю для кожного грав-

ця на кожному з етапiв та побудувати оптимальну стратегiю гри для отри-

мання максимальної ймовiрностi виграшу команди.[9]

Побудуємо стохастичну модель у виглядi Марковського процесу прийня-

ття рiшень (MDP) для описаної гри, а також пiдхiд до обчислення ймо-

вiрностей виграшу та знаходження оптимальних стратегiй [10; 11].

Марковський процес прийняття рiшень визначимо п’ятiркою:

𝑀 = ⟨ 𝑆, 𝐴, 𝑃, 𝑅, 𝛾 ⟩

де:

S - множина станiв,

A - множина дiй,

P - ймовiрностi переходiв,

R - функцiя винагород,

𝛾 -коефiцiєнт дисконтування (у скiнченнiй грi можна взяти (𝛾 = 1)).

Нехай iгрова поверхня дискретизована у виглядi матрицi розмiрностi

𝑚×𝑛. Кожна клiтина цiєї матрицi однозначно вiдповiдає конкретнiй про-

сторовiй позицiї.

Позначимо множину клiтин: 𝑋 = { 𝑥𝑖𝑗 | 𝑖 ∈ 1, . . . ,𝑚, 𝑗 ∈ 1, . . . , 𝑛 }

Для кожного гравця 𝑘 ∈ 1, . . . , 𝑁 задано матрицi результатiв:

матриця виграшу 𝑊 (𝑘) =
[︁
𝑤

(𝑘)
𝑖𝑗

]︁
, 𝑤

(𝑘)
𝑖𝑗 = 𝑃

(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡) ,
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матриця програшу 𝐿(𝑘) =
[︁
𝑙
(𝑘)
𝑖𝑗

]︁
, 𝑙

(𝑘)
𝑖𝑗 = 𝑃

(𝑘)
𝑙𝑜𝑠𝑠 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡), при чому 𝑤

(𝑘)
𝑖𝑗 +

𝑙
(𝑘)
𝑖𝑗 ≤ 1.

Таким чином, кожна клiтина iгрової поверхнi несе повну iнформацiю

про результативнiсть усiх гравцiв.

З умов задачi визначимо простiр станiв. Стан повинен мiстити всю iн-

формацiю, необхiдну для прийняття оптимального рiшення. Тому нетер-

мiнальний стан матиме вигляд:

𝑠 = (𝑘, 𝑡,xij).

де: 𝑘 ∈ 1, . . . , 𝑁 – поточний гравець у якого зараз хiд,

𝑡 ∈ 1, . . . ,𝑀 – номер етапу,

xij– позицiя гравця на iгровiй поверхнi.

Отже множина нетермiнальних станiв:

𝑆𝑁𝑇 = (𝑘, 𝑡,xij).

Також введемо множину термiнальних станiв. Термiнальний стан вiд-

повiдає факту виконання дiї конкретним гравцем, що призводить до за-

вершення гри.

𝑆𝑇 = {𝑠𝑘𝑤𝑖𝑛, 𝑠𝑘𝑙𝑜𝑠𝑠, 𝑠𝑘𝑠𝑡𝑜𝑝 | 𝑘 ∈ 1, . . . , 𝑁},
де 𝑠𝑘𝑤𝑖𝑛 – гравець k виконав дiю на етапi t i команда виграла, вiдповiдно

𝑠𝑘𝑙𝑜𝑠𝑠 – програла та 𝑠
𝑘
𝑠𝑡𝑜𝑝 – гра завершилася без результату.

Тодi повна множина станiв: 𝑆 = 𝑆𝑁𝑇 ∪ 𝑆𝑇
Множина дiй A задається в залежностi вiд поточного стану гри, ви-

значається активним гравцем та змiнюється залежно вiд етапу гри. Нехай

поточний стан 𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑡,xij), де k – активний гравець. Тодi гравець k

може виконати дiю з позицiї xij, з iмовiрностями, заданими матрицями

результатiв, вiдбувається перехiд у вiдповiдний термiнальний стан та гра

завершується. Виконання дiї завжди дозволено, а на останньому етапi при

𝑡 = 𝑀 є обов’язковою. Iнше рiшення при 𝑡 < 𝑀 , передача ходу iншому

гравцю. При передачi ходу гравець k передає хiд гравцю l, номер етапу

збiльшується 𝑡 → 𝑡+ 1, гра продовжується.

𝐴 (𝑠𝑡) =

{︃
{𝑎𝑐𝑡, 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙)| 𝑙 ̸= 𝑘}, &𝑡 < 𝑀

𝑎𝑐𝑡, 𝑡 =𝑀
,

де act – виконати дiю, pass(l) – передати хiд гравцю l, але не самому

собi 𝑙 ̸= 𝑘.

Розглянемо функцiю переходiв для заданої задачi. Узагальнено її мо-

жна зобразити у виглядi:
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𝑃
(︁
𝑠
′
⃒⃒⃒
𝑠, 𝑎
)︁
, 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑎 ∈ 𝐴(𝑠).

Виконання дiї призводить до завершення гри з переходом у термiнальнi

стани, тому для стану 𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑡,xij) :

𝑃
(︀
𝑠𝑘𝑤𝑖𝑛

⃒⃒
𝑠𝑡, 𝑎𝑐𝑡

)︀
= 𝑃

(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡),

𝑃
(︀
𝑠𝑘𝑙𝑜𝑠𝑠

⃒⃒
𝑠𝑡, 𝑎𝑐𝑡

)︀
= 𝑃

(𝑘)
𝑙𝑜𝑠𝑠 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡),

𝑃
(︀
𝑠𝑘𝑠𝑡𝑜𝑝

⃒⃒
𝑠𝑡, 𝑎𝑐𝑡

)︀
= 1− 𝑃

(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡)− 𝑃

(𝑘)
𝑙𝑜𝑠𝑠 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡).

Якщо ж в станi 𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑡,xij) обрано дiю 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙), де 𝑙 ̸= 𝑘, то вибiр

гравця є детермiнованим:

𝑃 (𝑘𝑡+1 = 𝑙|𝑠𝑡, 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙)) = 1.

Позицiя на наступному етапi змiнюється вiдповiдно до функцiї перехо-

дiв iгрової поверхнi:

𝑃
(︁(︁
𝑙, 𝑡+ 1, 𝑥𝑖′𝑗′

)︁⃒⃒⃒(︀
𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗

)︀
, 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙)

)︁
= 𝑃

(︁
𝑥𝑖′𝑗′

⃒⃒⃒
𝑥𝑖𝑗

)︁
.

Для будь-якого нетермiнального стану s i допустимої дiї a:∑︀
𝑠′ ∈ 𝑆 𝑃

(︁
𝑠
′
⃒⃒⃒
𝑠, 𝑎
)︁
= 1, 𝑃

(︁
𝑠
′
⃒⃒⃒
𝑠, 𝑎
)︁
≥ 0.

Розглянемо функцiю винагороди для даної задачi. Миттєва винагорода

визначається як функцiя: 𝑅 : 𝑆 ×𝐴× 𝑆→ R.
Якщо в нетермiнальному станi 𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑡,xij) виконується дiя act,то :

𝑅
(︁
𝑠, 𝑎𝑐𝑡, 𝑠

′
)︁
=

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑠′ = 𝑠𝑘𝑤𝑖𝑛,

−1, 𝑠′ = 𝑠𝑘𝑙𝑜𝑠𝑠,

0, 𝑠′ = 𝑠𝑘𝑠𝑡𝑜𝑝.

Якщо обрано дiю pass(l):

𝑅
(︁(︀
𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗

)︀
, 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙),

(︁
𝑙, 𝑡+ 1, 𝑥𝑖′𝑗′

)︁)︁
= 0, для всiх допустимих 𝑥𝑖′𝑗′ .

Для термiнальних станiв: 𝑅
(︁
𝑠, 𝑎, 𝑠

′
)︁
= 0,∀𝑠 ∈ 𝑆𝑇 .

Для кожного гравця k вводимо функцiю цiнностi:

𝑉𝑘(𝑠)= E
[︁∑︀𝑇

𝜏=𝑡𝑅(𝑠𝜏 , 𝑎𝜏 , 𝑠𝜏+1) | 𝑠𝑡 = 𝑠
]︁
,

де 𝑇 ≤ 𝑀 - момент завершення гри, а очiкування береться за опти-

мальної кооперативної полiтики команди.

Оскiльки гра кооперативна i винагорода спiльна, то:

𝑉1(𝑠) = 𝑉2(𝑠) = ∙ ∙ ∙ = 𝑉𝑁 (𝑠) = 𝑉 (𝑠).

Рекурентне визначення функцiї цiнностi для стану 𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑡,xij) ма-

тиме вигляд:

𝑉
(︀
𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗

)︀
= 𝑚𝑎𝑥 {𝑃 (𝑘)

𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡)−𝑃
(𝑘)
𝑙𝑜𝑠𝑠 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡) , max𝑙 ̸=𝑘

∑︀
𝑥𝑖′𝑗′

𝑃 (𝑥𝑖′𝑗′ |𝑥𝑖𝑗)𝑉 (𝑙, 𝑡+

1, 𝑥𝑖′𝑗′)},
Функцiя цiнностi дiї (Q-функцiя):
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𝑄(𝑠, 𝑎) =
∑︀

𝑠′ 𝑃
(︁
𝑠
′
⃒⃒⃒
𝑠, 𝑎
)︁
[𝑅
(︁
𝑠, 𝑎, 𝑠

′
)︁
+ 𝑉 (𝑠′)].

Зокрема для дiї act:

𝑄
(︀
(𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗), 𝑎𝑐𝑡

)︀
= 𝑃

(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡)− 𝑃

(𝑘)
𝑙𝑜𝑠𝑠 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡),

А для дiї pass(l):

𝑄
(︀
(𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗), 𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙)

)︀
=
∑︁
𝑥𝑖′𝑗′

𝑃 (𝑥𝑖′𝑗′ |𝑥𝑖𝑗)𝑉 (𝑙, 𝑡+ 1, 𝑥𝑖′𝑗′).

Побудова оптимальної стратегiї гри

Обчислимо ймовiрнiсть виграшу гравцiв на будь-якому етапi з ураху-

ванням усiх попереднiх рiшень. Оскiльки гра кооперативна, винагорода

нараховується лише один раз у момент виконання дiї, а передача ходу не

змiнює результат безпосередньо, то ймовiрнiсть виграшу команди з будь-

якого стану дорiвнює функцiї цiнностi цього стану, обмеженiй iнтервалом

[0,1]. Для стану 𝑠 = (𝑘, 𝑡,xij) ймовiрнiсть виграшу команди, якщо гравець

k виконує дiю на етапi t:

𝑃𝑤𝑖𝑛(𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) = 𝑃
(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡).

Це локальна (миттєва) ймовiрнiсть, яка не враховує передачi ходу. Для

знаходження ймовiрностi виграшу з урахуванням всiх майбутнiх рiшень

позначимо: 𝑊 (𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) – оптимальну ймовiрнiсть виграшу команди, якщо

на етапi t хiд має гравець k, що перебуває в клiтинi 𝑥𝑖𝑗 . Гранична умова

для останнього етапу при 𝑡 =𝑀 передача ходу заборонена, тому:

𝑊 (𝑘,𝑀, 𝑥𝑖𝑗) = 𝑃
(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 ,𝑀).

Рекурентне обчислення ймовiрностi виграшу для будь-якого етапу 𝑡 <

𝑀 :

𝑊 (𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) = 𝑚𝑎𝑥 { 𝑃 (𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡) , max𝑙 ̸=𝑘

∑︀
𝑥𝑖′𝑗′

𝑃 (𝑥𝑖′𝑗′ |𝑥𝑖𝑗)𝑊 (𝑙, 𝑡+1, 𝑥𝑖′𝑗′).

Це рiвняння оптимальної ймовiрностi виграшу, яке враховує всi можли-

вi рiшення гравцiв на попереднiх i наступних етапах, реалiзовує зворотну

iндукцiю i є рiвнянням Беллмана для ймовiрнiсної цiлi[11].

Оптимальна стратегiя гравцiв визначається через рiвняння оптималь-

ностi Беллмана як така, що реалiзує максимум у цьому рiвняннi для ко-

жного гравця на кожному етапi гри. Зокрема, для гравця k у клiтинi 𝑥𝑖𝑗 на

кроцi t оптимальна дiя (або розподiл над дiями) полягає в тому, щоб обра-

ти таку клiтину 𝑥𝑖𝑗 , яка максимiзує виграш 𝑊 (𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗). Тобто оптимальна

стратегiя — це правило вибору ходу, яке одночасно максимiзує негайну

ймовiрнiсть виграшу поточного гравця 𝑃
(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡) i враховує найкращу
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можливу вiдповiдь усiх iнших гравцiв, тобто припускає, що iншi гравцi

самi будуть дiяти оптимально на наступному кроцi, максимiзуючи свої

власнi виграшi W(l, ·). У термiнах принципу оптимальностi Беллмана це

означає що будь-який фрагмент оптимальної траєкторiї гри, починаючи

з будь-якого промiжного стану та етапу t, також є оптимальним. Опти-

мальне рiшення залежить лише вiд поточного стану 𝑥𝑖𝑗 та номера етапу t,

стратегiя є стацiонарною в тому сенсi, що в однакових станах на однакових

етапах гравець обирає однаковi дiї, якщо гра детермiнована по переходах

— детермiновану дiю, якщо стохастична — оптимальний розподiл. Таким

чином, оптимальна стратегiя для кожного гравця — це аргумент макси-

муму в рiвняннi Беллмана, тобто той вибiр 𝑥𝑖𝑗 , який досягає значення

функцiї оптимальної ймовiрностi виграшу 𝑊 (𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) за умови, що всi iн-

шi учасники гри також дотримуються своїх оптимальних стратегiй на всiх

наступних етапах. Це забезпечує субiгрову перфектну рiвновагу (subgame

perfect equilibrium) у сенсi зворотної iндукцiї, тому що нiхто з гравцiв не

має стимулу вiдхилятися вiд цiєї стратегiї в жодному досяжному станi гри,

якщо iншi продовжують грати оптимально [11].

З умов задачi, гравець виконує дiю, якщо його поточна ймовiрнiсть

виграшу не менша, нiж очiкувана користь вiд передачi ходу. Передава-

ти хiд потрiбно тому гравцю, який має найбiльшу майбутню цiннiсть з

урахуванням iгрової поверхнi та етапу. Тому для стану (𝑘, 𝑡,xij):

𝜋* (𝑘, 𝑡,xij) =

{︃
𝑎𝑐𝑡, 𝑃

(𝑘)
𝑤𝑖𝑛 (𝑥𝑖𝑗 , 𝑡) ≥ max𝑙 ̸=𝑘

∑︀
𝑥𝑖′𝑗′

𝑃 (𝑥𝑖′𝑗′ |𝑥𝑖𝑗)𝑊 (𝑙, 𝑡+ 1, 𝑥𝑖′𝑗′),

𝑝𝑎𝑠𝑠(𝑙*), 𝑖,
де

𝑙* = 𝑎𝑟𝑔max𝑙 ̸=𝑘
∑︀

𝑥𝑖′𝑗′
𝑃 (𝑥𝑖′𝑗′ |𝑥𝑖𝑗)𝑊 (𝑙, 𝑡+ 1, 𝑥𝑖′𝑗′).

Таким чином:

P(виграш команди | 𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) =𝑊 (𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗).

А ймовiрнiсть того, що саме на етапi 𝑡 буде виграшна дiя:

P(виграш команди на етапi 𝑡) =
∑︁
𝑘,𝑥𝑖′𝑗′

P (𝑠𝑡 = (𝑘, 𝑥𝑖𝑗))·1 {𝜋*(𝑘, 𝑡, 𝑥𝑖𝑗) = 𝑎𝑐𝑡}·𝑃 (𝑘)
𝑤𝑖𝑛(𝑥𝑖𝑗 , 𝑡).

Приклад використання стохастичної моделi гри

Наведемо повнiстю конкретний числовий приклад для N=2, M=3 та

iгрової площини 3х3, що iлюструє роботу всiєї моделi, матрицi результатiв,
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випадковi переходи мiж клiтинами, обчислення ймовiрностей виграшу та

оптимальної стратегiї.

Отже, множина гравцiв N={1,2}, етапи t={1,2,3}, iгрова поверхня𝑋 =

{ 𝑥𝑖𝑗 }, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}, стани 𝑠 = (𝑘, 𝑡,xij). На етапах t=1,2 гравець може

виконати дiю або передати хiд, при t=3 – обов’язково виконується дiя.

Матрицi результату для кожного гравця та етапу:

𝑃
(1)
𝑤𝑖𝑛(∙, 1) =

⎛⎜⎝ 0.05 0.10 0

0.10 0.15 0.05

0 0.05 0.10

⎞⎟⎠ 𝑃
(2)
𝑤𝑖𝑛(∙, 1) =

⎛⎜⎝ 0 0.05 0.10

0.05 0.10 0.15

0.10 0 0.05

⎞⎟⎠

𝑃
(1)
𝑤𝑖𝑛(∙, 2) =

⎛⎜⎝ 0.10 0.20 0

0.15 0.30 0.10

0 0.10 0.20

⎞⎟⎠ 𝑃
(2)
𝑤𝑖𝑛(∙, 2) =

⎛⎜⎝ 0 0.15 0.25

0.10 0.20 0.30

0.20 0 0.10

⎞⎟⎠

𝑃
(1)
𝑤𝑖𝑛(∙, 3) =

⎛⎜⎝ 0.20 0.40 0

0.30 0.60 0.25

0 0.20 0.35

⎞⎟⎠ 𝑃
(2)
𝑤𝑖𝑛(∙, 3) =

⎛⎜⎝ 0 0.30 0.50

0.25 0.45 0.65

0.40 0 0.20

⎞⎟⎠
Розглянемо рiвномiрну функцiю переходу 𝑃

(︁
𝑥

′
⃒⃒⃒
𝑥
)︁
= 1

8 , 𝑥 ̸= 𝑥
′
.

Оскiльки на t=3 дiя обов’язкова то функцiя цiнностi: 𝑊 (𝑘, 𝑥, 3) =

𝑃
(𝑘)
𝑤𝑖𝑛(𝑥, 3).

Для стану (𝑘, 𝑥, 2):𝑊 (𝑘, 𝑥, 2) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑃 (𝑘)
𝑤𝑖𝑛(𝑥, 2),E [𝑊 (3− 𝑘, ∙, 3)]} , то-

дi очiкуване значення при передачi для гравця 1: E [𝑊 (2, ∙, 3)] = 1
8

∑︀
𝑥 ̸=𝑥′ 𝑃

(2)
𝑤𝑖𝑛(𝑥

′, 3) ≈
0.34 (однакове для всiх клiтин через рiвномiрнiсть).

Для клiтини 𝑥22 для гравця 1: дiя 0.30, передача 0.34, оптимально пе-

редати хiд.

Для гравця 2: дiя 0.20, передача 0.34, оптимально передати хiд.

Для стану (𝑘, 𝑥, 1):𝑊 (𝑘, 𝑥, 1) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑃 (𝑘)
𝑤𝑖𝑛(𝑥, 1),E [𝑊 (3− 𝑘, ∙, 2)]} , то-

дi очiкуване значення при передачi для гравця 1: E [𝑊 (1, ∙, 2)] = 1
8

∑︀
𝑥 ̸=𝑥′ 𝑃

(2)
𝑤𝑖𝑛(𝑥

′, 2) ≈
0.32

Для будь-якої клiтини на етапi 1: 𝑃𝑤𝑖𝑛 ≤ 0.15, очiкуване майбутнє >

0.30, тобто завжди передавати хiд.

Тодi оптимальну стратегiю можемо сформулювати так:
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� етап 1 нiколи не виконувати дiю, завжди передавити хiд iншому грав-

цю;

� етап 2 виконувати дiю лише в клiтинах 𝑃𝑤𝑖𝑛(𝑥, 2) ≥ 0.34, в iнших

клiтинах – передача ходу;

� етап 3 завжди виконувати дiю, найкращi клiтини для гравця 1 –

центр (2,2), для гравця 2 – (2,3).

Результат прикладу можна так iнтерпретувати, що пiзнiшi етапи стра-

тегiчно цiннiшi, навiть якщо поточна позицiя слабка, нульовi клiтини при-

родньо виключаються зi стратегiї, випадковi переходи стимулюють пере-

дачу ходу та роблять оптимальну стратегiю менш «жадiбною».

Тобто, навiть у простiй конфiгурацiї N=2, M=3 та iгрової площини

3х3 оптимальна стратегiя є динамiчною, просторово залежною та нетри-

вiальною, а рiшення на раннiх етапах повнiстю визначаються очiкуваною

командною цiннiстю майбутнiх станiв.

Висновки

Ми сформулювали узагальнене поняття матриць результату та запро-

понували метод формування початкових даних, базований на матрицях ре-

зультату, для розв’язання динамiчної дискретної кооперативної гри. Стра-

тегiї гравцiв та команди визначенi для оптимального розв’язку даної гри.

Також розглянуто використання даної гри для побудови стохастичної

математичної моделi. Використання матриць результату для початкових

даних гри. При умовi що ймовiрнiснi данi формуються базуючись на ана-

лiзi дiй гравцiв протягом попереднiх аналогiчних iгор, вони будуть чiтко

задавати початковi умови для гри.

Дана динамiчна дискретна кооперативна гра є базовою частиною для

побудови математичної моделi гри та побудови оптимальних стратегiй для

гравцiв. В подальших дослiдженнях важливо розглянути якiсний вплив

виконання дiї чи передачi ходу на побудовану гру, а також динамiку змiни

початкових даних для гри вiдповiдно до математичної моделi.
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Martyniuk S. V., Tsurkan V. I.

Construction of a stochastic mathematical game model using

outcome matrix for input data

Summary

With the development of computing resources and AI, the use of game theory in

sociology, economics, and other applied sciences is expanding. This enables the

processing of large amounts of information, the construction of mathematical

models, and the identification of optimal strategies for various tasks and at

different levels of complexity. The military sphere and security organizations

at all levels, including those in cyberspace, utilize game theory concepts. A

game involves the actions of two or more rational players or teams that have

a specific strategy and compete for a specific reward. Game theory provides

the foundation for developing optimal strategies in such games. In addition,

game theory approaches can be extended to the development of algorithms

that allow system developers to predict game outcomes in favor of a group

of players using complex game structures. This article continues the study of

game theory in the section on discrete dynamic cooperative games. A group of

players performing actions sequentially strives to achieve the maximum result

in a limited number of steps. The use of collected statistical data and the

resulting matrices allows for the practical consideration of optimal strategies.

The paper proposes a generalization of outcome matrices as a tool for forming

initial stochastic data for a dynamic cooperative game, constructs a Markov

model of transitions between game states, and formulates an algorithm for

determining the optimal strategy.

Keywords: games theory, statistics, decision-making system, Markov model,

outcome matrix, simulation, machine learning.
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