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𝐹 -ПЛАНАРНI ВIДОБРАЖЕННЯ СПЕЦIАЛЬНИХ МАЙЖЕ

КОМПЛЕКСНИХ ПРОСТОРIВ

Розглядаються деякi питання теорiї 𝐹 -планарних вiдображень многовидiв, якi надiле-

нi афiнорною структурою певного типу. В теорiї майже комплексних многовидiв такi

простори називають квазi-келеровими. Вони мiстять в собi вiдомi класи майже ком-

плексних многовидiв, таких як келеровi, 𝐾-, 𝐻-простори. Розглянуто деякi властивостi

квазi-келерових просторiв. Далi дослiджуються їх 𝐹 -планарнi вiдображення. Доведе-

но, що не iснує нетривiальних геодезичних i канонiчних 𝐹 -планарних вiдображень мiж

двома квазi-келеровими просторами. Побудовано низку геометричних об’єктiв, iнварi-

антних вiдносно 𝐹 -планарних вiдображень основного типу.

Знайдено структуру тензора Рiмана, яка є необхiдною для того, щоб квазi-келеровий

простiр допускав 𝐹 -планарне вiдображення на плоский рiмановий простiр, тобто був 𝐹 -

плоским.
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1. Вступ

Ми розглядаємо 𝐹 -планарнi вiдображення многовидiв, що надiленi де-

якою афiнорною спецiальною структурою ([2; 5; 6]). Цей тип дифеомор-

фiзмiв ввели в розгляд М.С.Синюков i Й.Мiкеш ([3; 6]) як одне з уза-

гальнень геодезичних вiдображень рiманових просторiв та голоморфно-

проективних вiдображень келерових просторiв.

Розглянемо простiр афiнної зв’язностi без скруту 𝐴𝑛, вiднесений до

системи координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, в якому визначена афiнорна структура
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𝐹 ℎ
𝑖 (𝑥) ̸= 𝑎𝛿ℎ𝑖 , де 𝛿

ℎ
𝑖 - символи Кронекра, a- деякий iнварiант.

Крива 𝐿, визначена рiвняннями

𝑥ℎ = 𝑥ℎ(𝑡),

𝜆ℎ(𝑡) =
𝑑𝑥ℎ

𝑑𝑡
,

де 𝑡- параметр, називається 𝐹 -планарною, якщо вздовж неї виконуються

диференцiальнi рiвняння

𝜆ℎ,𝛼𝜆
𝛼 = 𝜌1𝜆

ℎ + 𝜌2𝐹
ℎ
𝛼𝜆

𝛼.

Тут 𝜌1, 𝜌2- деякi (довiльнi) функцiї параметра 𝑡, комою позначається ко-

варiантна похiдна за зв’язнiстю 𝐴𝑛.

𝐹 -планарнi кривi мiстять в собi такi характернi класи кривих, як гео-

дезичнi лiнiї рiманових просторiв ([1]) i голоморфно-проективнi кривi ке-

лерових просторiв ([4]).

Нехай (𝐴𝑛,Γ
ℎ
𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ), (𝐴𝑛,Γ

ℎ
𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ) - два простори афiнної зв’язностi з

афiнорними структурами 𝐹 ℎ
𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 i об’єктами афiнної зв’язностi Γℎ

𝑖𝑗 , Γ
ℎ
𝑖𝑗 ,

вiдповiдно.

Вiдображення

(𝐴𝑛,Γ
ℎ
𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ) −→ (𝐴𝑛,Γ

ℎ
𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 )

називається 𝐹 -планарним, якщо в результатi його будь-яка 𝐹– планарна

крива 𝐴𝑛 переходить в 𝐹 - планарну криву 𝐴𝑛.

Говорять, що 𝐹 - планарне вiдображення 𝑓 : 𝐴𝑛 −→ 𝐴𝑛 зберiгає стру-

ктуру, якщо у загальнiй вiдносно вiдображення системi координат (х)

𝐹 ℎ
𝑖 (𝑥) = 𝐹

ℎ
𝑖 (𝑥)

.

В ([3]) доведено, що за умови 𝑛 > 3 в загальнiй за вiдображенням си-

стемi координат (𝑥𝑖) основнi рiвняння 𝐹 -планарного вiдображення мають

вигляд

Γ
ℎ
𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ

𝑖𝑗(𝑥) + 𝜓(𝑖𝛿
ℎ
𝑗) + 𝜑(𝑖𝐹

ℎ
𝑗), (1)

𝐹 ℎ
𝑖 (𝑥) = 𝐹

ℎ
𝑖 (𝑥), (2)

де 𝜓𝑖, 𝜑𝑖 - деякi ковектори; дужками позначена операцiя симетрування по

вiдповiдних iндексах.
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Далi ми розглядаємо 𝐹 -планарнi вiдображення рiманових просторiв з

майже комплексною структурою спецiального типу.

Дослiдження проводяться в тензорнiй формi, локально, в класi доста-

тньо гладких функцiй.

Основнi результати

2. 𝐹 -планарнi вiдображення квазi-келерових просторiв

1∘. Домовимось операцiю згортання з афiнором позначати таким чи-

ном:

𝐴...
𝑖...

= 𝐴...
𝛼...𝐹

𝛼
𝑖 , 𝐴𝑖...

... 𝐴
𝛼...
... 𝐹

𝑖
𝛼

i називати сполученням по вiдповiдному iндексу. До речi вважаємо, що

𝐴ℎ
𝑖,𝑗

= 𝐴ℎ
𝛼,𝑗𝐹

𝛼
𝑖 ,

тобто сполучення проводиться пiсля коварiантного диференцiювання.

2∘. Розглянемо рiмановий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) з метричним тензором

𝑔𝑖𝑗 i афiнорною структурою 𝐹 ℎ
𝑖 .

За умови

𝐹 ℎ
𝛼𝐹

𝛼
𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 (3)

структура називається майже комплексною, а при

𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
𝑗 = −𝑔𝑗𝛼𝐹𝛼

𝑖 (4)

майже ермiтовою. Якщо майже ермiтова структура задовольняє умови

𝐹 ℎ
𝑖,𝑗 = −𝐹 ℎ

𝛼,𝛽𝐹
𝛼
𝑖 𝐹

𝛽
𝑗 , (5)

вона називається квазi-келеровою, а рiмановий простiр 𝑉𝑛 з такою стру-

ктурою - квазi-келеровим.

Легко довести, що квазi-келеровий простiр з iнтегровною структурою

є келеровим. Дiйсно, як вiдомо одним з критерiїв iнтегровностi афiнорної

структури 𝐹 ℎ
𝑖 є рiвнiсть нулю її тензора Нейєнхейса ([1]):

𝑁ℎ
𝑖𝑗 = 𝐹 ℎ

𝑖,𝑗
− 𝐹 ℎ

𝑗,𝑖
− 𝐹 ℎ

𝑗,𝑖
+ 𝐹 ℎ

𝑖,𝑗
= 0.
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Пiсля сполучення з афiнором по iндексу 𝑗 i опускання iндекса ℎ в 𝑉𝑛 з

урахуванням (3)-(5) звiдси отримуємо:

𝐹ℎ𝑖,𝑗 − 𝐹ℎ𝑗,𝑖 = 0,

де

𝐹ℎ𝑖 = 𝑔ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 .

Порiвнюючи цю рiвнiсть з результатом її циклюювання по iндесах ℎ, 𝑖, 𝑗,

знаходимо

𝐹ℎ𝑖,𝑗 = 0,

а отже i

𝐹 ℎ
𝑖,𝑗 = 0,

тобто наша афiнорна структура - келерова.

Очевидно, що для келерової структури 𝑁ℎ
𝑖𝑗 = 0.

Має мiсце

Теорема 1. Квазi-келерова структура є iнтегровною тодi i тiльки тодi,

коли вона келерова.

Зауважимо також, що з (5) витiкає 𝐹𝛼
𝑖.𝛼 = 0. Структура, що задаволь-

няє цю умову разом з (3),(4), називається майже аптовою.

3∘. Розглянемо квазi-келеровi простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) i (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ). В

загальнiй за вiдображенням системi координат (𝑥𝑖) 𝐹 -планарне вiдобра-

ження

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )−→(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ),

характеризується основними рiвняннями:

Γ
ℎ
𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ

𝑖𝑗(𝑥) + 𝜓(𝑖𝛿
ℎ
𝑗) + 𝜑(𝑖𝐹

ℎ
𝑗),

𝐹 ℎ
𝑖 (𝑥) = 𝐹

ℎ
𝑖 (𝑥),

𝐹 ℎ
𝛼𝐹

𝛼
𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 ,

𝐹𝑖𝑗 = −𝐹𝑗𝑖, 𝐹 𝑖𝑗 = −𝐹 𝑗𝑖, (6)

𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹

𝛼
𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 ,

𝐹 ℎ
𝑖,𝑗 = −𝐹 ℎ

𝛼,𝛽𝐹
𝛼
𝑖 𝐹

𝛽
𝑗 , 𝐹 ℎ

𝑖|𝑗 = −𝐹 ℎ
𝛼|𝛽𝐹

𝛼
𝑖 𝐹

𝛽
𝑗 , (7)
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де Γℎ
𝑖𝑗 ,Γ

ℎ
𝑖𝑗 символи Кристофеля 𝑉𝑛, 𝑉 𝑛, вiдповiдно; 𝜓𝑖(𝑥), 𝜑𝑖(𝑥) - деякi ко-

вектори; дужками (𝑖, 𝑗) позначено операцiю симетрування ; кома «,» i вер-

тикальна риска «|» - знаки коварiантної похiдної вiдносно зв’язностi 𝑉𝑛 i

𝑉 𝑛, вiдповiдно.

𝐹 -планарне вiдображення вважається тривiальним, якщо 𝜓𝑖 = 𝜑𝑖 = 0.

Тому нетривiальнi 𝐹 -планарнi вiдображення (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) на (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ) з

основними рiвняннями (1) можуть бути такими:

𝐼 𝜓𝑖 = 0, 𝜑𝑖 ̸= 0;

𝐼𝐼 𝜓𝑖 ̸= 0, 𝜑𝑖 = 0;

𝐼𝐼𝐼 𝜓𝑖 ̸= 0, 𝜑𝑖 ̸= 0.

У випадку 𝐼 𝐹 -планарне вiдображення називають канонiчним; у ви-

падку 𝐼𝐼 воно є геодезичним вiдображенням ([1; 6]); вiдображення 𝐼𝐼𝐼

називають 𝐹 -планарними основного типу.

Запишемо зв’зок мiж коварiантними похiдними афiнора в просторах

𝑉𝑛 i 𝑉 𝑛, використовуючи (1):

𝐹 ℎ
𝑖|𝑗 = 𝐹 ℎ

𝑖,𝑗 + 𝛿ℎ𝑗 (𝜓𝑖 + 𝜑𝑖)− 𝐹 ℎ
𝑗 (𝜓𝑖 − 𝜑𝑖).

Враховуючи те, що будь-який квазi-келеровий простiр є майже аптовим,

пiсля згортання останньої рiвностi по iндексах ℎ, 𝑗 маємо:

𝜓𝑖 = −𝜑𝑖, 𝜑𝑖 = 𝜓𝑖 (8)

Звiдси очевидно, що у випадку 𝐹 -планарних вiдображень квазi-келерових

просторiв i 𝐼, i 𝐼𝐼 приводять нас до тривiального вiдображення. Отже має

мiсце

Теорема 2. Квазi-келеровi простори не допускають нетривiальних гео-

дезичних i канонiчних 𝐹 -планарних вiдображень.

Зауважимо, що (8) слiд додати до основних рiвнянь 𝐹 -планарних вiд-

ображень квазi-келерових просторiв.

Бiльш того, за умови (8) з рiвнянь (1) маємо:

𝜓𝑖 =
1

𝑛+ 2

(︂
Γ
𝛼
𝑖𝛼 − Γ𝛼

𝑖𝛼

)︂
. (9)
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Це свiдчить про те, що вектор 𝜓𝑖 є градiєнтним, тобто iснує iнварiант 𝜓(𝑥)

такий, що

𝜓𝑖 =
𝜕𝜓(𝑥)

𝜕𝑥𝑖.

3. Геометричнi об’єкти, iнварiантнi вiдносно 𝐹 -планарних

вiдображень квазi-келерових просторiв

1∘. Нехай квазi-келеровi простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) i (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ) знаходя-

ться в 𝐹 -планарному вiдображеннi. Тодi мають мiсце спiввiдношення (1),

в яких вектор 𝜓𝑖 має вигляд (9). Пiдставимо вираз 𝜓𝑖 в спiввiдношення

(1), пiсля чого представимо їх таким чином:

1

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 =

1

𝑇
ℎ
𝑖𝑗 ,

1

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑖𝑗 −
1

𝑛+ 2

(︂
Γ𝛼
𝛼(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) − Γ𝛼

𝛼𝛽𝐹
𝛽
(𝑖𝐹

ℎ
𝑗)

)︂
. (10)

Компоненти
1

𝑇
ℎ
𝑖𝑗 мають в 𝑉 𝑛 аналогiчний вигляд.

1

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 - нетензорний геометричний об’єкт, iнварiантний вiдносно 𝐹 -планарних

вiдображень квазi-келерових просторiв (типу параметрiв Томаса в тео-

рiї геодезичних вiдображень рiманових просторiв). Його збереження при

деякому дифеоморфiзмi квазi-келерових просторiв є необхiдною i доста-

тньою умовою того, щоб вiн був 𝐹 -планарним вiдображенням.

З огляду на (8) з (1) також очевидно, що

2

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 =

2

𝑇
ℎ
𝑖𝑗 ,

2

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑖𝑗 + Γℎ
𝑖𝑗
. (11)

Компоненти
2

𝑇
ℎ
𝑖𝑗 мають в 𝑉 𝑛 аналогiчний вигляд.

2

𝑇 ℎ
𝑖𝑗 - нетензорний геометричний об’єкт, iнварiантний вiдносно 𝐹 -планарних

вiдображень квазi-келерових просторiв . Його збереження при деякому ди-

феоморфiзмi квазi-келерових просторiв є лише необхiдною умовою того,

щоб вiн був 𝐹 -планарним вiдображенням.



24 Курбатова I. М.

2∘. Далi знайдемо залежнiсть мiж компонентами тензорiв Рiмана

просторiв 𝑉𝑛 i 𝑉 𝑛, використовуючи вiдому формулу:

𝑅
ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 + 𝑃 ℎ
𝑖𝑘,𝑗 − 𝑃 ℎ

𝑖𝑗,𝑘 + 𝑃𝛼
𝑖𝑘𝑃

ℎ
𝛼𝑗 − 𝑃𝛼

𝑖𝑗𝑃
ℎ
𝛼𝑘,

де 𝑃 ℎ
𝑖𝑗 - тензор деформацiї зв’язностi. В нашому випадку

𝑃 ℎ
𝑖𝑗 = 𝜓(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 𝜑(𝑖𝐹

ℎ
𝑗).

Отже з огляду на (3), (8) i градiєнтнiсть вектора 𝜓𝑖 залежнiсть мiж ком-

понентами тензорiв Рiмана просторiв 𝑉𝑛, 𝑉 𝑛 представляємо у виглядi:

𝑅
ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 + 𝜓𝑖𝑗𝛿
ℎ
𝑘 − 𝜓𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 −

−
(︀
𝜓𝑖𝑗 + 𝜓𝛼𝐹

𝛼
𝑖,𝑗

)︀
𝐹 ℎ
𝑘 +

(︀
𝜓𝑖𝑘 + 𝜓𝛼𝐹

𝛼
𝑖,𝑘

)︀
𝐹 ℎ
𝑗 +

+
(︀
𝜓𝑗𝑘 − 𝜓𝑘𝑗 + 𝜓𝛼𝐹

𝛼
𝑗,𝑘 − 𝜓𝛼𝐹

𝛼
𝑘,𝑗

)︀
𝐹 ℎ
𝑖 +

+𝜓𝑖

(︀
𝐹 ℎ
𝑗,𝑘 − 𝐹 ℎ

𝑘,𝑗

)︀
+ 𝜓𝑗𝐹

ℎ
𝑖,𝑘 − 𝜓𝑘𝐹

ℎ
𝑖,𝑗 ,

(12)

де

𝜓𝑖𝑗 = 𝜓𝑖,𝑗 − 𝜓𝑖𝜓𝑗 + 𝜓𝑖𝜓𝑗 .

З огляду на симетричнiсть тензора 𝜓𝑖𝑗 залежнiсть мiж компонентами

тензорiв Рiччi просторiв 𝑉𝑛 i 𝑉 𝑛 приймає вигляд:

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 + 𝑛𝜓𝑖𝑗 + 2𝜓𝑖𝑗 + 𝜓𝛼

(︀
𝐹𝛼
𝑖,𝑗

+ 𝐹𝛼
𝑗,𝑖

)︀
.

Звiдси з урахуванням (3) i (5) витiкає:

𝑅𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑗 + (𝑛+ 2)
(︀
𝜓𝑖𝑗 + 𝜓𝑖𝑗

)︀
.

Два останнi спiввiдношення i (9) дають змогу виключити 𝜓𝑖𝑗 i 𝜓𝑖 з (12)

та представити їх наступним чином:

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

3

𝑇
ℎ
𝑖𝑗𝑘,
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де

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 +
1

𝑛2 − 4

[︂
𝛿ℎ𝑗

(︂
𝑛𝑅𝑖𝑘 − 2𝑅𝑖𝑘 − Γ𝛼

𝛼𝛽

(︂
𝐹 𝛽

𝑖,𝑘
+ 𝐹 𝛽

𝑘,𝑖

)︂)︂
−

−𝛿ℎ𝑘
(︂
𝑛𝑅𝑖𝑗 − 2𝑅𝑖𝑗 − Γ𝛼

𝛼𝛽

(︂
𝐹 𝛽

𝑖,𝑗
+ 𝐹 𝛽

𝑗,𝑖

)︂)︂
−

−𝐹 ℎ
𝑗

(︂
𝑛𝑅𝑖𝑘 + 2𝑅𝑖𝑘 + Γ𝛼

𝛼𝛽

(︂
𝐹𝛼
𝑘,𝑖 + (𝑛− 1)𝐹𝛼

𝑖,𝑘

)︂)︂
+

+𝐹 ℎ
𝑘

(︂
𝑛𝑅𝑖𝑗 + 2𝑅𝑖𝑗 + Γ𝛼

𝛼𝛽

(︂
𝐹𝛼
𝑗,𝑖 + (𝑛− 1)𝐹𝛼

𝑖,𝑗

)︂)︂]︂
+

+
1

𝑛+ 2

[︂
𝐹 ℎ
𝑖

(︂
𝑅𝑘𝑗 −𝑅𝑗𝑘 − Γ𝛼

𝛼𝛽

(︂
𝐹 𝛽
𝑗,𝑘 − 𝐹 𝛽

𝑘,𝑗

)︂)︂
+

+Γ𝛼
𝛼𝑖

(︂
𝐹 ℎ
𝑗,𝑘 − 𝐹 ℎ

𝑘,𝑗

)︂
+ Γ𝛼

𝛼𝑘
𝐹 ℎ
𝑖,𝑗 − Γ𝛼

𝛼𝑗
𝐹 ℎ
𝑖,𝑘

]︂

(13)

Компоненти
3

𝑇
ℎ
𝑖𝑗𝑘 мають в 𝑉 𝑛 аналогiчний вигляд.

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘 - нетензорний геометричний об’єкт, iнварiантний вiдносно 𝐹 -планарних

вiдображень квазi-келерових просторiв . Його збереження при деякому ди-

феоморфiзмi квазi-келерових просторiв є лише необхiдною умовою того,

щоб вiн був 𝐹 -планарним вiдображенням.

3∘. Для квазi-келерових просторiв диференцiальнi умови (5) на жаль

не дають можливостi отримати властивостi тензорiв Рiмана i Рiччi такi,

як, скажемо, для келерових просторiв. Тому побудувати тензорний об’єкт,

iнварантний вiдносно 𝐹 -планарних вiдображень квазi-келерових просторiв

за допомогою (12), як це робиться зазвичай, було б важко. Ми оберемо

iнший спосiб i скористаємось об’єктом
3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘. Очевидно, що з

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

3

𝑇
ℎ
𝑖𝑗𝑘

витiкає

𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑄

ℎ
𝑖𝑗𝑘,

де

𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘 −

3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘

+
3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘

−
3

𝑇 ℎ
𝑖𝑗𝑘
. (14)
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Якщо обчислити компоненти 𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 з урахуванням (13) i(3)-(5), то виявля-

ється, що це тензор типу (1,3):

𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 −𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘

+𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘

−𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘

+

+
2

𝑛+ 2

[︂
𝛿ℎ𝑗 𝑅̃𝑖𝑘 − 𝛿ℎ𝑘 𝑅̃𝑖𝑗−

−𝐹 ℎ
𝑗 𝑅̃𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ

𝑘 𝑅̃𝑖𝑗 + 𝐹 ℎ
𝑖

(︀
𝑅̃𝑗𝑘 − 𝑅̃𝑘𝑗

)︀]︂
,

(15)

де

𝑅̃𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑗 .

Отже 𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 - тензорний геометричний об’єкт, iнварiантний вiдносно 𝐹 -

планарних вiдображень квазi-келерових просторiв . Його збереження при

деякому дифеоморфiзмi квазi-келерових просторiв є лише необхiдною умо-

вою того, щоб вiн був 𝐹 -планарним вiдображенням.

𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 є узагальненням тензора голоморфно-проективної кривини, iнва-

рiантного вiдносно аналiтично планарних вiдображень келерових просто-

рiв:

𝑃 ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 −
1

𝑛+ 2

[︂
𝛿ℎ𝑗𝑅𝑖𝑘 − 𝛿ℎ𝑘𝑅𝑖𝑗−

−𝐹 ℎ
𝑗 𝑅𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ

𝑘𝑅𝑖𝑗 + 2𝐹 ℎ
𝑖 𝑅𝑗𝑘

]︂
,

(16)

Отже має мiсце

Теорема 3. Геометричнi об’єкти квазi-келерового простору, визначенi

формулами (10), (11), (13), (15), iнварiантнi вiдносно 𝐹 -планарних вiд-

ображень, що зберiгають майже комплексну структуру.

4∘. Будемо називати 𝐹 -плоским квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ),

який допускає 𝐹 -планарне вiдображення на плоский простiр (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ).

З огляду на 𝑅
ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0 i (15) в 𝑉 𝑛 маємо 𝑄

ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0, тому в 𝐹 -плоскому

просторi 𝑉𝑛 також 𝑄ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0, тобто

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 −𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
+𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
−𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
=

−2

𝑛+ 2

[︂
𝛿ℎ𝑗
̃︀𝑅𝑖𝑘 − 𝛿ℎ𝑘

̃︀𝑅𝑖𝑗

− 𝐹 ℎ
𝑗
̃︀𝑅𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ

𝑘
̃︀𝑅𝑖𝑗 + 𝐹 ℎ

𝑖

(︀ ̃︀𝑅𝑗𝑘 − ̃︀𝑅𝑘𝑗

)︀]︂
.

(17)
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Результат згортання останньої рiвностi по iндексах ℎ, 𝑘 має вигляд:

𝑅𝑖𝑗 −𝑅𝛼
𝑖𝑗𝛼

+𝑅𝛼
𝑖𝑗𝛼

+𝑅𝑖𝑗 =
2𝑛

𝑛+ 2
𝑅̃𝑖𝑗 .

В той же час згортаючи (17) з 𝑔𝑖𝑗 по 𝑖, 𝑗 i опускаючи iндекс ℎ в 𝑉𝑛, отри-

муємо:

𝑅ℎ𝑘 −𝑅𝛼
ℎ𝑘𝛼

+𝑅𝛼
ℎ𝑘𝛼

+𝑅ℎ𝑗 =
4𝑅

𝑛+ 2
𝑔ℎ𝑘,

де 𝑅 - скалярна кривина 𝑉𝑛.

Порiвнюючи два останнi спiввiдношення, знаходимо:

𝑅̃𝑖𝑗 =
2𝑅

𝑛
𝑔𝑖𝑗 .

Отже (17) приймає вигляд:

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 −𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
+𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
−𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘
=

4𝑅

𝑛(𝑛+ 2)

[︂
𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘−

−𝐹 ℎ
𝑗 𝐹𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ

𝑘 𝐹𝑖𝑗 + 2𝐹 ℎ
𝑖 𝐹𝑘𝑗

]︂
.

(18)

Будемо називати квазi-келеровi простори, тензор Рiмана яких задо-

вольняє умови (18), узагальнено 𝐹 -плоскими. Пiдсумовуючи результати

останнього пункту, доходимо висновку, що справедливi

Теорема 4. Для того, щоб квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) допускав

𝐹 -планарне вiдображення на плоский простiр, необхiдно, щоб в ньому

тензор Рiмана задовольняв умови (18).

Теорема 5. Клас узагальнено 𝐹 -плоских квазi-келерових просторiв (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )є

замкнутим вiдностно 𝐹 -планарних вiдображень.

Легко довести, що вiдомi в теорiї аналiтично-планарних вiдображень

майже комплексних многовидiв голоморфно-плоскi простори, тензор Рiма-

на яких характеризується властивiстю:

𝑅ℎ
𝑖𝑗𝑘 =

𝑅

𝑛(𝑛+ 2)

[︂
𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘 − 𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝐹 ℎ

𝑗 𝐹𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ
𝑘 𝐹𝑖𝑗 + 2𝐹 ℎ

𝑖 𝐹𝑗𝑘

]︂
,

будуть також i узагальнено 𝐹 -плоскими, але не навпаки.
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Висновки

Ми розглядали деякi питання теорiї 𝐹 -планарних вiдображень много-

видiв, якi надiленi афiнорною структурою певного типу i в теорiї майже

комплексних многовидiв називають квазi-келеровими. Вони мiстять в собi

вiдомi класи майже комплексних многовидiв, таких як келеровi, 𝐾-, 𝐻-

простори.

Розглянуто деякi властивостi квазi-келерових просторiв.

Доведено,що квазi-келерова структура є iнтегровною тодi i тiльки тодi,

коли вона - келерова.

Також доведено, що будь-який квазi-келеровий простiр є майже апто-

вим. Тому не iснує нетривiальних геодезичних i канонiчних 𝐹 -планарних

вiдображень мiж двома квазi-келеровими просторами, а вектори, що бе-

руть участь в основних рiвняннях 𝐹 -планарних вiдображень, мiж собою

пов’язанi.

Побудовано низку геометричних об’єктiв, iнварiантних вiдносно 𝐹 -

планарних вiдображень основного типу.

Знайдено структуру тензора Рiмана, яка є необхiдною для того, щоб

квазi-келеровий простiр допускав 𝐹 -планарне вiдображення на плоский

рiмановий простiр, тобто був 𝐹 -плоским.

Доведено, що клас 𝐹 -плоских квазi-келерових просторiв є замкненим

вiдносно 𝐹 -планарних вiдображень.
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Kurbatova I. M.

𝐹 -planar mappings of special almost complex spaces

Summary

Some questions of the theory of 𝐹 -planar mappings of manifolds endowed with

an affine structure of a certain type are considered. In the theory of almost

complex manifolds, such spaces are called quasi-Kahlerian spaces. They con-

tain well-known classes of almost complex manifolds, such as Kahlerian, 𝐾-,

𝐻-spaces. Some properties of quasi-Kahlerian spaces are considered. Next,

their 𝐹 -planar mappings are investigated. It is proved that there are no non-

trivial geodesic and canonical 𝐹 -planar mappings between two quasi-Kahlerian

spaces. A number of geometric objects invariant with respect to 𝐹 -planar map-

pings of the basic type are constructed. The structure of the Riemannian tensor

is found, which is necessary for a quasi-Kahlerian space to admit an 𝐹 -planar

mapping onto a flat Riemannian space, i.e., to be 𝐹 -flat.

Keywords: Riemannian space, Riemannian tensor, Ricci tensor, almost com-

plex structure, Kahlerian space, quasi-Kahlerian space, 𝐹 -planar mapping.
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