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АНАЛОГИ НЕРIВНОСТI МАЛЕРА ДЛЯ

ДРОБОВО-ЛОГАРИФМIЧНИХ ПОХIДНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ

ПОЛIНОМIВ У ПРОСТОРI 𝐿0

Дробовi похiднi широко вивчають та застосовують при моделюваннi багатьох процесiв.

Це сприяє виникненню всiляких узагальнень поняття дробової похiдної для рiзних кла-

сiв функцiй. Дослiдження розв’язкiв iнтегральних рiвнянь зi степенево-логарифмiчними

ядрами, а також задачi, пов’язанi з рядами Фур’є вимiрних функцiй, призвели до поня-

ття дробових степенево-логарифмiчних похiдних. В означеннях таких похiдних, окрiм

степеневих множникiв, з’являються також логарифмiчнi. У статтi вивчаються дробовi

суто-логарифмiчнi (без степеневих множникiв) похiднi алгебраїчних полiномiв у про-

сторi 𝐿0. Встановленi аналоги нерiвностi Малера для дробово-логарифмiчних похiдних

алгебраїчних полiномiв у просторi 𝐿0. Отримано iнтегральнi зображення коефiцiєнтiв

дробово-логарифмiчної похiдної i дробово-логарифмiчну похiдну алгебраїчного полiно-

ма подано як iнтеграл.

MSC: 34A34, 34C41, 34Е99.

Ключовi слова: мiра полiнома за Малером, нерiвнiсть Малера, дробово-логарифмiчна

похiдна, алгебраїчний полiном, композицiя Сеге.

DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2025.2(46).354144

Вступ

Нехай 𝑃𝑛(𝑧) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑐𝑘𝑧
𝑘 – алгебраїчний полiном точного степеня 𝑛

з комплексними коефiцiєнтами, 𝑐𝑛 ̸= 0, 𝑐0 ̸= 0 i 𝒫𝑛 – множина таких

полiномiв.

Вздовж одиничного кола 𝑧 = 𝑒𝑖𝜙, 𝑃𝑛(𝑒
𝑖𝜙) – тригонометричний полiном

степеневого виду i, за Малером [1], мiру 𝑃𝑛 визначає функцiонал

ℳ (𝑃𝑛) = exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0
ln |𝑃𝑛(𝑒

𝑖𝜙)|𝑑𝜙
)︂
. (1)
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Добре вiдомо (див., напр., [2], п. 6.7), що

ℳ (𝑃𝑛) = lim
𝑝→0+

‖𝑃𝑛‖𝑝 (2)

де

‖𝑃𝑛‖𝑝 =
(︂

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0
|𝑃𝑛(𝑒

𝑖𝜙)|𝑝𝑑𝜙
)︂1/𝑝

– норми у просторах 𝐿𝑝(−𝜋, 𝜋) при 𝑝 > 0 (квазiнорми для 0 < 𝑝 < 1).

У зв’язку з (2), мiруℳ (𝑃𝑛) ще називають "𝐿0 - нормою"(квазiнормою)

полiнома 𝑃𝑛 i позначають ‖𝑃𝑛‖0 = ℳ (𝑃𝑛).

За формулою Йенсена для мероморфних в одиничному крузi |𝑧| ≤ 1

функцiй (див., напр. [3], вiдд. III, задача 175), функцiонал (1) на полiномi

𝑃𝑛(𝑧) = 𝑐𝑛
𝑛∏︀

𝑘=1

(𝑧 − 𝛼𝑘) приймає значення

ℳ (𝑃𝑛) = |𝑐𝑛|
𝑛∏︁

𝑘=1

max{1, |𝛼𝑘|}. (3)

Таким чином, мiра ℳ (𝑃𝑛) є певною характеристикою нулiв полiнома 𝑃𝑛,

що знаходяться поза межами одиничного круга |𝑧| > 1.

В роботi [1] Малер вивчав поведiнку нулiв похiдної полiнома 𝑃 ′
𝑛 шляхом

порiвняння мiр ℳ (𝑃 ′
𝑛) та ℳ (𝑃𝑛) i отримав точну оцiнку

ℳ
(︀
𝑃 ′
𝑛

)︀
≤ 𝑛ℳ (𝑃𝑛) , ∀𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛. (4)

Нерiвнiсть (4), згiдно з (3), ще можна переписати в альтернативнiй формi:

𝑛−1∏︁
𝑘=1

max{1, |𝛽𝑘|} ≤
𝑛∏︁

𝑘=1

max{1, |𝛼𝑘|},

де 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 – нулi полiнома 𝑃𝑛, а 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛 – нулi 𝑃 ′
𝑛.

Наразi, якщо нулi полiнома 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛 належать одиничному кругу, то

всi нулi його похiдної 𝑃 ′
𝑛 також знаходяться в цьому крузi – вiдома теорема

Гаусса. А от для полiномiв 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛 та 𝑃 ′
𝑛, що мають нулi поза межами

одиничного круга, згiдно з (4), добуток таких нулiв для 𝑃 ′
𝑛 не бiльше нiж

вiдповiдний добуток для 𝑃𝑛.

В [1] показано, що рiвнiсть в (4) можлива тодi i тiльки тодi, коли всi

нулi 𝑃𝑛 належать одиничному колу |𝑧| = 1.
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Доведення спiввiдношення (4) в [1] проводилось вiд супротивного, на

основi факторизацiї полiнома 𝑃𝑛 i властивостi неперервностi мiри ℳ (𝑃𝑛)

та є доволi непростим. В iнший спосiб оцiнку (4) можна отримати за допо-

могою одного результату статтi [4] де Брейна та Спрiнгера для композицiї

полiномiв, який вiдкриває також можливостi узагальнення нерiвностi (4)

на оператори бiльш широкого класу нiж диференцiювання.

Композицiєю (композицiєю Сєге) полiномiв

Λ𝑛(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝜆𝑘𝑧

𝑘 i 𝑃𝑛(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝑎𝑘𝑧

𝑘 (5)

називають полiном

Λ𝑛(𝑧)⊗ 𝑃𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝜆𝑘𝑎𝑘𝑧

𝑘 (6)

(див. [5], вiдд. V, задача 151).

Зокрема,

𝑃 ′
𝑛(𝑧) = 𝑛(1 + 𝑧)𝑛−1 ⊗ 𝑃𝑛(𝑧). (7)

Як узагальнення задач про нулi похiдної полiнома, в роботi [4] вивча-

лись спiввiдношення мiж нулями композицiї Λ𝑛(𝑧)⊗𝑃𝑛(𝑧) та нулями полi-

номiв Λ𝑛 i 𝑃𝑛, Ключовою для другої частини цiєї роботи стала теорема 7,

яку в наших позначеннях можна записати так:

Теорема А. Для будь-яких полиномiв Λ𝑛 i 𝑃𝑛 виконується нерiвнiсть

ℳ (Λ𝑛(𝑧)⊗ 𝑃𝑛(𝑧)) ≤ ℳ (Λ𝑛)ℳ (𝑃𝑛) . (8)

Легко бачити, що оцiнка (8) на полiномах 𝑃𝑛(𝑧) = 𝑐(1 + 𝑧)𝑛, де 𝑐 ∈ C
є точною.

Тепер нерiвнiсть Малера (4) миттєво випливає з подання (7) похiдної

𝑃 ′
𝑛 та теореми А, оскiльки полiном (1 + 𝑧)𝑛−1 має всi нулi на одиничному

колi i, за формулою (3), ℳ
(︀
(1 + 𝑧)𝑛−1

)︀
= 1.

Загалом, мiра ℳ (Λ𝑛) в (8) є нормою оператора, значення якого на

полiномi 𝑃𝑛 задає композицiя (6). У такому разi кажуть, що полiном Λ𝑛(𝑧)

утворює оператор композицiї Λ𝑛 (оператор i полiном, що його утворює,

позначають однаковим символом).

Незважаючи на те, що теорема А надає спосiб обчислення норм опе-

раторiв композицiї, точна оцiнка величин ℳ (𝑃𝑛), коли нулi полiнома Λ𝑛
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не вiдомi, є проблемою. У цьому напрямку в [6] опублiкованi дослiдже-

ння Арестова у просторах, бiльш загальних до 𝐿𝑝, 𝑝 ≥ 0. Обмежимось

формулюванням основного результату з [6] для випадку 𝐿𝑝, 𝑝 ≥ 0.

Нехай Λ𝑜
𝑛 – клас операторiв Λ𝑛, утворених полiномами Λ𝑛(𝑧), нулi ко-

трих знаходяться в одиничному крузi |𝑧| ≤ 1. А через Λ∞
𝑛 – клас опера-

торiв, для яких полiноми Λ𝑛(𝑧) мають усi нулi поза межами одиничного

круга |𝑧| ≥ 1. Оператори з Λ𝑜
𝑛, Λ

∞
𝑛 та Λ𝑜

𝑛 ∩ Λ∞
𝑛 характеризуються тим, що

образи полiномiв 𝑃𝑛, усi нулi яких знаходяться в одиничному крузi |𝑧| ≤ 1,

в областi |𝑧| ≥ 1 i на одиничному колi |𝑧| = 1 мають таке ж розташування

нулiв ([5], вiдд. V, задачi 151, 152, 116, 117).

Теорема B. Для будь-якого оператора Λ𝑛 ∈ Λ𝑜
𝑛 ∪ Λ∞

𝑛 на множинi 𝒫𝑛

справедлива нерiвнiсть

‖Λ𝑛𝑃𝑛‖𝑝 ≤ 𝛼(Λ𝑛)‖𝑃𝑛‖𝑝, 𝑝 ≥ 0, (9)

де 𝛼(Λ𝑛) = max{|𝜆0|, |𝜆𝑛|}.
Для операторiв Λ𝑛 з класiв Λ𝑜

𝑛 i Λ𝑜
𝑛 ∩ Λ∞

𝑛 нерiвнiсть (9) є точною

i на полiномах 𝑎𝑧𝑛 та 𝑎𝑧𝑛 + 𝑏 (𝑎, 𝑏 ∈ C), вiдповiдно, перетворюється в

рiвнiсть.

Проте для багатьoх класичних операторiв на множинi 𝒫𝑛 вiдповiдний

оператор композицiї не належить класу Λ𝑜
𝑛 ∪ Λ∞

𝑛 . Такими є, примiром,

оператори дробового степенево-логарифмiчного диференцiювання

𝐽𝛼,𝛽𝑃𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑘
𝛼 log𝛽(𝑘 + 1)𝑧𝑘−1, 𝛼, 𝛽 ≥ 0

(див., наприклад, [7], стор. 330).

Для операторiв 𝐽𝛼,𝛽 аналоги нерiвностi (4) виду

ℳ
(︁
𝐽𝛼,𝛽𝑃𝑛

)︁
≤ 𝐴(𝑛, 𝛼, 𝛽)ℳ(𝑃𝑛), де 𝐴(𝑛, 𝛼, 𝛽) ∈ R (10)

дослiджувались в роботах [8] (0 ≤ 𝛼 < 1, 𝛽 = 1) та [10] (𝛼 = 0, 𝛽 = 1).

В данiй статтi вивчається нерiвнiсть (10) для дробово-логарифмiчної

похiдної (𝛼 = 0) порядку 𝛽 ∈ (0, 1),

𝐽𝛽𝑃𝑛(𝑧) ≡ 𝐽0,𝛽𝑃𝑛(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 log
𝛽(𝑘 + 1)𝑧𝑘−1, 𝛽 ∈ (0, 1). (11)
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У разi граничних значень 𝛽 = 0 та 𝛽 = 1, тобто для похiдної нульового по-

рядку 𝐽0𝑃𝑛(𝑧) =
1
𝑧 (𝑃𝑛(𝑧)− 𝑐0) та дробово-логарифмiчної похiдної першого

порядку 𝐽1𝑃𝑛(𝑧) вiдомi такi теореми:

Теорема С([8], част. вип. теореми 1). Для будь-якого полiнома 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛

степеня 𝑛 ≥ 1 справедлива нерiвнiсть

ℳ (𝑃𝑛(𝑧)− 𝑐0) ≤ 𝐴(𝑛)ℳ(𝑃𝑛),

де

𝐴(𝑛) =
∏︁

𝑛/6<𝑘<5𝑛/6

2 sin
𝜋𝑘

𝑛
.

Оцiнка теореми С на полiномах 𝑃𝑛(𝑧) = (1+𝑧)𝑛 є точною, оскiльки як раз

ℳ ((1 + 𝑧)𝑛 − 1) = 𝐴(𝑛). При малих 𝑛 не складно порахувати, що 𝐴(𝑛) = 𝑛

для 𝑛 = 2, 3, 4, 5, 6. Асимптотику 𝐴(𝑛) ≈ (1, 4)𝑛 див., наприклад, в [9].

Теорема D ([10], теорема 1). Для будь-якого полiнома 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛 степе-

ня 𝑛 ≥ 1 виконується нерiвнiсть

ℳ
(︀
𝐽1𝑃𝑛

)︀
≤ 𝐴(𝑛)ℳ(𝑃𝑛), де 𝐴(𝑛) ≤ 2, 9(1, 4)𝑛 ln2/3 𝑛.

Основнi результати

Теорема. Для будь-якого полiнома 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛, 𝑛 ≥ 1 та його дробово-

логарифмiчної похiдної 𝐽𝛽𝑃𝑛 порядка 0 < 𝛽 < 1 виконується нерiвнiсть

ℳ
(︁
𝐽𝛽𝑃𝑛

)︁
≤ 𝐴(𝑛)ℳ(𝑃𝑛), де 𝐴(𝑛) ≤ 3, 1(1, 4)𝑛 ln2𝛽/3(𝑛+ 1).

Доведення теореми базується на зображеннi логарифмiчних множникiв

перетворення (11) у виглядi iнтегралiв.

Лема. Для будь-якого 0 < 𝛽 < 1 i 𝑘 ∈ 𝑁 справедлива рiвнiсть

ln𝛽(𝑘 + 1) =
𝛽

Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

𝑢1+𝛽Γ(𝑢)

∫︁ 1

0

1− 𝑡𝑘

ln1−𝑢(1/𝑡)
𝑑𝑡.

Доведення. Скористаємось iнтегральними формами степеневої

функцiї: якщо 𝑝 > 0, то

𝑝𝛽 =
𝛽

Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

1− 𝑒−𝑝𝑢

𝑢1+𝛽
𝑑𝑢, коли 0 < 𝛽 < 1 (12)
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(див. [8], лема 1) та

𝑝−𝛽 =
1

Γ(𝛽)

∫︁ +∞

0
𝑢𝛽−1𝑒−𝑝𝑢 𝑑𝑢 для 𝛽 > 0 (13)

(випливає з означення гамма-функцiї Ейлера).

Послiдовним застосування iнтегралiв (12), (13) маємо:

ln𝛽(𝑘 + 1) =
𝛽

Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

1− 1
(𝑘+1)𝑢

𝑢1+𝛽
𝑑𝑢 =

=
𝛽

Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

𝑢1+𝛽Γ(𝑢)

∫︁ +∞

0
𝑡𝑢−1

(︁
1− 𝑒−𝑘𝑡

)︁
𝑒−𝑡 𝑑𝑡 =

=
𝛽

Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

𝑢1+𝛽Γ(𝑢)

∫︁ 1

0

1− 𝑡𝑘

ln1−𝑢(1/𝑡)
𝑑𝑡,

що i треба було довести.

Доведення теореми. Нехай 0 < 𝛽 < 1. Запишемо полиноми 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛

та 𝐽𝛽𝑃𝑛 у виглядi, як того потребує композицiя:

𝑃𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝑎𝑘𝑧

𝑘 i 𝐽𝛽𝑃𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘
𝑛𝑎𝑘 log

𝛽(𝑘 + 1)𝑧𝑘−1.

Легко бачити, що 𝐽𝛽𝑃𝑛(𝑧) =
1
𝑧𝐽

𝛽(1+ 𝑧)𝑛 ⊗𝑃𝑛(𝑧) i, згiдно з нерiвнiстю (8),

доведення теореми зводиться до оцiнки мiр полiномiв ℳ
(︀
𝐽𝛽(1 + 𝑧)𝑛

)︀
.

За лемою, запишемо полiном 𝐽𝛽(1 + 𝑧)𝑛 в iнтегральнiй формi:

𝐽𝛽(1 + 𝑧)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 log
𝛽(𝑘 + 1)𝑧𝑘−1 =

=
𝛽

𝑧 ln𝛽 2Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

𝑢1+𝛽Γ(𝑢)

∫︁ 1

0

(1 + 𝑧)𝑛 − (1 + 𝑡𝑧)𝑛

ln1−𝑢(1/𝑡)
𝑑𝑡

i на одиничному колi 𝑧 = 𝑒𝑖𝜙, 𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋) маємо:
⃒⃒
𝐽𝛽(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒
≤

≤ 𝛽

ln𝛽 2Γ(1− 𝛽)

∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

𝑢1+𝛽Γ(𝑢)

∫︁ 1

0

⃒⃒
(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒
ln1−𝑢(1/𝑡)

𝑑𝑡. (14)

Далi, для будь-якого 𝑡 ∈ (0, 1) i 𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋) правдива нерiвнiсть

⃒⃒
(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒
< (1− 𝑡)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙|𝑛−𝑘−1|1 + 𝑒𝑖𝜙|𝑘. (15)
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Оскiльки

|1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙|2 = |1 + 𝑒𝑖𝜙|2𝑡+ (1− 𝑡)2 < 1− (1− |1 + 𝑒𝑖𝜙|2)𝑡, (16)

то для тих значень 𝜙, за яких |1 + 𝑒𝑖𝜙| < 1, також i |1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙| < 1.

Таким чином, для будь-якого 𝑡 ∈ (0, 1) i 𝜙 : |1 + 𝑒𝑖𝜙| < 1 з (15) маємо:

⃒⃒
(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒
< (1− 𝑡)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|1 + 𝑒𝑖𝜙|𝑘 < 1− 𝑡

1− |1 + 𝑒𝑖𝜙|
. (17)

Звiдси продовжимо оцiнку (14) на множинi значень 𝜙 : |1 + 𝑒𝑖𝜙| < 1:⃒⃒⃒
𝐽𝛽(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒⃒
<

ln1−𝛽 2

1− |1 + 𝑒𝑖𝜙|
, ∀𝜙 : |1 + 𝑒𝑖𝜙| < 1 (18)

(скористались також лемoю "справа налiво"при 𝑘 = 1).

Якщо ж |1+𝑒𝑖𝜙| > 1, проведемо необхiдну оцiнку в iнший спосiб. Легко

бачити, що

(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛 = 𝑛𝑒−𝑖𝜙

∫︁ 1

𝑡

(︀
1 + 𝑥𝑒𝑖𝜙

)︀𝑛−1
𝑑𝑥,

Тодi (у пригодi стане також нерiвнiсть (16)) маємо:

⃒⃒
(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒
≤ 𝑛

∫︁ 1

𝑡

⃒⃒
1 + 𝑥𝑒𝑖𝜙

⃒⃒𝑛−1
𝑑𝑥 <

< 𝑛

∫︁ 1

𝑡

(︀
1 + (|1 + 𝑒𝑖𝜙|2 − 1)𝑥

)︀𝑛−1
2 𝑑𝑥 =

2𝑛

𝑛+ 1

(︀
1 + (|1 + 𝑒𝑖𝜙|2 − 1)𝑥

)︀𝑛+1
2

|1 + 𝑒𝑖𝜙|2 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1

𝑡

<

< 2
|1 + 𝑒𝑖𝜙|𝑛+1 −

(︀
|1 + 𝑒𝑖𝜙|2𝑡+ 1− 𝑡

)︀𝑛+1
2

|1 + 𝑒𝑖𝜙|2 − 1
<

< 2
|1 + 𝑒𝑖𝜙|𝑛(1− 𝑡

𝑛+1
2 )

|1 + 𝑒𝑖𝜙| − 1
, ∀𝑡 ∈ (0, 1), 𝜙 : |1 + 𝑒𝑖𝜙| > 1 (19)

i ⃒⃒⃒
𝐽𝛽(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛

⃒⃒⃒
<

2

ln𝛽 2

|1 + 𝑒𝑖𝜙|𝑛 ln𝛽
(︀
𝑛+1
2 + 1

)︀
|1 + 𝑒𝑖𝜙| − 1

, ∀𝜙 : |1 + 𝑒𝑖𝜙| > 1. (20)

Залишається розв’язати елементарну нерiвнiсть

|1 + 𝑒𝑖𝜙|2 =
⃒⃒⃒
𝑒−𝑖𝜙/2 + 𝑒𝑖𝜙/2

⃒⃒⃒2
= 4 cos2 𝜙/2 > 1 ⇔ 𝜙 ∈ (−2𝜋/3, 2𝜋/3)
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i перейти до оцiнки мiри ℳ
(︀
𝐽𝛽(1 + 𝑧)𝑛

)︀
.

Опорними для подальшого стануть нерiвностi (18) та (20). За означен-

ням мiри,

ℳ
(︁
𝐽𝛽(1 + 𝑧)𝑛

)︁
= exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
ln |𝐽𝛽(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛| 𝑑𝜙

)︂
<

<

(︀
2 ln𝛽(𝑛+ 1)

)︀ 2
3

ln(𝛽−1)/3 2
exp

(︃
𝑛

𝜋

∫︁ 2𝜋
3

0
ln
(︁
2 cos

𝜙

2

)︁
𝑑𝜙− 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0
ln
⃒⃒⃒
1− 2 cos

𝜙

2

⃒⃒⃒
𝑑𝜙

)︃
<

< 3, 1(1, 4)𝑛 ln2𝛽/3(𝑛+ 1).

Теорема доведена.

Зауваження.Питання про точнiсть отриманої оцiнки мiри дробово-

логарифмiчної похiдної полiнома (1+𝑧)𝑛, яка i визначає коефiцiєнт 𝐴(𝑛, 𝛽)

теореми, доки залишається без вiдповiдi. Зазначимо, що нерiвностi (17)

та (19) дозволяють оцiнити мiру полiномiв (1 + 𝑧)𝑛 − (1 + 𝑡𝑧)𝑛 для будь-

якого 𝑡 ∈ (0, 1). А саме,

ℳ ((1 + 𝑧)𝑛 − (1 + 𝑡𝑧)𝑛) = exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
ln |(1 + 𝑒𝑖𝜙)𝑛 − (1 + 𝑡𝑒𝑖𝜙)𝑛| 𝑑𝜙

)︂
<

< 3, 6(1− 𝑡𝑛)
2
3 (1− 𝑡)1/3(1, 4)𝑛 < 3, 6(1− 𝑡𝑛)(1, 4)𝑛. (21)

Оцiнка (21) стане у пригодi в подальших дослiдженнях. Мiри полiномiв

(1 + 𝑧)𝑛 − (1 + 𝑡𝑧)𝑛 визначають, наприклад, коефiцiєнт в обернених не-

рiвностях, коли мiру приросту полiнома вздовж радiуса одиничного кола

оцiнюють мiрою його похiдної (див. [11]).

Висновки

Оцiнка мiр полiномiв у випадку, коли нулi полiномiв невiдомi, складає

певнi труднощi. У статтi за допомогою iнтегрального зображення дробово-

логарифмiчної похiдної алгебраїчного полiнома отримано аналог нерiвно-

стi Малера у просторi 𝐿0. Дослiдження продовжують тематику роботи

[10].
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Kovalenko L. G.

Analogues of Mahler’s inequality for fractional logarithmic

derivatives of algebraic polynomials in the space 𝐿0

Summary

Fractional derivatives are widely studied and used in modeling many processes.

This leads to the appearance of various generalizations of the concept of a frac-

tional derivative for different classes of functions. Studies of solutions of inte-

gral equations with power-log kernels, as well as problems related to Fourier

series of measurable functions, led to the concept of fractional power-log deriva-

tives. In addition to power factors, logarithmic ones also appear in the defini-

tions. The article studies fractional purely logarithmic (without power factors)

derivatives of algebraic polynomials in the space 𝐿0. Analogues of Mahler’s

inequality for fractional logarithmic derivatives of algebraic polynomials in the

space 𝐿0 are established. Integral representations of the coefficients of the

fractional logarithmic derivative are obtained, and the fractional logarithmic

derivative of the algebraic polynomial is represented as an integral.

Keywords: Mahler’s measure of a polynomial, Mahler’s inequality, a fractional

logarithmic derivative, an algebraic polynomial, the composition Sege.
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