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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ СИСТЕМ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З РЕГУЛЯРНИМИ ТА

СИНГУЛЯРНИМИ ЖМУТКАМИ МАТРИЦЬ

Дана стаття присвячена дослiдженню асимптотичної поведiнки розв’язкiв систем ди-

ференцiальних рiвнянь, побудованих на основi регулярних та сингулярних матричних

жмуткiв. Такi системи виникають у процесi моделювання складних динамiчних явищ i

характеризуються поєднанням диференцiальних, алгебраїчних та функцiональних спiв-

вiдношень.

У роботi проаналiзовано структурнi властивостi матричних жмуткiв, встановлено умо-

ви їх еквiвалентних перетворень та побудовано вiдповiднi канонiчнi форми. Основну

увагу зосереджено на дослiдженнi задачi Кошi для сингулярних систем та впливi алге-

браїчної структури жмутка на iснування, єдинiсть i характер асимптотичної поведiнки

розв’язкiв. Отриманi результати дозволяють описати локальну поведiнку розв’язкiв i

можуть бути застосованi до аналiзу широкого класу диференцiально-алгебраїчних си-

стем.
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Вступ

Диференцiальнi системи, побудованi на основi регулярних i сингуляр-

них матричних жмуткiв, є важливим об’єктом сучасної теоретичної та при-

кладної математики. Такi системи природно виникають пiд час моделю-

вання динамiчних процесiв, у яких еволюцiя стану визначається не лише

диференцiальними рiвняннями, а й алгебраїчною структурою вiдповiдних

матричних операторiв. Подiбнi моделi застосовуються в математичнiй фi-

зицi, теорiї керування, технiчнiй механiцi, бiологiї та економiчнiй динамiцi.

Початок систематичного дослiдження диференцiальних систем, пов’язаних

iз матричними жмутками, пов’язують iз роботами Ф. Р. Гантмахера, який

встановив зв’язок мiж алгебраїчною структурою жмутка 𝐴 + 𝜆𝐵 та вла-

стивостями розв’язкiв системи

𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡),

де 𝐴 i 𝐵 — сталi матрицi. Надалi цi результати були розширенi на випадок

жмуткiв зi змiнними елементами, що сприяло розвитку теорiї функцiо-

нальних матриць i сингулярних операторiв.

Значний внесок у класифiкацiю матричних жмуткiв, побудову канонi-

чних форм i дослiдження спектральних характеристик зробили S. Campbell,

R. Marz, M. Hanke, а також українськi науковцi А. М. Самойленко, Н. I. Шкiль,

В. П. Яковець та iншi. У випадку сингулярних або прямокутних матриць

задача Кошi може втрачати стандартнi властивостi розв’язностi, що зу-

мовлює необхiднiсть застосування спецiальних методiв редукцiї та деком-

позицiї системи.

Розглядається задача Кошi для системи звичайних диференцiальних

рiвнянь вигляду ⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,
(1)
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де 𝐴,𝐵 ∈ R𝑚×𝑛, а вектор-функцiя 𝑓 є неперервною в деякiй областi 𝐷 ⊂
R× R𝑛.

Основну увагу зосереджено на аналiзi структури жмутка 𝐴 + 𝜆𝐵, по-

будовi канонiчних форм i дослiдженнi впливу регулярних та сингулярних

компонентiв на розв’язнiсть системи. Поєднання алгебраїчних i аналiти-

чних методiв дозволяє встановити умови iснування та кiлькостi розв’язкiв

задачi Кошi й описати їхню локальну поведiнку.

Основнi результати

1. Регулярнi та сингулярнi матричнi жмутки: структура i ка-

нонiчнi перетворення

Означення. Жмуток 𝐴 + 𝜆𝐵 називається регулярним, якщо викону-

ються такi умови:

1. 𝐴 i 𝐵 — квадратнi матрицi одного й того ж порядку 𝑛;

2. визначник |𝐴+ 𝜆𝐵| не є тотожно нульовим многочленом.

У випадках, коли хоча б одна з умов порушується, тобто 𝑚 ̸= 𝑛 або |𝐴 +

𝜆𝐵| ≡ 0, жмуток називають сингулярним.

Означення. Два жмутки прямокутних матриць 𝐴 + 𝜆𝐵 i 𝐴1 + 𝜆𝐵1

одного i того ж розмiру 𝑚×𝑛 називаються строго еквiвалентними, якщо
iснують квадратнi матрицi 𝑃 та 𝑄 зi сталими ненульовими визначниками

такi, що

𝑃 (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑄 = 𝐴1 + 𝜆𝐵1,

де 𝑃 та 𝑄 — сталi квадратнi невиродженi матрицi порядкiв 𝑚 i 𝑛, якi не

залежать вiд 𝜆.

Теорема про еквiвалентнiсть жмуткiв матриць. Для того щоб

два довiльних жмутка прямокутних матриць 𝐴+𝜆𝐵 i 𝐴1+𝜆𝐵1 тiєї ж самої

розмiрностi 𝑚×𝑛 були строго еквiвалентними, необхiдно i достатньо, щоб
цi жмутки мали однi i тi ж мiнiмальнi iндекси i однi i тi ж «кiнцевi» та

«нескiнченнi» елементарнi дiльники.

Теорема про еквiвалентнiсть регулярного жмутка матриць.

Будь-який регулярний жмуток 𝐴 + 𝜆𝐵 строго еквiвалентний квазiдiаго-

нальному жмутку вигляду

{𝑁𝑢1 , 𝑁𝑢2 , . . . , 𝑁𝑢𝑠 , 𝐽 + 𝜆𝐸}
(︀
𝑁 (𝑢) = 𝐸(𝑢) + 𝜆𝐻(𝑢)

)︀
,
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де блоки 𝑁𝑢1 , . . . , 𝑁𝑢𝑠 вiдповiдають нескiнченним елементарним дiльни-

кам 𝜇𝑢1 , . . . , 𝜇𝑢𝑠 , а блок 𝐽 +𝜆𝐸 — кiнцевим елементарним дiльникам жму-

тка.

Теорема про еквiвалентнiсть сингулярного жмутка матриць.

Кожний сингулярний жмуток 𝐴 + 𝜆𝐵 може бути строго еквiвалентним

перетворений до канонiчного квазiдiагонального вигляду

diag
{︁
0ℎ×𝑔, 𝐿𝜀𝑔+1 , . . . , 𝐿𝜀𝑝 ; 𝐿

′
𝜂ℎ+1

, . . . , 𝐿′
𝜂𝑔 ; 𝑁

(𝑢1), . . . , 𝑁 (𝑢𝑠); 𝐽 + 𝜆𝐸
}︁
,

де 𝑁 (𝑢) = 𝐸(𝑢) + 𝜆𝐻(𝑢), матриця 𝐽 має жорданову форму, а 𝐿′
𝜂 — транс-

понована до 𝐿𝜂.

Наведемо вигляд блока 𝐿𝜀:

𝐿𝜀 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜆 1 0 · · · 0 0

0 𝜆 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 𝜆 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , розмiр 𝜀× (𝜀+ 1).

2. Функцiонально-диференцiальнi властивостi сингулярної пiд-

системи

З урахуванням канонiчного вигляду жмутка матриць задача (1) зво-

диться до функцiонально-диференцiальної задачi вигляду⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) = 0,
𝑑

𝑑𝑡
𝑧2 = 𝜙(𝑡, 𝑧1, 𝑧2),

𝑧1(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

𝑧2(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

(2)

для якої виконуються умови:

𝑡 ∈ R, 𝑧1 : (0; 𝑡0] → R𝑝, 𝑧2 : (0; 𝑡0] → R𝑙, 𝑝+ 𝑙 = 𝑛,

𝜓 : (0; 𝑡0]× R𝑝 × R𝑙 → R𝑘, 𝜙 : (0; 𝑡0]× R𝑝 × R𝑙 → R𝑙, 𝑘 + 𝑙 = 𝑚.

Дослiдження починаємо з питання про розв’язання функцiонального

блоку: ⎧⎨⎩𝜓(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) = 0,

𝑧1(0) = 0, 𝑧2(0) = 0.
(3)
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Розглядається, за яких умов цю задачу можна розв’язати щодо 𝑧1, або

щодо 𝑧2, або щодо частини компонент 𝑧1, 𝑧2.

Нехай

𝐷1 = {(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) : 𝑡 ∈ (0, 𝑡0], ‖𝑧1‖ < 𝛼, ‖𝑧2‖ < 𝛽}, 𝛼, 𝛽 > 0,

де 𝐷1 ⊂ R𝑛+1.

Означення. Нехай вектор-функцiя 𝜓 неперервна в 𝐷1. Будемо гово-

рити, що функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1, якщо:

1. функцiя 𝜓 доозначена в точцi (0, 0, 0), причому 𝜓(0, 0, 0) = 0;

2. iснують неперервнi в 𝐷1 частковi похiднi 𝜓 за всiма компонентами

𝑧1 i 𝑧2.

Означення. Нехай вектор-функцiя 𝜙 неперервна в 𝐷1. Будемо гово-

рити, що функцiя 𝜙 задовольняє умовi 𝑆2, якщо:

1. функцiя 𝜙 доозначена в точцi (0, 0, 0), причому 𝜙(0, 0, 0) = 0;

2. 𝜙 неперервна за 𝑡 i неперервно диференцiйовна за 𝑧1 та 𝑧2 в 𝐷1.

Теорема 1. Припустимо, що 𝑘 = 𝑗 та 1 ≤ 𝑗 < 𝑝, а 𝜓 i 𝜙 задовольняють

умови 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. Якщо додатково виконується

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧11, 𝑧12, . . . , 𝑧1𝑗)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0, (4)

то задача (2) має принаймнi один розв’язок на сегментi 𝑡 ∈ [0, 𝑡1], де 0 <

𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення. Оскiльки 𝜓 та 𝜙 задовольняють 𝑆1 i 𝑆2 та виконується (4),

то за теоремою про неявну функцiю система 𝜓(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) = 0 розв’язується

вiдносно перших 𝑗 компонент 𝑧1, тобто

𝑧1𝑖 = 𝜉𝑖(𝑡, 𝑧1𝑗+1, . . . , 𝑧1𝑝, 𝑧2), 𝑖 = 1, . . . , 𝑗.

Функцiї 𝜉𝑖 неперервнi за 𝑡 та мають неперервнi частиннi похiднi за змiн-

ними 𝑧1𝑗+1, . . . , 𝑧1𝑝, 𝑧2 на множинi

𝐷3 = {(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) : 𝑡 ∈ [0, 𝑡3], ‖𝑧1‖ < 𝛼3, ‖𝑧2‖ < 𝛽3, 0 < 𝑡3 ≤ 𝑡0},
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де 0 < 𝛼3 ≤ 𝛼, 0 < 𝛽3 ≤ 𝛽, причому

𝜉𝑖(0, 0, . . . , 0) = 0.

Пiдставивши 𝑧1𝑖 у диференцiальну частину (2), одержуємо задачу Кошi⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑

𝑑𝑡
𝑧2 = 𝜙

(︀
𝑡, 𝜉1(𝑡, ·), . . . , 𝜉𝑗(𝑡, ·), 𝑧1𝑗+1, . . . , 𝑧1𝑝, 𝑧2

)︀
,

𝑧2(0) = 0.

(5)

Для кожного фiксованого набору параметрiв iснує єдиний розв’язок цiєї

задачi; отже розв’язок вихiдної задачi (3) утворює (𝑝 − 𝑗)-параметричну

сiм’ю, що залежить вiд (𝑝− 𝑗) довiльних 𝐶1-функцiй.

Теорему доведено.

Тепер перейдемо до диференцiальної пiдсистеми:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑

𝑑𝑡
𝑧2 = 𝜙(𝑡, 𝑧1, 𝑧2),

𝑧1(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

𝑧2(𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

(6)

Теорема 2. Нехай:

1. 𝜙 неперервна в 𝑇 × 𝑍1 × 𝑍2 i виконується умова Лiпшиця за 𝑧2:

‖𝜙(𝑡, 𝑧1, ̃︀𝑧2)− 𝜙(𝑡, 𝑧1,̃︀̃︀𝑧2)‖ ≤ 𝐿 ‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖
рiвномiрно для 𝑡 ∈ (0, 𝑡0] та кожної 𝑧1(𝑡) ∈ 𝐶, 𝑧1(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0;

2. iснує 𝑞 ∈ (0, 1) таке, що

𝐿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞, 𝑡 ∈ (0, 𝑡0];

3. для всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑡0] маємо 𝜙(𝑡, 𝑧1(𝑡), 0) = 0.

Тодi задача Кошi (6) має єдиний розв’язок 𝑧*2(𝑡, 𝑧1(𝑡)).

Доведення. Визначимо оператор

Φ(𝑧2)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏.
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За умовами теореми Φ неперервний, вiдображає замкнену кулю в себе та

є стискуючим:

‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ ≤ 𝐿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖ ≤ 𝑞‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖.

За принципом стискуючих вiдображень iснує єдина нерухома точка, тобто

єдиний розв’язок.

Теорему доведено.

3. Обмеженiсть та особливостi поведiнки розв’язкiв задачi Ко-

шi

Розглянемо задачу Кошi у векторнiй формi:⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,
(7)

де 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑇 = (0, 𝑡0], 𝑡0 > 0, а 𝐴,𝐵 ∈ R𝑚×𝑛, 𝑚 ̸= 𝑛.

Позначимо 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 , 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) i нехай 𝑓 неперервна на

𝑇 ×𝑋, 𝑋 ⊂ R𝑛. Нехай також 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝐹 (𝑡, 𝑥)+𝑥(𝑡), де 𝐹 неперервна. Тодi

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡)).

Отже, задача набуває форми⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑡, 𝑥) + 𝑥(𝑡),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0.
(8)

Перейдемо до рiвносильного iнтегрального рiвняння:

𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥(𝜏) +𝐵𝑥̇(𝜏)− 𝐹 (𝜏, 𝑥(𝜏))

)︀
𝑑𝜏. (9)

Теорема 3. Нехай:

1. для будь-яких 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) ∈ 𝐶(R𝑛), що 𝑥1(𝑡) → 0, 𝑥2(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0,

виконується

‖𝐹 (𝑡, 𝑥1)− 𝐹 (𝑡, 𝑥2)‖ ≤ 𝐿 ‖𝑥1 − 𝑥2‖, 𝐿 > 0;
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2. iснує 𝑞 ∈ (0, 1) таке, що для всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑡0](︀
‖𝐴‖+ ‖𝐵‖+ 𝐿

)︀ ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞;

3. 𝐹 (𝑡, 0) ≡ 0 для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑡0].

Тодi задача Кошi (7) має єдиний розв’язок 𝑥*(𝑡).

Доведення. Нехай 𝑉 — простiр неперервних вектор-функцiй 𝑥(𝑡) на

(0, 𝑡0] з нормою

‖𝑥‖ = max

{︃
sup

𝑘=1,...,𝑛; 𝑡∈(0,𝑡0]
|𝑥𝑘(𝑡)|, sup

𝑘=1,...,𝑛; 𝑡∈(0,𝑡0]
|𝑥′𝑘(𝑡)|

}︃
. (10)

Введемо оператор

𝑀(𝑥)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥(𝜏) +𝐵𝑥̇(𝜏)− 𝐹 (𝜏, 𝑥(𝜏))

)︀
𝑑𝜏.

За умовами теореми 𝑀 вiдображає кулю {𝑥 : ‖𝑥‖ ≤ 𝑐} у себе та є сти-

скуючим, отже має єдину нерухому точку 𝑥*(𝑡), яка i є єдиним розв’язком

задачi.

Теорему доведено.

Теорема 4. Нехай:

1.

‖𝐹 (𝑡, 𝑥1)− 𝐹 (𝑡, 𝑥2)‖ ≤ 𝐿(𝑡)‖𝑥1 − 𝑥2‖

для 𝑡 ∈ (0, 𝑡0], де 𝐿(𝑡) > 0 неперервна на 𝑇 = (0, 𝑡0], i 𝑥1(𝑡) → 0,

𝑥2(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0;

2. iснує 𝑞 ∈ (0, 1) таке, що⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
(‖𝐴‖+ ‖𝐵‖+ 𝐿(𝜏)) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞, 𝑡 ∈ (0, 𝑡0];

3. 𝐹 (𝑡, 0) ≡ 0 для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑡0].

Тодi задача Кошi (7) має єдине розв’язання 𝑥*(𝑡).

Доведення. Доведення аналогiчне теоремi 3, з урахуванням змiнної

функцiї Лiпшиця 𝐿(𝑡) i оцiнки iнтеграла з умови 2).

Теорему доведено.
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ВИСНОВКИ

У роботi дослiджено задачу Кошi для системи звичайних диференцi-

альних рiвнянь з алгебраїчно-диференцiальною структурою⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

де 𝐴,𝐵 ∈ R𝑚×𝑛, а вектор-функцiя 𝑓 : 𝐷 → R𝑚 є неперервною на множинi

𝐷 = {(𝑡, 𝑥) : 0 < |𝑡| ≤ 𝑎, ‖𝑥‖ ≤ 𝑏}.

Показано, що алгебраїчна структура жмутка 𝐴+𝜆𝐵 визначає можливiсть

редукцiї вихiдної системи до еквiвалентної, яка поєднує диференцiальнi

та функцiональнi спiввiдношення. Встановлено умови коректностi задачi

Кошi залежно вiд типу блокової структури жмутка; доведено можливiсть

єдиностi або параметричностi розв’язкiв. Для диференцiальної пiдсистеми

застосовано метод нерухомої точки, що забезпечує конструктивне доведе-

ння iснування та єдиностi розв’язку.
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Samkova G. Ye., Sharai N. V., Drahun O. O.

Asymptotic behavior of solutions of systems of differential equa-

tions with regular and singular matrix pencils

Summary

This article is devoted to the study of the asymptotic behavior of solutions of

systems of differential equations generated by regular and singular matrix pen-

cils. Such systems arise in the mathematical modeling of complex dynamical

processes and are characterized by a combination of differential and algebraic

relations. The structural properties of matrix pencils are analyzed, conditions

for their strict equivalence transformations are established, and corresponding

canonical forms are constructed. Special attention is paid to the investiga-

tion of the Cauchy problem for singular systems and to the influence of the

algebraic structure of the pencil on the existence, uniqueness, and asymptotic

behavior of solutions. The obtained results make it possible to describe the

local behavior of solutions and can be applied to the analysis of a wide class

of differential-algebraic systems.

Keywords: system of differential equations, Cauchy problem, differential-algebraic

systems, matrix pencil, regular pencil, singular pencil, canonical form.
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