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ФУНКЦIЙ ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Побудованi твiрнi функцiї систем основних полiномiальних власних функцiй лiнiйних

диференцiальних рiвнянь другого порядку. Встановленi умови, при яких побудованi

твiрнi функцiї вiдповiдних систем полiномiальних власних функцiй виокремлюють ор-

тогональнi системи.
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Вступ

Вiдшукуються полiномiальнi власнi функцiї (ПВФ) диференцiального

рiвняння

(𝐴1𝑧
2+𝐵1𝑧+𝐶1)𝑦

′′
𝑛(𝑧)+(𝐴2𝑧+𝐵2)𝑦

′
𝑛(𝑧)−𝑛(𝐴2+(𝑛−1)𝐴1)𝑦𝑛(𝑧) = 0, (1)

де 𝑧 – комплексна змiнна, коефiцiєнти 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐴2, 𝐵2 можуть приймати

довiльнi дiйснi або комплекснi значення.

Рiвняння (1) можна звести до самоспряженого вигляду[︀
(𝐴1𝑧

2 +𝐵1𝑧 + 𝐶1)𝜌(𝑧)𝑦𝑛(𝑧)
]︀′ − 𝑛(𝐴2 + (𝑛− 1)𝐴1)𝜌(𝑧)𝑦𝑛(𝑧) = 0,

де функцiя 𝜌(𝑧) задовольняє рiвняння

𝜌′(𝑧)

𝜌(𝑧)
=

(𝐴2 − 2𝐴1)𝑧 +𝐵2 −𝐵1

𝐴1𝑧2 +𝐵1𝑧 + 𝐶1
. (2)
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Для дiйсної змiнної 𝑧 = 𝑥 функцiя 𝜌(𝑥), яка задана на деякому iнтер-

валi (𝑎, 𝑏), щоб стати ваговою, повинна задовольняти слiдуючим умовам

lim
𝑥→𝑎+0

[︀
𝜌(𝑥)(𝐴1𝑥

2 +𝐵1𝑥+ 𝐶1)
]︀
= lim

𝑥→𝑏−0

[︀
𝜌(𝑥)(𝐴1𝑥

2 +𝐵1𝑥+ 𝐶1)
]︀
= 0. (3)

Якщо, наприклад, параметр 𝑏 = ∞, то потрiбно, щоб

lim
𝑥→∞

[︁
𝜌(𝑥)(𝐴1𝑥

2 +𝐵1𝑥+ 𝐶1)𝑥
𝑘
]︁
= 0, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Iснують наступнi методи знаходженн полiномiальних розв’язкiв 𝑦𝑛(𝑧)

рiвняння (1): метод рекурентних спiввiдношень мiж коефiцiєнтами цього

рiвняння, формула Родрiга та метод твiрних функцiй.

В цiй роботi розглядається метод твiрних функцiй. Теоретичну основу

цього метода взято з монографiї [1.ст.33].

Функцiя Φ(𝑧, 𝑡) називається твiрною для систем ПВФ 𝑦𝑛(𝑧), 𝑛 = 1, 2, . . . ,

якщо вона розкладається в ряд по степеням 𝑡 в достатньо малому околi

точки 𝑡 = 0:

Φ(𝑧, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑦𝑛(𝑧)
𝑡𝑛

𝑛!
. (4)

Пiсля деяких перетворень формули Родрiга

𝑦𝑛(𝑧) =
𝜌(𝑠)

𝜌(𝑧)

1

1− (2𝐴1𝑠+𝐵1)𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑠=𝜉1(𝑧,𝑡)

, (5)

де 𝑠 = 𝜉1(𝑧, 𝑡) той корiнь рiвняння

𝑠− 𝑧 − (𝐴1𝑠
2 +𝐵1𝑠+ 𝐶1)𝑡 = 0, (6)

який при 𝑡→ 0 наближається до 𝑧, lim
𝑡→0

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧.

Другий корiнь, якщо вiн iснує, наближається до нескiнченностi при 𝑡→
0. Ряд (4) збiгається в досить малому околi точки 𝑡 = 0 при фiксованому

𝑧.

Основнi результати

Усi побудованi твiрнi функцiї стосуються системи нестандартизованих

ПВФ 𝑦𝑛(𝑧), 𝑛 = 1, 2, . . . , з одиничним старшим коефiцiєнтом, а довiльну

мультиплiкативну константу, яка виникає при знаходженнi функцiї 𝜌(𝑧),

вважаємо рiвною тотожнiй одиницi.
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1. В рiвняннi (1) 𝐶1 = 0.

Функцiя 𝜌(𝑧) дорiвнює

𝜌(𝑧) = 𝑧𝛼(𝐴1𝑧 +𝐵1)
𝛽/𝐴1 , 𝛼 = 𝐵2/𝐵1 − 1, 𝛽/𝐴1 = 𝐴2/𝐴1 −𝐵2/𝐵1 − 1, (7)

аналiтична на комплекснiй площинi з розрiзом вiд точки 𝑧 = 0 через 𝑧 = ∞
до точки 𝑧 = −𝐵1/𝐴1. Розв’язок 𝑠 = 𝜉1(𝑧, 𝑡) рiвняння (6) при 𝐶1 = 0

визначається формулою

𝑠 = 𝜉1(𝑧, 𝑡) =
1−𝐵1𝑡− 𝑇 (𝑧, 𝑡)

2𝐴1𝑡
= − 2𝑧

1−𝐵1𝑡+ 𝑇 (𝑧, 𝑡)
, (8)

де

𝑇 (𝑧, 𝑡) =
√︀
(1−𝐵1𝑡)2 − 4𝐴1𝑡𝑧,

i розумiється як головне значення квадратного кореня, lim
𝑡→0

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧.

Тодi

Φ(𝑧, 𝑡) =

(︂
𝜉1(𝑧, 𝑡)

𝑧

)︂𝛼(︂𝐴1𝜉1 +𝐵1

𝐴1𝑧 +𝐵1

)︂𝛽/𝐴1 1

1− (2𝐴1𝜉1 +𝐵1)𝑡
.

Спростимо цей вираз. З квадратного рiвняння (6) при 𝐶1 = 0 маємо

𝐴1𝜉1 +𝐵1 = (1− 𝑧/𝜉1)/𝑡 = [1 +𝐵1𝑡− 𝑇 (𝑧, 𝑡)]/2𝑡,

1− (2𝐴1𝜉1 +𝐵1)𝑡 = 1 +𝐵1𝑡− 2𝑡(𝐴1𝜉1 +𝐵1) = 𝑇 (𝑧, 𝑡).

Таким чином,

Φ(𝑧, 𝑡) = 2𝛼−𝛽/𝐴1 [𝑡(𝐴1𝑧 +𝐵1)]
−𝛽/𝐴1

1

𝑇 (𝑧, 𝑡)

[1 + (𝐵1𝑡− 𝑇 (𝑧, 𝑡))]𝛽/𝐴1

[1− (𝐵1𝑡− 𝑇 (𝑧, 𝑡))]𝛼
.

ПВФ рiвняння (1) при 𝐶1 = 0 поданi формулою

𝑦𝑛(𝑧) = 𝑧𝑛+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑛
(𝐵2 + (𝑛− 1)𝐵1) . . . (𝐵2 + (𝑛− 𝑘)𝐵1)

(𝐴2 + (2𝑛− 2)𝐴1) . . . (𝐴2 + (2𝑛− 𝑘 − 1)𝐴1)
𝑧𝑛−𝑘, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Якщо перейти до дiйсної змiнної 𝑧 = 𝑥, i всi коефiцiєнти в рiвняннi (1)

також дiйснi числа, то

𝜌(𝑥) = 𝑥𝛼(𝐴1𝑥+𝐵1)
𝛽/𝐴1 ,



Твiрнi функцiї систем ПВФ лiнiйних диференцiальних рiвнянь 2-го порядку 37

i якщо 𝐵2/𝐵1 > 0 i 𝐴2/𝐴1 − 𝐵2/𝐵1 > 0, то 𝜌(𝑥) – вагова функцiя для

полiномiв 𝑦𝑛(𝑥) на вiдрiзку (−𝐵1/𝐴1, 0).

2. В рiвняннi (1) 𝐵1 = 0, 𝐴1 ̸= 0, 𝐶1 ̸= 0.

Маємо диференцiальне рiвняння

(𝐴1𝑧
2 + 𝐶1)𝑦

′′
𝑛(𝑧) + (𝐴2𝑧 +𝐵2)𝑦

′
𝑛(𝑧)− 𝑛(𝐴2 + (𝑛− 1)𝐴1)𝑦𝑛(𝑧) = 0, (9)

2.1. Нехай 𝐴1 < 0, 𝐶1 > 0. Тодi це рiвняння узагальнює диференцiальне

рiвняння, розв’язками якого є полiноми Якобi.

Функцiя 𝜌(𝑧) дорiвнює

𝜌(𝑧) = (
√︀
𝐶1 −

√︀
−𝐴1𝑧)

−𝛿1(
√︀
𝐶1 −

√︀
−𝐴1𝑧)

𝛿2 , (10)

де

𝛿1 =
[︁
(𝐴2 − 2𝐴1)/

√︀
−𝐴1 +𝐵2/

√︀
𝐶1

]︁
/2
√︀
−𝐴1,

𝛿2 =
[︁
𝐵2/

√︀
𝐶1 − (𝐴2 − 2𝐴1)/

√︀
−𝐴1

]︁
/2
√︀
−𝐴1.

Функцiя 𝜌(𝑧) аналiтична на комплекснiй площинi з розрiзом вiд точки

𝑧 = −
√︀

−𝐶1/𝐴1 через точку 𝑧 = ∞ до точки 𝑧 =
√︀
−𝐶1/𝐴1.

Рiвняння (6) має вигляд

𝑠− 𝑧 − (𝐴1𝑠
2 + 𝐶1)𝑡 = 0. (11)

Позначимо

𝑅(𝑧, 𝑡) =
√︀

1− 4𝐴1𝑡(𝑧 + 𝐶1𝑡), (12)

де пiд коренем розумiється його головне значення.тодi розв’язок 𝑠 =

𝜉1(𝑧, 𝑡) рiвняння (9) дорiвнює

𝜉1(𝑧, 𝑡) =
1−𝑅(𝑧, 𝑡)

2𝐴1𝑡
=

2(𝑧 + 𝐶1𝑡)

1 +𝑅(𝑧, 𝑡)
, lim
𝑡→0

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧 (13)

Твiрна функцiя

Φ(𝑧, 𝑡) =

(︂√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1√

𝐶1 −
√
−𝐴1𝑧

)︂−𝛿1 (︂√
𝐶1 +

√
−𝐴1𝜉1√

𝐶1 +
√
−𝐴1𝑧

)︂𝛿2 1

1− 2𝐴1𝜉1𝑡
.
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Зробимо наступнi перетворення. Згiдно з (9) та (11)

𝜉1 − 𝑧 = 𝑡(
√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1)(

√
𝐶1 +

√
−𝐴1𝜉1), 1− 2𝐴1𝜉1𝑡 = 𝑅(𝑡, 𝑧),

(
√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝑧) = (

√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1) + (

√
−𝐴1𝜉1 −

√
𝐴1𝑧) =

= (
√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1) +

√
−𝐴1𝑡(

√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1)(

√
𝐶1 +

√
−𝐴1𝜉1) =

= (
√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1)(1 + 𝑡

√
−𝐴1𝐶1 − 𝑡𝐴1𝜉1) =

= (
√
𝐶1 −

√
−𝐴1𝜉1)[(1 +𝑅(𝑧, 𝑡))/2 + 𝑡

√
−𝐴1𝐶1].

Аналогiчно

(
√︀
𝐶1 +

√︀
−𝐴1𝑧) = (

√︀
𝐶1 +

√︀
−𝐴1𝜉1)[(1 +𝑅(𝑧, 𝑡))/2− 𝑡

√︀
−𝐴1𝐶1].

Таким чином,

Φ(𝑧, 𝑡) = [𝑅(𝑧, 𝑡)]−1
[︁
(1 +𝑅(𝑧, 𝑡))/2 + 𝑡

√︀
−𝐴1𝐶1

]︁𝛿1 [︁
(1 +𝑅(𝑧, 𝑡))/2− 𝑡

√︀
−𝐴1𝐶1

]︁−𝛿2
.

(14)

Твiрна функцiя (12) спiвпадає з твiрною функцiєю для нестандартизо-

ваних полiномiв Якобi [2, с.69], а саме: для диференцiального рiвняння (7)

з коефiцiєнтами 𝐴1 = −1, 𝐶1 = 1, 𝐴2 = −(𝛼+𝛽+2), 𝐵2 = 𝛽−𝛼 (диферен-

цiальне рiвняння Якобi), 𝑅(𝑧, 𝑡) =
√
1 + 4𝑧𝑡+ 4𝑡2, 𝛿1 = −𝛼, 𝛿2 = 𝛽 твiрна

функцiя

Φ(𝑧, 𝑡) =
1

𝑅(𝑧, 𝑡)

[︂
1 +𝑅(𝑧, 𝑡)

2
+ 𝑡

]︂−𝛼 [︂1 +𝑅(𝑧, 𝑡)

2
− 𝑡

]︂−𝛽
.

2.2. Нехай 𝐴1 > 0, 𝐶1 > 0. Тодi функцiя

𝜌(𝑧) = (𝐴1𝑧
2 + 𝐶1)

𝛼 exp

[︃
𝐵2√
𝐴1𝐶1

arctg

√︂
𝐶1

𝐴1
𝑧

]︃

визначена для кожного значення 𝑧, 𝛼 = 𝐴2/2𝐴1 − 1.

За формулою (5), враховуючи елементарнi дiї з арктангенсами, отри-

муємо

Φ(𝑧, 𝑡) =

(︂
𝐴1𝜉

2
1 + 𝐶1

𝐴1𝑧2 + 𝐶1

)︂𝛼
exp

𝐵2√
𝐴1𝐶1

arctg

[︃√︀
𝐴1/𝐶1(𝜉1 − 𝑧)

1 +𝐴1𝑧𝜉1/𝐶1

]︃
1

1− 2𝐴1𝑡𝜉1
,

де 𝑠 = 𝜉1(𝑧, 𝑡) визначається формулами (9)–(11).

Далi, за формулою (9)

𝐴1𝜉
2
1 + 𝐶1 = (𝜉1 − 𝑧)/𝑡,
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𝐴1𝑧
2 + 𝐶1 = 𝐴1(𝑧

2 − 𝜉21) +𝐴1𝜉
2
1 + 𝐶1 = (𝜉1 − 𝑧)[1−𝐴1𝑡(𝑧 + 𝜉1)]/𝑡.

Тодi

𝐴1𝜉
2
1 + 𝐶1

𝐴1𝑧2 + 𝐶1
=

1

1−𝐴1𝑡(𝑧 + 𝜉1)
=

1

[1 +𝑅(𝑡, 𝑧)]/2−𝐴1𝑡𝑧
.

Спростимо вираз

𝐶1 +𝐴1𝑧𝜉1 = 𝐶1 +𝐴1𝑧(𝜉1 − 𝑧) +𝐴1𝑧
2 = (𝜉1 − 𝑧)(1−𝐴1𝑡𝜉1)/𝑡,

𝐴1𝑡𝜉1 = [1−𝑅(𝑧, 𝑡)]/2.

Таким чином,
𝜉1 − 𝑧

1 +𝐴1𝑧𝜉1/𝐶1
=

2𝐶1𝑡

1 +𝑅(𝑧, 𝑡)

та

Φ(𝑧, 𝑡) =
1

𝑅(𝑧, 𝑡)

[︂
𝑅(𝑧, 𝑡) + 1

2
−𝐴1𝑡𝑧

]︂−𝛼
exp

[︂
𝐵2√
𝐴1𝐶1

arctan

(︂
2
√
𝐴1𝐶1𝑡

1 +𝑅(𝑧, 𝑡)

)︂]︂
.

(15)

При змiннiй дiйснiй 𝑧 = 𝑥 функцiя 𝜌(𝑥) не може стати ваговою, бо не

виконується умова (3) при 𝑥 = ∞.

Наведемо приклади ПВФ рiвняння (7):

𝑦1(𝑧) = 𝑧 + 𝐵2
𝐴2
, 𝑦2(𝑧) = 𝑧2 + 2𝐵2

𝐴2+2𝐴1
𝑧 +

𝐵2
2

(𝐴2+2𝐴1)(𝐴2+𝐴1)
+ 𝐶1

𝐴2+𝐴1
,

𝑦3(𝑧) = 𝑧3 + 3𝐵2
𝐴2+4𝐴1

𝑧2 + 3
𝐴2+3𝐴1

(︁
𝐵2

2
𝐴2+4𝐴1

+ 𝐶1

)︁
𝑧 +

𝐵3
2

(𝐴2+4𝐴1)(𝐴2+3𝐴1)(𝐴2+2𝐴1)
+

+ 𝐶1
𝐴2+2𝐴1

(︁
𝐵2

𝐴2+3𝐴1
+ 2𝐵2

𝐴2+4𝐴1

)︁
.

При 𝐴1 > 0, 𝐶1 > 0 для побудови ПВФ 𝑦𝑛(𝑧), 𝑛 = 1, 2, . . . рiвняння (7)

використовується твiрна функцiя (13), а при 𝐴1 < 0, 𝐶1 > 0 – твiрна фун-

кцiя (12). проаналiзуємо детальнiше випадок, коли 𝐴1 < 0, 𝐶1 > 0. Якщо

змiнна 𝑧 змiнюється на дiйснiй осi 𝑧 = 𝑥, то функцiя 𝜌(𝑥) з (8) також ви-

значена на всiй осi, окрiм, можливо, двох точок цiєї осi, i твiрна функцiя

Φ(𝑥, 𝑡) з (12) будує ПВФ 𝑦𝑛(𝑥), 𝑛 = 1, 2, . . . , якi також визначенi на всiй

дiйснiй осi, i залежать вiд фiксованих параметрiв 𝐴1, 𝐴2, 𝐵2, 𝐶1. Зафiксу-

ємо цi параметри таким чином, щоб числа 𝛿1 i 𝛿2 з (8) задовольняли умовi

𝛿1 < 1, 𝛿2 > −1, що рiвнозначно умовам 𝐴2/𝐴1 > 0, 𝐵2 > 𝐴2

√
−𝐶1𝐴1. Зав-

дяки цим умовам функцiя 𝜌(𝑥) стає ваговою [3] для побудованої системи

ПВФ на промiжку (−
√
−𝐶1𝐴1,

√
−𝐶1𝐴1).
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Таким чином, область визначенностi побудованих полiномiв подiляє-

ться на три вiдрiзки: (−∞,−
√
−𝐶1𝐴1], (−

√
−𝐶1𝐴1,

√
−𝐶1𝐴1), [

√
−𝐶1𝐴1,∞),

в кожному з яких дiє одна й та ж система ПВФ, i тiльки цi полiноми

утворюють ортогональну з вагою 𝜌(𝑥) систему полiномiв на промiжку

(−
√
−𝐶1𝐴1,

√
−𝐶1𝐴1).

3. В рiвняннi (1) 𝐴1 = 0, 𝐵1 ̸= 0, 𝐶1 ̸= 0.

Маємо диференцiальне рiвняння

(𝐵1𝑧 + 𝐶1)𝑦
′′
𝑛(𝑧) + (𝐴2𝑧 +𝐵2)𝑦

′
𝑛(𝑧)− 𝑛𝐴2𝑦𝑛(𝑧) = 0. (16)

Функцiя 𝜌(𝑧) дорiвнює

𝜌(𝑧) = (𝐵1𝑧 + 𝐶1)
𝛼 exp(𝐴2𝑧/𝐵1), 𝛼 = (𝐵2/𝐵1 −𝐴2/𝐶1)𝐵

2
1 − 1

i аналiтична на всiй комплекснiй площинi з розрiзом вiд точки 𝑧 = −𝐶1/𝐵1

до точки 𝑧 = ∞.

Рiвняння (6) в цьому випадку лiнiйне i тому

𝜉1(𝑧, 𝑡) = (𝑧 + 𝐶1𝑡)/(1−𝐵1𝑡), lim
𝑡→0

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧

Твiрна функцiя

Φ(𝑧, 𝑡) =
1

1−𝐵1𝑡

(︂
𝐵1𝜉1 + 𝐶1

𝐵1𝑧 + 𝐶1

)︂𝛼
exp[𝐴2(𝜉1 − 𝑧)/𝐵1].

Легко здобути
𝐵1𝜉1 + 𝐶1

𝐵1𝑧 + 𝐶1
=

1

1−𝐵1𝑡
,

i таким чином

Φ(𝑧, 𝑡) = (1−𝐵1𝑡)
−𝛼−1 exp{𝐴2𝑡(𝐵1𝑧 + 𝐶1)/[𝐵1(1−𝐵1𝑡)]}.

За умови дiйсної змiнної 𝑧 = 𝑥 функцiя 𝜌(𝑥) стає ваговою для ПВФ

𝑦𝑛(𝑥), 𝑛 = 1, 2, . . . на вiдрiзку (−𝐶1/𝐵1,∞) при 𝐵2/𝐵1 − 𝐴2/𝐶1 > 0,

𝐴2/𝐵1 < 0 [4].

3.1. В рiвняннi (14) 𝐵1 = 0, 𝐶1 ̸= 0.
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В цьому випадку маємо рiвняння типу Ермiта

𝐶1𝑦
′′
𝑛(𝑧) + (𝐴2𝑧 +𝐵2)𝑦

′
𝑛(𝑧)− 𝑛𝐴2𝑦𝑛(𝑧) = 0.

Функцiя 𝜌(𝑧) дорiвнює

𝜌(𝑧) = exp
[︀
(𝐴2𝑧 +𝐵2)

2/2𝐴2𝐶1

]︀
,

i вона аналiтична на всiй комплекснiй площинi. Далi

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧 + 𝐶1𝑡,

тодi

Φ(𝑧, 𝑡) = exp[𝑡(𝐴2𝑧 +𝐵2 +𝐴2𝐶1𝑡/2)].

Для дiйсної змiнної 𝑧 = 𝑥 функцiя

𝜌(𝑥) = exp
[︀
(𝐴2𝑥+𝐵2)

2/2𝐴2𝐶1

]︀
є ваговою при 𝐴2𝐶1 < 0.

3.2. В рiвняннi (14) 𝐶1 = 0, 𝐵1 ̸= 0.

В цьому випадку маємо рiвняння типу Лаггера

𝐵1𝑧𝑦
′′
𝑛(𝑧) + (𝐴2𝑧 +𝐵2)𝑦

′
𝑛(𝑧)− 𝑛𝐴2𝑦𝑛(𝑧) = 0.

Функцiя 𝜌(𝑧) дорiвнює

𝜌(𝑧) = 𝑧𝐵2/𝐵1−1 exp(𝐴2𝑧/𝐵1).

Вона аналiтична на всiй комплекснiй площинi з розрiзом вiд точки 𝑧 = 0

до точки 𝑧 = ∞.

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧/(1−𝐵1𝑡).

Тодi

Φ(𝑧, 𝑡) = (1−𝐵1𝑡)
−𝐵2/𝐵1 exp[𝐴2𝑡𝑧/(1−𝐵1𝑡)].

Якщо змiнна 𝑧 дiйсна, 𝑧 = 𝑥, то

𝜌(𝑥) = 𝑥𝐵2/𝐵1 exp(𝐴2𝑥/𝐵1)

i ця функцiя буде ваговою за умови 𝐵2/𝐵1 > −1, 𝐴2/𝐵1 < 0 на промiжку

(0,∞).
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4. В рiвняннi (1) 𝐵1 = 2
√
𝐴1𝐶1, 𝐴1 > 0, 𝐶1 > 0.

Маємо диференцiальне рiвняння

(
√︀
𝐴1𝑧 +

√︀
𝐶1)

2𝑦′′𝑛(𝑧) + (𝐴2𝑧 +𝐵2)𝑦
′
𝑛(𝑧)− 𝑛(𝐴2 + (𝑛− 1)𝐴1)𝑦𝑛(𝑧) = 0.

Функцiя

𝜌(𝑧) = (
√︀
𝐴1 +

√︀
𝐶1)

𝛼 exp[−𝛽/(
√︀
𝐴1 +

√︀
𝐶1)],

де 𝛼 = (𝐴2 − 2𝐴1)/𝐴1, 𝛽 = (𝐵2

√
𝐴1 − 𝐴2

√
𝐶1)/𝐴1), аналiтична на компле-

кснiй площинi з розрiзом вiд точки 𝑧 = −
√︀
𝐶1/𝐴1 до точки 𝑧 = ∞.

З рiвняння (6)

𝑠− 𝑧 − (
√︀
𝐴1𝑠+

√︀
𝐶1)

2𝑡 = 0

знаходимо корiнь

𝜉1(𝑧, 𝑡) =
[︁
1− 2

√
𝐴1𝐶1𝑡−

√︀
1− 4

√
𝐴1𝑡(

√
𝐶1 +

√
𝐴1𝑧)

]︁
/2𝐴1𝑡 =

= 2(𝐶1𝑡+ 𝑧)
[︁
1− 2

√
𝐴1𝐶1𝑡+

√︀
1− 4

√
𝐴1𝑡(

√
𝐶1 +

√
𝐴1𝑧)

]︁−1
,

lim
𝑡→0

𝜉1(𝑧, 𝑡) = 𝑧.

Φ(𝑧, 𝑡) =

(︂√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1√

𝐴1𝑧 +
√
𝐶1

)︂𝛼
exp

[︂
−𝛽

√
𝐴1(𝑧 − 𝜉1)

(
√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)(

√
𝐴1𝑧 +

√
𝐶1)

]︂
1

1− 2
√
𝐴1𝑡(

√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)

.

Далi

𝑧 − 𝜉1

(
√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)(

√
𝐴1𝑧 +

√
𝐶1)

=
−(

√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)

2𝑡

(
√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)(

√
𝐴1𝑧 +

√
𝐶1)

=
−(

√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1)𝑡√

𝐴1𝑧 +
√
𝐶1

.

Позначимо

𝑀(𝑧, 𝑡) =

√︁
1− 4

√︀
𝐴1𝑡(

√︀
𝐴1𝑧 +

√︀
𝐶1).

Пiд коренем квадратним розумiємо головне його значення.

Тодi

√
𝐴1𝜉1 +

√
𝐶1 =

√
𝐴1(1− 2

√
𝐴1𝐶1𝑡−𝑀(𝑧, 𝑡))/2𝐴1𝑡+

√
𝐶1 =

=
√
𝐴1(1−𝑀(𝑧, 𝑡))/2𝐴1𝑡 = 2(

√
𝐴1𝑧 +

√
𝐶1)/(1 +𝑀(𝑧, 𝑡)),

1− 2
√︀
𝐴1(
√︀
𝐴1𝜉1 +

√︀
𝐶1) =𝑀(𝑧, 𝑡).
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Таким чином, отримали

Φ(𝑧, 𝑡) =
1

𝑀(𝑧, 𝑡)

[︂
2

1 +𝑀(𝑧, 𝑡)

]︂𝛼
exp

(︂
2𝛽

√
𝐴1𝑡

1 +𝑀(𝑧, 𝑡)

)︂
.

Система полiномiв 𝑦𝑛(𝑥) не є ортогональною, бо функцiя 𝜌(𝑥) не є ва-

говою.

ВИСНОВКИ

Побудованi твiрнi функцiї для ПВФ 𝑦𝑛(𝑥), 𝑛 = 1, 2, . . . рiзних дифе-

ренцiальних рiвнянь другого порядку. Знайденi умови, при яких цi твiрнi

функцiї утворюють ортогональнi ПВФ цих рiвнянь.
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Kruglov V. E.

Generating functions for systems of polynomial eigenfunctions

of second-order linear differential equations

Summary

Generating functions are constructed for the main systems of polynomial eigen-

functions of second-order linear differential equations. Conditions are found

under which the constructed generating functions from the corresponding sys-

tem of polynomial eigenfunctions select orthogonal systems.

Keywords: generating functions, self-conjugated differential equation,
polynomial eigenfunctions.
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