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АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI ПОВIЛЬНО ЗМIННИХ

РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО

ПОРЯДКУ З НЕЛIНIЙНОСТЯМИ БЛИЗЬКИМИ ДО

ПРАВИЛЬНО ЗМIННИХ

У роботах В. М. Євтухова було започатковано методику дослiдження асимптотичних

властивостей розв’язкiв широких класiв iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь

з нелiнiйностями рiзних типiв, зокрема правильно змiнних в околi особливої точки.

У представленiй статтi цей пiдхiд застосовано для дослiдження асимптотичної пове-

дiнки 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв класу iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь дру-

гого порядку. Основну увагу придiлено знаходженню асимптотичних зображень цих

розв’язкiв та їх похiдних першого порядку у складних випадках, коли 𝜆0 = 0. За таких

умов розв’язки або їх похiднi виявляються повiльно змiнними функцiями при 𝑡 ↑ 𝜔, що

iстотно ускладнює процес дослiдження порiвняно зi стандартними випадками. У роботi

отримано асимптотичнi зображення для особливого класу повiльно змiнних розв’язкiв

iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку, що мiстять новi класи

нелiнiйностей близьких до правильно змiнних. Крiм того отримано необхiднi i достатнi

умови iснування таких розв’язкiв.
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Вступ

У працях В.М. Євтухова та численних представникiв його наукової

школи (див., наприклад, [1]–[3],[4]) було сформовано цiлiсний пiдхiд до

аналiзу широких класiв розв’язкiв рiвнянь iз правильно змiнними нелi-

нiйностями. При дослiдженнi введених В.М. Євтуховим вiдомих класiв
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розв’язкiв iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь особливi складно-

щi виникають пiд час розгляду специфiчних випадкiв, зокрема таких, якi

є повiльно змiнними функцiями при прямуваннi аргументу до особливої

точки. Для класу диференцiальних рiвнянь з нелiнiйностями нових типiв

дослiджується саме такий клас розв’язкiв.

Основнi результати

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦𝑦′||)) (1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[(−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞), 𝜙𝑖 : ∆𝑌𝑖 →]0,+∞[

— неперервнi функцiї, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}, ∆𝑌𝑖 — промiжок або [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[,
* або

]𝑌𝑖, 𝑦
0
𝑖 ] (для кожного 𝑖 ∈ {0, 1}), а 𝑅 — неперервно диференцiйовна, з мо-

нотонною похiдною, правильно змiнна на нескiнченностi функцiя порядку

𝜇, 0 < 𝜇 < 1.

Крiм того, вважається, що кожна з функцiй 𝜙𝑖(𝑧) (для кожного 𝑖 ∈
{0, 1}) є правильно змiнною функцiєю при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑧 ∈ ∆𝑌𝑖) порядку 𝜎𝑖,

𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1.

Також будемо вважати

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑡 при 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔 при 𝜔 < +∞,
Θ𝑖(𝑧) = 𝜙𝑖(𝑧)|𝑧|−𝜎𝑖 (∀𝑖 ∈ {0, 1}).

Означення 1. Розв’язок 𝑦 рiвняння (1) будемо називати 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-

розв’язком, якщо вiн заданий на [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ та для кожного 𝑖 ∈ {0, 1}

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖, lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0. (2)

Розглянемо 𝐿0 : ∆𝑌0 →]0,+∞[, 𝐿1 : ∆𝑌1 →]0,+∞[ — нескiнченно дифе-

ренцiйовнi повiльно змiннi при прямуваннi аргументу до 𝑌0, 𝑌1 вiдповiдно

функцiї та такi, що для кожного 𝑖 ∈ {0, 1}

𝐿𝑖(𝑧) = Θ𝑖(𝑧)[1 + 𝑜(1)] при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑧 ∈ ∆𝑌𝑖), lim
𝑧→𝑌𝑖
𝑧∈Δ𝑌𝑖

𝑧𝐿′
𝑖(𝑧)

𝐿𝑖(𝑧)
= 0. (3)

*При 𝑌𝑖 = +∞ (𝑌𝑖 = −∞) вважаємо 𝑦0
𝑖 > 0 (𝑦0

𝑖 < 0) вiдповiдно.
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Означення 2. Будемо говорити, що функцiя 𝜙𝑖, де 𝑖 ∈ {0, 1}, задоволь-
няє умову 𝑆, якщо для будь-якої неперервно диференцiйовної функцiї

𝐿𝑖 : ∆𝑌𝑖 →]0,+∞[ такої, що

lim
𝑧→𝑌𝑖
𝑧∈Δ𝑌𝑖

𝑧𝐿′
𝑖(𝑧)

𝐿𝑖(𝑧)
= 0, (4)

мають мiсце спiввiдношення

Θ𝑖(𝑧𝐿𝑖(𝑧)) = Θ𝑖(𝑧)[1 + 𝑜(1)] при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑧 ∈ ∆𝑌𝑖). (5)

Введемо необхiднi позначення

𝐼(𝑡) = 𝛼0

∫︁ 𝑡

𝐴𝜔

𝑝(𝜏)𝑑𝜏, 𝐴𝜔 =

⎧⎨⎩𝑎, якщо
∫︀ 𝜔
𝑎 𝑝(𝜏)𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︀ 𝜔
𝑎 𝑝(𝜏)𝑑𝜏 < +∞,

У випадку, коли lim
𝑡↑𝜔

sign 𝑦01
|𝜋𝜔(𝑡)|

= 𝑌1,

𝐽(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝐵𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝐼(𝜏)Θ1

(︂
sign 𝑦01
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂⃒⃒⃒⃒ 1
1−𝜎1

𝑑𝜏,

𝐵𝜔 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑏, якщо

∫︁ 𝜔

𝑏

⃒⃒⃒⃒
𝐼(𝜏)Θ1

(︂
sign 𝑦01
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂⃒⃒⃒⃒ 1
1−𝜎1

𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︁ 𝜔

𝑏

⃒⃒⃒⃒
𝐼(𝜏)Θ1

(︂
sign 𝑦01
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂⃒⃒⃒⃒ 1
1−𝜎1

𝑑𝜏 < +∞,

Має мiсце наступна теорема.

Теорема. Нехай у рiвняннi (1) 𝜎1 ̸= 1, функцiя 𝜙1 задовольняє умову 𝑆 i

lim
𝑡↑𝜔

𝑅(|2 ln |𝜋𝜔(𝑡)||)𝐽(𝑡)
𝜋𝜔(𝑡) ln |𝜋𝜔(𝑡)|𝐽 ′(𝑡)

= 0. (6)

Тодi, для iснування у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 0)-розв’язкiв, для яких iснує

скiнченна чи нескiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
,
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необхiдно i достатньо виконання умов

lim
𝑡↑𝜔

𝑦00|𝐽(𝑡)|
1−𝜎1

1−𝜎0−𝜎1 = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝑦01|𝐼(𝑡)|
1

1−𝜎1 = 𝑌1,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′(𝑡)

𝐼(𝑡)
= 𝜎1 − 1, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′(𝑡)

𝐽(𝑡)
= 0.

(7)

i нерiвностей

𝐼(𝑡)

𝑦01(1− 𝜎1)
> 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝑦00𝑦

0
1(1− 𝜎1)𝐽(𝑡)

1− 𝜎0 − 𝜎1
> 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[. (8)

Крiм того, для кожного такого розв’язку мають мiсце наступнi асим-

птотичнi зображення при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦(𝑡)

| exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))𝜙0(𝑦(𝑡))|
1

1−𝜎1

=
1− 𝜎0 − 𝜎1

1− 𝜎1
|1− 𝜎1|

1
1−𝜎1 𝐽(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐽(𝑡)

(1− 𝜎1)𝐽 ′(𝑡)
[1 + 𝑜(1)].

(9)

Доведення. Необхiднiсть.Нехай 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ ∆𝑌0 — 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 0)-розв’язок

рiвняння (3.1). Iз умов на функцiю 𝑅 з урахуванням [6] (роздiл 5, пункт

1, ст. 116) випливає, що

lim
𝑧→∞

𝑧𝑅′(𝑧)

𝑅(𝑧)
= 𝜇, lim

𝑧→∞
𝑅′(𝑧) = 0. (10)

Введемо функцiї 𝐿0, 𝐿1, якi визначенi в (3) i розглянемо рiвнiсть(︂
𝑦′(𝑡)|𝑦(𝑡)|−𝜎0 |𝑦′(𝑡)|−𝜎1

𝐿0(𝑦(𝑡))𝐿1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))

)︂′
=

=
𝑦′′(𝑡)|𝑦(𝑡)|−𝜎0 |𝑦′(𝑡)|−𝜎1

𝐿0(𝑦(𝑡))𝐿1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
×

(︃
1−𝜎1−𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||)−

− 𝑦′(𝑡)𝐿′
1(𝑦

′(𝑡))

𝐿1(𝑦′(𝑡))
− 𝑦′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝑦′′(𝑡)
𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||)−

− (𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)

(︂
𝜎0 +

𝑦(𝑡)𝐿′
0(𝑦(𝑡))

𝐿0(𝑦(𝑡))
+𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||)+

)︂)︃
). (11)

Оскiльки при 𝑡 ↑ 𝜔
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𝑦′′(𝑡)|𝑦(𝑡)|−𝜎0 |𝑦′(𝑡)|−𝜎1
Θ0(𝑦(𝑡))Θ1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))

=

=
𝑦′′(𝑡)|𝑦(𝑡)|−𝜎0 |𝑦′(𝑡)|−𝜎1 [1 + 𝑜(1)]

𝐿0(𝑦(𝑡))𝐿1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
,

то, з використанням тверджень 1 i 2 з [6] (роздiл 5, §1, ст. 115), враховуючи

вибiр 𝐴𝜔 отримаємо iз (11)

𝑦′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))|𝑦′(𝑡)|𝜎1 ·Θ1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
= (1−𝜎1)𝐼(𝑡)[1+𝑜(1)].

(12)

Зауважимо, що (12) може бути переписано при 𝑡 ↑ 𝜔 у видi

𝑦′(𝑡)sign 𝑦01

|𝜙0(𝑦(𝑡))Θ1(𝑦′(𝑡))|
1

1−𝜎1

= |1− 𝜎1|
1

1−𝜎1 |𝐼(𝑡)|
1

1−𝜎1 ×

× exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
1

1−𝜎1 [1 + 𝑜(1)]. (13)

Крiм того, з урахуванням виду рiвняння (1), маємо

𝑦′′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))|𝑦′(𝑡)|𝜎1 ·Θ1(𝑦′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
= 𝛼0𝑝(𝑡), (14)

а роздiливши (14) на (12) отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

𝛼0𝑝(𝑡)

(1− 𝜎1)𝐼(𝑡)
[1 + 𝑜(1)]. (15)

Звiдси, так як iснує скiнченна або нескiнченна границя lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
,

яка в силу леми 10.6 iз [4] дорiвнює (−1), отримаємо другу iз умов (7) i

першу iз умов (8). Крiм того, оскiльки функцiя 𝜙1 задовольняє умову 𝑆,

з (15) випливає, що при 𝑡 ↑ 𝜔

Θ1(𝑦
′(𝑡)) = Θ1

(︂
sign 𝑦01
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂
[1 + 𝑜(1)]. (16)

З першої з наведених умов (8) випливає, що iснує така повiльно змiнна

неперервно диференцiйовна функцiя𝐾 : ∆𝑌0 →]0,+∞[, що 𝑦′(𝑡) = 𝐾(𝜋𝜔(𝑡))
𝜋𝜔(𝑡)

.

Тому, з урахуванням властивостей логарифмiчної функцiї i функцiї 𝑅,

зокрема, (10), маємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||) = 𝑅(|2 ln |𝜋𝜔(𝑡)||)[1 + 𝑜(1)]. (17)
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Нехай

𝑊 (𝑡) :=

∫︁ 𝑡

𝐵𝜔

𝐽 ′(𝜏) exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝜏)𝑦(𝜏)𝑦′(𝜏)||))𝑑𝜏,

lim
𝑡↑𝜔

𝐽(𝑡) = 𝐽0.

Покажемо, що функцiя

exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||)),

де 𝐽−1 —функцiя, обернена до 𝐽 , є повiльно змiнною функцiєю при 𝑧 → 𝐽0.

Дiйсно, з урахуванням умов (6) i (17) маємо

lim
𝑧→𝐽0

𝑧(exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||)))′

exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||))
=

= lim
𝑧→𝐽0

[︃
𝑧𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||)
𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||)

·

· 𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝐽
−1(𝑧))𝑦(𝐽−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))||)

𝜋𝜔(𝐽−1(𝑧))𝐽 ′(𝐽−1(𝑧))
×

×
(︂
1 +

𝜋𝜔(𝐽
−1(𝑧))𝑦′(𝐽−1(𝑧))

𝑦(𝐽−1(𝑧))
+
𝜋𝜔(𝐽

−1(𝑧))𝑦′′(𝐽−1(𝑧))

𝑦′(𝐽−1(𝑧))

)︂]︂
= 0.

Звiдси, з використанням теорем про iнтегрування правильно змiнних

функцiй (твердження 1 i 2 з [6] (роздiл 5, §1, ст. 116)), випливає, що

lim
𝑡↑𝜔

𝑊 (𝑡)

exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))𝐽(𝑡)
= 1.

Тому, iз (13) з урахуванням (16) випливає перше з асимптотичних зо-

бражень (9), а звiдси отримаємо другу iз умов (8) i першу iз (7). З першого

зображення (9) з використанням (13) отримаємо друге зображення (9) i

другу iз умов (7). Також з першого з зображень (9), (13) та (2) отримаємо

четверту з умов (7).

Достатнiсть. Припустимо, що функцiя 𝜙1 задовольняє умову 𝑆, а

також виконується умова (6). Позначимо

𝑔(𝑡, 𝑣0, 𝑣1) = exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑣0𝑣1||))𝐿0(𝑣0)𝐿1(𝑣1), де 𝐿0, 𝐿1 визначенi в (3) i

розглянемо функцiю

𝐹 (𝑠0, 𝑠1) =

⎛⎜⎜⎜⎝
|𝑠0|

1− 𝜎0
1−𝜎1

𝑔
1

1−𝜎1 (𝑠0, 𝑠1)
𝑠1
𝑠0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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яка задана на множинi ∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 . При цьому для функцiї 𝑔 мають мiсце

граничне спiввiдношення

lim
𝑣𝑖→𝑌𝑖
𝑣𝑖∈Δ𝑌𝑖

𝑣𝑖
𝜕𝑔
𝜕𝑣𝑖

(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

𝑔(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)
= 0 рiвномiрно по 𝑣𝑗 ∈ ∆𝑌𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑖, ∀𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1}.

(18)

Можна вибрати множини ∆̃𝑌𝑖 ⊂ ∆𝑌𝑖 (∀𝑖 ∈ {0, 1}) так, щоб

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜋𝜔(𝑡)𝜕𝑔𝜕𝑡 (𝑡, 𝑣0, 𝑣1)𝑔(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜁, (∀𝑖 ∈ {0, 1}) при (𝑣0, 𝑣1) ∈ ∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 , (19)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑣𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑣𝑖

(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

𝑔(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜁, (∀𝑖 ∈ {0, 1}) при (𝑣0, 𝑣1) ∈ ∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 , (20)

де 0 < 𝜁 < |1−𝜎0−𝜎1|
4 , 𝜁 – достатньо мало.

Покладемо

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑦(𝑡)|𝑦(𝑡)|

𝜎0
𝜎1−1

|exp(𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))Θ0(𝑦(𝑡))|
1

1−𝜎1

=
𝑐1
𝑐
𝐽(𝑡)[1 + 𝑧1(𝑥)],

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

1

𝑐

𝐽(𝑡)

𝐽 ′(𝑡)
[1 + 𝑧2(𝑥)],

(21)

де

𝑐 =
1− 𝜎1

1− 𝜎0 − 𝜎1
, 𝑐1 = |1− 𝜎1|

1
1−𝜎1 ,

𝑥 = 𝛽 ln |𝐼(𝑡)|, 𝛽 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, якщо lim

𝑡↑𝜔
𝐼(𝑡) = +∞,

−1, якщо lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡) = 0.

(22)



14 Воробйова А. В.

зведемо рiвняння (1) до системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′1(𝑥) = 𝛽𝐻(𝑥)[1 + 𝑧1]

(︃
𝑐

1 + 𝑧2
− 1− 𝐺1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝑅

′(|2 ln |𝜋𝜔(𝑥)||)
(1− 𝜎1) ·𝐻(𝑥)

×

×

(︃
𝐺3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +

𝑐𝐻(𝑥)

1 + 𝑧2
+
𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

1− 𝜎1

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑧2
1 + 𝑧1

⃒⃒⃒⃒1−𝜎1)︃
−

− 𝑐 ·𝐺2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

(1− 𝜎1)[1 + 𝑧2]

)︃
,

𝑧′2 = 𝛽[1 + 𝑧2]

(︃
𝑐𝐻(𝑥)

1 + 𝑧2
+𝐾(𝑥)−𝐻(𝑥)− 𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

1− 𝜎1

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑧2
1 + 𝑧1

⃒⃒⃒⃒1−𝜎1)︃
,

(23)

де

Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝐹−1
0

(︂
𝑐1
𝑐
𝐽(𝑡(𝑥))[1 + 𝑧1],

𝐽(𝑡(𝑥))

𝑐𝐽 ′(𝑡(𝑥))
[1 + 𝑧2]

)︂
,

Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝐹−1
1

(︂
𝑐1
𝑐
𝐽(𝑡(𝑥))[1 + 𝑧1],

𝐽(𝑡(𝑥))

𝑐𝐽 ′(𝑡(𝑥))
[1 + 𝑧2]

)︂
,

𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
Θ1(Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))

Θ1

(︁
sign 𝑦01

|𝜋𝜔(𝑡(𝑥))|

)︁ , 𝐺3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝐼(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐼 ′(𝑡)
,

𝐺1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)||)

𝑅′(|2 ln |𝜋𝜔(𝑡(𝑥))||)
,

𝐺2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝐿

′
0(Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))

𝐿0(Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))
,

𝐻(𝑥) =
𝐼(𝑡(𝑥))𝐽 ′(𝑡(𝑥))

𝐼 ′(𝑡(𝑥))𝐽(𝑡(𝑥))
, 𝐾(𝑥) = 𝐻(𝑡(𝑥))

𝐽 ′′(𝑡(𝑥))𝐽(𝑡(𝑥))

(𝐽 ′(𝑡(𝑥)))2
.

В силу умови (6)

lim
𝑡↑𝜔

𝑅′(|2 ln |𝜋𝜔(𝑡)||)
𝐻(𝑡)

= 0.

lim
𝑥→∞

Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝑌0, lim
𝑥→∞

Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝑌1

рiвномiрно по 𝑧1, 𝑧2 : |𝑧𝑗 | < 1
2 , ∀𝑗 ∈ {1, 2}.

lim
𝑥→+∞

𝐺2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 0, рiвномiрно по 𝑧1, 𝑧2
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lim
𝑥→+∞

𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 1, lim
𝑥→+∞

𝐺3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
1

𝜎1 − 1
.

Так як 𝑅 — правильно змiна функцiя при прямуваннi аргументу до ∞
порядку 𝜇, то

lim
𝑥→+∞

𝐺1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 1.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь (23) на множинi

Ω = [𝑥0,+∞[×𝐷, де 𝑥0 = 𝛽 ln |𝐼(𝑡)|,

𝐷 =

{︂
(𝑧1, 𝑧2) : |𝑧𝑖| ≤

1

2
, 𝑖 ∈ {1, 2}

}︂
.

Перепишемо систему (23) у видi⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑧1
𝑑𝑥

= (𝐴11𝑧1 +𝐴12𝑧2 +𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅2(𝑧1, 𝑧2))𝐻(𝑥),

𝑑𝑧2
𝑑𝑥

= 𝐴21𝑧1 +𝐴22𝑧2 +𝑅3(𝑥) +𝑅4(𝑧1, 𝑧2),

(24)

де

𝐴11 = 0, 𝐴12 = −𝑐𝛽, 𝐴21 = 𝛽, 𝐴22 = (1− 𝑐)𝛽,

𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽[1 + 𝑧1]

(︂
𝐺1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝑅

′(|2 ln |𝜋𝜔(𝑥)||)
(1− 𝜎1) ·𝐻(𝑥)

×

×

(︃
𝐺3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +

𝑐𝐻(𝑥)

1 + 𝑧2
+
𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

1− 𝜎1

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑧2
1 + 𝑧1

⃒⃒⃒⃒1−𝜎1)︃
+
𝑐 ·𝐺2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

(1− 𝜎1)[1 + 𝑧2]

)︃
,

𝑅2(𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
𝑧22 − 𝑧1𝑧2
1 + 𝑧2

,

𝑅3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽[1 + 𝑧2]

(︂
𝑐𝐻(𝑥)

1 + 𝑧2
+𝐾(𝑥)−𝐻(𝑥)− 1

1− 𝜎1
×

×

(︃
1 + (𝐺0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)− 1)

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑧2
1 + 𝑧1

⃒⃒⃒⃒1−𝜎1)︃)︃
,

𝑅4(𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
1

1− 𝜎1

(︂
|1 + 𝑧2|2−𝜎1
|1 + 𝑧1|1−𝜎1

− ((2− 𝜎1)𝑧2 + (1− 𝜎1)𝑧1 − 1)

)︂
.
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За третьою з умов (7)

lim
𝑥→∞

𝐻(𝑥) = 0, (25)

а звiдси

lim
𝑥→∞

𝐾(𝑥) =
1

1− 𝜎1
.

Отже, з урахуванням (23)

lim
𝑥→+∞

𝑅𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 0 (𝑖 ∈ {1, 3})

рiвномiрно по 𝑧1, 𝑧2 : (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐷,

lim
|𝑧1|+|𝑧2|→0

𝑅𝑗(𝑧1, 𝑧2) = 0 (∀𝑗 ∈ {2, 4})

рiвномiрно по 𝑥 : 𝑥 ∈ [𝑥0,+∞[.

Зауважимо, що характеристичне рiвняння матрицi⎛⎜⎝ 0 −𝑐𝛽

𝛽 (1− 𝑐)𝛽

⎞⎟⎠
має вигляд

𝜇2 − (1− 𝑐)𝛽𝜇+ 𝑐𝛽2 = 0. (26)

У цього рiвняння немає коренiв з нульовою дiйсною частиною. Отримуємо,

що у цих випадках для системи диференцiальних рiвнянь (23) виконано всi

умови теореми з [4]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (23) має розв’язки

{𝑧𝑖}2𝑖=1 : [𝑥1,+∞[→ R2 (𝑥1 ≥ 𝑥0), якi прямують до нуля при 𝑥→ +∞. Цим

розв’язкам у силу замiн (21), (22) вiдповiдають розв’язки 𝑦 рiвняння (1),

що допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (9).

Теорему доведено.

Висновки

Для диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями за-

гального вигляду, що є близькими до правильно змiнних, було отримано

необхiднi та достатнi умови iснування достатньо широкого класу повiльно

змiнних розв’язкiв. Крiм того, знайдено асимптотичнi формули для цих

розв’язкiв та їх похiдних першого порядку.
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Vorobiova A. V.

Asymptotic properties of slowly varying solutions to second-

order differential equations with nonlinearities close to

regularly varying

Summary

The works of V. M. Evtukhov initiated a methodology for studying the asymp-

totic properties of solutions for wide classes of substantially nonlinear differen-

tial equations with various types of nonlinearities, specifically regularly varying

ones in the neighborhood of a singular point. In the presented article, this ap-

proach is applied to study the asymptotic behavior of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions

for a class of substantially nonlinear second-order differential equations. Main

attention is paid to finding asymptotic representations of these solutions and

their first-order derivatives in complex cases when 𝜆0 = 0. Under such condi-

tions, the solutions or their first-order derivatives turn out to be slowly varying

functions as 𝑡 ↑ 𝜔, which significantly complicates the research process com-

pared to standard cases. The paper obtains asymptotic representations for a

special class of slowly varying solutions of substantially nonlinear second-order

differential equations containing new classes of nonlinearities close to regularly

varying ones. Furthermore, necessary and sufficient conditions for the exis-

tence of such solutions are obtained.

Keywords: second-order differential equations, asymptotic, slowly varying so-

lutions, regularly varying nonlinearities, 𝑃𝜔-solutions.
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