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УДК 517.925

Г. А. Гержановская
Одесский национальный университет имени И. И. Мечникова

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ОСОБЫХ
РЕШЕНИЙ СУЩЕСТВЕННО НЕЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Для существенно нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка, с нели-
нейностями, в некотором смысле близкими к правильно меняющимся, рассматривается
достаточно широкий класс медленно меняющихся при стремлении аргумента к особой
точке решений. В работе получены необходимые и достаточные условия существования
решений из введенного класса. Кроме того, найдены асимптотические представления
при стремлении аргумента к особой точке для таких решений и их производных перво-
го порядка. Результаты работы применимы как исследования решений при стремлении
аргумента к бесконечности, так и для сингулярных решений.
MSC: 34C41, 34Е10.
Ключевые слова: асимптотические представления решений, медленно меняющиеся
решения, правильно меняющиеся нелинейности, 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решения.
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.2(32).149700.

Введение. Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑦2 “ 𝛼0𝑝p𝑡q𝜙0p𝑦q𝜙1p𝑦
1q expp𝑅p| ln |𝑦𝑦1||qq, (1)

где 𝛼0 P t´1,1u, 𝑝 : r𝑎,𝜔rÑs0, ` 8r p´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8q — дважды непрерывно
дифференцируемая функция, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖

Ñs0, ` 8r — непрерывные функции, 𝑅 :
s0;`8rÑs0;`8r — непрерывно дифференцируемая с монотонной производной,
правильно меняющаяся (см., например, [1]) на бесконечности функция порядка
𝜇, 0 ă 𝜇 ă 1, 𝑌𝑖 P t0, ˘ 8u, Δ𝑌𝑖

— промежуток либо r𝑦0𝑖 ;𝑌𝑖r,∗ либо s𝑌𝑖; 𝑦0𝑖 s (𝑖 “
0,1). Кроме того, предполагается, что каждая из функций 𝜙𝑖p𝑧q, pi=0,1q является
правильно меняющейся функцией (см. [1], глава 1, §1.1, стр. 9) при 𝑧 Ñ 𝑌𝑖 p𝑧 P
Δ𝑌𝑖

q порядка 𝜎𝑖, 𝜎0 ` 𝜎1 ‰ 1, 𝜎1 ‰ 1.

Определение 1. Решение 𝑦 уравнения (1) будем называть 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,𝜆0q-
решением, если оно задано на r𝑡0,𝜔r и

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦p𝑖qp𝑡q “ 𝑌𝑖, p𝑖 “ 0,1q, lim
𝑡Ò𝜔

p𝑦1p𝑡qq
2

𝑦2p𝑡q 𝑦p𝑡q
“ 𝜆0. (2)

Данный класс решений охватывает как правильно, так и быстро, и медлен-
но меняющиеся решения. Быстро меняющиеся (см., например, [2]) и правильно
меняющиеся решения ненулевого порядка были исследованы ранее (см., напри-
мер, [3]). В данной работе рассматривается особый класс 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решений
уравнения (1). Такие решения являются медленно меняющимися функциями

∗При 𝑌𝑖 “ `8(𝑌𝑖 “ ´8) считаем 𝑦0
𝑖 ą 0 (𝑦0

𝑖 ă 0) соответственно.

Получена 23.09.2018 © Гержановская Г. А., 2018
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при 𝑡 Ò 𝜔, поэтому их исследование требует существенных изменений в мето-
дике. Кроме того, приходится накладывать дополнительные условия на правую
часть уравнения (1). В работе [5] также иследовались 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решения, одна-
ко сейчас удалось получить результаты для случая, когда не будут выполняться
условия из теоремы 1 из [5].

Основные результаты. Введем дополнительные обозначения и опреде-
ления, необходимые далее.

Определение 2. Пусть 𝜙 : Δ𝑌 Ñs0,`8r — правильно меняющаяся функ-
ция при 𝑧 Ñ 𝑌 p𝑧 P Δ𝑌 q (𝑌 P t0,8u, Δ𝑌 — некоторая односторонняя окрест-
ность 𝑌 порядка 𝜎. Будем говорить, что 𝜙 удовлетворяет условию 𝑆, если для
любой непрерывно дифференцируемой функции 𝐿 : Δ𝑌 Ñs0;`8r такой, что

lim
𝑧Ñ𝑌
𝑧PΔ𝑌

𝑧𝐿1p𝑧q

𝐿p𝑧q
“ 0,

имеет место соотношение

Θp𝑧𝐿p𝑧qq “ Θp𝑧qp1` 𝑜p1qq при 𝑧 Ñ 𝑌, p𝑧 P Δ𝑌 q,

где Θp𝑧q “ 𝜙p𝑧q|𝑧|´𝜎.

Положим

𝜋𝜔p𝑡q “

"

𝑡 при 𝜔 “ `8,
𝑡´ 𝜔 при 𝜔 ă `8, Θ𝑖p𝑧q “ 𝜙𝑖p𝑧q|𝑧|

´𝜎𝑖 , p𝑖 “ 0,1q

и в случае, когда 𝑦0
1

|𝜋𝜔p𝑡q|
“ 𝑌1,

𝐼p𝑡q “ 𝛼0

𝑡ˆ

𝐴𝜔

𝑝p𝜏q𝑑𝜏, 𝐴𝜔 “

$

’

’

&

’

’

%

𝑎, если
𝜔́

𝑎

𝑝p𝜏q𝑑𝜏 “ `8,

𝜔, если
𝜔́

𝑎

𝑝p𝜏q𝑑𝜏 ă `8,

𝑁p𝑡q “
p1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q

ˇ

ˇ

ˇ
p1´ 𝜎1q𝐼p𝑡qΘ1

´

𝑦0
1

|𝜋𝜔p𝑡q|

¯
ˇ

ˇ

ˇ

1
1´𝜎1

𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

при 𝑡 P r𝑏,𝜔r, где 𝑏 P r𝑎,𝜔r выбирается так, чтобы 𝑦0
1

|𝜋𝜔p𝑡q|
P Δ1.

Теорема 1. Пусть в уравнении p1q 𝜙1 удовлетворяет условию 𝑆 и выпол-
няется условие

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑁
1p𝑡q

𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q𝑁p𝑡q
“ 0. (3)

Тогда для существования у уравнения p1q 𝑃 p𝑌0,𝑌1,0q-решений, для которых су-
ществует конечный или бесконечный предел lim

𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2
p𝑡q

𝑦1p𝑡q , необходимо и доста-

точно выполнения условий

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦00 pexpp𝑅p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||qq
𝜎1´1

1´𝜎0´𝜎1 “ 𝑌0, lim
𝑡Ò𝜔

´𝛼0

𝜋𝜔p𝑡q
“ 𝑌1,

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐼
1p𝑡q

𝐼p𝑡q
“ 𝜎1 ´ 1

(4)
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и неравенств

𝛼0𝑦
0
1𝜋𝜔p𝑡q ă 0, 𝐼p𝑡qp1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑦

0
0𝑅

1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q ą 0. (5)

Более того, для каждого такого решения справедливы асимптотические пред-
ставления при 𝑡 Ò 𝜔

𝑦p𝑡q

|𝜙0p𝑦p𝑡qq exp p𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡||qq |
1

1´𝜎1

“
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1
𝑁p𝑡qr1` 𝑜p1qs,

𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“

𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑜p1qs.

(6)

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝑦 : r𝑡0,𝜔rÑ Δ𝑌0 — 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-
решение уравнения (1). Из условий на функцию 𝑅, с учетом предложения 9 из [2]
(раздел 5, пункт 1, стр. 116), следует, что

lim
𝑧Ñ8

𝑧𝑅1p𝑧q

𝑅p𝑧q
“ 𝜇, lim

𝑧Ñ8
𝑅1p𝑧q “ 0. (7)

Из определения 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решений [4], так как существует конечный или
бесконечный предел lim

𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2
p𝑡q

𝑦1p𝑡q , следует, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“ 0, lim

𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“ ´1, (8)

откуда следует выполнение второго из условий (4) и первого из условий (5). Из
первого из соотношений (8) получим, что 𝑦p𝑡q является медленно меняющейся
функцией при 𝑡 Ò 𝜔. Поэтому в силу второго из соотношений (8) функцию 𝑦p𝑡q
можно представить в виде 𝑦p𝑡q “ 𝐿p𝑦1p𝑡qq, где 𝐿 — медлено меняющаяся функция
при стремлении аргумента к 𝑌1. Поэтому уравнение (1) можно переписать в виде

𝑦2p𝑡q

𝜙0p𝐿p𝑦1p𝑡qqq𝜙1p𝑦1p𝑡qq expp𝑅p| ln |𝐿p𝑦1p𝑡qq𝑦1p𝑡q||qq
“ 𝛼0𝑝p𝑡q. (9)

Отсюда с учетом свойств правильно и медленно меняющихся функций получим
при 𝑡 Ò 𝜔

𝑦1p𝑡q

𝜙0p𝐿p𝑦1p𝑡qqq𝜙1p𝑦1p𝑡qq expp𝑅p| ln |𝐿p𝑦1p𝑡qq𝑦1p𝑡q||qq
“ p1´ 𝜎1q𝐼p𝑡qr1` 𝑜p1qs. (10)

Используя (9) и (10), получим

𝑦2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“

𝑝p𝑡q

p1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. (11)

Отсюда в силу второго из соотношений (8) следует выполнение третьего из усло-
вий (4).

Перепишем (10) в виде при 𝑡 Ò 𝜔

𝑦1p𝑡q

𝜙0p𝑦p𝑡qq|𝑦1p𝑡q|𝜎1 expp𝑅| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q
“ p1´ 𝜎1q𝐼p𝑡qΘ1p𝑦

1p𝑡qqr1` 𝑜p1qs. (12)
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Кроме того, так как 𝜙1 удовлетворяет условию 𝑆, из (8) следует, что

Θ1p𝑦
1p𝑡qq “ Θ1

ˆ

sign𝑦10
|𝜋𝜔p𝑡q|

˙

r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. (13)

С учетом (7), (8) и свойств функции 𝑅 имеем при 𝑡 Ò 𝜔

𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q “ 𝑅p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||qr1` 𝑜p1qs,

𝑅1p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q “ 𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||qr1` 𝑜p1qs.
(14)

Рассмотрим функцию

𝑊 p𝑡q “

ˆ 𝑡

𝑎

expp𝑅p| ln |𝑦p𝜏q𝑦1p𝜏q||qq𝑦2p𝜏q𝑁p𝜏q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝜏q||q

𝑦1p𝜏q
𝑑𝜏. (15)

Покажем, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝑊 p𝑡q

expp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq𝑁p𝑡q
“ 1. (16)

Используя правило Лопиталя и (14), получим

lim
𝑡Ò𝜔

𝑊 p𝑡q

expp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq𝑁p𝑡q
“ lim

𝑡Ò𝜔

p𝑊 p𝑡qq1

pexpp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq𝑁p𝑡qq1
“

“ lim
𝑡Ò𝜔

𝑁p𝑡q expp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq𝑦2p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q
𝑦1p𝑡q expp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq

´

𝑁 1p𝑡q ` 𝑁p𝑡q𝑅1p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q
𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q p𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q ` p𝑦1p𝑡qq2q

¯ “

“ lim
𝑡Ò𝜔

𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q
𝑦1p𝑡q𝑁 1p𝑡q
𝑦2p𝑡q𝑁p𝑡q `

𝑅1p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q
𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q p𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q ` p𝑦1p𝑡qq2q

“

lim
𝑡Ò𝜔

𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q
𝑦1p𝑡q

𝜋𝜔p𝑡q𝑦2p𝑡q
𝜋𝜔p𝑡q𝑁 1p𝑡q

𝑁p𝑡q `𝑅1p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q
´

1` p𝑦1p𝑡qq2

𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q

¯ “ 1.

Используя (11), перепишем (12) в виде при 𝑡 Ò 𝜔

𝑦1p𝑡q

|𝜙0p𝑦q|
1

1´𝜎1

“
𝑦2p𝑡qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q|p1´ 𝜎1qΘ1p𝑦

1q𝐼p𝑡q|
1

1´𝜎1 exp
´

𝑅p| ln |𝑦𝑦1||q
1´𝜎1

¯

𝑦1p𝑡q𝐼 1p𝑡q
r1` 𝑜p1qs.

(17)
Из данного соотношения, с учетом (13) и (15), получим

𝑦1p𝑡q

|𝜙0p𝑦q|
1

1´𝜎1

“
𝑦2p𝑡q𝑁p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q exp

´

𝑅p| ln |𝑦𝑦1||q
1´𝜎1

¯

𝑦1p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. (18)

Из (18), с учетом вида функции 𝑊 и свойств правильно меняющихся функций,
получим

𝑦p𝑡q

|𝜙0p𝑦q|
1

1´𝜎1

“
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1
𝑊 p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. (19)



Исследование классов особых решений 11

В силу (16) соотношение (19) можно переписать в виде

𝑦p𝑡q

|𝜙0p𝑦p𝑡qq|
1

1´𝜎1

“
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1
exp

ˆ

𝑅pln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q|||q

1´ 𝜎1

˙

𝑁p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

(20)
откуда следует второе из условий (5) и первое из представлений (6). Из (18) и
(20) получим

𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“
p1´ 𝜎1q𝑦

2p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑦1p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.

Отсюда, используя (11), получим

𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“

𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

то есть имеет место второе из представлений (6) и первое из условий (4)
Достаточность. Пусть существуют бесконечно дифференцируемые функ-

ции 𝐿0 : Δ𝑌0
Ñs0,`8r, 𝐿1 : Δ𝑌1

Ñs0,`8r такие, что

𝐿𝑖p𝑧q “ Θ𝑖p𝑧qr1` 𝑜p1qs при 𝑧 Ñ 𝑌𝑖 p𝑧 P Δ𝑌𝑖
q , lim

𝑧Ñ𝑌𝑖
𝑧PΔ𝑌𝑖

𝑧𝐿1𝑖p𝑧q

𝐿𝑖p𝑧q
“ 0, 𝑖 “ 0,1.

Обозначим 𝑔p𝑣0,𝑣1q “ expp𝑅p| ln |𝑣0𝑣1||qq𝐿0p𝑣0q.
Отсюда, с учетом вида функций 𝜙0 и 𝑅, имеем

lim
𝑣𝑖Ñ𝑌𝑖
𝑣𝑖PΔ𝑌𝑖

𝑣𝑖
B𝑔
B𝑣𝑖
p𝑣0,𝑣1q

𝑔p𝑣0,𝑣1q
“ 0 равномерно по 𝑣𝑗 P Δ𝑌𝑗

, 𝑗 ‰ 𝑖, 𝑖,𝑗 “ 0,1. (21)

Таким образом, можна выбрать Δ̃𝑌𝑖
Ă Δ𝑌𝑖

(𝑖 “ 0,1) так, чтобы
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑣𝑖
B𝑔
B𝑣𝑖
p𝑣0,𝑣1q

𝑔p𝑣0,𝑣1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 𝜁, p𝑖 “ 0,1q (22)

при p𝑣0, 𝑣1q P Δ̃𝑌0 ˆ Δ̃𝑌1 , где 0 ă 𝜁 ă |1´𝜎0´𝜎1|

4 , 𝜁 достаточно мало и

Δ̃𝑌𝑖
“

#

tr𝑦0𝑖 ,𝑌𝑖r, если Δ𝑌𝑖 “ r𝑦
0
𝑖 ,𝑌𝑖r, 𝑦

0
𝑖 ď 𝑦0𝑖 ă 𝑌𝑖;

s𝑌𝑖,𝑦
0
𝑖 s, если Δ𝑌𝑖

“s𝑌𝑖,𝑦
0
𝑖 s, 𝑌𝑖 ą 𝑦0𝑖 ě 𝑦0𝑖 ,

p𝑖 “ 0, 1q.

Рассмотрим функцию

𝐹 p𝑠0,𝑠1q “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

𝑠1
𝑠0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,
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заданную на множестве Δ̃𝑌0
ˆΔ̃𝑌1

. Рассмотрим первую компоненту данной функ-
ции. С учетом (21) имеем

lim
𝑠0Ñ𝑌0
𝑠0PΔ̃𝑌0

𝑠0

ˆ

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

˙1

𝑠0

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

“

“ lim
𝑠0Ñ𝑌0
𝑠0PΔ̃𝑌0

˜

1´
𝜎0

1´ 𝜎1
´

1

1´ 𝜎1

𝑠0
B𝑔
B𝑠0
p𝑠0,𝑠1q

𝑔p𝑠0,𝑠1q

¸

“
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1

равномерно по 𝑠1 P Δ̃𝑌1 .
Поэтому

lim
𝑠0Ñ𝑌0
𝑠0PΔ̃𝑌0

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q
“ ϒ равномерно по 𝑠1 P Δ̃𝑌1

,

ϒ “

$

&

%

`8, если 𝑌0 “ `8 и 1´𝜎0´𝜎1

1´𝜎1
ą 0, или 𝑌0 “ 0 и 1´𝜎0´𝜎1

1´𝜎1
ă 0,

0, если 𝑌0 “ `8 и 1´𝜎0´𝜎1

1´𝜎1
ă 0, или 𝑌0 “ 0 и 1´𝜎0´𝜎1

1´𝜎1
ą 0.

(23)

Покажем, что 𝐹 взаимно однозначно отображает Δ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

на множество

𝐹 pΔ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

q “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

„

|𝑦0
0 |

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑦0
0 ,𝑦

1
0q

; ϒ

˙

ˆΔ0, если |𝑦0
0 |

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑦0
0 ,𝑦

1
0q

ă ϒ,

ˆ

ϒ;
|𝑦0

0 |
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑦0
0 ,𝑦

1
0q



ˆΔ0, если |𝑦0
0 |

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑦0
0 ,𝑦

1
0q

ą ϒ,

(24)

где

Δ0 “

"

p0;`8q, если 𝑦00𝑦10 ą 0,
p´8; 0q, если 𝑦00𝑦10 ă 0.

(25)

Рассмотрим поведение функции |𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q
на прямых

𝑠1 “ 𝑘𝑠0, 𝑘 P Rzt0u. (26)

На каждой такой прямой
|𝑠0|

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q
“

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑘𝑠0q
. Кроме того, имеем

˜

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑘𝑠0q

¸1

𝑠0

“

“
|𝑠0|

1´
𝜎0

1´𝜎1

p1´ 𝜎1q𝑠0𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑘𝑠0q

ˆ

1´ 𝜎0 ´ 𝜎1 ´
𝑠0𝑔

1
𝑠0p𝑠0,𝑘𝑠0q

𝑔p𝑠0,𝑘𝑠0q
´
𝑘𝑠0𝑔

1
𝑘𝑠0
p𝑠0,𝑘𝑠0q

𝑔p𝑠0,𝑘𝑠0q

˙

.
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Это означает, что с учетом (22)

sign

˜

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑘𝑠0q

¸1

𝑠0

“ signp𝑦00p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1qq.

Поэтому функция
|𝑠0|

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑘𝑠0q
строго монотонна на любой прямой вида (26).

Допустим, что отображение 𝐹 не является взаимно однозначным. Тогда

Dp𝑝0,𝑝1q,p𝑞0,𝑞1q P Δ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

,

p𝑝0,𝑝1q ‰ p𝑞0,𝑞1q : 𝐹 p𝑝0,𝑝1q “ 𝐹 p𝑞0,𝑞1q.

С учетом определения множеств Δ̃𝑌0 ,Δ̃𝑌1 последнее равенство означает, что

|𝑝0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑝0,𝑝1q
“

|𝑞0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑞0,𝑞1q
,

𝑝0
𝑝1
“
𝑞0
𝑞1
“ 𝑐 P Rzt0u. (27)

Покажем, что точки p𝑝0,𝑝1q и p𝑞0,𝑞1q лежат на одной прямой вида (26). Но

тогда (27) не может иметь места, так как функция |𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑐𝑠0q
строго монотонна

на этой прямой. Таким образом, существует обратная 𝐹´1 : 𝐹 pΔ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

q Ñ

Δ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

. Учитывая вид функции, имеем

𝐹´1p𝑤0,𝑤q1 “

¨

˝

𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q

𝐹´1
1 p𝑤0,𝑤1q

˛

‚“

¨

˝

𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q

𝑤1𝐹
´1
0 p𝑤0,𝑤1q

˛

‚,

где p𝑤0,𝑤1q P 𝐹 pΔ̃𝑌0 ˆ Δ̃𝑌1q. Поскольку якобиан

𝐽𝐹 p𝑠0,𝑠1q “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|𝑠0|
1´ 1

1´𝜎1

˜

1´𝜎0´𝜎1´
𝑠0
B𝑔
B𝑠0

p𝑠0,𝑠1q

𝑔p𝑠0,𝑠1q

¸

p1´𝜎1q𝑠0𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

´|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1 B𝑔

B𝑠1
p𝑠0,𝑠1q

p1´𝜎1q𝑔
1` 1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

´ 𝑠1
𝑠20

1
𝑠0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

“
|𝑠0|

1´ 1
1´𝜎1

p1´ 𝜎1𝑠20q𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

˜

1´ 𝜎0 ´ 𝜎1 ´
𝑠0
B𝑔
B𝑠0
p𝑠0,𝑠1q

𝑔p𝑠0,𝑠1q
´
𝑠1
B𝑔
B𝑠1
p𝑠0,𝑠1q

𝑔p𝑠0,𝑠1q

¸

‰ 0,

при p𝑠0,𝑠1q P Δ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

, функция 𝐹´1 является непрерывно дифференцируемой
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на 𝐹 pΔ̃𝑌0
ˆΔ̃𝑌1

q. Кроме того, для p𝑤0,𝑤1q P 𝐹 pΔ̃𝑌0
ˆΔ̃𝑌1

q справедливы равенства

|𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q|

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹

´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

“ 𝑤0,

𝐹´1
𝑖 p𝑤0,𝑤1q

𝑤0
B𝐹´1

𝑖

B𝑤0
p𝑤0,𝑤1q

“ 1´ 𝜎0
1´ 𝜎1

´ 1
1´ 𝜎1

ˆ

ˆ
2
ř

𝑘“1

»

—

–

𝐹´1
𝑘´1p𝑤0,𝑤1q

B𝑔

B𝑣𝑘
p𝐹´1

0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹
´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

𝑔p𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹

´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

fi

ffi

fl

p𝑖 “ 0,1q,

(28)

𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q

𝑤1
B𝐹´1

0

B𝑤1
p𝑤0,𝑤1q

“
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1
𝑔p𝐹´1

0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹
´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

𝑤1𝐹
´1
0 p𝑤0,𝑤1q

B𝑔

B𝑣0
p𝐹´1

0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹
´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

`

` 1
1´ 𝜎1

𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q

B𝑔

B𝑣0
p𝐹´1

0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹
´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

𝑤1𝐹
´1
0 p𝑤0,𝑤1q

B𝑔

B𝑣0
p𝐹´1

0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹
´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

` 1,

(29)

𝑤1
B𝐹´1

1

B𝑤1
p𝑤0,𝑤1q

𝐹´1
1 p𝑤0,𝑤1q

“ 1`
𝑤1

B𝐹´1
0

B𝑤1
p𝑤0,𝑤1q

𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q

. (30)

Полагая
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

𝑦p𝑡q

|𝜙0p𝑦p𝑡qq expp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq|
1

1´𝜎1

“ p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑁p𝑡qr1` 𝑧1p𝑥qs,

𝑦1p𝑦q

𝑦p𝑡q
“

𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑧2p𝑥qs,

(31)

где

𝑥 “ 𝛽 ln |𝜋𝜔p𝑡q|, 𝛽 “

"

1 при 𝜔 “ `8,
´1 при 𝜔 ă 8,

сведем уравнение (1) к системе

$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑧11 “ 𝛽𝐶𝐺1p𝑥qr1` 𝑧1sr1` 𝑧2s
´

1´𝐾2p𝑥,𝑧1,𝑧2q ´𝐾1p𝑥,𝑧1,𝑧2q
|1`𝑧1|

𝜎1´1

1`𝑧2|𝜎1

¯

𝑧2 “
𝛽

1´𝜎1
𝐺2p𝑥qr1` 𝑧2s

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

1`𝑧1
1`𝑧2

ˇ

ˇ

ˇ

1´𝜎1

`𝐾3p𝑥,𝑧1,𝑧2q ´ 1

˙

(32)

где
Ψ0p𝑥,𝑧1,𝑧2q “
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“ 𝐹´1
0

ˆ

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑁p𝑡p𝑥qqr1` 𝑧1p𝑥qs,
𝐼 1p𝑡p𝑥qq𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡p𝑥qq
r1` 𝑧2p𝑥qs

˙

,

Ψ1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “

“ 𝐹´1
1

ˆ

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑁p𝑡p𝑥qqr1` 𝑧1p𝑥qs,
𝐼 1p𝑡p𝑥qq𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡p𝑥qq
r1` 𝑧2p𝑥qs

˙

,

𝐾1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “
𝑅1p| ln |Ψ0p𝑡p𝑥q,𝑧1,𝑧2qΨ1p𝑡p𝑥q,𝑧1,𝑧2||q

𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq||q
,

𝐾2p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ ´
𝑁 1p𝑡q𝜋𝜔p𝑡q

𝐶𝑁p𝑡q𝐺1p𝑡q
´𝐾1p𝑥,𝑧1,𝑧2q

|p1´ 𝜎1q|signp𝐼p𝑡p𝑥qqq𝐺1p𝑡p𝑥qq

𝑦01𝐺2p𝑡p𝑥qq
´

´
Ψ0p𝑥,𝑧1,𝑧2q𝐿

1
0pΨ0p𝑥,𝑧1,𝑧2qq

𝐶𝐿0pΨ0p𝑥,𝑧1,𝑧2qq
,

𝐾3p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ p1´𝜎1q

¨

˝´𝐺1p𝑡qr1` 𝑧2s `
𝜋𝜔p𝑡q𝑁

1p𝑡q

𝑁p𝑡q
`

𝑦10signp𝐼p𝑡qq
p1´ 𝜎1q𝜋𝜔p𝑡q

𝐿11

´

𝑦0
1

|𝜋𝜔p𝑡q|

¯

𝐿1

´

𝑦0
1

|𝜋𝜔p𝑡q|

¯

˛

‚,

𝐺1p𝑥q “
𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq𝐼

1p𝑡p𝑥qq𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡p𝑥qq
, 𝐺2p𝑥q “

𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq𝐼
1p𝑡p𝑥qq

𝐼p𝑡p𝑥qq
,

𝐶 “
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1
.

Обозначим
𝜂1p𝑡,𝑧1q “ p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑁p𝑡qr1` 𝑧1p𝑥qs,

𝜂2p𝑡,𝑧2q “
𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑧2p𝑥qs.

Так же, как при доказательстве теоремы 1 из [3], с учетом (28)–(30) получим,
что при построении множеств Δ̃𝑌0 , Δ̃𝑌1 число 𝜁 может быть выбрано настолько
малым, чтобы существовали таки константы 𝜁1,𝜁2 P 𝑅, что

𝜁1 ă
𝑁p𝑡qpΨ0p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qq

1
𝑡

𝑁 1p𝑡qΨ0p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2q
ă 𝜁2, @p𝜉1,𝜉2q P



´
1

2
,
1

2

„

ˆ



´
1

2
,
1

2

„

и sign𝜁1 “ sign𝜁2 “ sign 1´𝜎1

1´𝜎0´𝜎1
. Поэтому

lim
𝑥Ñ8

Ψ0p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ 𝑌0 равномерно по 𝑧1,𝑧2 : |𝑧𝑗 | ă
1

2
, 𝑗 “ 1,2.

Аналогично, с учетом вида функции Ψ1, имеем, что при построении множеств
Δ̃𝑌0

, Δ̃𝑌1
число 𝜁 может быть выбрано настолько малым, чтобы существовали

такие константы 𝜁3,𝜁4 P 𝑅, что

𝜁3 ă
𝜋𝜔p𝑡qpΨ1p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qq

1

Ψ1p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2q
ă 𝜁4,

sign𝜁3 “ sign𝜁4 “ ´1. Поэтому

lim
𝑥Ñ8

Ψ1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ 𝑌1 равномерно по 𝑧1,𝑧2 : |𝑧𝑗 | ă
1

2
, 𝑗 “ 1,2.
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Отсюда, с учетом условия (3), получим

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡qpΨ0p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qΨ1p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qq
1
𝑡

Ψ0p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qΨ1p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2q
“ ´1 (33)

равномерно по p𝜉1,𝜉2q P


´
1

2,

1

2

„

ˆ



´
1

2,

1

2

„

.Поэтому функция Ψ0p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qΨ1p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2q

является правильно меняющейся функцией порядка p´1q при 𝑡 Ò 𝜔.
С учетом вида функций Ψ0, Ψ1 имеем

lim
𝑥Ñ`8

Ψ0p𝑥,𝑧1,𝑧2qΨ1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “

"

8, если 𝑌1 “ 8,
0, если 𝑌1 “ 0,

равномерно по 𝑧1,𝑧2 : |𝑧1| ă
1
2 , |𝑧2| ă 1

2 .
Поэтому

lim
𝑥Ñ`8

ln |Ψ0p𝑥,𝑧1,𝑧2qΨ1p𝑥,𝑧1,𝑧2q| “ 8.

Таким образом, так как 𝑅 — правильно меняющаяся функция при стремлении
аргумента к 8 порядка 𝜇, то

lim
𝑥Ñ`8

𝐾1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ 1. (34)

Так как 𝑅 — правильно меняющаяся функция порядка при стремлении аргу-
мента к 8 порядка 0 ă 𝜇 ă 1, то 𝑅1 — соответственно правильно меняющаяся
функция порядка ´1 ă 𝜇 ´ 1 ă 0. Тогда с учетом (33) и вида функций 𝐿0, 𝐿1,
условия (3) и третьего из условий (4) получим

lim
𝑥Ñ`8

𝐾𝑖p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ 0, 𝑖 “ 2,3.

Поэтому можно выбрать 𝑡0 P r𝑎,𝜔r так, чтобы
¨

˚

˚

˝

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑁p𝑡qr1` 𝑧1p𝑥qs,

𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑧2p𝑥qs,

˛

‹

‹

‚

P 𝐹 pΔ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

q

при 𝑡 P r𝑡0,𝜔r, |𝑧𝑖| ď 1
2 , 𝑖 P t1,2u. Теперь рассмотрим систему дифференциальных

уравнений (32) на множестве

Ω “ r𝑥0,`8rˆ𝐷, где 𝑥0 “ 𝛽 ln |𝑡0|,

𝐷 “ tp𝑧1,𝑧2q : |𝑧𝑖| ĳ
1

2
, 𝑖 P t1,2uu.

Перепишем систему (32) в виде
"

𝑧11 “ 𝐺1p𝑥qp𝐴11𝑧1 `𝐴12𝑧2 `𝑅1p𝑥,𝑧1,𝑧2q `𝑅2p𝑧1,𝑧2qq,
𝑧12 “ 𝐴21𝑧1 `𝐴22𝑧2 `𝑅3p𝑥,𝑧1,𝑧2q `𝑅4p𝑧1,𝑧2q,

(35)

где
𝐴11 “ 𝛽𝐶p1´ 𝜎1q, 𝐴12 “ 𝛽𝐶𝜎1, 𝐴21 “ 𝛽, 𝐴22 “ 𝛽

𝜎1
1´ 𝜎1

,
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𝑅1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ ´𝛽𝐶

ˆ

𝐾2p𝑥,𝑧1,𝑧2qp1` 𝑧1qp1` 𝑧2q ` p𝐾1p𝑥,𝑧1,𝑧2q ´ 1q
|1` 𝑧1|

𝜎1

|1` 𝑧2|1´𝜎1

˙

;

𝑅2p𝑧1,𝑧2q “ 𝛽𝐶
`

𝑧1𝑧2 ´ p|1` 𝑧1|
𝜎1 |1` 𝑧2|

1´𝜎1 ´ 1´ 𝜎1𝑧1 ´ p1´ 𝜎1q𝑧2q
˘

;

𝑅3p𝑥,𝑧1,𝑧2q “
𝛽

1´ 𝜎1
p1` 𝑧2q p𝐺2p𝑥q ´ 𝜎1 ` 1q

˜

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1` 𝑧1
1` 𝑧2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1´𝜎1

´ 1`𝐾3p𝑥,𝑧1,𝑧2q

¸

;

𝑅4p𝑧1,𝑧2q “
𝛽

1´ 𝜎1

ˆ

|1` 𝑧1|
1´𝜎1

|1` 𝑧2|𝜎1
´ 1´ p1´ 𝜎1q𝑧1 ´ 𝜎1𝑧2

˙

.

В силу условия (3) и третьего из условий (4) следует, что

lim
𝑥Ñ8

𝐺1p𝑥q “ 0, lim
𝑥Ñ8

𝐺2p𝑥q “ 𝜎1 ´ 1.

С учетом вида функции 𝐺1 ясно, что
ˆ 8
𝑥0

𝐺1p𝑥q𝑑𝑥 “ 8 при 𝑥 P r𝑥0,8r.

Таким образом, с учетом (32) имеем

lim
𝑥Ñ8

𝑅𝑖p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ 0 равномерно по p𝑧1,𝑧2q P
„

´
1

2
;
1

2



ˆ

„

´
1

2
;
1

2



, 𝑖 P t1,3u,

lim
|𝑧1|`|𝑧2|Ñ0

𝑅𝑖p𝑧1,𝑧2q

|𝑧1| ` |𝑧2|
“ 0 равномерно по 𝑥 P r𝑥0,`8s, 𝑖 P t2,4u.

Тогда, согласно теореме 2.8 из [4], система (35) имеет хотя бы одно решение
t𝑧𝑖u

2
𝑖“1 : r𝑥1,`8rÑ R2

p𝑥1 ě 𝑥0q, стремящееся к нулю при 𝑥Ñ `𝜔. Ему соответ-
ствует решение 𝑦 уравнения (1), допускающее при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотические пред-
ставления (6). В силу этих представлений и (1) 𝑦 является 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решением.

Заключение. В данной статье были полученны необходимые и достаточ-
ные условия существования 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решений для достачно широкого класса
существенно нелинейных дифференциальных уравнений вида p1q, а также асимп-
тотические представления таких решений и их производных первого порядка.
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Гержановська Г. А.
Дослiдження деяких класiв особливих розв’язкiв iстотно нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвняннь другого порядку

Резюме

Для iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями,
що є у деякому сенсi близькими до правильно змiнних, розглянуто достатньо широкий
клас повiльно змiнних при прямуваннi аргументу до особливої точки розв’язкiв. У ро-
ботi отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв з введеного класу. Крiм
того, знайдено асимптотичнi зображення при прямуваннi аргументу до особливої точки
для таких розв’язкiв та їх похiдних першого порядку. Результати роботи можна засто-
сувати як при дослiдженнi розв’язкiв при прямуваннi аргументу до нескiнченностi, так
i для сингулярних розв’язкiв.
Ключовi слова: асимптотичнi зображення розв’язкiв, повiльно змiннi розв’язки, пра-
вильно змiннi нелiнiйностi, 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-розв’язки .

Gerzhanovskaya G. A.
Investigation of some classes of special solutions of essentially nonlinear sec-
ond order differential equations

Summary

The sufficiently wide class of slowly varying solutions as the argument tends to the special
point for essentially nonlinear second order differential equations is considered. The neces-
sary and sufficient conditions of the existence of solutions of considered class are obtained.
The asymptotic representations as the argument tends to a special point of such solutions
and their first derivatives are found also. The results of the work can be used by the inves-
tigation of solutions on infinity and for singular solutions.
Key words: asymptotic representations of solutions, slowly varying solutions, regularly vary-
ing nonlinearities, 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-solutions.
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Одесский национальный университет имени И. И. Мечникова

ПОЛНОЕ РАЗДЕЛЕНИЕ СЧЁТНОЙ ЛИНЕЙНОЙ ОДНОРОДНОЙ
СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
В РЕЗОНАНСНОМ СЛУЧАЕ

Для счётной линейной однородной системы дифференциальных уравнений, коэффи-
циенты которой представимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся рядов Фурье
с медленно меняющимися коэффициентами и частотой, получены условия существова-
ния линейного преобразования с коэффициентами аналогичной структуры, приводяще-
го эту систему к диагональному виду в резонансном случае.
MSC: 34A30.
Ключевые слова: счётная система, разделение, ряды Фурье.
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.2(32).149701.

Введение. Счётные системы дифференциальных уравнений [1–3] вызы-
вают постоянный интерес математиков. Из публикаций, вышедших в последнее
время, отметим [4–6]. Как отмечается в монографии [2], счётные системы диф-
ференциальных уравнений, несмотря на то, что они являются частным случаем
дифференциальных уравнений в банаховых пространствах [7,8], имеют ряд спе-
цифических особенностей, что приводит к разработке соответствующей теории.

Одной из известных проблем теории дифференциальных уравнений в конеч-
номерных пространствах является проблема полного или блочного разделения
линейной однородной системы дифференциальных уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝑃 p𝑡q𝑥, p1q

𝑥 “ colonp𝑥1,....,𝑥𝑛q, 𝑃 p𝑡q “ p𝑝𝑗𝑘p𝑡qq𝑗,𝑘“1,𝑛. То есть для системы (1) требуется
построить ляпуновское преобразование

𝑥 “ 𝐿p𝑡q𝑦, p2q

приводящее систему (1) к виду

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ Λp𝑡q𝑦, p3q

где матрица Λp𝑡q диагональная или блочно-диагональная. При этом существен-
ным является вопрос о принадлежности элементов преобразующей матрицы 𝐿p𝑡q
тем же классам функций, что и элементы матрицы 𝑃 p𝑡q системы (1). Этой зада-
че также посвящён ряд исследований [9–12]. В настоящей работе задача полного
разделения рассматривается для счётной линейной системы дифференциальных
уравнений, коэффициенты которой представимы в виде абсолютно и равномерно
сходящихся рядов Фурье с медленно меняющимися коэффициентами и частотой.

Получена 10.10.2018 © Джашитова В. В., 2018
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Предварительные результаты. Пусть

𝐺p𝜀0q “ t𝑡,𝜀 : 𝑡 P R, 𝜀 P r0,𝜀0s, 𝜀0 P R`u.

Определение 1. Скажем, что функция 𝑝p𝑡,𝜀q принадлежит классу 𝑆p𝑚; 𝜀0q
(𝑚 P NY t0u), если выполнены следующие условия:
1) 𝑝 : 𝐺p𝜀0q Ñ C;
2) 𝑝p𝑡,𝜀q P 𝐶𝑚p𝐺p𝜀0qq по 𝑡;
3) 𝑑𝑘𝑝p𝑡,𝜀q{𝑑𝑡𝑘 “ 𝜀𝑘𝑝˚𝑘p𝑡,𝜀q p0 ď 𝑘 ď 𝑚q, причём

}𝑝}𝑆p𝑚,𝜀0q
𝑑𝑒𝑓
“

𝑚
ÿ

𝑘“0

sup
𝐺p𝜀0q

|𝑝˚𝑘p𝑡,𝜀q| ă `8.

Определение 2. Скажем, что функция 𝑓p𝑡,𝜀,𝜃p𝑡,𝜀qq принадлежит классу
𝐹 p𝑚; 𝜀0; 𝜃q (𝑚 P NY t0u), если эта функция представима в виде:

𝑓p𝑡,𝜀,𝜃p𝑡,𝜀qq “
8
ÿ

𝑛“´8

𝑓𝑛p𝑡,𝜀q exp p𝑖𝑛𝜃p𝑡,𝜀qq,

причём
1) 𝑓𝑛p𝑡,𝜀q P 𝑆p𝑚,𝜀0q (𝑛 P Z);

2) }𝑓}𝐹 p𝑚;𝜀0,𝜃q
𝑑𝑒𝑓
“

8
ř

𝑛“´8
}𝑓𝑛}𝑆p𝑚;𝜀0q ă `8;

3) 𝜃p𝑡,𝜀q “
𝑡́

0

𝜙p𝜏,𝜀q𝑑𝜏 , 𝜙 P R`, 𝜙 P 𝑆p𝑚,𝜀0q, inf
𝐺p𝜀0q

𝜙p𝑡,𝜀q “ 𝜙0 ą 0.

Множество функций класса 𝐹 p𝑚; 𝜀0; 𝜃q образует линейное пространство, пре-
вращающееся в полное нормированное пространство введением нормы } ¨ }𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q.
Имеет место цепочка включений: 𝐹 p0; 𝜀0; 𝜃q Ą 𝐹 p1; 𝜀0; 𝜃q Ą . . . Ą 𝐹 p𝑚; 𝜀0; 𝜃q.

Пусть заданы две функции класса 𝐹 p𝑚; 𝜀0; 𝜃q:

𝑢p𝑡,𝜀,𝜃q “
8
ÿ

𝑛“´8

𝑢𝑛p𝑡,𝜀q exp p𝑖𝑛𝜃p𝑡,𝜀qq, 𝑣p𝑡,𝜀,𝜃q “
8
ÿ

𝑛“´8

𝑣𝑛p𝑡,𝜀q exp p𝑖𝑛𝜃p𝑡,𝜀qq.

Произведение этих функций определим формулой:

p𝑢𝑣qp𝑡,𝜀,𝜃q “
8
ÿ

𝑛“´8

˜

8
ÿ

𝑠“´8

𝑢𝑛´𝑠p𝑡,𝜀q𝑣𝑠p𝑡,𝜀q

¸

expp𝑖𝑛𝜃p𝑡,𝜀qq.

Очевидно, что 𝑢𝑣 P 𝐹 p𝑚; 𝜀0; 𝜃q.
Сформулируем некоторые свойства нормы } ¨ }𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q. Пусть 𝑢,𝑣 P 𝐹 p𝑚; 𝜀0; 𝜃q,

𝑘 “ const. Тогда:
1) }𝑘𝑢}𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q “ |𝑘| ¨ }𝑢}𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q;
2) }𝑢` 𝑣}𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q ď }𝑢}𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q ` }𝑣}𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q;

3) }𝑢}𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q “
𝑚
ř

𝑘“0

›

›

›

›

1
𝜀𝑘
B
𝑘𝑢
B𝑡𝑘

›

›

›

›

𝐹 p0;𝜀0;𝜃q

;

4) }𝑢𝑣}𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q ď 2𝑚}𝑢}𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q ¨ }𝑣}𝐹 p𝑚;𝜀0;𝜃q.
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Определение 3. Скажем, что бесконечномерный вектор 𝑥p𝑡,𝜀q “ colp𝑥1p𝑡,𝜀q,
𝑥2p𝑡,𝜀q, . . .q принадлежит классу 𝑆1p𝑚; 𝜀0q, если 𝑥𝑗 P 𝑆p𝑚; 𝜀0q p𝑗 “ 1,2, . . .q, при-
чём

}𝑥}𝑆1p𝑚;𝜀0q
𝑑𝑒𝑓
“ sup

𝑗
}𝑥𝑗}𝑆p𝑚;𝜀0q ă `8.

Определение 4. Скажем, что бесконечная матрица 𝐴p𝑡,𝜀q “ p𝑎𝑗𝑘p𝑡,𝜀qq𝑗,𝑘“1,2,...

принадлежит классу 𝑆2p𝑚; 𝜀0q, если 𝑎𝑗𝑘 P 𝑆p𝑚; 𝜀0q, причём

}𝐴}𝑆2p𝑚;𝜀0q
𝑑𝑒𝑓
“ sup

𝑗

8
ÿ

𝑘“1

}𝑎𝑗𝑘}𝑆p𝑚;𝜀0q ă `8.

Определение 5. Скажем, что бесконечномерный вектор 𝑥p𝑡,𝜀,𝜃q “
“ colp𝑥1p𝑡,𝜀,𝜃q,𝑥2p𝑡,𝜀,𝜃q, . . .q принадлежит классу 𝐹1p𝑚; 𝜀0,𝜃q, если 𝑥𝑗 P 𝐹 p𝑚; 𝜀0; 𝜃q
p𝑗 “ 1,2, . . .q, причём

}𝑥}𝐹1p𝑚;𝜀0,𝜃q
𝑑𝑒𝑓
“ sup

𝑗
}𝑥𝑗}𝐹 p𝑚;𝜀0,𝜃q ă `8.

Определение 6. Скажем, что бесконечная матрица 𝐴p𝑡,𝜀,𝜃q “ p𝑎𝑗𝑘p𝑡,𝜀,𝜃qq𝑗,𝑘“1,2,...

притнадлежит классу 𝐹2p𝑚; 𝜀0,𝜃q, если 𝑎𝑗𝑘 P 𝐹 p𝑚; 𝜀0,𝜃q, причём

}𝐴}𝐹2p𝑚;𝜀0,𝜃q
𝑑𝑒𝑓
“ sup

𝑗

8
ÿ

𝑘“1

}𝑎𝑗𝑘}𝐹 p𝑚;𝜀0,𝜃q ă `8.

Очевидно, что если 𝐴 P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, 𝑥 P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, то 𝐴𝑥 P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, при
этом }𝐴𝑥}𝐹1p𝑚;𝜀0;𝜃q ď 2𝑚}𝐴}𝐹2p𝑚;𝜀0;𝜃q ¨ }𝑥}𝐹1p𝑚;𝜀0;𝜃q.

Условие }𝐴}𝐹2p𝑚;𝜀0;𝜃q ă 1 обеспечивает существование матрицы

p𝐸 `𝐴q´1 “ 𝐸 `
8
ÿ

𝑘“1

p´1q𝑘𝐴𝑘,

где 𝐸 “ diagp1,1,...q.
Для любого вектора 𝑥p𝑡,𝜀,𝜃q P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q обозначим:

Γ𝑛r𝑥s “
1

2𝜋

2𝜋ˆ

0

𝑥p𝑡,𝜀,𝜃q expp´𝑖𝑛𝜃q𝑑𝜃, 𝑛 P Z.

Для бесконечномерных векторов 𝑥 “ colonp𝑥1,𝑥2,...q, 𝑦 “ colonp𝑦1,𝑦2,...q обо-
значим: r𝑥,𝑦s “ colonp𝑥1𝑦1,𝑥2𝑦2,...q.

Основные результаты
1. Постановка задачи. Рассматривается счётная система дифференциаль-

ных уравнений:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ Λp𝑡,𝜀q𝑥` 𝜇𝐵p0qp𝑡,𝜀,𝜃q𝑥` 𝜇2𝐵p𝑡,𝜀,𝜃q𝑥, p4q

где 𝑡,𝜀 P 𝐺p𝜀0q, 𝑥 “ colonp𝑥1,𝑥2,...q, Λp𝑡,𝜀q “ diagr𝜆1p𝑡,𝜀q,𝜆2p𝑡,𝜀q,...s P 𝑆2p𝑚; 𝜀0q,
𝐵p0qp𝑡,𝜀,𝜃q “ diagr𝑏1p𝑡,𝜀,𝜃q,𝑏2p𝑡,𝜀,𝜃q,....s P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q,𝐵p𝑡,𝜀,𝜃q “ p𝑏𝑗𝑘p𝑡,𝜀,𝜃q𝑗,𝑘“1,2,... P

𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, причём 𝑏𝑗𝑗p𝑡,𝜀,𝜃q ” 0 p𝑗 “ 1,2,...q, 𝜇 P p0,𝜇0q Ă R`.
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Предполагается выполнение соотношений:

𝜆𝑗p𝑡,𝜀q ´ 𝜆𝑘p𝑡,𝜀q “ 𝑖𝑛𝑗𝑘𝜙p𝑡,𝜀q, p5q

𝑛𝑗𝑘 P Z p𝑗,𝑘 “ 1,2,...q, 𝜙p𝑡,𝜀q – функция, фигурирующая в определении класса
𝐹 p𝑚; 𝜀0; 𝜃q. В этом смысле мы имеем дело с резонансным случаем.

Изучается вопрос о существовании преобразования вида

𝑥 “ p𝐸 `𝑄p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇qq𝑦, p6q

𝑦 “ colonp𝑦1,𝑦2,...q, 𝑄p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q “ p𝑞𝑗𝑘p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇qq𝑗,𝑘“1,2,... P 𝐹2p𝑚1; 𝜀2; 𝜃q p𝑚1 ď 𝑚,𝜀1 ď
𝜀0q, 𝑞𝑗𝑗p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q ” 0, приводящего систему (4) к виду:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
“ 𝐷p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑦, p7q

𝐷p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q “ diagr𝑑1p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q, 𝑑2p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q,...s P 𝐹2p𝑚1,𝜀1; 𝜃q.
Для конечномерного случая аналогичная задача рассматривалась в работах

[13,14].
2. Вспомогательные утверждения. Рассмотрим следующую счётную си-

стему дифференциальных уравнений:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
“ 𝑖𝜙p𝑡,𝜀qΛ1𝑧 ` 𝜇𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝑧 ` 𝑔p𝑡,𝜀,𝜃q ` 𝜇

2𝐶p𝑡,𝜀,𝜃q𝑧 ` 𝜇4r𝑧,𝑅p𝑡,𝜀,𝜃q𝑧s, p8q

𝑡,𝜀 P 𝐺p𝜀0q, 𝑧 “ colonp𝑧1,𝑧2,...q, Λ1 “ diagr𝑛1,𝑛2,...s, 𝑛𝑗 P Z p𝑗 “ 1,2,...q, 𝑈 “

diagr𝑢1p𝑡,𝜀,𝜃q,𝑢2p𝑡,𝜀,𝜃q,,,.s P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, 𝑔 “ colonp𝑔1p𝑡,𝜀,𝜃q, 𝑔2p𝑡,𝜀,𝜃q,...q P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q,
𝐶 “ p𝑐𝑗𝑘p𝑡,𝜀,𝜃qq𝑗,𝑘“1,2,... P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, 𝑐𝑗𝑗 ” 0 p𝑗 “ 1,2,...q, 𝑅 P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q,
𝜇 P p0,𝜇0q Ă R`.

Лемма 1. Пусть система (8) удовлетворяет следующим условиям:
1) @ 𝑡,𝜀 P 𝐺p𝜀0q:

2𝜋ˆ

0

𝑔𝑗p𝑡,𝜀,𝜃q expp´𝑖𝑛𝑗𝜃q𝑑𝜃 “ 0, 𝑗 “ 1,2,... ; p9q

2)

inf
𝐺p𝜀0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2𝜋ˆ

0

𝑢𝑗p𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 𝛾 ą 0, 𝑗 “ 1,2,.... . p10q

Тогда существует 𝜇1 P p0,𝜇0q такое, что @ 𝜇 P p0,𝜇1q и @𝑞 P N существует
преобразование вида

𝑧 “
2𝑞´1
ÿ

𝑠“0

𝜉p𝑠qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜇𝑠 ` Φp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p1q, p11q

𝜉p𝑠q P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, Φ P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, приводящее систему (8) к виду:

𝑑𝑧p1q

𝑑𝑡
“

˜

𝑞
ÿ

𝑙“1

𝐾p𝑙qp𝑡,𝜀q𝜇𝑙

¸

𝑧p1q ` 𝜀ℎp11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q ` 𝜇2𝑞ℎp12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q`
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`𝜀𝑉 p1qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p1q ` 𝜇𝑞`1𝑃 p1qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p1q ` 𝜇r𝑅11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p1q, 𝑅12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p1qs,
p12q

где 𝐾p𝑙q P 𝑆2p𝑚; 𝜀0q и @ 𝜇 P p0,𝜇1q; ℎp11q, ℎp12q P 𝐹1p𝑚 ´ 1; 𝜀0; 𝜃q, 𝑉
p1q, 𝑃 p1q, 𝑅p11q,

𝑅p12q P 𝐹2p𝑚´ 1; 𝜀0; 𝜃q.
Доказательство. В системе (8) произведём подстановку:

𝑧 “ expp𝑖Λ𝜃q𝜎p1q, p13q

где 𝜎p1q “ colonp𝜎
p1q
1 ,𝜎

1q
2 , . . .q, expp𝑖Λ𝜃q “ diagr𝑒𝑖𝑛1𝜃,𝑒𝑖𝑛2𝜃, ¨ ¨ ¨ s. Получим:

𝑑𝜎p1q

𝑑𝑡
“ 𝑔p1qp𝑡,𝜀,𝜃q`𝜇𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝜎p1q`𝜇2𝐶p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜎p1q`𝜇4r𝜎p1q,𝑅p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜎p1qs, p14q

где 𝑔p1q “ 𝑒´𝑖Λ𝜃𝑔, 𝐶p1q “ 𝑒´𝑖Λ𝜃𝐶𝑒𝑖Λ𝜃, 𝑅p1q “ 𝑅𝑒𝑖Λ𝜃.
Очевидно, что 𝑔p1q P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, 𝐶p1q P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, причём 𝑐

p1q
𝑗𝑗 p𝑡,𝜀,𝜃 ” 0 p𝑗 “

1,2, . . .q, 𝑅p1q P 𝐹2p𝑚𝜀; 𝜃q. В силу условий леммы можем записать: @ 𝑡,𝜀 P 𝐺p𝜀0q:

2𝜋ˆ

0

𝑔p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃 “ 0. p15q

Наряду с системой (14) рассмотрим вспомогательную систему:

𝜙p𝑡,𝜀q
𝑑𝜉

𝑑𝑡
“ 𝑔p1qp𝑡,𝜀,𝜃q ` 𝜇𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝜉 ` 𝜇2𝐶p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜉 ` 𝜇4r𝜉,𝑅p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜉s, p16q

в которой 𝑡,𝜙 рассматриваются как постоянные. Вектор 𝑔p1qp𝑡,𝜀,𝜃q и матрицы
𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q, 𝐶p1qp𝑡,𝜀,𝜃q, 𝑅p1qp𝑡,𝜀,𝜃q – 2𝜋-периодические по 𝜃. Построим, согласно ме-
тоду малого параметра Пуанкаре [15], приближённое 2𝜋-периодическое по 𝜃 ре-
шение системы (16) в виде частичной суммы ряда по степеням малого параметра
𝜇:

r𝜉p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q “
2𝑞´1
ÿ

𝑠“0

𝜉p𝑠qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜇𝑠, p17q

где вектор-функции 𝜉p𝑠qp𝑡,𝜀,𝜃q определяются из следующей цепочки линейных
неоднородных векторных дифференциальных уравнений:

𝜙p𝑡,𝜀q
𝑑𝜉p0q

𝑑𝑡
“ 𝑔p1qp𝑡,𝜀,𝜃q, p18q

𝜙p𝑡,𝜀q
𝑑𝜉p1q

𝑑𝑡
“ 𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝜉p0q, p19q

𝜙p𝑡,𝜀q
𝑑𝜉p2q

𝑑𝑡
“ 𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝜉p1q ` 𝐶p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜉p0q, p20q

𝜙p𝑡,𝜀q
𝑑𝜉p3q

𝑑𝑡
“ 𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝜉p2q ` 𝐶p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜉p1q, p21q

𝜙p𝑡,𝜀q
𝑑𝜉p𝑠q

𝑑𝑡
“ 𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝜉p𝑠´1q ` 𝐶p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜉p𝑠´2q`
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`

𝑠´4
ÿ

𝑘“0

r𝜉p𝑘q,𝑅p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜉p𝑠´4´𝑘qs, 𝑠 “ 4,2𝑞 ´ 1. p22q

Равенство (15) обеспечивает существование 2𝜋-периодического по 𝜃 решения
уравнения (18), которое имеет вид:

𝜉p0qp𝑡,𝜀,𝜃q “𝑀 p0qp𝑡,𝜀q ` 𝜂p0qp𝑡,𝜀,𝜃q, p23q

где

𝜂p0qp𝑡,𝜀,𝜃q “
8
ÿ

𝑛“´8
p𝑛‰0q

Γ𝑛r𝑔
p1qp𝑡,𝜀,𝜃qs

𝑖𝑛𝜙
𝑒𝑖𝑛𝜃 P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q,

причём @ 𝑡,𝜀 P 𝐺p𝜀0q:
2𝜋ˆ

0

𝜂p0qp𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃 “ 0.

Вектор-функция𝑀 p0qp𝑡,𝜀q определится из условия существования 2𝜋-периоди-
ческого по 𝜃 решения уравнения (19), а именно, из линейного уравнения:

ˆˆ 2𝜋

0

𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃

˙

𝑀 p0q “ ´

ˆ 2𝜋

0

𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝜂p0qp𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃. p24q

Учитывая диагональность матрицы 𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q, легко видеть, что условие (10) обес-
печивает существование единственного решения 𝑀 p0qp𝑡,𝜀q уравнения (24), и это
решение принадлежит классу 𝑆1p𝑚; 𝜀0q. Следовательно, 𝜉p0qp𝑡,𝜀,𝜃q P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q.
Также условие (10) гарантирует существование 2𝜋-периодических по 𝜃 решений
уравнений (20), (21), (22), и все эти решения принадлежат классу 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q.
Следовательно, вектор-функция r𝜉q𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q также принадлежит классу 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q.

Вернёмся теперь к системе (14) и произведём в ней подстановку:

𝜎p1q “ r𝜉p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q ` 𝜎p2q, p25q

где 𝜎p2q – новый неизвестный вектор. Получим:

𝑑𝜎p2q

𝑑𝑡
“ 𝜀ℎp2qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q ` 𝜇2𝑞𝑔p2qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q ` 𝜇𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝜎p2q ` 𝜇2𝐶p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜎p2q`

`𝜇4rr𝜉p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q,𝑅p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜎p2qs ` 𝜇4r𝜎p2q,𝑅p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜎p2qs, p26q

где ℎp2q P 𝐹1p𝑚´ 1; 𝜀0; 𝜃q, 𝑔p2q P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q.
Учитывая определение скобок r¨,¨s и равенство (17), систему (26) можно пе-

реписать так:

𝑑𝜎p2q

𝑑𝑡
“ 𝜀ℎp2qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q ` 𝜇2𝑞𝑔p2qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q `

˜

𝑞
ÿ

𝑘“1

𝑈 p𝑘qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜇𝑘

¸

𝜎p2q`

`𝜇𝑞`1𝑊 p2qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝜎p2q ` 𝜇4r𝜎p2q,𝑅p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜎p2qs, p27q

где 𝑈 p𝑘q,𝑊 p2q P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q.
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Рассмотрим счётную линейную однородную систему дифференциальных урав-
нений:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“

˜

𝑞
ÿ

𝑙“1

𝑈 p𝑙qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜇𝑙

¸

𝑥, p28q

𝑥 “ colonp𝑥1,𝑥2,¨q. В работе [16] было показано, что существует 𝜇˚ P p0,𝜇0q такое,
что @ 𝜇 P p0,𝜇˚q существует преобразование вида

𝑥 “ Φp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑦, p29q

где Φ P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, приводящее систему (28) к виду:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
“

˜

𝑞
ÿ

𝑙“1

𝐾p𝑙qp𝑡,𝜀q𝜇𝑙 ` 𝜀
𝑞
ÿ

𝑙“1

𝑉 p𝑙qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜇𝑙 ` 𝜇𝑞`1𝑊 p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q

¸

𝑦, p30q

где 𝐾p𝑙q P 𝑆2p𝑚; 𝜀0q, 𝑉 p𝑙q,𝑊 P 𝐹2p𝑚´ 1; 𝜀0; 𝜃q p𝑙 “ 1,𝑞q.
Произведём в системе (27) подстановку

𝜎p2q “ Φp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p1q. p31q

В результате придём к системе (12). Тем самым лемма 1 доказана.
Рассмотрим счётную линейную однородную систему дифференциальных урав-

нений:
𝑑𝑥p0q

𝑑𝑡
“ 𝐴p𝑡,𝜀q𝑥p0q, p32q

где 𝐴p𝑡,𝜀q P 𝑆2p𝑚; 𝜀0q.

Определение 7. Матрицей Грина системы (32) назовём матрицу 𝐺p𝑡,𝜏,𝜀q “
p𝑔𝑗𝑘p𝑡,𝜏,𝜀qq𝑗,𝑘“1,2,..., удовлетворяющую условиям:
1) при 𝑡 ‰ 𝜏 :

B𝐺p𝑡,𝜏,𝜀q

B𝑡
“ 𝐴p𝑡,𝜀q𝐺p𝑡,𝜏,𝜀q,

B𝐺p𝑡,𝜏,𝜀q

B𝜏
“ ´𝐺p𝑡,𝜏,𝜀q𝐴p𝜏,𝜀q,

2) 𝐺p𝜏 ` 0,𝜏,𝜀q ´𝐺p𝜏 ´ 0,𝜏,𝜀q “ 𝐸, 𝐺p𝑡,𝑡` 0,𝜀q ´𝐺p𝑡,𝑡´ 0,𝜀q “ ´𝐸.
При 𝑡 “ 𝜏 матрица Грина не определена.

Наряду с системой (32) рассмотрим счётную линейную неоднородную систе-
му:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝐴p𝑡,𝜀q𝑥` 𝑓p𝑡,𝜀,𝜃q, p33q

где 𝑓 P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, матрица 𝐴p𝑡,𝜀q та же, что и в системе (32).
Лемма 2. Пусть система (32) имеет матрицу Грина 𝐺p𝑡,𝜏,𝜀q “ p𝑔𝑗𝑘p𝑡,𝜏,𝜀qq𝑗,𝑘“1,2,...

такую, что
|𝑔𝑗𝑘p𝑡,𝜏,𝜀q| ď𝑀0 expp´𝛾0|𝑡´ 𝜏 |q,

где 𝑀0,𝛾0 P p0,`8q, причём 𝑀0,𝛾0 не зависят от 𝑡,𝜏,𝜀. Тогда система (33) имеет
единственное частное решение 𝑥p𝑡,𝜀,𝜃q P 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, причём существует 𝐾0 P

p0,`8q такое, что:

}𝑥p𝑡,𝜀,𝜃q}𝐹1p𝑚;𝜀0;𝜃q ď
𝐾0

𝛾0
}𝑓p𝑡,𝜀,𝜃q}𝐹1p𝑚;𝜀0;𝜃q. p34q
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Утверждение леммы 2 непосредственно вытекает из результата работы [17].
Лемма 3. Пусть система (8) такова, что

1) выполнены условия леммы 1;
2) для линейной однородной системы

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“

˜

𝑞
ÿ

𝑙“1

𝐾p𝑙qp𝑡,𝜀q𝜇𝑙

¸

𝑥, p35q

где матрицы 𝐾p𝑙qp𝑡,𝜀q определены в лемме 1, существует матрица Грина 𝐺p𝑡,𝜏,𝜀,𝜇q “
p𝑔𝑗𝑘p𝑡,𝜏,𝜀,𝜇qq𝑗,𝑘“1,2,... такая, что

|𝑔𝑗𝑘p𝑡,𝜏,𝜀,𝜇q| ď𝑀1 exp p´𝛾1𝜇
𝑞0 |𝑡´ 𝜏 |q ,

𝑞0 P r1,𝑞s, 𝑀1,𝛾1 P p0,`8q и не зависят от 𝑡,𝜏,𝜀,𝜇.
Тогда существуют 𝜇2 P p0,𝜇0q, 𝜀2p𝜇q P p0,𝜀0q такие, что @ 𝜇 P p0,𝜇2q, 𝜀 P

p0,𝜀2p𝜇qq система (8) имеет частное решение, принадлежащее классу 𝐹1p𝑚 ´

1; 𝜀2p𝜇q; 𝜃q.
Доказательство. На основании леммы 1 приведём систему (8) к системе

(12). В этой системе совершим подстановку:

𝑧p1q “
𝜀` 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0
𝑧p2q, p36q

где 𝑧p2q – новый неизвестный вектор. Получим:

𝑑𝑧p2q

𝑑𝑡
“

˜

𝑞
ÿ

𝑙“1

𝐾p𝑙qp𝑡,𝜀q𝜇𝑙

¸

𝑧p2q `
𝜀𝜇𝑞0

𝜀` 𝜇2𝑞
ℎp11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q `

𝜇2𝑞`𝑞0

𝜀` 𝜇2𝑞
ℎp12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q`

`𝜀𝑉 p1qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p2q ` 𝜇𝑞`1𝑃 p1qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p2q`

`
𝜀` 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0´1
r𝑅p11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p2q,𝑅p12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p2qs. p37q

Рассмотрим линейную неоднородную систему:

𝑑𝑧p20q

𝑑𝑡
“

˜

𝑞
ÿ

𝑙“1

𝐾p𝑙qp𝑡,𝜀q𝜇𝑙

¸

𝑧p20q`
𝜀𝜇𝑞0

𝜀` 𝜇2𝑞
ℎp11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q`

𝜇2𝑞`𝑞0

𝜀` 𝜇2𝑞
ℎp12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q. p38q

Принимая во внимание условие 2 леммы, и на основании леммы 2 можем
утверждать, что система (38) имеет единственное частное решение 𝑧p20qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q P
𝐹1p𝑚´ 1; 𝜀0; 𝜃q, причём существует 𝐾 P p0,`8q такое, что

}𝑧p20q}𝐹1p𝑚´1;𝜀0;𝜃q ď

ď
𝐾

𝛾1𝜇𝑞0

ˆ

𝜀𝜇𝑞0

𝜀` 𝜇2𝑞
}ℎp11q}𝐹1p𝑚´1;𝜀0;𝜃q `

𝜇2𝑞`𝑞0

𝜀` 𝜇2𝑞
}ℎp12q}𝐹1p𝑚´1;𝜀0;𝜃q

˙

ă

ă
𝐾

𝛾1

´

}ℎp11q}𝐹1p𝑚´1;𝜀0;𝜃q ` ℎ
p12q}𝐹1p𝑚´1;𝜀0;𝜃q

¯

.
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Решение класса 𝐹1p𝑚´ 1; 𝜀2p𝜇q; 𝜃q системы (37) будем искать методом после-
довательных приближений, выбирая в качестве начального приближения 𝑧p20q, а
дальнейшие приближения определив как решения класса 𝐹1p𝑚´1; 𝜀0; 𝜃q счётных
линейных неоднородных систем:

𝑑𝑧p2,𝑠`1q

𝑑𝑡
“

˜

𝑞
ÿ

𝑙“1

𝐾p𝑙qp𝑡,𝜀q𝜇𝑙

¸

𝑧p2,𝑠`1q`
𝜀𝜇𝑞0

𝜀` 𝜇2𝑞
ℎp11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q`

𝜇2𝑞`𝑞0

𝜀` 𝜇2𝑞
ℎp12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q`

`𝜀𝑉 p1qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p2𝑠q ` 𝜇𝑞`1𝑃 p1qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p2𝑠q`

`
𝜀` 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0´1
r𝑅p11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p2𝑠q,𝑅p12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p2𝑠qs, 𝑠 “ 0,1,2,... . p39q

Пусть

Ω “
!

𝑧p2q P 𝐹1p𝑚´ 1; 𝜀0; 𝜃q : }𝑧
p2q ´ 𝑧p20q}𝐹1p𝑚´1;𝜀0;𝜃q ď 𝑑

)

.

Несложно установить, что существует 𝐿p𝑑q P p0, ` 8q такое, что @ 𝑧,𝑦 P Ω
выполнено:
›

›r𝑅p11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧,𝑅p12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧s ´ r𝑅p11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑦,𝑅p12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑦s
›

›

𝐹1p𝑚´1,𝜀0;𝜃q
ď

ď 𝐿p𝑑q}𝑥´ 𝑦}𝐹1p𝑚´1;𝜀0;𝜃q.

Используя известную матодику принципа сжимающих отображений [18], неслож-
но показать, что существуют 𝜇2 P p0,𝜇0q,𝐾1 P p0,`8q такие, что @ 𝜇 P p0,𝜇2q, @ 𝜀 P
p0,𝐾1𝜇

2𝑞0´1q процесс (39) сходится к решению 𝑧p2qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q P 𝐹1p𝑚´1;𝐾1𝜇
2𝑞0´1; 𝜃q

системы (37). Учитывая равенство (36), отсюда получаем утверждение леммы.
Приведём пример системы вида (8), удовлетворяющей всем условиям лем-

мы 3. Рассмотрим счётную систему дифференциальных уравнений:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
“ 𝑔p𝑡,𝜀,𝜃q ` 𝜇𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝑧 ` 𝜇2𝐶p𝑡,𝜀,𝜃q𝑧 ` 𝜇4r𝑧,𝑅p𝑡,𝜀,𝜃q𝑧s, p40q

матрицы 𝑈,𝐶,𝑅 – те же, что и в системе (8), а вектор-функция 𝑔 такова, что
@ 𝑡,𝜀 P 𝐺p𝜀0q:

2𝜋ˆ

0

𝑔p𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃 “ 0.

Положим 𝑞 “ 𝑞0 “ 1. Тогда, как следует из работы [16], преобразование (11)
принимает вид:

𝑧 “ 𝜉p0qp𝑡,𝜀,𝜃q ` 𝜉p1qp𝑡,𝜀,𝜃q𝜇` p𝐸 ` 𝜇Φp1qp𝑡,𝜀,𝜃qq𝑧p1q, p41q

где
𝜉p0qp𝑡,𝜀,𝜃q “𝑀 p0qp𝑡,𝜀q ` 𝜂p0qp𝑡,𝜀,𝜃q,

𝜂p0qp𝑡,𝜀,𝜃q “
8
ÿ

𝑛“´8
p𝑛‰0q

Γ𝑛r𝑔p𝑡,𝜀,𝜃qs

𝑖𝑛𝜙
𝑒𝑖𝑛𝜃,
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𝑀 p0qp𝑡,𝜀q “ ´

¨

˝

2𝜋ˆ

0

𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃

˛

‚

´1 2𝜋ˆ

0

𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝜂p0qp𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃,

𝜉p1qp𝑡,𝜀,𝜃q “
8
ÿ

𝑛“´8
p𝑛‰0q

Γ𝑛r𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝜉
p0qp𝑡,𝜀,𝜃qs

𝑖𝑛𝜙
𝑒𝑖𝑛𝜃,

Φp1qp𝑡,𝜀,𝜃q “
8
ÿ

𝑛“´8
p𝑛‰0q

Γ𝑛r𝑈p𝑡,𝜀,𝜃qs

𝑖𝑛𝜙
𝑒𝑖𝑛𝜃.

В результате преобразования (41) система (40) приведётся к виду:

𝑑𝑧p1q

𝑑𝑡
“ 𝜇𝐾p1qp𝑡,𝜀q𝑧p1q ` 𝜀ℎp11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q ` 𝜇2ℎp12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q`

`𝜀𝑉 p1qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p1q ` 𝜇2𝑃 p1qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p1q ` 𝜇r𝑅p11qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p1q,𝑅p12qp𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q𝑧p1qs,

где

𝐾p1qp𝑡,𝜀q “
1

2𝜋

2𝜋ˆ

0

𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃.

Нетрудно видеть, что если матрица 𝑈p𝑡,𝜀,𝜃q удовлетворяет условию (10), то
счётная линейная однородная система дифференциальных уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝜇𝐾p1qp𝑡,𝜀q𝑥

имеет матрицу Грина 𝐺p𝑡,𝜏,𝜀,𝜇q “ diagr𝑔1p𝑡,𝜏,𝜀,𝜇q,𝑔2p𝑡,𝜏,𝜀,𝜇q, . . .s, где 𝑔𝑗p𝑡,𝜏,𝜀,𝜇q
p𝑗 “ 1,2, . . .q определяются формулами:
в случае

𝑘
p1q
𝑗 p𝑡,𝜀q “

1

2𝜋

2𝜋ˆ

0

𝑢𝑗p𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃 ď ´ 𝛾 ă 0 :

𝑔𝑗p𝑡,𝜏,𝜀,𝜇q “

$

&

%

exp

ˆ

𝜇
𝑡́

𝜏

𝑘
p1q
𝑗 p𝑠,𝜀q𝑑𝑠

˙

, 𝑡 ą 𝜏,

0, 𝑡 ă 𝜏 ;

в случае:

𝑘
p1q
𝑗 p𝑡,𝜀q “

1

2𝜋

2𝜋ˆ

0

𝑢𝑗p𝑡,𝜀,𝜃q𝑑𝜃 ě 𝛾 ą 0 :

𝑔𝑗p𝑡,𝜏,𝜀,𝜇q “

$

&

%

0, 𝑡 ą 𝜏,

´ exp

ˆ

𝜇
𝑡́

𝜏

𝑘
p1q
𝑗 p𝑠,𝜀q𝑑𝑠

˙

, 𝑡 ă 𝜏.

Константа 𝛾 определяется условием (10).
Очевидно выполнение неравенства:

|𝑔𝑗p𝑡,𝜏,𝜀,𝜇q| ď expp´𝜇𝛾|𝑡´ 𝜏 |q, 𝑗 “ 1,2,... .
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Таким образом, все условия леммы 3 выполнены. Поэтому на её основании
можем утверждать, что существуют 𝜇20 P p0,𝜇0q, 𝜀20p𝜇q P p0,𝜀0q такие, что @ 𝜇 P
p0,𝜇20q, 𝜀 P p0,𝜀20p𝜇qq система (40) имеет частное решение, принадлежащее классу
𝐹1p𝑚´ 1; 𝜀20p𝜇q; 𝜃q.

3. Основной результат. Вернёмся теперь к системе (4) и совершим в ней
подстановку (6). Исходя из условия диагональности преобразованной системы
(7) и учитывая условие (5), получим следующую счётную систему дифференци-
альных уравнений для определения элементов 𝑞𝑗𝑘 p𝑗 ‰ 𝑘q матрицы 𝑄:

𝑑𝑞𝑗𝑘
𝑑𝑡

“ 𝑖𝑛𝑗𝑘𝜙p𝑡,𝜀q𝑞𝑗𝑘 ` 𝜇p𝑏𝑗p𝑡,𝜀,𝜃q ´ 𝑏𝑘p𝑡,𝜀,𝜃qq𝑞𝑗𝑘 ` 𝜇
2𝑏𝑗𝑘p𝑡,𝜀,𝜃q`

`𝜇2
8
ÿ

𝑠“1
p𝑠‰𝑗,𝑠‰𝑘q

𝑏𝑗𝑠p𝑡,𝜀,𝜃q𝑞𝑠𝑘 ´ 𝜇
2𝑞𝑗𝑘

8
ÿ

𝑠“1
p𝑠‰𝑘q

𝑏𝑘𝑠p𝑡,𝜀,𝜃q𝑞𝑠𝑘, 𝑗,𝑘 “ 1,2, . . . ; 𝑗 ‰ 𝑘. p42q

Элементы диагональной матрицы 𝐷 в системе (7) определятся формулами:

𝑑𝑗p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q “ 𝜆𝑗p𝑡,𝜀q ` 𝜇𝑏𝑗p𝑡,𝜀,𝜃q ` 𝜇
8
ÿ

𝑠“1
p𝑠‰𝑗q

𝑏𝑗𝑠p𝑡,𝜀,𝜃q𝑞𝑠𝑗p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q. p43q

Подстановка
𝑞𝑗𝑘 “ 𝜇2

r𝑞𝑗𝑘, 𝑗,𝑘 “ 1,2, . . . ; 𝑗 ‰ 𝑘 p44q

приводит систему (42) к виду:

𝑑r𝑞𝑗𝑘
𝑑𝑡

“ 𝑖𝑛𝑗𝑘𝜙p𝑡,𝜀qr𝑞𝑗𝑘 ` 𝜇p𝑏𝑗p𝑡,𝜀,𝜃q ´ 𝑏𝑘p𝑡,𝜀,𝜃qr𝑞𝑗𝑘 ` 𝑏𝑗𝑘p𝑡,𝜀,𝜃q`

`𝜇2
8
ÿ

𝑠“1
p𝑠‰𝑗,𝑠‰𝑘q

𝑏𝑗𝑠p𝑡,𝜀,𝜃qr𝑞𝑠𝑘 ´ 𝜇
4
r𝑞𝑗𝑘

8
ÿ

𝑠“1
p𝑠‰𝑘q

𝑏𝑘𝑠p𝑡,𝜀,𝜃qr𝑞𝑠𝑘, 𝑗,𝑘 “ 1,2, . . . ; 𝑗 ‰ 𝑘. p45q

В системе (45) индекс 𝑘 фиксированный, поэтому при каждом 𝑘 “ 1,2, . . . си-
стема (45) представляет собой отдельную счётную систему дифференциальных
уравнений относительно r𝑞1𝑘, r𝑞2𝑘,. . . ,r𝑞𝑘´1,𝑘, r𝑞𝑘`1,𝑘, . . . . Нетрудно видеть, что век-
торная запись такой системы имеет вид (8). Поэтому справедлива следующая
теорема.

Теорема. Пусть для системы (4) выполнены соотношения (5) и при каж-
дом 𝑘 “ 1,2, . . . система (45) удовлетворяет всем условиям леммы 3. Тогда
существуют 𝜇3 P p0,𝜇0q, 𝜀3p𝜇q P p0,𝜀0q такие, что @ 𝜇 P p0,𝜇3q, 𝜀 P p0,𝜀3p𝜇qq
существует преобразование вида (6), где 𝑄p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q P 𝐹2p𝑚 ´ 1; 𝜀3p𝜇q; 𝜃q, приво-
дящее систему (4) к виду (7), где элементы диагональной матрицы 𝐷p𝑡,𝜀,𝜃,𝜇q P
𝐹2p𝑚´ 1; 𝜀3p𝜇q; 𝜃q определяются формулами (43).

Заключение. Таким образом, для счётной линейной системы дифферен-
циальных уравнений с коэффициентами, представимыми абсолютно и равномер-
но сходящимися рядами Фурье с медленно меняющимися коэффициентами и ча-
стотой, установлены условия линейного преобразования с коэффициентами ана-
логичной структуры, приводящего эту систему к диагональному виду.
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Джашитова В. В.
Повне розщеплення злiченної лiнiйної однорiдної системи диференцiальних
рiвнянь у резонансному випадку

Резюме

Для злiченної лiнiйної однорiдної системи диференцiальних рiвнянь, коефiцiєнти якої
зображуванi у виглядi абсолютно та рiвномiрно збiжних рядiв Фур’є з повiльно змiн-
ними коефiцiєнтами та частотою, отримано умови iснування лiнiйного перетворення з
коефiцiєнтами аналогiчної структури, що приводить цю систему до дiагонального ви-
гляду в резонансному випадку.
Ключовi слова: злiченна система, розщеплення, ряди Фур’є .

Dzhashitova V.
The full separation of the countable linear homogeneous system of the differ-
ential equations at the resonance case

Summary

For the countable linear homogeneous system of the differential equations, the coefficients of
whose are represented by a absolutely and uniformly convergent Fourier-series with slowly
varying coefficients and frequency, the conditions of the existence of the linear transformation
with the coefficients of the similar structure, which leads this system to a diagonal kind in
resonance case, are obtained.
Key words: countable system, separation, Fourier-series.
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У роботi розглядається слабо нелiнiйна двовимiрна параболiчна система, розв’язки
якої зазнають iмпульсного збурення при досягненнi фiксованої (iмпульсної) пiдмножи-
ни у фазовому просторi. Вона породжує iмпульсну динамiчну систему, що має у фазо-
вому просторi мiнiмальну компактну рiвномiрно притягуючу множину — рiвномiрний
атрактор. При цьому траєкторiї системи можуть нескiнченну кiлькiсть разiв зустрiча-
тись з iмпульсною множиною. Тодi, в загальному випадку, рiвномiрний атрактор має
непорожнiй перетин з iмпульсною множиною i не є анi iнварiантною, анi стiйкою мно-
жиною вiдносно iмпульсного напiвпотоку. В роботi доведено, що при певних додаткових
умовах на параметри задачi iнварiантною i стiйкою є неiмпульсна частина рiвномiрного
атрактора.
MSC: 34D45, 35R12.
Ключовi слова: iмпульсна система, параболiчна система, атрактор, стiйкiсть.
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.2(32).149702.

Вступ. Важливою задачею в теорiї iмпульсних систем диференцiальних
рiвнянь [1]– [5] є якiсне дослiдження розривних (або iмпульсних) динамiчних си-
стем [6]– [11]. У випадку нескiнченновимiрного фазового простору одним з най-
ефективнiших iнструментiв дослiдження якiсної поведiнки розв’язкiв є теорiя
глобальних атракторiв [12], [13], [14]. Перенесення основних понять та результатiв
теорiї атракторiв на iмпульснi динамiчнi системи наштовхується на принципову
проблему — вiдсутнiсть у таких системах неперервної залежностi розв’язку вiд
початкових даних. Використовуючи поняття рiвномiрного атрактора [13], [15],
в роботi [16] вдалося довести iснування мiнiмальної компактної рiвномiрно при-
тягуючої множини для класу слабонелiнiйних iмпульсно-збурених параболiчних
рiвнянь. Пiзнiше в роботах [17–19] цей пiдхiд було поширено на iншi класи iмпуль-
сних систем. Виявилось, що у випадку, коли траєкторiї iмпульсної динамiчної си-
стеми можуть нескiнченну кiлькiсть разiв зустрiчатись з iмпульсною множиною,
рiвномiрний атрактор може мати непорожнiй перетин з iмпульсною множиною i
не бути нi iнварiантною, нi стiйкою множиною вiдносно iмпульсного напiвпотоку.
Iнварiантнiсть неiмпульсної частини рiвномiрного атрактору для рiзних класiв
iмпульсних систем була доведена в роботах [19], [20], [21]. В роботi [22] вперше
було запропоновано умови на iмпульсний напiвпотiк, якi гарантують стiйкiсть
неiмпульсної частини рiвномiрного атрактору. В даннiй роботi ми уточнюємо цi
умови i застосовуємо їх до дослiдження стiйкостi рiвномiрного атрактора слабо-
нелiнiйної двивимiрної iмпульсно-збуреної параболiчної системи.
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Основнi результати
1. Рiвномiрнi атрактори iмпульсних систем. Пiд iмпульсною динамiч-

ною системою (надалi – iмпульсна ДС) 𝐺 “ 𝐺p𝑉,𝑀,𝐼q, заданою на нормованому
просторi 𝑋, будемо розумiти вiдображення 𝐺 : 𝑅` ˆ 𝑋 Ñ 𝑋, що будується за
допомогою неперервної напiвгрупи 𝑉 : 𝑅`ˆ𝑋 Ñ 𝑋, iмпульсної множини 𝑀 Ă 𝑋
та iмпульсного вiдображення 𝐼 : 𝑀 Ñ 𝑋, виходячи з наступного правила [7]:
якщо для 𝑥 P 𝑋 для всiх 𝑡 ą 0 𝑉 p𝑡,𝑥q R𝑀 , то 𝐺p𝑡,𝑥q “ 𝑉 p𝑡,𝑥q; iнакше

𝐺p𝑡,𝑥q “

#

𝑉 p𝑡´ 𝑡𝑛q, 𝑡 P r𝑡𝑛, 𝑡𝑛`1q,

𝑥`𝑛`1, 𝑡 “ 𝑡𝑛`1,
(1)

де 𝑡0 “ 0, 𝑡𝑛`1 “
ř𝑛

𝑘“0 𝑠𝑘, 𝑥`𝑛`1 “ 𝐼𝑉 p𝑠𝑛, 𝑥
`
𝑛 q, 𝑥

`
0 “ 𝑥, 𝑠𝑛 – моменти iмпульсного

збурення, що характеризуються умовою 𝑉 p𝑠𝑛, 𝑥
`
𝑛 q P𝑀 .

За умов
𝑀 ´ замкнена, 𝑀 X 𝐼𝑀 “ ∅,

@𝑥 P𝑀 D𝜏 “ 𝜏p𝑥q ą 0 @𝑡 P p0, 𝜏q 𝑉 p𝑡,𝑥q R𝑀,

@ 𝑥 P 𝑋 𝑡Ñ 𝐺p𝑡,𝑥q визначенa на r0,`8q
(2)

формула (1) визначає напiвгрупу 𝐺 : 𝑅` ˆ𝑋 Ñ 𝑋 [10], [16].

Зауваження 1. З умов (2) i неперервностi 𝑉 випливає [10], [19], що для до-
вiльного 𝑥 P 𝑋 або iснує момент часу 𝑠 :“ 𝑠p𝑥q ą 0 такий, що @𝑡 P p0,𝑠q 𝑉 p𝑡,𝑥q R
𝑀, 𝑉 p𝑠,𝑥q P 𝑀 , або @ 𝑡 ą 0 𝑉 p𝑡,𝑥q X𝑀 “ H (i в цьому випадку покладемо
𝑠p𝑥q “ 8).

Означення 1. [16] Компакт Θ Ă 𝑋 будемо називати рiвномiрним атра-
ктором iмпульсної ДС 𝐺, якщо
1) Θ – рiвномiрно притягуюча множина, тобто

@𝐵 P 𝛽p𝑋q 𝑑𝑖𝑠𝑡p𝐺p𝑡,𝐵q,Θq Ñ 0, 𝑡Ñ8;

2) Θ – мiнiмальна замкнена множина, що задовольняє 1).

Зауваження 2. Рiвномiрний атрактор може не бути iнварiантним вiдно-
сно 𝐺, тобто рiвнiсть

@ 𝑡 ě 0 Θ “ 𝐺p𝑡,Θq

може не мати мiсця [16].

Теорема 1. [19] Нехай iмпульсна ДС 𝐺 – дисипативна, тобто

D𝐵0 P 𝛽p𝑋q @𝐵 P 𝛽p𝑋q D𝑇 “ 𝑇 p𝐵q @𝑡 ě 𝑇 𝐺p𝑡,𝐵q Ă 𝐵0. (3)

Тодi 𝐺 має рiвномiрний атрактор Θ тодi i тiльки тодi, коли 𝐺 — асимпто-
тично компактна, тобто @t𝑥𝑛u P 𝛽p𝑋q @t𝑡𝑛 Õ 8u послiдовнiсть t𝐺p𝑡𝑛,𝑥𝑛qu —
предкомпактна. При цьому

Θ “ 𝜔p𝐵0q :“
č

𝜏ą0

ď

𝑡ě𝜏

𝐺p𝑡,𝐵0q. (4)
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Означення 2. [23] Множина 𝐴 Ă 𝑋 називається стiйкою вiдносно напiв-
потоку 𝐺, якщо

𝐴 “ 𝐷`p𝐴q :“
ď

𝑥P𝐴

t𝑦 | 𝑦 “ lim𝐺p𝑡𝑛,𝑥𝑛q, 𝑥𝑛 Ñ 𝑥, 𝑡𝑛 ě 0u . (5)

В роботi [22] показано, що рiвномiрний атрактор iмпульсної ДС може не за-
довольняти властивiсть (5), проте, за додаткових припущень щодо характеру
поведiнки траєкторiй в околi iмпульсної множини, вдається одержати наступний
результат, який уточнює твердження теорем 1, 2 з [22].

Теорема 2. Нехай iмпульсна ДС 𝐺 “ p𝑉,𝑀, 𝐼q задовольняє умови (2), (3)
i має рiвномiрний атрактор Θ. Нехай iмпульсне вiдображення 𝐼 : 𝑀 Ñ 𝑋 i
напiвгрупа 𝑉 : 𝑅` ˆ𝑋 Ñ 𝑋 неперервнi i додатково виконуються умови:

для довiльної послiдовностi 𝑥𝑛 Ñ 𝑥 P Θz𝑀

#

𝑠p𝑥q “ 8, якщо 𝑠p𝑥𝑛q “ 8 для нескiнченно багатьох n,
𝑠p𝑥𝑛q Ñ 𝑠p𝑥q, iнакше;

(6)

для довiльної послiдовностi 𝑥𝑛 Ñ 𝑥 P ΘX𝑀

або 𝑠p𝑥𝑛q “ 8 для нескiнченно багатьох 𝑛, або 𝑠p𝑥𝑛q Ñ 0. (7)

Тодi справедлива рiвнiсть
Θ “ Θz𝑀. (8)

Крiм того, Θ – iнварiантний в тому сенсi, що

@𝑡 ě 0 𝐺p𝑡,Θz𝑀q “ Θz𝑀, (9)

i стiйкий в тому сенсi, що

𝐷`pΘz𝑀q Ă Θz𝑀. (10)

2. Застосування до параболiчної iмпульсно-збуреної системи. Нехай
Ω Ă 𝑅𝑛, 𝑛 ě 1 – обмежена область. Вiдносно невiдомих функцiй 𝑢p𝑡,𝑥q, 𝑣p𝑡,𝑥q в
p0,`8q ˆ Ω розглядається задача:

$

’

&

’

%

B𝑢
B𝑡 “ 𝑎Δ𝑢` 𝜀𝑓1p𝑢,𝑣q,
B𝑣
B𝑡 “ 𝑎Δ𝑣 ` 2𝑏Δ𝑢` 𝜀𝑓2p𝑢,𝑣q,

𝑢|BΩ “ 𝑣|BΩ “ 0,

(11)

де 𝜀 ą 0 – малий параметр,
𝑎 ą 0, |𝑏| ă 𝑎. (12)

Нелiнiйне збурення 𝑓 “
ˆ

𝑓1
𝑓2

˙

P 𝐶1p𝑅2q задовольняє умови:

D𝐶 ą 0 @𝑢,𝑣 P 𝑅 |𝑓1p𝑢,𝑣q| ` |𝑓2p𝑢,𝑣q| ď 𝐶, 𝐷𝑓p𝑢,𝑣q ě ´𝐶, (13)
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якi гарантують однозначну глобальну розв’язнiсть задачi (11) у фазовому про-
сторi 𝑋 “ 𝐿2pΩq ˆ 𝐿2pΩq з нормою }𝑧}𝑋 “

a

}𝑢}2 ` }𝑣}2, де тут i надалi } ¨ } та
p¨,¨q — це норма та скалярний добуток в 𝐿2pΩq.

Нехай t𝜆𝑖u8𝑖“1 Ă p0, ` 8q, t𝜓𝑖u
8
𝑖“1 Ă 𝐻1

0 pΩq – розв’язки спектральної задачi
Δ𝜓 “ ´𝜆𝜓, 𝜓 P 𝐻1

0 pΩq.
Для фiксованих 𝛼 ą 0, 𝛽 ą 0, 𝛾 ą 0, 𝜇 ą 0 на розв’язках (11) розглядається

наступна iмпульсна задача:
фазова точка 𝑧p𝑡q при зустрiчi з iмпульсною множиною

𝑀 “

!

𝑧 “

ˆ

𝑢
𝑣

˙

P 𝑋 | |p𝑢,𝜓1q| ď 𝛾, 𝛼p𝑢,𝜓1q ` 𝛽p𝑣,𝜓1q “ 1
)

(14)

миттєво переводиться за допомогою iмпульсного вiдображення 𝐼 : 𝑀 Ñ 𝑀 1 в
нове положення 𝐼𝑧 P𝑀

1

, де

𝑀
1

“

!

𝑧 “

ˆ

𝑢
𝑣

˙

P 𝑋 | |p𝑢,𝜓1q| ď 𝛾, 𝛼p𝑢,𝜓1q ` 𝛽p𝑣,𝜓1q “ 1` 𝜇
)

. (15)

Будемо розглядати наступний клас iмпульсних вiдображень:

для 𝑧 “
8
ÿ

𝑖“1

ˆ

𝑐𝑖
𝑑𝑖

˙

𝜓𝑖 P𝑀 𝐼p𝑧q “ 𝐼1

ˆ

𝑐1
𝑑1

˙

𝜓1 `

8
ÿ

𝑖“2

ˆ

𝑐𝑖
𝑑𝑖

˙

𝜓𝑖 P𝑀
1,

де 𝐼1 : 𝑅2 Ñ 𝑅2 – задане неперервне вiдображення.
В роботi [18] було доведено, що за додаткової умови

2𝛽𝛾 ď 1 (16)

задача (11)–(15) для достатньо малих 𝜀 породжує iмпульсну ДС 𝐺𝜀, яка має
рiвномiрний атрактор Θ𝜀.

Основним результатом даної роботи є наступна теорема.

Теорема 3. Нехай 𝑓1 ” 0. Тодi для достатньо малих 𝜀 ą 0 рiвномiрний
атрактор Θ𝜀 iмпульсної ДС 𝐺𝜀, породженої задачею (11)–(15), iнварiантний i
стiйкий в сенсi (8)–(10).

Доведення. Перевiримо умови теореми 2. Неперевнiсть 𝐼 :𝑀 Ñ 𝑋 випливає
з неперервностi 𝐼1 : 𝑅2 Ñ 𝑅2, неперервнiсть (неiмпульсної) напiвгрупи, породже-
ної задачею (11), випливає з наступної властивостi розв’язкiв задачi (11):

якщо 𝑧p𝑛q0 Ñ 𝑧0 слабо в 𝑋, то @ 𝑡𝑛 Ñ 𝑡0 ą 0 𝑧p𝑛qp𝑡𝑛q Ñ 𝑧p𝑡0q в 𝑋;

якщо 𝑧p𝑛q0 Ñ 𝑧0 в 𝑋, то 𝑧p𝑛q Ñ 𝑧 в 𝐶pr0,𝑇 s;𝑋q.
(17)

Отже, залишилось перевiрити умови (6), (7). Для зручностi покладемо 𝜓 :“

𝜓1, 𝜆 :“ 𝜆1. Для 𝑧 “
ˆ

𝑢
𝑣

˙

– розв’язку (11), будемо аналiзувати функцiю

𝑔𝜀p𝑡q “ 𝛼p𝑢p𝑡q,𝜓q ` 𝛽p𝑣p𝑡q,𝜓q “ 𝛼p𝑢p0q, 𝜓q𝑒´𝑎𝜆𝑡`

𝛽 pp𝑣p0q, 𝜓q ´ 2𝑏𝜆p𝑢p0q, 𝜓q𝑡q 𝑒´𝑎𝜆𝑡 ` 𝛽𝜀
´ 𝑡
0
𝑒´𝑎𝜆p𝑡´𝑠qp𝑓2p𝑢p𝑠q,𝑣p𝑠qq,𝜓q𝑑𝑠 “

𝑒´𝑎𝜆𝑡p𝛼p𝑢p0q, 𝜓q ` 𝛽p𝑣p0q, 𝜓q ´ 2𝑏𝛽𝜆p𝑢p0q, 𝜓q𝑡q ` 𝜀𝐹𝜀p𝑡q,

(18)
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де

𝐹𝜀p𝑡q :“ 𝛽

ˆ 𝑡

0

𝑒´𝑎𝜆p𝑡´𝑠qp𝑓2p𝑢p𝑠q,𝑣p𝑠qq,𝜓q𝑑𝑠,

𝐹𝜀 P 𝐶
1pr0,8qq, 𝐹𝜀p0q “ 0,

(19)

D 𝐶1 ą 0 @ 𝜀 P p0,1q sup
𝑡ě0

`

|𝐹𝜀p𝑡q| ` |𝐹
1
𝜀p𝑡q|

˘

ď 𝐶1. (20)

З результатiв роботи [18] випливає, що iмпульсна ДС 𝐺𝜀 дисипативна в сенсi (3),

Θ𝜀 Ă 𝐵0, (21)

причому множина 𝐵0 “ t𝑧 P 𝑋 | }𝑧}𝑋 ď 𝑅0u не залежить вiд 𝜀 ą 0. З формули

(4) для 𝑧 “
ˆ

𝑢
𝑣

˙

P Θ маємо, що 𝑧 “ lim𝐺𝜀p𝑡𝑛,𝑧
0
𝑛q, 𝑡𝑛 Ñ8, 𝑧0𝑛 P 𝐵0. Тодi з умови

𝑓1 ” 0 i вигляду 𝑀 , 𝑀 1 випливає, що

@ 𝑧 “

ˆ

𝑢
𝑣

˙

P Θ |p𝑢,𝜓q| ď 𝛾. (22)

Розглянемо умову (6). Нехай 𝑧𝑛0 Ñ 𝑧0 P Θz𝑀 , 𝑠p𝑧𝑛0 q “ 8 i, вiд супротивного,

𝑠0 :“ 𝑠p𝑧0q P p0,8q. Нехай 𝑧 “

ˆ

𝑢
𝑣

˙

– розв’язoк (11) з 𝑧p0q “ 𝑧0, 𝑧𝑛 “
ˆ

𝑢𝑛
𝑣𝑛

˙

–

розв’язoк (11) з 𝑧𝑛p0q “ 𝑧𝑛0 . Тодi з (18) одержуємо

𝑒´𝑎𝜆𝑠0p𝛼p𝑢0, 𝜓q ` 𝛽p𝑣0, 𝜓q ´ 2𝑏𝛽𝜆𝑠0p𝑢0, 𝜓qq ` 𝜀𝐹𝜀p𝑠0q “ 1. (23)

Розглянемо функцiю 𝑊 : 𝑋 ˆ𝑅Ñ 𝑅

𝑊 p𝑧,𝑡q “ 𝑒´𝑎𝜆𝑡p𝛼p𝑢, 𝜓q ` 𝛽p𝑣, 𝜓q ´ 2𝑏𝛽𝜆𝑠p𝑢, 𝜓q𝑡q ` 𝜀𝐹𝜀p𝑡q ´ 1, (24)

де 𝐹𝜀 визначається з (19) за допомогою розв’язку (11), що стартує з точки 𝑧.
Оскiльки

𝑊 p𝑧0, 𝑠0q “ 0,

𝑊
1

𝑡 |p𝑧0,𝑠0q “ ´𝑎𝜆p1´ 𝜀𝐹𝜀p𝑠0qq ` 𝜀𝐹
1
𝜀p𝑠0q ´ 𝑒

´𝑎𝜆𝑠02𝑏𝛽𝜆𝑠0p𝑢0, 𝜓q,

то з нерiвностей (12), (16), (22) iснує 𝛾1 ą 0 таке, що для достатньо малих 𝜀 ą 0

𝑊
1

𝑡 |p𝑧0,𝑠0q “ ´𝛾1 ă 0.

Тодi за теоремою про неявну функцiю @ 𝑛 ě 1 D 𝑠𝑛 Ñ 𝑠0 такi, що

𝑊 p𝑧𝑛0 , 𝑠𝑛q “ 0.

При цьому оскiльки |p𝑢p𝑠0q,𝜓q| ď 𝛾𝑒´𝑎𝜆𝑠0 , то з (17) для достатньо великих 𝑛
одержуємо

|p𝑢𝑛p𝑠𝑛q,𝜓q| ď 𝛾.

Це означає включення 𝑧𝑛p𝑠𝑛q P 𝑀 i суперечить припущенню 𝑠p𝑧𝑛0 q “ 8. Отже,
перша частина умови (6) виконується.
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Тепер нехай 𝑧𝑛0 Ñ 𝑧0 P Θz𝑀 , 𝑠𝑛 :“ 𝑠p𝑧𝑛0 q P p0,8q.
В силу (21) }𝑧𝑛0 }𝑋 ď 𝑅0 ` 1. Тодi з (18)

𝑒´𝑎𝜆𝑠𝑛p𝛼p𝑢𝑛0 , 𝜓q ` 𝛽p𝑣
𝑛
0 , 𝜓q ´ 2𝑏𝛽𝜆𝑠𝑛p𝑢

𝑛
0 , 𝜓qq`

𝛽𝜀
´ 𝑠𝑛
0
𝑒´𝑎𝜆p𝑠𝑛´𝑠qp𝑓2p𝑢𝑛p𝑠q,𝑣𝑛p𝑠qq,𝜓q𝑑𝑠 “ 1.

(25)

Звiдси

𝑒´𝑎𝜆𝑠𝑛p𝛼p𝑢𝑛0 , 𝜓q ` 𝛽p𝑣
𝑛
0 , 𝜓q ´ 2𝑏𝛽𝜆𝑠𝑛p𝑢

𝑛
0 , 𝜓qq ě

1

2
.

Отже, 𝑠𝑛 ď 𝑠, де 𝑠 – розв’язок рiвняння

1

2p𝑅0 ` 1q
𝑒𝑎𝜆𝑠 “

a

𝛼2 ` 𝛽2 ` 2𝛽|𝑏|𝜆𝑠.

Таким чином, по пiдпослiдовностi 𝑠𝑛 Ñ 𝑠0 ě 0. Переходячи до границi в (25),
одержуємо

𝑒´𝑎𝜆𝑠0p𝛼p𝑢0, 𝜓q ` 𝛽p𝑣0, 𝜓q ´ 2𝑏𝛽𝜆𝑠0p𝑢0, 𝜓qq ` 𝜀𝐹𝜀p𝑠0q “ 1. (26)

Звiдси, зокрема, виводимо, що 𝑠0 ą 0, оскiльки 𝛼p𝑢0, 𝜓q ` 𝛽p𝑣0, 𝜓q ‰ 1. Перехо-
дячи до границi в нерiвностi |p𝑢𝑛p𝑠𝑛q,𝜓q| ď 𝛾, одержуємо |p𝑢p𝑠0q,𝜓q| ď 𝛾. Отже,
𝑧p𝑠0q P 𝑀 . Покажемо, що 𝑠0 “ 𝑠p𝑧0q, тобто точка 𝑠0 – момент першого попадання
𝑧 на 𝑀 . Iнакше, iснує 𝑠1 P p0,𝑠0q така, що

𝑔𝜀p𝑠1q “ 𝑔𝜀p𝑠0q “ 1, 𝑔1𝜀p𝑡q ď ´𝛾1 ă 0 @ 𝑡 P p𝑠1,𝑠0q,

що приводить до протирiччя. Властивiсть (6) доведена.
Доведемо властивiсть (7). Нехай 𝑧𝑛0 Ñ 𝑧0 P Θ X𝑀 , 𝑠𝑛 :“ 𝑠p𝑧𝑛0 q P p0,8q. До-

ведемо, що 𝑠𝑛 Ñ 0. До послiдовностi t𝑠𝑛u застосовнi мiркування пiсля формули
(25), з яких випливає, що по пiдпослiдовностi 𝑠𝑛 Ñ 𝑠0 ě 0.

Переходячи до границi в (25), одержуємо

𝑒´𝑎𝜆𝑠0p1´ 2𝑏𝛽𝜆𝑠0p𝑢0, 𝜓qq ` 𝜀𝐹𝜀p𝑠0q “ 1. (27)

Якщо припустити, що 𝑠0 ą 0, то

𝑔𝜀p0q “ 𝑔𝜀p𝑠0q “ 1, 𝑔1𝜀p𝑡q ď ´𝛾1 ă 0 @ 𝑡 P p0,𝑠0q,

що приводить до протирiччя. Теорема доведена.

Висновки. В роботi дослiджено властивостi рiвномiрного атрактора слабо
нелiнiйної двовимiрної параболiчної системи, розв’язки якої зазнають iмпульсно-
го збурення при досягненнi фiксованої iмпульсної пiдмножини у фазовому про-
сторi. Розглянуто випадок, коли траєкторiї системи можуть нескiнченну кiль-
кiсть разiв зустрiчатись з iмпульсною множиною. Доведено, що в цьому випадку
властивостю iнварiантностi та стiйкостi володiє неiмпульсна частина рiвномiрно-
го атрактора.
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Капустян А. В., Перегуда О. В., Романюк И. В.
Устойчивость равномерных аттракторов для одного класса импульсных па-
раболических систем

Резюме

В работе рассматривается слабо нелинейная двумерная параболическая система, ре-
шения которой испытывают импульсное возмущение при достижении фиксированного
(импульсного) подмножества фазового пространства. Она порождает импульсную ди-
намическую систему, которая имеет в фазовом пространстве минимальное компактное
равномерно притягивающее множество — равномерный аттрактор. При этом траекто-
рии системы могут бесконечное количество раз встречаться с импульсным множеством.
Тогда, в общем случае, равномерный аттрактор имеет непустое пересечение с импульс-
ным множеством и не является ни инвариантным, ни устойчивым множеством отно-
сительно импульсного полупотока. В работе доказано, что при определенных допол-
нительных условиях на параметры задачи инвариантной и устойчивой является неим-
пульсная часть равномерного аттрактора.
Ключевые слова: импульсная система, параболическая система, аттрактор, устой-
чивость .

Kapustyan O. V., Pereguda O. V., Romaniuk I. V.
Stability of uniform attractors for one class of impulsive parabolic systems

Summary

In this paper we consider weakly non-linear two-dimensional parabolic systems, whose so-

lutions have jumps at moments of intersection with fixed (impulsive) subset of the phase

space. It generates impulsive dynamical system which has minimal compact uniformly at-

tracting set — uniform attractor. Trajectories of the system can reach the impulsive set

infinitely many times. In this case the uniform attractor has non-empty intersection with

impulsive set. It is neither invariant nor stable with respect to the impulsive semi-flow. In

the paper under some additional restrictions on the parameters invariance and stability of

non-impulsive part of the attractor is proved.

Key words: impulsive system, parabolic system, attractor, stability.
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КРИТЕРIЙ РОЗВ’ЯЗНОСТI ЛIНIЙНОЇ НЕТЕРОВОЇ КРАЙОВОЇ
ЗАДАЧI ДЛЯ СИСТЕМИ ДИНАМIЧНИХ РIВНЯНЬ НА
ЧАСОВIЙ ШКАЛI

На часовiй шкалi розглядається лiнiйна нетерова крайова задача для системи дина-
мiчних рiвнянь другого порядку. Дана крайова задача розглядається у випадку, коли
оператор лiнiйої частини є необоротним, тобто кiлькiсть крайових умов задачi i порядок
операторної системи рiзнi. Для того щоб встановити умови розв’язностi розглядуваної
крайової задачi, використовується апарат теорiї псевдообернених матриць. Встановлю-
ється зв’язок мiж умовою розв’язностi динамiчної системи та умовою розв’язностi ал-
гебраїчної системи рiвнянь. Тобто, використовуючи теорiю псевдообернених матриць,
встановлено умову розв’язностi динамiчної системи рiвнянь, до якої зводиться розгляду-
вана крайова задача. При цьому умова розв’язностi динамiчної системи рiвнянь випли-
ває з умови розв’язностi вiдповiдної алгебраїчної системи рiвнянь. Знайдено множину
розв’язкiв розглядуваної крайової задачi. Також наведенi частковi випадки крайової за-
дачi, коли кiлькiсть крайових умов бiльша за кiлькiсть невiдомих системи динамiчних
рiвнянь та навпаки. Для кожного з цих випадкiв встановлено умови розв’язностi роз-
глядуваної крайової задачi та знайдено її розв’язки. Наведено приклад, який iлюструє
застосування отриманих результатiв.
MSC: 34N99, 34G20, 35J57 .
Ключовi слова: нетерова крайова задача, система динамiчних рiвнянь, часова шкала,
умова розв’язностi, множина розв’язкiв, крайовi умови, лiнiйний векторний функцiо-
нал, псевдообернена за Муром—Пенроузом матриця, матриця-ортопроектор.
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.2(32).149703.

Вступ. Актуальним питанням теорiї диференцiальних рiвнянь є вивчен-
ня умов розв’язностi лiнiйних нетерових крайових задач, тобто таких крайових
задач, у яких оператор їх лiнiйної частини є необоротним, останнє означає, що
кiлькiсть крайових умов в операторнiй системi не дорiвнює кiлькостi невiдомих.
Такi крайовi задачi були розглянутi в роботах [2–4].

При встановленнi умов розв’язностi лiнiйних нетерових крайових задач за-
стосовується апарат теорiї псевдообернених матриць [5, 7].

Цiкавим є дослiдження нетерових крайових задач на часовiй шкалi. Це пи-
тання розглядалося в працi [8].

Для дослiдження умов iснування розв’язкiв таких задач використовується те-
орiя нетерових операторiв, розвинута в роботах А. М. Самойленка та О. А. Бойчу-
ка [2,10], та теорiя динамiчних рiвнянь на часових шкалах (див., наприклад, [9]).

В роботi розглядається лiнiйна нетерова крайова задача для системи динамiч-
них рiвнянь другого порядку на часовiй шкалi. Встановлено умови розв’язностi
цiєї задачi та побудована множина її розв’язкiв. Характерною особливiстю роботи
є те, що при дослiдженнi ми не зводимо рiвняння другого порядку до системи
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рiвнянь першого порядку, а працюємо безпосередньо з системою рiвнянь другого
порядку, що є набагато зручнiшим i значно спрощує метод.

Робота складається зi вступу, основних результатiв та висновкiв. У вступi
описано актуальнiсть розглядуваної задачi та наведено основнi поняття, пов’язанi
з теорiєю часових шкал. У другiй частинi, присвяченiй основним результатам,
сформульована постановка задачi, наведенi умови розв’язностi лiнiйної нетерової
крайової задачi для динамiчної системи рiвнянь та проведено основнi доведення.

Попереднi результати. Наведемо необхiднi поняття та означення, якi
пов’язанi з теорiєю рiвнянь на часових шкалах [9].

Означення 1. [9] Часовою шкалою 𝑇 називається довiльна непорожня
замкнена пiдмножина дiйсних чисел.

Для кожної множини 𝐴 Ă 𝑇 позначимо 𝐴𝑇 “ 𝐴
Ş

𝑇 . Для характеризацiї часо-
вої шкали наведемо поняття прямого та оберненого операторiв стрибка, функцiї
зернистостi [9].

Означення 2. [9] Для довiльного 𝑡 P 𝑇 прямим оператором стрибка на-
зивається функцiя 𝜎 : 𝑇 Ñ 𝑇 , визначена наступним чином: 𝜎p𝑡q :“ 𝑖𝑛𝑓t𝑠 P 𝑇 :
𝑠 ă 𝑡u.

Означення 3. [9] Для довiльного 𝑡 P 𝑇 оберненим оператором стрибка є
функцiя 𝜌 : 𝑇 Ñ 𝑇 , визначена наступним чином: 𝜌p𝑡q :“ 𝑠𝑢𝑝t𝑠 P 𝑇 : 𝑠 ą 𝑡u.

Означення 4. [9] Функцiя 𝜇 : 𝑇 Ñ r0;`8q визначена наступним чином:
𝜇p𝑡q :“ 𝜎p𝑡q ´ 𝑡 називається функцiєю зернистостi.

Означення 5. [9] Точка 𝑡 P 𝑇 називається:
1) лiвограничною (LD), якщо 𝜌p𝑡q “ 𝑡;
2) лiворозсiяною (LS), якщо 𝜌p𝑡q ă 𝑡;
3) правограничною (RD), якщо 𝜎p𝑡q “ 𝑡;
4) праворозсiяною (RS), якщо 𝜎p𝑡q ą 𝑡;
функцiєю зернистостi.

Якщо 𝑇 має лiворозсiяний максимум𝑀 , тодi множина 𝑇 𝑘 визначається таким
чином: 𝑇 𝑘 “ 𝑇 z𝑀 ; в iншому випадку вважаємо, що 𝑇 𝑘 “ 𝑇 .

Означення 6. [9] Функцiя 𝑓 : 𝑇 Ñ 𝑅𝑑 називається Δ´диференцiйованою
в точцi 𝑡 P 𝑇 𝑘, якщо границя 𝑓Δp𝑡q “ lim

𝑠Ñ𝑡

𝑓p𝜎p𝑡qq´𝑓p𝑠q
𝜎p𝑡q´𝑠 iснує в 𝑅𝑑.

Наведемо наступнi вiдомi результати [9]:
1. Якщо 𝑡 P 𝑇 𝑘-правогранична точка 𝑇 , тодi функцiя 𝑓 є Δ-диференцiйованою

в точцi 𝑡 тодi i тiльки тодi, коли границя 𝑓Δp𝑡q “ lim
𝑠Ñ𝑡

𝑓p𝜎p𝑡qq´𝑓p𝑠q
𝜎p𝑡q´𝑠 iснує в 𝑅𝑑.

2. Якщо 𝑡 P 𝑇 𝑘-праворозсiяна точка 𝑇 i якщо функцiя 𝑓 є неперервною по 𝑡,
тодi функцiя 𝑓 є Δ-диференцiйованою в точцi 𝑡 i 𝑓Δp𝑡q “ 𝑓p𝜎p𝑡qq´𝑓p𝑡q

𝜇p𝑡q .
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Означення 7. [9] Функцiя 𝑓 : 𝑇 Ñ 𝑅 є 𝑟𝑑-неперервною, якщо вона непе-
рервна в щiльних справа точках на 𝑇 i iснує її лiвостороння границя в щiльних
злiва точках шкали 𝑇 . Множина всiх 𝑟𝑑-неперервних функцiй 𝑓 : 𝑇 Ñ 𝑅 позна-
чається 𝐶𝑟𝑑 “ 𝐶𝑟𝑑p𝑇 q “ 𝐶𝑟𝑑p𝑇,𝑅q.

Означення 8. [9] Вважаємо, що функцiї 𝑓,𝑔 : 𝑇 Ñ 𝑅 є диференцiйованими
в точцi 𝑡 P 𝑇 𝑘. Тодi добуток 𝑓𝑔 : 𝑇 Ñ 𝑅 є диференцiйованим в точцi 𝑡 P 𝑇 𝑘 i

p𝑓𝑔qΔp𝑡q “ 𝑓Δp𝑡q𝑔p𝑡q ` 𝑓p𝜎p𝑡qqp𝑔qΔp𝑡q “ 𝑓p𝑡q𝑔Δp𝑡q ` 𝑓Δp𝑡q𝑔p𝜎p𝑡qq

iснує в 𝑅𝑑.

Означення 9. [9] Для диференцiйованої функцiї 𝑓 : 𝑇 Ñ 𝑅, якщо її похiд-
на 𝑓△ є диференцiйованою на множинi 𝑇 𝑘

2

“ p𝑇 𝑘q𝑘, то її друга похiдна 𝑓△△

визначена таким чином: 𝑓△△ “ p𝑓△q△, 𝑓△△ : 𝑇 𝑘2

Ñ 𝑅.

Теорема 1. [9] Нехай 𝑎, 𝑏 P 𝑇 та 𝑓 P 𝐶𝑟𝑑p𝑇,𝑅q. Тодi, якщо 𝑇 складається
лише з iзольованих точок, то

𝑏ˆ

𝑎

𝑓p𝑠q△𝑠 :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ř

𝑡Pr𝑎,𝑏q

𝜇p𝑠q𝑓p𝑠q, якщо𝑎 ă 𝑏,

0, якщо𝑎 “ 𝑏;

´
ř

𝑡Pp𝑎,𝑏s

𝜇p𝑠q𝑓p𝑠q, якщо𝑎 ą 𝑏.

Основнi результати
1. Постановка задачi. Розглядається лiнiйна неоднорiдна нетерова крайова

задача для системи динамiчних рiвнянь другого порядку на часовiй шкалi 𝑇

p𝑃 p𝑡q𝑥Δp𝑡qqΔ ´𝑄p𝑡q𝑥p𝑡q “ 𝑓p𝑡q, 𝑡 P r𝑎, 𝑏s𝑇 , p1q

𝑙𝑥p𝑡q “ 𝛼, 𝛼 P 𝑅𝑚, p2q

де r𝑎, 𝑏s𝑇 :“ r𝑎,𝑏s
Ş

𝑇 , 𝑥, 𝑓p𝑡q “ 𝑐𝑜𝑙p𝑓1p𝑡q, 𝑓2p𝑡q,...,𝑓𝑛p𝑡q—𝑛-вимiрна вектор-функцiя,
яка є 𝑟𝑑-неперервною на часовiй шкалi 𝑇 : 𝑓p𝑡q P 𝐶𝑟𝑑pr𝑎,𝑏s𝑇 , 𝑅

𝑛q; 𝑃 p𝑡q, 𝑃Δp𝑡q
та 𝑄p𝑡q—p𝑛 ˆ 𝑛q-вимiрнi матрицi-функцiї, елементи яких є 𝑟𝑑-неперервними на
r𝑎,𝑏s𝑇 функцiями: 𝑃 p𝑡q, 𝑃Δp𝑡q, 𝑄p𝑡q P ℜpr𝑎,𝑏s𝑇 ;𝑅𝑛ˆ𝑛q, i матриця-функцiя 𝑃 p𝑡q не-
вироджена: 𝑑𝑒𝑡𝑃 p𝑡q ‰ 0; 𝑙—𝑚-вимiрний лiнiйний векторний функцiонал, визна-
чений на просторi 𝑛-вимiрних неперервних вектор-функцiй: 𝑙 “ 𝑐𝑜𝑙p𝑙1,𝑙2,...,𝑙𝑚q,
𝑙 : 𝐶r𝑎,𝑏s𝑇 Ñ 𝑅𝑚, 𝑙𝑖 : 𝐶r𝑎,𝑏s𝑇 Ñ 𝑅, 𝑖 “ 1,2,...,𝑚, 𝑏 ă `8, 𝛼—𝑚-вимiрний вектор-
стовпець констант, 𝛼 P 𝑅𝑚.

Застосовуючи до величиини p𝑃 p𝑡q𝑥ΔqΔ означення 8 двiчi пiдряд та означення
9, отримаємо: p𝑃 p𝑡q𝑥△p𝑡qq△ “ p𝑃 p𝑡qq△𝑥△p𝑡q ` 𝑃 p𝜎p𝑡qqp𝑥△p𝑡qq△ “ 𝑃△p𝑡q𝑥△p𝑡q `
𝑃 p𝜎p𝑡qq𝑥△△p𝑡q.

Враховуючи умову на коефiцiєнти динамiчної системи (1), означення 8 та
попереднi викладки, зробимо деякi перетворення, в результатi яких система (1)
набере вигляду

𝑥ΔΔp𝑡q `𝐴p𝑡q𝑣p𝑥p𝑡qq “ 𝑃´1p𝜎p𝑡qq𝑓p𝑡q, 𝑡 P r𝑎,𝑏s𝑇 , p3q
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де 𝐴p𝑡q “ r´𝑃 p𝑡q𝑄p𝑡q, 𝑃´1p𝜎p𝑡qq𝑓p𝑡q𝑃Δp𝑡qs—p𝑛 ˆ 2𝑛q-вимiрна матриця, 𝑣p𝑥p𝑡qq “
p𝑥𝑇 p𝑡q,p𝑥△p𝑡qq𝑇 q—2𝑛-вимiрний вектор.

В результатi проведених перетворень динамiчна система рiвнянь (1) звела-
ся до еквiвалентної їй системи (3), тому мiркування, проведенi до системи (3),
будуть також виконуватись i для системи (1).

Динамiчна система (3) має 2𝑛-параметричну множину розв’язкiв:

𝑥p𝑡q “ 𝑋p𝑡q𝑐` 𝑥p𝑡q, 𝑐 P 𝑅2𝑛, p4q

де

𝑥p𝑡q :“

𝑡ˆ

𝑡0

𝑒𝐴p𝑡,𝜎p𝑠qq𝜙p𝑠qΔ𝑠, 𝑡 P r𝑎,𝑏s𝑇 , p5q

𝑒𝐴p𝑡,𝑠q — p𝑛ˆ2𝑛q-вимiрна матрична експоненцiальна функцiя, що є матрицантом
вiдповiдної однорiдної динамiчної системи: 𝑒𝐴p𝑡,𝑠q “ 𝑋p𝑡q𝑊´1p𝑋p𝑠qq, де p𝑛ˆ2𝑛q-
вимiрна матриця 𝑋p𝑡q є фундаментальною матрицею вiдповiдної однорiдної ди-
намiчної системи, нормованої в точцi 𝑡0 P r𝑎,𝑏s𝑇 , 𝑊 p𝑋p𝑡qq, 𝑡 P r𝑎,𝑏s𝑇 , – p2𝑛ˆ 2𝑛q-
вимiрна матриця Вронського фундаментальної матрицi 𝑋p𝑡q; 𝜙p𝑡q–2𝑛-вимiрний
вектор,першi 𝑛 компонент якого є компонентами нульового вектора, а решта
утворенi добутком p𝑛 ˆ 𝑛q-вимiрної матрицi 𝑃´1p𝑡q на 𝑛-вимiрний вектор 𝑓p𝑡q:

𝜙p𝑡q “

ˆ

0
𝑃´1𝑓p𝑡q

˙

.

2. Умови розв’язностi лiнiйної неоднорiдної нетерової крайової за-
дачi для системи динамiчних рiвнянь (1), (2) на часовiй шкалi 𝑇 . Оскiль-
ки динамiчнi системи (1) та (3) еквiвалентнi, то лiнiйнiй нетеровiй крайовiй задачi
для динамiчної системи, розглядуваної на часовiй шкалi (1), (2), еквiвалентна лi-
нiйна нетерова крайова задача для динамiчної системи, розглядуваної на часовiй
шкалi:

𝑥ΔΔp𝑡q `𝐴p𝑡q𝑣p𝑥p𝑡qq “ 𝑃´1p𝜎p𝑡qq𝑓p𝑡q, 𝑡 P r𝑎,𝑏s𝑇 , p6q

𝑙𝑥p¨q “ 𝛼, 𝛼 P 𝑅𝑚. p7q

За оператор Λ позначимо оператор вигляду:

Λ𝑥p¨q :“

ˆ

𝑥ΔΔp¨q `𝐴p¨q𝑣p𝑥p¨qq
𝑙𝑥p¨q

˙

. p8q

Враховуючи (5), задачу (6), (7) запишемо в операторнiй формi:

Λ𝑥p¨q :“

ˆ

p𝑃´1p¨q𝑓p¨q
𝛼

˙

.

Зауважимо, що оператор Λ вигляду (8) є нетеровим оператором з iндексом 𝑖𝑛𝑑Λ “
2𝑛´𝑚, тому отримана крайова задача (6), (7) є нетеровою.

Загальний розв’язок (4) динамiчної системи (3) буде розв’язком крайової за-
дачi (6), (7) тодi i тiльки тодi, коли векторна стала 𝑐 P 𝑅2𝑛 буде задовольняти
алгебраїчну систему

𝐷𝑐 “ 𝛼´ 𝑙𝑥p¨q, p9q
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яка отримана в результатi пiдстановки загального розв’язку (4) динамiчної си-
стеми (3) в крайову умову (2).

В (9) через 𝐷 позначена p𝑚 ˆ 2𝑛q-вимiрна матриця, отримана в результатi
дiї 𝑚-вимiрного лiнiйного вектор-функцiоналу 𝑙 на вектор-стовпчики матрицi-
функцiї 𝑋p𝑡q: 𝐷 :“ 𝑙𝑋p𝑡q; вважаємо, що 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1, 𝑛1 ď 𝑚𝑖𝑛p2𝑛;𝑚q.

Згiдно з теоремою 3.9 [10], алгебраїчна система (9) розв’язна тодi i тiльки
тодi, коли виконується умова

𝑃𝐷˚𝑑
r𝛼´ 𝑙𝑥p¨qs “ 𝜃𝑑, 𝑑 “ 𝑚´ 𝑛1. p10q

В такому разi загальний розв’язок алгебраїчної системи (9) має вигляд:

𝑐 “ 𝑃𝐷𝑟
𝑐𝑟 `𝐷

`r𝛼´ 𝑙𝑥p¨qs, 𝑟 “ 2𝑛´ 𝑛1, @𝑐𝑟 P 𝑅
𝑟, p11q

де 𝐷` є p2𝑛 ˆ 𝑚q-вимiрною матрицею, псевдооберненою за Муром—Пенроузом
до матрицi 𝐷.

Пiдставляючи знайдений сталий вектор 𝑐 P 𝑅2𝑛 вигляду (11) в (4), знаходимо
загальний розв’язок крайової задачi (1), (2):

𝑥p𝑡,𝑐𝑟q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝑃𝐷𝑟𝑐𝑟 ` 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷
`𝛼´ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷

`𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q,@𝑐𝑟 P 𝑅
𝑟. p12q

В (12): 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q—p𝑛ˆ 2𝑛q-вимiрна матрична експоненцiальна функцiя, що є фун-
даментальною матрицею вiдповiдної однорiдної p𝑃´1p𝑡q𝑓p𝑡q “ 0q динамiчної си-
стеми (3), нормованої в точцi 𝑡0 P r𝑎,𝑏s𝑇 ; 𝑃𝐷𝑟

—p2𝑛ˆ 𝑟q-вимiрна матриця, отрима-
на з p2𝑛 ˆ 2𝑛q-вимiрної матрицi-ортопроектора 𝑃𝐷, що проектує простiр 𝑅2𝑛 на
нуль-простiр 𝑁p𝐷q матрицi 𝐷: 𝑃𝐷 : 𝑅2𝑛 Ñ 𝑁p𝐷q, 𝑁p𝐷q “ 𝑃𝐷𝑅

2𝑛; 𝑃𝐷˚𝑑
—p𝑑ˆ𝑚q-

вимiрна матриця, отримана з p𝑚ˆ𝑚q-вимiрної матрицi-ортопроектора 𝑃𝐷˚ , що
проектує простiр 𝑅𝑚 на нуль-простiр 𝑁p𝐷˚ матрицi 𝐷˚: 𝑃𝐷˚ : 𝑅𝑚 Ñ 𝑁p𝐷˚q,
𝑁p𝐷˚q “ 𝑃𝐷˚𝑅

𝑚.
Звiдси одержуємо, що розмiрнiсть нуль-простору 𝑁p𝐷q дорiвнює дефекту ма-

трицi 𝐷 [5, 7]:𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1.
Враховуючи, що 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷˚, отримуємо розмiрнiсть нуль-простору

𝑁p𝐷˚q: 𝑑𝑖𝑚𝑁p𝐷˚q “ 𝑚´ 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑚´ 𝑛1 “ 𝑑. Тому 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑃𝐷 “ 𝑟, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑃𝐷˚ “ 𝑑,
внаслiдок чого матриця 𝑃𝐷 складається з 𝑟 лiнiйно незалежних стовпцiв, а ма-
триця 𝑃𝐷˚ складається з 𝑑 лiнiйно незалежних рядкiв; тому p𝑚ˆ𝑚q-вимiрну ма-
трицю 𝑃𝐷˚ та p2𝑛ˆ 2𝑛q-вимiрну матрицю 𝑃𝐷 можна замiнити p𝑑ˆ𝑚q-вимiрною
матрицею 𝑃𝐷˚𝑑

та p2𝑛ˆ 𝑟q-вимiрною матрицею 𝑃𝐷𝑟 вiдповiдно.
Наведенi вище мiркування приводять до наступної теореми.

Теорема 2. [5] Якщо 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1 ă 𝑚𝑖𝑛t2𝑛,𝑚u, то однорiдна p𝛼 “ 0,𝑓 “ 0q
крайова задача (1), (2) має 𝑟 i лише 𝑟 p𝑟 “ 2𝑛´𝑛1q лiнiйно незалежних розв’язкiв

𝑥p𝑡, 𝑐𝑟q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝑃𝐷𝑟
𝑐𝑟,@𝑐𝑟 P 𝑅

𝑟. p13q

Неоднорiдна крайова задача (1), (2) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли 𝑓p𝑡q P
𝐶𝑟𝑑pr𝑎,𝑏s𝑇 ;𝑅

𝑛q i 𝛼 P 𝑅𝑚 задовольняють умову розв’язностi

𝑃𝐷˚𝑑
r𝛼´ 𝑙𝑥p¨qs “ 𝜃𝑑, 𝑑 “ 𝑚´ 𝑛1 p14q

i при цьому має 𝑟-параметричну множину розв’язкiв

𝑥p𝑡, 𝑐𝑟q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝑃𝐷𝑟
𝑐𝑟 `𝑋p𝑡q𝐷

`𝛼´𝑋p𝑡q𝐷`𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q,@𝑐𝑟 P 𝑅
𝑟. p15q
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Дана теорема сформульована в загальному виглядi. Для некритичних кра-
йових задач з вище сформульованої теореми випливають твердження.

Наслiдок 1. Нехай 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1 “ 𝑚p𝑚 ‰ 2𝑛q. Тодi 𝑑𝑖𝑚𝑁p𝐷˚q “ 𝑚 ´

𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑚 ´ 𝑛1 “ 𝑚 ´𝑚 “ 𝑑 “ 0, тому 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑃𝑁p𝐷˚q “ 0 i неоднорiдна крайова
задача (1), (2) завжди розв’язна i має 𝑟-параметричний p𝑟 “ 2𝑛´𝑚q розв’язок

𝑥p𝑡, 𝑐𝑟q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝑃𝐷𝑟𝑐𝑟 ` 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷
`𝛼´ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷

`𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q,@𝑐𝑟 P 𝑅
𝑟. p16q

Наслiдок 2. Нехай 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1 “ 2𝑛. Тодi однорiдна p𝛼 “ 0,𝑓 “ 0q крайова
задача (1), (2) має лише тривiальний розв’язок p𝑟 “ 2𝑛 ´ 𝑛1 “ 0q. Неоднорiдна
крайова задача (1), (2) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконується умова
розв’язностi

𝑃𝐷˚𝑑
r𝛼´ 𝑙𝑥p¨qs “ 𝜃𝑑, 𝑑 “ 𝑚´ 2𝑛, p17q

i при цьому неоднорiдна крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок

𝑥p𝑡q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷
´1𝛼´ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷

`𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q. p18q

Наслiдок 3. Нехай 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1 “ 𝑚 “ 2𝑛. Тодi 𝑑𝑒𝑡𝐷 ‰ 0 та однорiдна p𝛼 “
0,𝑓 “ 0q крайова задача (1), (2) має лише тривiальний розв’язок. Неоднорiдна
крайова задача (1), (2) завжди i при цьому має єдиний розв’язок

𝑥p𝑡q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷
´1𝛼´ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷

´𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q. p19q

Приклад. Розглянемо лiнiйну крайову задачу на часовiй шкалi 𝑇 “
“

0, 12
‰

Y
“

3
4 ,1

‰

:
𝑥ΔΔp𝑡q ´ 𝑎2𝑥p𝑡q “ 𝑓p𝑡q, 𝑥 P 𝑅1, 𝑡 P 𝑇. p20q

𝑙𝑥p¨q “ 𝛼, 𝛼 P 𝑅2, p21q

де 𝑙 : 𝐶p𝑇 q Ñ 𝑅2, 𝑙𝑥p¨q “ 𝑀𝑥p0q ` 𝑁𝑥p1q, 𝑀 та 𝑁–p2 ˆ 1q-вимiрнi матрицi:

𝑀 “

ˆ

0
´1

˙

, 𝑁 “

ˆ

0
1

˙

.

Знайдемо фундаментальну матрицю вiдповiдної однорiдної динамiчної си-
стеми

𝑥ΔΔp𝑡q ´ 𝑎2𝑥p𝑡q “ 0, 𝑥 P 𝑅1, 𝑡 P 𝑇, p22q

тобто p1ˆ 2q-вимiрну матричну функцiю 𝑋p𝑡q.
При 𝑡 P

“

0, 1
2

‰

, 𝑡 ě 𝑠 матричну функцiю 𝑋p𝑡q визначимо по аналогiї з фун-
даментальною матрицею звичайного диференцiального рiвняння [1, 6], тобто,
при 𝑡 P r0, 1

2 s, фундаментальну матрицю (вектор-рядок) однорiдної динамiчної
системи (22) визначено таким чином:

𝑋p𝑡q “

ˆ

𝑒𝑎p𝑡´0q ` 𝑒´𝑎p𝑡´0q

2
;
𝑒𝑎p𝑡´0q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´0q

2𝑎

˙

.

При 𝑡 “ 1
2 фундаментальна матриця не буде фундаментальною матрицею

вiдповiдного диференцiального рiвняння i шукається як у випадку для однорiдної
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динамiчної системи, тобто використовується означення функцiї, Δ-диферен-
цiйованої в точцi [9]. Отже, при 𝑡 “ 1

2 маємо: 𝑋p 12 q “
`

1; 1
4

˘

.
При 𝑡 P

“

3
4 , 1

‰

фундаментальна матриця однорiдної динамiчної системи
(22) збiгається з фундаментальною матрицею вiдповiдної диференцiальної си-
стеми:

𝑋p𝑡q “

˜

𝑒𝑎p𝑡´
3
4 q ` 𝑒´𝑎p𝑡´ 3

4 q

2
;

𝑒𝑎p𝑡´
3
4 q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´ 3

4 q

2𝑎

¸

.

Отже, експоненцiйна функцiя 𝑒𝐴p𝑡,𝑠q є такою:

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

𝑒𝐴p𝑡,𝑠q “

ˆ

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ` 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2
;

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2𝑎

˙

при 𝑡, 𝑠 P
“

0, 1
2

˘

,

𝑒𝐴p𝑡,𝑠q “ p1; 0q при 𝑡 “ 𝑠 “ 1
2 ,

𝑒𝐴p𝑡,𝑠q “

ˆ

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ` 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2
;

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2𝑎

˙

при 𝑡, 𝑠 P
“

3
4 , 1

‰

.

Прямий оператор стрибка буде таким:
$

’

&

’

%

𝜎p𝑡q “ 𝑡 при 𝑡 P
“

0; 1
2

˘

,

𝜎p𝑡q “ 3
4 в точцi 𝑡 “ 1

2 ,

𝜎p𝑡q “ 𝑡 при 𝑡 P
“

3
4 ; 1

‰

.

Функцiя 𝜇p𝑡q буде такою:
$

’

&

’

%

𝜇p𝑡q “ 0 при 𝑡 P
“

0; 1
2

‰

,

𝜇p𝑡q “ 3
4 ´

1
2 “

1
4 в точцi 𝑡 “ 1

2 ,

𝜇p𝑡q “ 0 при 𝑡 P
“

3
4 ; 1

‰

.

Отже, експоненцiйна функцiя 𝑒𝐴p𝑡,𝜎p𝑠qq для розглядуваної задачi визначає-
ться таким чином:

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

𝑒𝐴p𝑡,𝜎p𝑠qq “

ˆ

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ` 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2
;
𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2𝑎

˙

при 𝑡, 𝑠 P
“

0; 1
2

˘

,

𝑒𝐴p𝑡,𝜎p𝑠qq “ p1; 0q при 𝑡 “ 𝑠 “ 1
2 ,

𝑒𝐴p𝑡,𝜎p𝑠qq “

ˆ

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ` 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2
;

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2𝑎

˙

при 𝑡, 𝑠 P
“

3
4 ; 1

‰

.

Тому можна зазначити, що 𝑒𝐴p1,𝜎p𝑠qq є такою:

𝑒𝐴p1,𝜎p𝑠qq “

ˆ

𝑒𝑎p1´𝑠q ` 𝑒´𝑎p1´𝑠q

2
;

𝑒𝑎p1´𝑠q ´ 𝑒´𝑎p1´𝑠q

2𝑎

˙

.

Знайдемо матрицю 𝐷 за формулою: 𝐷 :“ 𝑙𝑋p¨q. В розглядуваному прикладi
𝐷 :“ 𝑙𝑋p¨q “𝑀𝑋p0q `𝑁𝑋p1q. Отже,

𝐷 “

¨

˝

0 0
p𝑒

𝑎
8 ´ 𝑒´

𝑎
8 q2

2

𝑒
𝑎
4 ´ 𝑒´

𝑎
4

2

˛

‚.
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Знайдемо матрицю 𝐷˚. Оскiльки 𝐷˚ “ 𝐷𝑇 , то

𝐷˚ “

¨

˚

˝

0
p𝑒

𝑎
8 ´ 𝑒´

𝑎
8 q2

2

0
𝑒

𝑎
4 ´ 𝑒´

𝑎
4

2

˛

‹

‚

.

Знайдемо базис нуль-простору матрицi 𝐷˚. Згiдно з означенням нуль-простору
𝑁p𝐷˚q “ 𝑘𝑒𝑟𝐷˚ “ t

ÝÑ
𝑏 P 𝑅2 : 𝐷˚

ÝÑ
𝑏 “

ÝÑ
0 u. Отже, з рiвностi 𝐷˚ÝÑ𝑏 “ ÝÑ0 знайдемо

двовимiрний вектор ÝÑ𝑏 “
ˆ

𝑏1
𝑏2

˙

, розв’язавши векторно-матричне рiвняння:

˜

0 p𝑒
𝑎
8 ´𝑒´

𝑎
8 q

2

2

0 𝑒
𝑎
4 ´𝑒´

𝑎
4

2

¸

ˆ

𝑏1
𝑏2

˙

“

ˆ

0
0

˙

. p23q

Оскiльки 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷˚ “ 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 1, то рiвняння (23) має безлiч розв’язкiв i нуль-

простiр 𝑁p𝐷˚q матрицi 𝐷˚ мiстить лише вектор ÝÑ𝑏 “
ˆ

𝑏1
0

˙

, 𝑏1 P 𝑅.

Знайдемо матрицю 𝑃𝐷˚ . Для цього використаємо формулу:

𝑃𝐷˚ “
ÿ

𝑠,𝑘“1

𝛽
p´1q
𝑠𝑘

ÝÑ
𝑏 𝑠
ÝÑ
𝑏

𝑇

𝑘 ,

де 𝛽𝑠𝑘–скалярний добуток векторiв ÝÑ𝑏 𝑠 та ÝÑ𝑏 𝑘: 𝛽𝑠𝑘 “ p
ÝÑ
𝑏 𝑠,
ÝÑ
𝑏 𝑘q в даному випадку

𝛽11 “ p
ÝÑ
𝑏 1,
ÝÑ
𝑏 1q.

Отже, 𝑃𝐷˚ “

ˆ

1 0
0 0

˙

. Оскiльки 𝑑 “ 1, то 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑃𝐷˚ “ 1, тому p2 ˆ 2q-

вимiрну матрицю 𝑃𝐷˚ можна замiнити p1 ˆ 2q-вимiрною матрицею 𝑃𝐷˚1
“

`

1 0
˘

.
Проводячи аналогiчнi мiркування та використовуючи формулу

𝑃𝐷 “
ÿ

𝑠,𝑘“1

𝛼
p´1q
𝑠𝑘

ÝÑ
𝜓 𝑠
ÝÑ
𝜓

𝑇

𝑘 ,

де 𝛼 визначається як скалярний добуток: 𝛼 “ p𝜓𝑠,𝜓𝑘q, отримаємо матрицю

𝑃𝐷1 “
1

2p𝑒´
𝑎
4 ` 𝑒

𝑎
4 q

ˆ

𝑒´
𝑎
4 ´ 𝑒

𝑎
4

p𝑒´
𝑎
8 ´ 𝑒

𝑎
8 q2

˙

Використовуючи формулу: 𝐷` “ 𝐷𝑇 p𝐷𝐷𝑇 ` 𝑃𝐷˚q
´1, знайдемо матрицю 𝐷`,

псевдообернену за Муром—Пенроузом до матрицi 𝐷:

𝐷` “
1

p𝑒
𝑎
4 ` 𝑒´

𝑎
4 q2 ´ 1

¨

ˆ

0 p𝑒
𝑎
8 ´ 𝑒´

𝑎
8 q2

0 𝑒
𝑎
4 ´ 𝑒´

𝑎
4

˙

.

Таким чином, дана крайова задача розв’язна i при цьому має однопараме-
тричну множину розв’язкiв

𝑥p𝑡, 𝑐1q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝑃𝐷1
𝑐1 `𝑋p𝑡q𝐷

`𝛼´𝑋p𝑡q𝐷`𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q,@𝑐1 P 𝑅
1. p24q
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В (24) матрицi 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q, 𝑃𝐷1
, 𝑋p𝑡q, 𝐷` визначенi так само, як i вище, 𝑐1 — одно-

вимiрний вектор, тобто дiйсна стала величина, 𝑙𝑥p¨q “ 𝑁
1́

0

𝑒𝐴p1,𝜎p𝑠qq𝜙p𝑠qΔ𝑠,

𝑥p𝑡q “
1́

0

𝑒𝐴p𝑡,𝑠q𝜙p𝑠qΔ𝑠, де 𝜙p𝑡q “

ˆ

0
𝑓p𝑡q

˙

— двовимiрний вектор. Iнтеграли

обчислюються за формулою, вказаною в теоремi 1.

Висновки. Для розглядуваної на часовiй шкалi крайової задачi для систе-
ми динамiчних рiвнянь встановлено умови її розв’язностi та побудовано множину
розв’язкiв у випадку, коли кiлькiсть крайових умов та розмiрнiсть динамiчної си-
стеми не збiгаються. Окремо розглянутi випадки, коли кiлькiсть крайових умов
бiльша за розмiрнiсть динамiчної системи рiвнянь та навпаки. Для кожного з цих
випадкiв встановлено умови розв’язностi крайової задачi та знайденi їх розв’язки.
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Ковальчук Т. В., Шовкопляс Т. В.
Критерий разрешимости линейной нетеровой краевой задачи для системы
динамических уравнений на часовой шкале

Резюме

На часовой шкале рассматривается линейная нетерова краевая задача для системы ди-
намических уравнений второго порядка. Эта краевая задача рассматривается в случае,
когда оператор линейной части является необратимым, то есть количество краевых
условий задачи и порядок операторной системы разные. Для определения условий раз-
решимости рассматриваемой краевой задачи используется аппарат теории псевдообрат-
ных матриц. Определяется взаимосвязь между условием разрешимости динамической
системы и условием разрешимости алгебраической системы уравнений. То есть с помо-
щью теории псевдообратных матриц определено условие разрешимости динамической
системы уравнений, к которой сводится рассматриваемая краевая задача. И в этом слу-
чае условие разрешимости динамической системы уравнений следует из условия раз-
решимости соответствующей алгебраической системы уравнений. Найдено множество
решений рассматриваемой краевой задачи. Также приведены частные случаи краевой
задачи, когда количество краевых условий больше количества неизвестных системы ди-
намических уравнений и наоборот. Для каждого из этих случаев определены условия
разрешимости рассматриваемой краевой задачи и найдены ее решения. Приведен при-
мер, иллюстрирующий применение полученных результатов.
Ключевые слова: нетерова краевая задача, система динамических уравнений, времен-
ная шкала, условия разрешимости, множество решений, краевые условия, линейный
векторный функционал, псевдообратная по Муру—Пенроузу матрица, матрица-орто-
проектор .

Kovalchuk T. V., Shovkoplyas T. V.
The criterion for solvability of a linear Noether’s boundary value problem for
a system of dynamical equations on a time scale

Summary

On a time scale, the linear Noether’s boundary value problem for a system of second-order

dynamical equations is considered. This boundary-value problem is considered in the case

when the operator of the linear part is irreversible, that is, the number of boundary con-

ditions of the problem and the order of the operator system are different. To establish the

solvability conditions of the boundary-value problem under consideration, the apparatus of

the theory of pseudo-inverse matrices is used. A connection is established between the con-

dition of solvability of a dynamical system and the condition of solvability of an algebraic

system of equations. That is, using the theory of pseudo-inverse matrices, the condition for

solvability of a dynamical system of equations is established, which reduces the considered

boundary value problem. In this case, the condition of solvability of a dynamical system of

equations follows from the condition of solvability of the corresponding algebraic system of

equations. A set of solutions of the boundary value problem under consideration is found.

Also, partial cases of the boundary value problem are given, when the number of boundary

conditions is greater than the number of unknowns of the system of dynamic equations and

vice versa. For each of these cases, the solvability conditions of the boundary-value problem

under consideration are found and its solutions are found. An example is provided illustrat-

ing the application of the results obtained.

Key words: the Noether’s boundary value problem, the system of dynamic equations, time
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scale, the conditions of solvability, set of solutions, boundary conditions, linear vector func-

tional, Moore–Penrose pseudoinverse matrix, orthoprojector matrix .
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АСИМПТОТИКА МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИХСЯ РЕШЕНИЙ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА
С ПРАВИЛЬНО И БЫСТРО МЕНЯЮЩИМИСЯ
НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

В настоящей работе для дифференциального уравнения второго порядка, которое со-
держит в правой части сумму слагаемых с правильно и быстро меняющимися нели-
нейностями, устанавливаются необходимые и достаточные условия существования так
называемых 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решений (𝑌0 равно либо нулю, либо ˘8, ´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8) в
особом случае, когда параметр 𝜆0 “ 0. При таком значении параметра 𝜆0 исследуемые
решения являются медленно меняющимися при 𝑡 Ò 𝜔 (𝜔 ď `8) функциями. Также
устанавливаются асимптотические при 𝑡 Ò 𝜔 представления для таких решений и их
производных первого порядка. Результаты работы получены в предположении, что на
каждом решении из рассматриваемого класса правая часть исследуемого дифференци-
ального уравнения эквивалентна при 𝑡 Ò 𝜔 одному слагаемому с правильно меняющейся
нелинейностью. Рассмотрен пример дифференциального уравнения, иллюстрирующий
полученные в работе результаты.
MSC: 34E99.
Ключевые слова: правильно меняющиеся функции, быстро меняющиеся функции, нели-
нейные дифференциальные уравнения, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решения, асимптотика 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-ре-
шений, асимптотическое представление 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решений.
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.2(32).149704.

Введение. Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑦2 “
𝑚
ÿ

𝑖“1

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑦q, p1q

в котором 𝛼𝑖 P t´1,1u p𝑖 “ 1,𝑚q, 𝑝𝑖 : r𝑎,𝜔rÑs0, ` 8r p𝑖 “ 1,𝑚q — непрерывные
функции, ´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8; 𝜙𝑖 : Δ𝑌0

Ñs0, ` 8r p𝑖 “ 1,𝑚q, где Δ𝑌0
— одно-

сторонняя окрестность 𝑌0, 𝑌0 равно либо нулю, либо ˘8, являются непрерыв-
ными функциями при 𝑖 “ 1,𝑙 и дважды непрерывно дифференцируемыми при
𝑖 “ 𝑙 ` 1,𝑚, причем для каждого 𝑖 P t1,...,𝑙u при некотором 𝜎𝑖 P R выполняются
условия

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙𝑖p𝜆𝑦q

𝜙𝑖p𝑦q
“ 𝜆𝜎𝑖 для любого 𝜆 ą 0, p2q

а для каждого 𝑖 P t𝑙 ` 1,...,𝑚u –

𝜙1𝑖p𝑦q ‰ 0 при 𝑦 P Δ𝑌0 , lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙𝑖p𝑦q P t0,`8u, lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙2𝑖 p𝑦q𝜙𝑖p𝑦q

𝜙12𝑖 p𝑦q
“ 1. p3q
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Функции 𝜙𝑖 p𝑖 “ 1,𝑙q, удовлетворяющие условиям (2), являются правильно
меняющимися при 𝑦 Ñ 𝑌0 функциями порядков 𝜎𝑖 p𝑖 “ 1,𝑙q (см. монографию
Е. Сенеты [3], гл. 1, §1, с. 9). Для них имеют место представления вида

𝜙𝑖p𝑦q “| 𝑦 |
𝜎𝑖 𝐿𝑖p𝑦q p𝑖 “ 1,𝑙q, p4q

где 𝐿𝑖 p𝑖 “ 1,𝑙q — медленно меняющиеся функции при 𝑦 Ñ 𝑌0, т.е. такие, что

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝐿𝑖p𝜆𝑦q

𝐿𝑖p𝑦q
“ 1 для любого 𝜆 ą 0.

Из условий (3) непосредственно вытекают предельные соотношения

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝑦𝜙1𝑖p𝑦q

𝜙𝑖p𝑦q
“ ˘8 p𝑖 “ 𝑙 ` 1,𝑚q,

в силу которых при 𝑖 P t𝑙 ` 1,...,𝑚u каждая из функций 𝜙𝑖 и ее производная
первого порядка являются быстро меняющимися при 𝑦 Ñ 𝑌0 функциями (см.
монографию В. Марича [2], гл. 3, §3.4, леммы 3.2, 3.3, с. 91–92).

Определение 1. Решение 𝑦 уравнения (1) называется 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решением,
где ´8 ď 𝜆0 ď `8, если оно определено на промежутке r𝑡0,𝜔rĂ r𝑎,𝜔r и удовле-
творяет следующим условиям

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦p𝑡q “ 𝑌0, lim
𝑡Ò𝜔

𝑦1p𝑡q “

"

либо 0,
либо ˘8,

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦12p𝑡q

𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q
“ 𝜆0. p5q

В работе В. А. Касьяновой [3] были получены необходимые и достаточные
условия существования, а также асимптотические при 𝑡 Ò 𝜔 представления
𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решений в случае, когда в правой части дифференциального уравнения
(1) все нелинейности являются правильно меняющимися при 𝑦 Ñ 𝑌0 функциями.
В работах В. М. Евтухова, А. Г. Черниковой [4–6] и А. Г. Черниковой [7] иссле-
довалось двучленное уравнение с быстро меняющейся нелинейностью. В случае
уравнения вида (1) в [8] изучались 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решения дифференциального урав-
нения (1) при 𝜆0 P Rzt0,1u.

Целью настоящей работы является установление необходимых и достаточных
условий существования 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решений 𝑦 дифференциального уравнения (1), а
также асимптотических при 𝑡 Ò 𝜔 представлений для таких решений и их произ-
водных первого порядка в случае, когда для некоторого 𝑠 P t1,...,𝑙u

lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑦p𝑡qq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 0 при 𝑖 P t1,...,𝑚uzt𝑠u, p6q

т.е. когда на каждом таком решении уравнения (1) правая часть уравнения экви-
валентна при 𝑡 Ò 𝜔 одному слагаемому с правильно меняющейся нелинейностью.

При изучении 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решений дифференциального уравнения (1) понадо-
бится одно вспомогательное утверждение об их априорных асимптотических свой-
ствах, cправедливость которого непосредственно вытекает из работы В. М. Ев-
тухова [9] (см. следствие 10.1).
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Введем функцию 𝜋𝜔 : r𝑎,𝜔rÝÑ R, полагая

𝜋𝜔p𝑡q “

"

𝑡, если 𝜔 “ `8,
𝑡´ 𝜔, если 𝜔 ă `8.

Лемма 1. Для каждого 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решения дифференциального уравнения (1)

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“ 0 p7q

и в случае существования (конечного или равного ˘8) lim𝑡Ò𝜔
𝜋𝜔p𝑡q𝑦

2
p𝑡q

𝑦1p𝑡q

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“ ´1. p8q

Основные результаты. В дальнейшем, не ограничивая общности, будем
считать, что

Δ𝑌0
“ Δ𝑌0

p𝑏q, где Δ𝑌0
p𝑏q “

"

r𝑏,𝑌0r, если Δ𝑌0 ´ левая окрестность 𝑌0,
s𝑌0,𝑏s, если Δ𝑌0

´ правая окрестность 𝑌0,

и число 𝑏 удовлетворяет неравенствам

|𝑏| ă 1 при 𝑌0 “ 0 и 𝑏 ą 1 p𝑏 ă ´1q при 𝑌0 “ `8 p𝑌0 “ ´8q.

Положим
𝜈0 “ signb, 𝜈1 “

"

1, если Δ𝑌0p𝑏q “ r𝑏,𝑌0r,
´1, если Δ𝑌0

p𝑏q “s𝑌0,𝑏s.

Учитывая определение 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решения дифференциального уравнения (1),
заметим, что числа 𝜈0 и 𝜈1 определяют знаки любого 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решения и его
первой производной (соответственно) в некоторой левой окрестности 𝜔. При этом
ясно, что условия

𝜈0𝜈1 “ ´1, если 𝑌0 “ 0, 𝜈0𝜈1 “ 1, если 𝑌0 “ ˘8,

являются необходимыми для наличия 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решений. Если же для таких
решений уравнения (1), кроме того, выполняются условия (6), то sign𝑦2p𝑡q “ 𝛼𝑠

в некоторой левой окрестности 𝜔 и при этом

𝜈1𝛼𝑠 “ ´1, если lim
𝑡Ò𝜔

𝑦1p𝑡q “ 0, 𝜈1𝛼𝑠 “ 1, если lim
𝑡Ò𝜔

𝑦1p𝑡q “ ˘8.

Положим при 𝑠 P t1,...,𝑙u

𝐻𝑠p𝑦q “

𝑦ˆ

𝐵𝑠

𝑑𝑢

𝜙𝑠p𝑢q
,

где

𝐵𝑠 “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑏, если
𝑌0´
𝑏

𝑑𝑦
𝜙𝑖p𝑦q

“ ˘8,

𝑌0, если
𝑌0´
𝑏

𝑑𝑦
𝜙𝑖p𝑦q

“ const.
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Так как 𝐻 1𝑠p𝑦q “
1

𝜙𝑠p𝑦q
ą 0 при 𝑦 P Δ𝑌0

p𝑏q, то функция 𝐻𝑠 возрастающая на
Δ𝑌0

p𝑏q и существует обратная функция 𝐻´1
𝑠 : Δ𝑍𝑠

p𝑐𝑠q Ñ Δ𝑌0
p𝑏q такая, что

lim
𝑧Ñ𝑍𝑠

𝑧PΔ𝑍𝑠
p𝑐𝑠q

𝐻´1
𝑠 p𝑧q “ 𝑌0, p9q

где

𝑍𝑠 “ lim
𝑦Ñ𝑌0

𝑦PΔ𝑌0
p𝑏q

𝐻𝑠p𝑦q “

$

&

%

0, если 𝐵𝑠 “ 𝑌0,
`8, если 𝐵𝑠 “ 𝑏 ă 𝑌0,
´8, если 𝐵𝑠 “ 𝑏 ą 𝑌0,

Δ𝑍𝑠
p𝑐𝑠q “

"

r𝑐𝑠,𝑍𝑠r, если Δ𝑌0
p𝑏q “ r𝑏,𝑌0r,

s𝑍𝑠,𝑐𝑠s, если Δ𝑌0
p𝑏q “s𝑌0,𝑏s,

𝑐𝑠 “

𝑏ˆ

𝐵𝑠

𝑑𝑢

𝜙𝑠p𝑢q
.

В силу представлений (4), свойств медленно меняющихся функций (см. мо-
нографию Е. Сенеты [3], гл. 1, §2, с. 15) и правила Лопиталя

lim
𝑦Ñ𝑌0

𝑦PΔ𝑌0
p𝑏q

𝑦

𝐻𝑠p𝑦q𝜙𝑠p𝑦q
“ 1´ 𝜎𝑠. p10q

Введем также вспомогательные функции

𝐽𝑠p𝑡q “

𝑡ˆ

𝐴𝑠

𝑝𝑠p𝜏q𝑑𝜏, 𝐽𝑠𝑠p𝑡q “

𝑡ˆ

𝐴𝑠𝑠

𝐽𝑠p𝜏q𝑑𝜏,

в которых

𝐴𝑠 “

$

’

’

&

’

’

%

𝑎, если
𝜔́

𝑎

𝑝𝑠p𝜏q𝑑𝜏 “ `8,

𝜔, если
𝜔́

𝑎

𝑝𝑠p𝜏q𝑑𝜏 “ const,
𝐴𝑠𝑠 “

$

’

’

&

’

’

%

𝑎, если
𝜔́

𝑎

𝐽𝑠p𝜏q𝑑𝜏 “ `8,

𝜔, если
𝜔́

𝑎

𝐽𝑠p𝜏q𝑑𝜏 “ const.

Теорема 1. Пусть для некоторого 𝑠 P t1,...,𝑙u выполняется неравенство
𝜎𝑠 ‰ 1 и существует конечный или равный ˘8 предел

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐽
1
𝑠p𝑡q

𝐽𝑠p𝑡q
.

Тогда для существования у дифференциального уравнения (1) 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решений,
удовлетворяющих условиям (6), необходимо, чтобы

𝛼𝑠𝜈0p1´ 𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡q ą 0, 𝛼𝑠𝜈1𝜋𝜔p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r, p11q

𝛼𝑠 lim
𝑡Ò𝜔

𝐽𝑠𝑠p𝑡q “ 𝑍𝑠, lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐽
1
𝑠p𝑡q

𝐽𝑠p𝑡q
“ ´1, lim

𝑡Ò𝜔

𝐽2
𝑠 p𝑡q

𝑝𝑠p𝑡q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
“ 0, p12q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

“ 0 при любом 𝑖 P t1,...,𝑙uzt𝑠u, p13q
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lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝛿𝑖qqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

“ 0 при любом 𝑖 P t𝑙 ` 1,...,𝑚u, p14q

где 𝛿𝑖 — любое число из некоторой односторонней окрестности нуля. Более
того, для каждого такого решения имеют место асимптотические представ-
ления

𝑦p𝑡q “ 𝐻´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔, p15q

𝑦1p𝑡q “
𝐽𝑠p𝑡q𝐻

´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qq

p1´ 𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p16q

Теорема 2. Пусть для некоторого 𝑠 P t1,...,𝑙u выполняется неравенство
𝜎𝑠 ‰ 1, справедливы условия (11)–(13) и

lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢qqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

“ 0 при любом 𝑖 P t𝑙 ` 1,...,𝑚u p17q

равномерно по 𝑢 P r´𝛿,𝛿s для некоторого 0 ă 𝛿 ă 1. Тогда у дифференциального
уравнения (1) существуют 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решения, допускающие асимптотические
представления (15) и (16), причем если 𝛼𝑠𝜈0p1 ´ 𝜎𝑠q𝜋𝜔p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r, то
при 𝜔 “ `8 таких решений существует однопараметрическое семейство, а
при 𝜔 ă `8 — двухпараметрическое семейство.

Доказательство теоремы 1. Пусть 𝑦 : r𝑡0,𝜔rÑ R — произвольное 𝑃𝜔p𝑌0,0q-
решение дифференциального уравнения (1), удовлетворяющее условиям (6). То-
гда в силу (1) и (6) имеет место асимптотическое представление

𝑦2p𝑡q “ 𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑦p𝑡qqr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p18q

Согласно свойствам правильно меняющихся функций, существует непрерыв-
но дифференцируемая и правильно меняющаяся при 𝑦 Ñ 𝑌0 порядка 𝜎𝑠 функция
𝜙0𝑠 : Δ𝑌0

p𝑏q Ñs0,`8r такая, что

lim
𝑦Ñ𝑌0

𝑦PΔ𝑌0
p𝑏q

𝜙𝑠p𝑦q

𝜙0𝑠p𝑦q
“ 1, lim

𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

p𝑏q

𝑦𝜙10𝑠p𝑦q

𝜙0𝑠p𝑦q
“ 𝜎𝑠. p19q

Поэтому для рассматриваемого решения 𝑦 дифференциального уравнения (1), с
учетом (18), имеем

𝑦2p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p20q

Ввиду последнего из условий (5) и (19) справедливо соотношение

ˆ

𝑦1p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq

˙1

“
𝑦2p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq

„

1´
𝑦12p𝑡q

𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q
¨
𝑦p𝑡q𝜙10𝑠p𝑦p𝑡qq

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq



“

“
𝑦2p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.
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Следовательно, с учетом (20), имеем
ˆ

𝑦1p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq

˙1

“ 𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.

Интегрируя это соотношение на промежутке от 𝑡0 до 𝑡, получим

𝑦1p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 𝐶 ` 𝛼𝑠𝐽𝑠p𝑡q при 𝑡 Ò 𝜔,

где 𝐶 — некоторая вещественная постоянная.
В случае, когда в функции 𝐽𝑠 предел интегрирования 𝐴𝑠 “ 𝑎, 𝐽𝑠p𝑡q Ñ `8

при 𝑡 Ò 𝜔 и полученное соотношение представимо в виде

𝑦1p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 𝛼𝑠𝐽𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p21q

Покажем, что в случае 𝐴𝑠 “ 𝜔 постоянная 𝐶 равна нулю. Предположим против-
ное, что в этом случае 𝐶 ‰ 0. Тогда 𝐽𝑠p𝑡q Ñ 0 при 𝑡 Ò 𝜔 и будем иметь

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq “

„

1

𝐶
` 𝑜p1q



𝑦1p𝑡q при 𝑡 Ò 𝜔.

Поэтому ввиду (20) справедливо соотношение

𝑦2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“ 𝛼𝑠

„

1

𝐶
` 𝑜p1q



𝑝𝑠p𝑡q при 𝑡 Ò 𝜔,

из которого следует, что

ln |𝑦1p𝑡q| “ 𝐶1 `
𝛼𝑠

𝐶
𝐽𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

где 𝐶1 — некоторая постоянная. Однако этого быть не может, поскольку здесь
выражение, стоящее слева, согласно определению 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решения, стремится
к ˘8 при 𝑡 Ò 𝜔, а справа имеет конечный предел.

Таким образом, в каждом из двух возможных случаев выбора предела инте-
грирования 𝐴𝑠 получаем представление (21), из которого, с учетом (19), имеем

𝑦1p𝑡q

𝜙𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 𝛼𝑠𝐽𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p22q

Интегрируя это соотношение на промежутке от 𝑡1 до 𝑡 p𝑡1 Ps𝑡0,𝜔rq, получим

𝑦p𝑡qˆ

𝑦p𝑡1q

𝑑𝑠

𝜙𝑠p𝑠q
“ 𝛼𝑠

𝑡ˆ

𝑡1

𝐽𝑠p𝜏qr1` 𝑜p1qs 𝑑𝜏 при 𝑡 Ò 𝜔. p23q

Поскольку в силу первого из условий (5) lim𝑡Ò𝜔 𝑦p𝑡q “ 𝑌0, то из (22) ясно, что
несобственные интегралы

𝑌0ˆ

𝑦p𝑡1q

𝑑𝑠

𝜙𝑠p𝑠q
и

𝜔̂

𝑡1

𝐽𝑠p𝜏q 𝑑𝜏
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сходятся или расходятся одновременно. Ввиду этого факта и выбора пределов
интегрирования 𝐴𝑠𝑠 и 𝐵𝑠 в функциях 𝐽𝑠𝑠 и 𝐻𝑠, соотношение (23) может быть
записано в виде

𝐻𝑠p𝑦p𝑡qq “ 𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p24q

Из (24) в силу первого из условий (5) и свойств функции 𝐻 следует выполнение
первого из условий (12).

Из соотношений (18) и (22) имеем

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“
𝜋𝜔p𝑡q𝐽

1
𝑠p𝑡q

𝐽𝑠p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.

Поэтому в силу соотношения (8) леммы 1 соблюдается второе из условий (12).
Кроме того, из соотношения (8) леммы 1 непосредственно вытекает второе из
неравенств (11).

Далее, в силу (24) имеем

𝑦p𝑡q “ 𝐻´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qsq при 𝑡 Ò 𝜔. p25q

Здесь 𝐻´1
𝑠 является правильно меняющейся функцией порядка 1

1´𝜎𝑠
при 𝑧 Ñ 𝑍𝑠

как обратная для правильно меняющейся при 𝑦 Ñ 𝑌0 функции 𝐻𝑠 порядка
1´𝜎𝑠 ‰ 0. Более того, в силу первого из условий (12), существует 𝑡2 P r𝑡1,𝜔r такое,
что функция 𝑧p𝑡q “ 𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs такова, что lim𝑡Ò𝜔 𝑧p𝑡q “ 𝑍𝑠 и 𝑧p𝑡q P Δ𝑍𝑠

p𝑐𝑠q
при 𝑡 P r𝑡2,𝜔r. Поэтому, с учетом свойств правильно меняющихся функций, соот-
ношение (25) можно переписать в виде (15). Кроме того, принимая во внимание
предельное соотношение (10), из (24) получим

𝑦p𝑡q

𝜙𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 𝛼𝑠p1´ 𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p26q

Из (26) следует первое из условий (11). Из (22) и (26) имеем

𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“

𝐽𝑠p𝑡q

p1´ 𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

откуда с учетом (15) следует (16). Кроме того, с учетом последнего предельного
соотношения, из (18), (22) и последнего из условий (5) следует третье из условий
(12).

Поскольку при 𝑠 P t1,...,𝑙u функции 𝜙𝑖 p𝑖 “ 1,𝑙q являются правильно меня-
ющимися при 𝑦 Ñ 𝑌0, а функция 𝑧 удовлетворяет указанным выше условиям,
то

𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qsqq “ 𝜙𝑖p𝐻

´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.

Тогда в силу (15) при 𝑖 P t1,...,𝑙u

lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑦p𝑡qq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑦p𝑡qq
“ lim

𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqr1` 𝑜p1qs

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqr1` 𝑜p1qs

“ lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

,

откуда, с учетом (6), следует справедливость условий (13).
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При 𝑖 P t𝑙 ` 1,...,𝑚u из (25), с учетом свойств функции 𝑧, имеем

lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑦p𝑡qq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑦p𝑡qq
“ lim

𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qsq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

. p27q

В силу монотонности функций 𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝑧qq p𝑖 “ 𝑙 ` 1,𝑚q на промежутке Δ𝑍𝑠

p𝑐𝑠q
для любых 𝛿𝑖 из некоторой окрестности нуля существует 𝑡3 P r𝑡2,𝜔r такое, что
при 𝑡 P r𝑡3,𝜔r

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qsqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

ě
𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻

´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝛿𝑖sqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

ą 0,

откуда с учетом (6) и (27) следует справедливость условий (14). Теорема доказа-
на.

Доказательство теоремы 2. Используя преобразование

𝐻𝑠p𝑦p𝑡qq “ 𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑢1p𝑡qs,
𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“

𝐽𝑠p𝑡q

p1´ 𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
r1` 𝑢2p𝑡qs, p28q

сведем дифференциальное уравнение (1) к системе дифференциальных уравне-
ний

$

’

’

&

’

’

%

𝑢11 “ ℎ1p𝑡q
”

𝐺p𝑡,𝑢1q

𝛼𝑠p1´𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
p1` 𝑢2q ´ p1` 𝑢1q

ı

,

𝑢12 “ ℎ2p𝑡q
”

p𝑞p𝑡q ´ 1qp1` 𝑢2q ´
𝑞p𝑡q
1´𝜎𝑠

p1` 𝑢2q
2 `

𝛼𝑠p1´𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1`𝑅p𝑡,𝑢1qq

𝐺p𝑡,𝑢1q

ı

,

p29q
в которой

ℎ1p𝑡q “
𝐽 1𝑠𝑠p𝑡q

𝐽𝑠𝑠p𝑡q
, ℎ2p𝑡q “

𝑝𝑠p𝑡q

𝐽𝑠p𝑡q
, 𝑞p𝑡q “

𝐽2
𝑠 p𝑡q

𝑝𝑠p𝑡q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
, 𝐺p𝑡,𝑢1q “

𝑌 p𝑡,𝑢1q

𝜙𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
,

𝑌 p𝑡,𝑢1q “ 𝐻´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1qq, p30q

𝑅p𝑡,𝑢1q “
𝑚
ÿ

𝑖“1
𝑖‰𝑠

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑌 p𝑡,𝑢1qq

𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
. p31q

Учитывая первое из условий (12), подберем число 𝑡0 P r𝑎,𝜔r так, чтобы при
|𝑢1| ď 𝛿

𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1q P Δ𝑍𝑠
p𝑐𝑠q, 𝑌 p𝑡,𝑢1q P Δ𝑌0

p𝑏q,

и рассмотрим систему (29) на множестве

Ω “ r𝑡0,𝜔rˆ𝐷, где 𝐷 “ tp𝑢1,𝑢2q : |𝑢𝑖| ď 𝛿, 𝑖 “ 1,2u.

Тогда в силу (9) и первого из условий (12)

lim
𝑡Ò𝜔

𝑌 p𝑡,𝑢1q “ 𝑌0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s. p32q

Отсюда, с учетом (10) и вида функции 𝐺, следует, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝐺p𝑡,𝑢1q

𝐻𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
“ 1´ 𝜎𝑠 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s,
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то есть
𝐺p𝑡,𝑢1q “ r1´ 𝜎𝑠 `𝑅1p𝑡,𝑢1qs𝐻𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq

и
1

𝐺p𝑡,𝑢1q
“

1{p1´ 𝜎𝑠q `𝑅2p𝑡,𝑢1q

𝐻𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
,

где функции 𝑅𝑖 p𝑖 “ 1,2q удовлетворяют условиям

lim
𝑡Ò𝜔

𝑅𝑖p𝑡,𝑢1q “ 0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s. p33q

Следовательно, с учетом вида функции 𝑌 p𝑡,𝑢1q, имеют место представления

𝐺p𝑡,𝑢1q “ 𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1´ 𝜎𝑠 `𝑅1p𝑡,𝑢1qsp1` 𝑢1q, p34q

1

𝐺p𝑡,𝑢1q
“

1{p1´ 𝜎𝑠q `𝑅2p𝑡,𝑢1q

𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1q
. p35q

Кроме того, покаже, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝑅p𝑡,𝑢1q “ 0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s. p36q

Так как функции 𝜙𝑖 p𝑖 “ 1,𝑙q являются правильно меняющимися при 𝑦 Ñ 𝑌0
p𝑦 P Δ𝑌0p𝑏qq порядков 𝜎𝑖, то в силу представлений (4), с учетом свойств медленно
меняющихся функций, имеем

𝜙𝑖p𝑌 p𝑡,𝑢1qq “ 𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1qqq “

“ |𝐻´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1qq|

𝜎𝑖𝐿𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1qqq “

“ |𝐻´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1qq|

𝜎𝑖𝐿𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqp1` 𝑟𝑖p𝑡,𝑢1qq “

“ 𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqp1` 𝑢1q

𝜎𝑖p1` 𝑟𝑖p𝑡,𝑢1qq, p𝑖 “ 1,𝑙q,

где функции 𝑟𝑖 таковы, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝑟𝑖p𝑡,𝑢1q “ 0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s.

С учетом этих условий

lim
𝑡Ò𝜔

𝑙
ÿ

𝑖“1
𝑖‰𝑠

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑌 p𝑡,𝑢1qq

𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
“ 0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s, p37q

поскольку в силу условий (13)

lim
𝑡Ò𝜔

𝑙
ÿ

𝑖“1
𝑖‰𝑠

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑌 p𝑡,𝑢1qq

𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
“ lim

𝑡Ò𝜔

𝑙
ÿ

𝑖“1
𝑖‰𝑠

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqp1` 𝑢1q

𝜎𝑖r1` 𝑟𝑖p𝑡,𝑢1qs

𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqp1` 𝑢1q𝜎𝑠r1` 𝑟𝑠p𝑡,𝑢1qs

“

“ lim
𝑡Ò𝜔

𝑙
ÿ

𝑖“1
𝑖‰𝑠

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

“ 0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s.
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Из (37) и (17), в силу вида функции 𝑅, следует (36).
Учитывая (31), (34) и (35), систему дифференциальных уравнений (29) запи-

шем в виде
$

&

%

𝑢11 “ ℎ1p𝑡q r𝑓1p𝑡,𝑢1,𝑢2q ` 𝑢2 ` 𝑉1p𝑢1,𝑢2qs ,

𝑢12 “ ℎ2p𝑡q r𝑓2p𝑡,𝑢1,𝑢2q ´ 𝑢1 ´ 𝑢2 ` 𝑉2p𝑢1qs ,
p38q

где

𝑓1p𝑡,𝑢1,𝑢2q “ p1´ 𝜎𝑠q
´1𝑅1p𝑡,𝑢1qp1` 𝑢1qp1` 𝑢2q, 𝑉1p𝑢1,𝑢2q “ 𝑢1𝑢2,

𝑓2p𝑡,𝑢1,𝑢2q “ p1´ 𝜎𝑠q𝑅2p𝑡,𝑢1qp1` 𝑢1q
´1 ` p1` p1´ 𝜎𝑠q𝑅2p𝑡,𝑢1qq𝑅p𝑡,𝑢1qp1` 𝑢1q

´1´

´p1´ 𝜎𝑠q
´1𝑞p𝑡qp1` 𝑢1qp𝜎𝑠 ` 𝑢2q, 𝑉2p𝑢1q “ p1` 𝑢1q

´1 ´ 1` 𝑢1.

В этой системе уравнений слагаемые 𝑉1 и 𝑉2 удовлетворяют условиям

lim
|𝑢1|`|𝑢2|Ñ0

𝑉1p𝑢1,𝑢2q

|𝑢1| ` |𝑢2|
“ 0, lim

𝑢1Ñ0

𝑉2p𝑢1q

𝑢1
“ 0,

а в силу третьего из условий (12), с учетом (33) и (36),

lim
𝑡Ò𝜔

𝑓𝑖p𝑡,𝑢1,𝑢2q “ 0 равномерно по 𝑢1, 𝑢2 P r´𝛿,𝛿s p𝑖 “ 1,2q.

Кроме того,
𝜔̂

𝑡0

ℎ1p𝜏q 𝑑𝜏 “

𝜔̂

𝑡0

𝐽 1𝑠𝑠p𝜏q

𝐽𝑠𝑠p𝜏q
𝑑𝜏 “ ln |𝐽𝑠𝑠p𝜏q|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝜔

𝑡0

“ ˘8

и, с учетом третьего из условий (12),

lim
𝑡Ò𝜔

ℎ1p𝑡q

ℎ2p𝑡q
“ lim

𝑡Ò𝜔

𝐽2
𝑠 p𝑡q

𝑝𝑠p𝑡q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
“ 0.

Тем самым показано, что для системы (38) выполняются все условия теоремы
2.8 из работы В. М. Евтухова и А. М. Самойленко [10]. Согласно этой тео-
реме система дифференциальных уравнений (38) имеет хотя бы одно решение
p𝑢1,𝑢2q : r𝑡˚,𝜔rÑ R2 p𝑡˚ ě 𝑡0q, стремящееся к нулю при 𝑡 Ò 𝜔. Каждому такому
решению системы (38), в силу замен (28), соответствует решение дифференциаль-
ного уравнения (1), допускающее при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотические представления (15) и
(16), причем это решение является 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решением уравнения (1). Более того,
из этой теоремы следует, что если 𝐽 1𝑠𝑠p𝑡q

𝐽𝑠𝑠p𝑡q
ą 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r (данное условие, в силу

(11), равносильно выполнению неравенства 𝛼𝑠𝜈0p1 ´ 𝜎𝑠q𝜋𝜔p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r),
то при 𝜔 “ `8 у системы (38) существует однопараметрическое семейство таких
решений, а при 𝜔 ă `8 — двухпараметрическое семейство. Теорема доказана.

Пример. Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

𝑦2 “ 𝛼1𝑝1p𝑡q|𝑦|
𝜎 ` 𝛼2𝑝2p𝑡q𝑒

𝜇𝑦, p39q

в котором 𝛼𝑖 P t´1,1u p𝑖 “ 1,2q, 𝑝𝑖 : r𝑎,𝜔rÑs0, ` 8r p𝑖 “ 1,2q — непрерывные
функции, ´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8, 𝜎 ‰ 1, 𝜇 ‰ 0.
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Из теорем 1 и 2 имеем

Следствие. Пусть 𝜎 ‰ 1. Тогда для существования у дифференциального
уравнения (39) 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решений, удовлетворяющих условиям

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦p𝑡q “ ˘8 p𝑌0 “ ˘8q и lim
𝑡Ò𝜔

𝑝2p𝑡q𝑒
𝜇𝑦p𝑡q

𝑝1p𝑡q|𝑦p𝑡q|𝜎
“ 0,

необходимо, а если

𝑝2p𝑡q “ 𝑜

˜

𝑝1p𝑡q|p1´ 𝜎q𝐽11p𝑡q|
𝜎

1´𝜎

𝑒𝜇𝜈0|p1´𝜎qp𝛼1𝐽11p𝑡qp1`𝑢q`𝐶q|
1

1´𝜎

¸

при 𝑡 Ò 𝜔

равномерно по 𝑢 P r´𝛿,𝛿s для некоторого 0 ă 𝛿 ă 1, где

𝐶 “

#

0, если 𝜎 ą 1,
𝜈0|𝑏|

1´𝜎

1´𝜎 , если 𝜎 ă 1,

то и достаточно, чтобы

𝛼1𝜈0p1´ 𝜎q𝐽11p𝑡q ą 0, 𝛼1𝜈1𝜋𝜔p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r,

𝛼1 lim
𝑡Ò𝜔

𝐽11p𝑡q “ 𝑍1, lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐽
1
1p𝑡q

𝐽1p𝑡q
“ ´1, lim

𝑡Ò𝜔

𝐽2
1 p𝑡q

𝑝1p𝑡q𝐽11p𝑡q
“ 0.

Более того, для каждого такого решения имеют место асимптотические пред-
ставления

𝑦p𝑡q “ 𝜈0|p1´ 𝜎q𝐽11p𝑡q|
1

1´𝜎 r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

𝑦1p𝑡q “
𝜈0𝐽1p𝑡q|p1´ 𝜎q𝐽11p𝑡q|

1
1´𝜎

p1´ 𝜎q𝐽11p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

причем если 𝛼𝑠𝜈0p1´ 𝜎𝑠q𝜋𝜔p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r, то при 𝜔 “ `8 таких решений
существует однопараметрическое семейство, а при 𝜔 ă `8 — двухпарамет-
рическое семейство.

Заключение. В настоящей работе исследован вопрос о наличии и асимп-
тотике медленно меняющихся решений дифференциального уравнения (1) в слу-
чае, когда в правой части уравнения (1) главным является слагаемое с правильно
меняющейся при 𝑦 Ñ 𝑌0 (𝑌0 равно либо 0, либо ˘8) нелинейностью. Аналогично
можно рассмотреть случай, когда в правой части несколько главных слагаемых,
среди которых хотя бы одно с правильно меняющейся при 𝑦 Ñ 𝑌0 нелинейностью.
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Колун Н. П.
Асимптотика повiльно змiнних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь другого
порядку з правильно та швидко змiнними нелiнiйностями

Резюме

У цiй роботi для диференцiального рiвняння другого порядку, яке мiстить в правiй час-
тинi суму доданкiв з правильно та швидко змiнними нелiнiйностями, встановлюються
необхiднi та достатнi умови iснування так званих 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-розв’язкiв (𝑌0 дорiвнює або
нулю, або ˘8, ´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8) в особливому випадку, коли параметр 𝜆0 “ 0.
При такому значеннi параметра 𝜆0 дослiджуванi розв’язки є повiльно змiнними при
𝑡 Ò 𝜔 (𝜔 ď `8) функцiями. Також встановлюються асимптотичнi при 𝑡 Ò 𝜔 зображе-
ня для таких розв’язкiв та їх похiдних першого порядку. Результати роботи отриманi
в припущеннi, що на кожному розв’язку iз класу, що розглядається, права частина
дослiджуваного диференцiального рiвняння еквiвалентна при 𝑡 Ò 𝜔 одному доданку з
правильно змiнною нелiнiйнiстю. Розглянуто приклад диференцiального рiвняння, що
iлюструє отриманi в роботi результати.
Ключовi слова: правильно змiннi функцiї, швидко змiннi функцiї, нелiнiйнi диференцi-
альнi рiвняння, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-розв’язки, асимптотика 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-розв’язкiв, асимптоти-
чне зображення 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-розв’язкiв .
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Kolun N. P.
Asymptotics of slowly varying solutions of second-order differential equa-
tions with regularly and rapidly varying nonlinearities.

Summary

In this paper for the second-order differential equation which has a right-hand side contain-

ing the sum of the terms with regularly and rapidly varying nonlinearities the necessary and

sufficient conditions of the existence so-called 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-solutions (𝑌0 is either 0, or ˘8,

´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8) in a special case when the parameter 𝜆0 “ 0 are established. At

this value of the parameter 𝜆0 researched solutions are slowly varying as 𝑡 Ò 𝜔 (𝜔 ď `8)

functions. The asymptotic representations when 𝑡 Ò 𝜔 for such solutions and their first-order

derivatives also are established. The results of the work were obtained on the assumption

that on each solution from the class under consideration the right-hand side of the differ-

ential equation being studied is equivalent when 𝑡 Ò 𝜔 to one term with a regularly varying

nonlinearity. An example of a differential equation that illustrates the results obtained in

this paper is considered.

Key words: regularly varying functions, rapidly varying functions, non-linear differential

equation, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-solutions, asymptotic of 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-solutions, asymptotic representations

of 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-solutions.
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МЕТОД ДВОБIЧНИХ НАБЛИЖЕНЬ I МЕТОД ПРЯМИХ
РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ДЛЯ ОДНОВИМIРНОГО
НАПIВЛIНIЙНОГО РIВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI

Розглянуто першу початково-крайову задачу для одновимiрного напiвлiнiйного рiв-
няння теплопровiдностi. На основi модифiкованого методу Роте на кожному часовому
шарi вихiдна нестацiонарна задача замiнена нелiнiйною крайовою задачею для зви-
чайного диференцiального рiвняння. Методом функцiй Грiна вiд цiєї задачi виконано
перехiд до еквiвалентного iнтегрального рiвняння Гаммерштейна, яке далi розглянуто
як нелiнiйне операторне рiвняння з гетеротонним оператором у просторi неперервних
функцiй, напiвупорядкованому конусом невiд’ємних функцiй. Для знаходження додат-
ного розв’язку iнтегрального рiвняння (а отже, i узагальненого розв’язку вiдповiдної
крайової задачi) на кожному часовому шарi побудовано метод послiдовних наближень
з двобiчним характером збiжностi. Отже, у роботi для першої початково-крайової за-
дачi для одновимiрного напiвлiнiйного рiвняння теплопровiдностi зi змiнним коефiцi-
єнтом теплопровiдностi вперше побудовано напiвдискретний метод її розв’язання, який
базується на сумiсному використаннi модифiкованого методу прямих Роте та методу
двобiчних наближень. Обчислювальний експеримент проведено для задачi з експонен-
цiальним коефiцiєнтом теплопровiдностi, гетеротонною степеневою нелiнiйнiстю i па-
раболiчним початковим розподiлом температури.
MSC: 65M20.
Ключовi слова: напiвлiнiйне рiвняння теплопровiдностi, додатний розв’язок, двобiчнi
наближення .
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.2(32).149705.

Вступ. Проблема математичного моделювання рiзноманiтних бiологiчних
та фiзико-хiмiчних явищ i процесiв приводить до необхiдностi розв’язання почат-
кових або початково-крайових задач для напiвлiнiйного параболiчного рiвняння
вигляду [13,20]

B𝑢

B𝑡
´
B

B𝑥

ˆ

𝑝p𝑥,𝑡q
B𝑢

B𝑥

˙

` 𝑞p𝑥,𝑡q𝑢 “ 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q. (1)

При цьому, виходячи з сенсу функцiї 𝑢p𝑥,𝑡q у тiй чи iншiй предметнiй областi,
природно постає задача знаходження додатного розв’язку рiвняння (1).

Рiвняння (1) дослiджується у багатьох працях, зокрема можна вiдмiтити ро-
боти [2, 8, 10, 13]. Для чисельного аналiзу задач для рiвняння (1) використовую-
ться скiнченно-рiзницевi методи (метод сiток), скiнченно-елементнi методи та на-
пiвдискретнi методи (метод прямих, або метод Роте) [6,10,11,20,21]. Метод Роте,
запропонований вперше у [21], дозволяє зводити розв’язання початково-крайових
задач для нестацiонарних рiвнянь до розв’язання послiдовностi крайових задач
для стацiонарних рiвнянь. Його перевагою порiвняно, наприклад, з сiтковими ме-
тодами, є вiдсутнiсть умов стiйкостi типу Куранту—Левi. На сьогоднi цей метод

Надiйшла 23.09.2018 © Сидоров М. В., 2018
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широко використовується у математичному моделюваннi проблем математики та
механiки [16,17,19, та iн.].

Метою даної роботи є розробка нового методу розв’язання першої початково-
крайової задачi для рiвняння (1) на основi сумiсного використання модифiко-
ваного метода Роте i методу двобiчних наближень. Двобiчнi наближенi методи
розв’язання нелiнiйних операторних рiвнянь, заснованi на використаннi теорiї
нелiнiйних операторiв у напiвупорядкованих просторах, розроблялись у робо-
тах [1, 3–5, 9, 12, 14]. Дана робота продовжує дослiдження, розпочатi в [1], i роз-
повсюджує їх на нестацiонарнi рiвняння.

Основнi результати
1. Побудова модифiкованим методом Роте напiвдискретної апрокси-

мацiї задачi. Розглянемо першу початково-крайову задачу для одновимiрного
напiвлiнiйного рiвняння теплопровiдностi

B𝑢

B𝑡
´
B

B𝑥

ˆ

𝑝p𝑥,𝑡q
B𝑢

B𝑥

˙

` 𝑞p𝑥,𝑡q𝑢 “ 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (2)

𝑢p𝑥,𝑡q ą 0, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (3)

𝑢|𝑥“0 “ 0, 𝑢|𝑥“𝑙 “ 0, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (4)

𝑢|𝑡“0 “ 𝜙p𝑥q, 𝑥 P p0, 𝑙q. (5)

Позначимо 𝑄̄𝑇0
“ tp𝑥, 𝑡q|𝑥 P r0, 𝑙s, 𝑡 P r0, 𝑇0su. Вважатимемо, що

𝑝p𝑥,𝑡q ą 0, 𝑞p𝑥,𝑡q ě 0, якщо p𝑥, 𝑡q P 𝑄̄𝑇0
,

𝑝p𝑥,𝑡q,
B𝑝p𝑥,𝑡q

B𝑥
, 𝑞p𝑥,𝑡q неперервнi, якщо p𝑥, 𝑡q P 𝑄̄𝑇0

,

𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q неперервна i додатна, якщо p𝑥, 𝑡q P 𝑄̄𝑇0
, 𝑢 ą 0,

𝜙p𝑥q неперервна i додатна, якщо 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝜙p0q “ 𝜙p𝑙q “ 0.

На вiдрiзку r0, 𝑇0s введемо часову сiтку з кроком 𝜏 , яка складається з точок

𝑡𝑗 “ 𝑗𝜏, 𝑗 “ 0, 1, 2, ...,𝑚, 𝑚𝜏 “ 𝑇0,

i позначимо
𝑈𝑗 “ 𝑈𝑗p𝑥q “ 𝑢p𝑥, 𝑡𝑗q, 𝑗 “ 0, 1, 2, ...,𝑚.

Вiдповiдно до методу прямих (методу Роте) диференцiальний оператор B𝑢
B𝑡 в

рiвняннi (2) апроксимуємо вiдношенням скiнченних рiзниць i розв’язок задачi (2)
– (5) шукатимемо вздовж прямих 𝑡 “ const.

Рiвняння (2) замiнимо на прямiй 𝑡 “ 𝑡𝑗 , 𝑗 “ 1, 2, ...,𝑚, з похибкою 𝑂p𝜏q зви-
чайним диференцiальним рiвнянням

𝑈𝑗 ´ 𝑈𝑗´1

𝜏
´

𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑝p𝑥,𝑡𝑗q
𝑑𝑈𝑗

𝑑𝑥

˙

` 𝑞p𝑥,𝑡𝑗q𝑈𝑗 “ 𝑓p𝑥,𝑡𝑗 ,𝑈𝑗q. (6)

Зауважимо, що на вiдмiну вiд оригiнального методу Роте [21] у (6) нелiнiй-
нiсть 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q апроксимується на поточному, а не на попередньому часовому шарi.
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На нульовому часовому шарi вiдповiдно початковiй умовi (5) покладемо

𝑈0p𝑥q “ 𝜙p𝑥q.

Рiвняння (6) розглядаються при 𝑥 P p0, 𝑙q. Використовуючи крайовi умови (4)
вихiдної задачi, для кожного з рiвнянь (6) поставимо першу крайову задачу.

Тодi розв’язання початково-крайової задачi (2) – (5) зводиться до розв’язання
послiдовностi напiвлiнiйних крайових задач

´
𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑃𝑗p𝑥q
𝑑𝑈𝑗

𝑑𝑥

˙

`𝑄𝑗p𝑥q𝑈𝑗 “
1

𝜏
𝑈𝑗´1 ` 𝑓p𝑥,𝑡𝑗 ,𝑈𝑗q, 𝑥 P p0, 𝑙q, (7)

𝑈𝑗p𝑥q ą 0, 𝑥 P p0, 𝑙q, (8)

𝑈𝑗p0q “ 0, 𝑈𝑗p𝑙q “ 0, (9)

𝑗 “ 1, ...,𝑚;

𝑈0p𝑥q “ 𝜙p𝑥q,

де позначено

𝑃𝑗p𝑥q “ 𝑝p𝑥,𝑡𝑗q, 𝑄𝑗p𝑥q “ 𝑞p𝑥,𝑡𝑗q `
1

𝜏
.

Зауважимо, що 𝑄𝑗p𝑥q ą 0 на r0, 𝑙s при будь-якому 𝜏 ą 0.
Збiжнiсть метода Роте при 𝜏 Ñ 0 доведена у рiзних класах гладких та уза-

гальнених розв’язкiв для широкого класу нелiнiйностей у рiвняннi (2) [6, 21].
Крайовi задачi (7) – (9) розв’язуються послiдовно. Отже, при знаходженнi

функцiї 𝑈𝑗p𝑥q функцiя 𝑈𝑗´1p𝑥q вже знайдена як розв’язок попередньої задачi,
тому праву частину рiвняння (7) позначимо через 𝐹 p𝑥, 𝑈𝑗q:

𝐹𝑗p𝑥, 𝑈𝑗q “
1

𝜏
𝑈𝑗´1p𝑥q ` 𝑓p𝑥,𝑡𝑗 ,𝑈𝑗q. (10)

2. Розв’язання методом двобiчних наближень задачi (7) – (9). Для
розв’язання кожної з задач (7) – (9) застосуємо метод двобiчних наближень на
основi використання функцiї Грiна [1] i методiв теорiї нелiнiйних операторiв у
напiвупорядкованих просторах [5, 9, 15,18].

Розглядатимемо задачу (7) – (9) для деякого фiксованого 𝑗. Нехай 𝐺𝑗p𝑥,𝑠q
– функцiя Грiна розглядуваної крайової задачi. Тодi задача еквiвалентна iнте-
гральному рiвнянню Гаммерштейна

𝑈𝑗p𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝐹𝑗p𝑠, 𝑈𝑗p𝑠qq𝑑𝑠. (11)

Як вiдомо, 𝐺p𝑥,𝑠q “ 𝐺p𝑠,𝑥q, 𝐺p𝑥,𝑠q ą 0, якщо 0 ă 𝑥,𝑠 ă 𝑙, i 𝐺p𝑥,𝑠q “ 0, якщо
𝑥 “ 0, 𝑠 “ 0, 𝑥 “ 𝑙 чи 𝑠 “ 𝑙.

Рiвняння (11) розглядатимемо у банаховому просторi 𝐶r0, 𝑙s неперервних на
вiдрiзку r0, 𝑙s функцiй з нормою }𝑈} “ max

𝑥Pr0,𝑙s
|𝑈p𝑥q|. У просторi 𝐶r0, 𝑙s видiлимо

конус 𝒦` невiд’ємних на вiдрiзку r0, 𝑙s функцiй. Конус 𝒦` у 𝐶r0, 𝑙s є нормальним
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(i навiть гострим) [5, 9, 15]. За допомогою конуса 𝒦` у просторi 𝐶r0, 𝑙s введемо
напiвупорядкованiсть за правилом:

для 𝑈, 𝑉 P 𝐶r0, 𝑙s 𝑈 ď 𝑉, якщо 𝑉 ´ 𝑈 P 𝒦`,

тобто
𝑈 ď 𝑉, якщо 𝑈p𝑥q ď 𝑉 p𝑥q для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s.

Шукатимемо узагальнений розв’язок 𝑈𝑗p𝑥q крайової задачi (7) – (9), тобто
неперервний розв’язок iнтегрального рiвняння (11).

Введемо у розгляд нелiнiйний iнтегральний оператор 𝑇𝑗 , що дiє у 𝐶r0, 𝑙s за
правилом

𝑇𝑗p𝑈qp𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝐹𝑗p𝑠, 𝑈p𝑠qq𝑑𝑠. (12)

Нехай функцiя 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q дозволяє дiагональне подання 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q “ 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢,𝑢q,
де невiд’ємна функцiя 𝑓p𝑥,𝑡,𝑣,𝑤q є неперервною за сукупнiстю змiнних 𝑥, 𝑡, 𝑣, 𝑤,
монотонно зростає за 𝑣 i монотонно спадає за 𝑤 для всiх 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s. Тодi
дiагональне подання дозволятиме i функцiя 𝐹𝑗p𝑥,𝑈𝑗q вигляду (10): 𝐹𝑗p𝑥, 𝑈𝑗q “

“ 𝐹 𝑗p𝑥, 𝑈𝑗 , 𝑈𝑗q, де функцiя 𝐹 𝑗p𝑥, 𝑣, 𝑤q задається рiвнiстю

𝐹 𝑗p𝑥, 𝑣, 𝑤q “
1

𝜏
𝑈𝑗´1p𝑥q ` 𝑓p𝑥,𝑡𝑗 ,𝑣,𝑤q. (13)

Оскiльки функцiя 𝑈𝑗´1p𝑥q неперервна i невiд’ємна на r0,𝑙s, то й 𝐹 𝑗p𝑥, 𝑣, 𝑤q
буде неперервною за сукупнiстю змiнних 𝑥, 𝑣, 𝑤 невiд’ємною функцiєю, яка мо-
нотонно зростає за 𝑣 i монотонно спадає за 𝑤 для всiх 𝑥 P p0, 𝑙q.

Отже, оператор 𝑇𝑗 вигляду (12) буде гетеротонним з супровiдним оператором

𝑇 𝑗p𝑣,𝑤qp𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝐹 𝑗p𝑠,𝑣p𝑠q,𝑤p𝑠qq𝑑𝑠. (14)

Оператори 𝑇𝑗 i 𝑇 𝑗 є цiлком неперервними.
Крiм того, оператор 𝑇𝑗 вигляду (12) є:

а) додатним оператором, тобто залишає iнварiантним конус 𝒦` (якщо 𝑈 P 𝒦`,
то i 𝑇𝑗p𝑈q P 𝒦`);

б) 𝑢0-додатним оператором з функцiєю 𝑢𝑗0p𝑥q, яка задається формулою

𝑢𝑗0p𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝑑𝑠, (15)

якщо функцiя Грiна задачi (7) – (9) допускає оцiнку

𝜙𝑗p𝑠q𝑢
𝑗
0p𝑥q ď 𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q ď 𝜓𝑗p𝑠q𝑢

𝑗
0p𝑥q, 0 ď 𝑥, 𝑠 ď 𝑙, (16)

де 𝜙𝑗p𝑠q, 𝜓p𝑠q – невiд’ємнi неперервнi на r0, 𝑙s функцiї, вiдмiннi вiд тотож-
ного нуля (𝑢0-додатнiсть оператора 𝑇 означає, що для будь-якого 𝑈 P 𝒦`
iснують такi числа 𝛼 “ 𝛼p𝑈q ą 0, 𝛽 “ 𝛽p𝑈q ą 0, що 𝛼𝑢0 ď 𝑇 p𝑈q ď 𝛽𝑢0);
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в) гетеротонним оператором з супровiдним оператором вигляду (14), якщо
функцiя 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q дозволяє дiагональне подання 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q “ 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢,𝑢q, де
невiд’ємна функцiя 𝑓p𝑥,𝑡,𝑣,𝑤q є неперервною за сукупнiстю змiнних 𝑥, 𝑡,
𝑣, 𝑤, монотонно зростає за 𝑣 i монотонно спадає за 𝑤 для всiх 𝑥 P p0, 𝑙q,
𝑡 P p0, 𝑇0s;

г) псевдоувiгнутим i навiть 𝑢0-псевдоувiгнутим оператором з функцiєю 𝑢𝑗0p𝑥q,
яка має вигляд (13), якщо виконується умова: для всiх 𝑣, 𝑤 ą 0 i при будь-
якому 𝜈 P p0, 1q

𝑓

ˆ

𝑥, 𝑡, 𝜈𝑣,
1

𝜈
𝑤

˙

ą 𝜈𝑓p𝑥, 𝑡, 𝑣, 𝑤q, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s. (17)

Позначимо через 𝐾p𝑢0q пiдмножину функцiй 𝑈 з 𝒦`, для яких iснують чи-
сла 𝛼, 𝛽 ą 0 такi, що 𝛼𝑢0 ď 𝑈 ď 𝛽𝑢0. Тодi гетеротонний оператор 𝑇 називається
псевдоувiгнутим [9], якщо для будь-яких ненульових елементiв 𝑉 , 𝑊 з 𝒦` маємо,
що 𝑇 p𝑉,𝑊 q P 𝐾p𝑢0q, i для всiх 𝑉,𝑊 P 𝐾p𝑢0q та будь-якого 𝜈 P p0; 1q виконується
нерiвнiсть 𝑇

`

𝜈𝑉, 1𝜈𝑊
˘

ą 𝜈𝑇 p𝑉,𝑊 q. Умова 𝑢0-псевдоувiгнутостi для псевдоувi-
гнутого оператора є бiльш жорсткою, нiж умова просто псевдоувiгнутостi [9]:
для всiх 𝑉,𝑊 P 𝐾p𝑢0q та будь-якого 𝜈 P p0; 1q iснує 𝜂 “ 𝜂p𝑉,𝑊, 𝜈q ą 0 таке, що
має мiсце нерiвнiсть 𝑇

`

𝜈𝑉, 1𝜈𝑊
˘

ą 𝜈p1` 𝜂q𝑇 p𝑉,𝑊 q.
Вважатимемо, що оператор 𝑇𝑗 вигляду (12) є гетеротонним з супровiдним

оператором 𝑇 𝑗 вигляду (14). Побудуємо метод двобiчних наближень знаходження
додатного розв’язку iнтегрального рiвняння (11) (а отже, i крайової задачi (7) –
(9)).

Для гетеротонного оператора 𝑇𝑗 видiлимо у конусi 𝒦` сильно iнварiантний
конусний вiдрiзок ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą. Вiдповiднi умови 𝑇 𝑗p𝑣

0
𝑗 ,𝑤

0
𝑗 q ě 𝑣0𝑗 , 𝑇 𝑗p𝑤

0
𝑗 ,𝑣

0
𝑗 q ď 𝑤0

𝑗

набувають вигляду

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝐹 𝑗p𝑠,𝑣
0
𝑗 p𝑠q,𝑤

0
𝑗 p𝑠qq𝑑𝑠 ě 𝑣0𝑗 p𝑥q для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s,

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝐹 𝑗p𝑠,𝑤
0
𝑗 p𝑠q,𝑣

0
𝑗 p𝑠qq𝑑𝑠 ď 𝑤0

𝑗 p𝑥q для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s

або (з урахуванням (13))

𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑣
0
𝑗 p𝑠q, 𝑤

0
𝑗 p𝑠qq𝑑𝑠 ě 𝑣0𝑗 p𝑥q для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s, (18)

𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑤
0
𝑗 p𝑠q, 𝑣

0
𝑗 p𝑠qq𝑑𝑠 ď 𝑤0

𝑗 p𝑥q для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s, (19)

де позначено

𝜙𝑗p𝑥q “
1

𝜏

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝑈𝑗´1p𝑠q𝑑𝑠.
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Зауважимо, що 𝜙𝑗p𝑥q ą 0 для всiх 𝑥 P p0, 𝑙q i 𝜙𝑗p0q “ 𝜙𝑗p𝑙q “ 0.
Сформуємо iтерацiйний процес за схемою 𝑣p𝑘`1q “ 𝑇 𝑗p𝑣

p𝑘q,𝑤p𝑘qq, 𝑤p𝑘`1q “

“ 𝑇 𝑗p𝑤
p𝑘q,𝑣p𝑘qq, 𝑘 “ 0,1,2,..., починаючи з кiнцiв вiдрiзка ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą:

𝑣p𝑘`1qp𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝐹 𝑗p𝑠, 𝑣
p𝑘qp𝑠q, 𝑤p𝑘qp𝑠qq𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ...,

𝑤p𝑘`1qp𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝐹 𝑗p𝑠, 𝑤
p𝑘qp𝑠q, 𝑣p𝑘qp𝑠qq𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ...,

𝑣p0qp𝑥q “ 𝑣0𝑗 p𝑥q, 𝑤p0qp𝑥q “ 𝑤0
𝑗 p𝑥q.

З урахуванням (13) iтерацiйнi формули набувають вигляду

𝑣p𝑘`1qp𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑣
p𝑘qp𝑠q, 𝑤p𝑘qp𝑠qq𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ..., (20)

𝑤p𝑘`1qp𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑤
p𝑘qp𝑠q, 𝑣p𝑘qp𝑠qq𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ..., (21)

𝑣p0qp𝑥q “ 𝑣0𝑗 p𝑥q, 𝑤p0qp𝑥q “ 𝑤0
𝑗 p𝑥q. (22)

Вiдмiтимо, що всi функцiї 𝑣p𝑘qp𝑥q, 𝑤p𝑘qp𝑥q, 𝑘 “ 1, 2, ..., задовольняють однорi-
днi крайовi умови: 𝑣p𝑘qp0q “ 𝑣p𝑘qp𝑙q “ 0, 𝑤p𝑘qp0q “ 𝑤p𝑘qp𝑙q “ 0.

Послiдовнiсть t𝑣p𝑘qp𝑥qu не спадає за конусом 𝒦`, а послiдовнiсть t𝑤p𝑘qp𝑥qu не
зростає за конусом 𝒦`, який є нормальним, та iснують границi цих послiдовно-
стей 𝑣˚p𝑥q i 𝑤˚p𝑥q. Функцiї 𝑣˚p𝑥q i 𝑤˚p𝑥q є розв’язком системи рiвнянь

𝑣p𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑣p𝑠q, 𝑤p𝑠qq𝑑𝑠, (23)

𝑤p𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑤p𝑠q, 𝑣p𝑠qq𝑑𝑠. (24)

Теорема 1. Нехай ă 𝑣0𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ą – сильно iнварiантний конусний вiдрiзок для

гетеротонного оператора 𝑇𝑗 вигляду (12) з супровiдним оператором 𝑇 𝑗 вигляду
(14) i система рiвнянь (23), (24) не має на ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą розв’язкiв таких, що

𝑣 ‰ 𝑤. Тодi iтерацiйний процес (20) – (22) двобiчно збiгається у нормi простору
𝐶r0, 𝑙s до єдиного на ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą неперервного додатного розв’язку 𝑈˚𝑗 p𝑥q крайової

задачi (7) – (9).
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Двобiчна збiжнiсть iтерацiйного процесу (20) – (22) означає виконання лан-
цюга нерiвностей

𝑣0 “ 𝑣p0q ď 𝑣p1q ď ... ď 𝑣p𝑘q ď ... ď 𝑈˚𝑗 ď ... ď 𝑤p𝑘q ď ... ď 𝑤p1q ď 𝑤p0q “ 𝑤0. (25)

Ця теорема може бути уточнена за рахунок накладання додаткових умов, за
виконання яких система рiвнянь (23), (24) не має на ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą розв’язкiв таких,

що 𝑣 ‰ 𝑤, i ми отримаємо умови розв’язностi задач (7) – (9) для всiх 𝑗 “ 1, ...,𝑚.
Однiєю з таких умов є умова 𝑢0-псевдоувiгнутостi оператора 𝑇𝑗 .

Отже, справджується така теорема.

Теорема 2. Нехай ă 𝑣0𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ąĂ 𝐾p𝑢𝑗0q – сильно iнварiантний конусний вiд-

рiзок для гетеротонного оператора 𝑇𝑗 вигляду (12) з супровiдним оператором
𝑇 𝑗 вигляду (14), 𝑗 “ 1, ...,𝑚, та для всiх 𝑣, 𝑤 ą 0 i при будь-якому 𝜈 P p0, 1q

𝑓

ˆ

𝑥, 𝑡, 𝜈𝑣,
1

𝜈
𝑤

˙

ą 𝜈𝑓p𝑥, 𝑡, 𝑣, 𝑤q, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s. (26)

Тодi при кожному 𝑗, 𝑗 “ 1, ...,𝑚, iтерацiйний процес (20) – (22) двобiчно
збiгається у нормi простору 𝐶r0, 𝑙s до єдиного на ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą неперервного дода-

тного розв’язку 𝑈˚𝑗 p𝑥q крайової задачi (7) – (9).

За наближений розв’язок вихiдної нестацiонарної задачi (2) – (5) на 𝑗-му
часовому шарi на 𝑘-й iтерацiї приймаємо функцiю

𝑈
p𝑘q
𝑗 p𝑥q “

𝑤p𝑘qp𝑥q ` 𝑣p𝑘qp𝑥q

2
. (27)

Перевагою побудованого двобiчного iтерацiйного процесу є те, що на кож-
нiй 𝑘-й iтерацiї ми маємо зручну апостерiорну оцiнку похибки для наближеного
розв’язку (27):

›

›

›
𝑈˚𝑗 ´ 𝑈

p𝑘q
𝑗

›

›

›
ď

1

2
max
𝑥Pr0,𝑙s

p𝑤p𝑘qp𝑥q ´ 𝑣p𝑘qp𝑥qq.

Тодi якщо задана точнiсть 𝜀 ą 0, то iтерацiйний процес розв’язання 𝑗-ї задачi,
𝑗 “ 1, ...,𝑚, слiд проводити до виконання нерiвностi

max
𝑥Pr0,𝑙s

ˇ

ˇ

ˇ
𝑤p𝑘𝑗qp𝑥q ´ 𝑣p𝑘𝑗qp𝑥q

ˇ

ˇ

ˇ
ă 2𝜀

i з точнiстю 𝜀 можна вважати, що

𝑢˚p𝑥, 𝑡𝑗q “ 𝑈˚𝑗 p𝑥q « 𝑈
p𝑘𝑗q

𝑗 p𝑥q.

Отже, застосовуючи запропонований метод двобiчних наближень до крайо-
вих задач методу прямих на кожному часовому шарi, ми отримаємо набiр фун-
кцiй

𝑈0p𝑥q “ 𝜙p𝑥q, 𝑈
p𝑘1q

1 p𝑥q, 𝑈
p𝑘2q

2 p𝑥q, . . . , 𝑈 p𝑘𝑚q
𝑚 p𝑥q. (28)

З теореми 2 вiдповiдно до загальних теорем збiжностi метода Роте [6, 21]
випливає збiжнiсть запропонованої схеми до розв’язку задачi (2) – (5) при 𝜏 Ñ 0.
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За набором функцiй (28) можна, використовуючи, наприклад, апарат теорiї
iнтерлiнацiї [7], побудувати наближений розв’язок задач (2) – (5) у виглядi фун-
кцiї 𝑢𝑚p𝑥, 𝑡q, визначеної при всiх 𝑥 P r0, 𝑙s, 𝑡 P r0, 𝑇0s. Цей наближений розв’язок
має точнiсть 𝑂p𝜏q. Якщо зробити розрахунки з кроком 𝜏

2 , то отримаємо набли-
жений розв’язок 𝑢2𝑚p𝑥, 𝑡q, який вiдповiдно до правила Рунге можна уточнити до
порядку 𝑂p𝜏2q за формулою

𝑢p𝑥, 𝑡q “ 2𝑢2𝑚p𝑥, 𝑡q ´ 𝑢𝑚p𝑥, 𝑡q.

Для побудови сильно iнварiантного конусного вiдрiзка ă 𝑣0𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ą при чи-

сельнiй реалiзацiї методу двобiчних наближень розв’язання задач (7) – (9) можна
надати такi рекомендацiї.

Якщо шукати вiдрiзок ă 𝑣0𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ą у виглядi 𝑣0𝑗 p𝑥q “ 𝛼𝑗𝑢

𝑗
0p𝑥q, 𝑤

0
𝑗 p𝑥q “ 𝛽𝑗𝑢

𝑗
0p𝑥q,

то для визначення чисел 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 (0 ă 𝛼𝑗 ă 𝛽𝑗) з (18), (19) отримаємо систему
нерiвностей

𝛼𝑗 ď min
𝑥Pr0,𝑙s

ℎ𝑗1p𝑥;𝛼𝑗 , 𝛽𝑗q, 𝛽𝑗 ě max
𝑥Pr𝑎,𝑏s

ℎ𝑗2p𝑥;𝛼𝑗 , 𝛽𝑗q, (29)

де

ℎ𝑗1p𝑥;𝛼𝑗 , 𝛽𝑗q “
𝜙𝑗p𝑥q

𝑢𝑗0p𝑥q
`

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q

𝑢𝑗0p𝑥q
𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝛼𝑗𝑢

𝑗
0p𝑠q, 𝛽𝑗𝑢

𝑗
0p𝑠qq𝑑𝑠,

ℎ𝑗2p𝑥;𝛼𝑗 , 𝛽𝑗q “
𝜙𝑗p𝑥q

𝑢𝑗0p𝑥q
`

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q

𝑢𝑗0p𝑥q
𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝛽𝑗𝑢

𝑗
0p𝑠q, 𝛼𝑗𝑢

𝑗
0p𝑠qq𝑑𝑠.

Якщо ж функцiя 𝑓p𝑥, 𝑡, 𝑢q визначена при 𝑢 “ 0, то незалежно вiд того
𝑓p𝑥, 𝑡, 0q ą 0 чи 𝑓p𝑥, 𝑡, 0q “ 0, конусний вiдрiзок ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą можна шукати у

виглядi 𝑣0𝑗 p𝑥q “ 0, 𝑤0
𝑗 p𝑥q “ 𝛽𝑗 . Це приводить до нерiвностей

𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 0, 𝛽q𝑑𝑠 ě 0 для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s,

𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝛽, 0q𝑑𝑠 ď 𝛽 для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s,

перша з яких завжди виконуватиметься, а друга приводиться до вигляду

max
𝑥Pr0,𝑙s

𝜙𝑗p𝑥q `𝑀
𝑗 max
𝑥Pr0,𝑙s

𝑓p𝑥, 𝑡𝑗 , 𝛽, 0q ď 𝛽,

де 𝑀 𝑗 “ max
𝑥Pr0,𝑙s

𝑢𝑗0p𝑥q.

3. Обчислювальний експеримент. Роботу запропонованого методу проде-
монструємо на тестовiй задачi з експоненцiальним коефiцiєнтом теплопровiдностi
та гетеротонною степеневою нелiнiйнiстю:

B𝑢

B𝑡
´
B

B𝑥

ˆ

𝑒𝛿𝑥
B𝑢

B𝑥

˙

` 𝜅2𝑢 “ 𝜆𝑢𝑝 ` 𝜇𝑢´𝑞, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (30)
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𝑢p𝑥,𝑡q ą 0, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (31)

𝑢|𝑥“0 “ 0, 𝑢|𝑥“𝑙 “ 0, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (32)

𝑢|𝑡“0 “ 𝑥p𝑙 ´ 𝑥q, 𝑥 P p0, 𝑙q, (33)

де 𝑝, 𝑞 ą 0, 𝜆, 𝜇 ą 0.
Для функцiї 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q “ 𝜆𝑢𝑝 ` 𝜇𝑢´𝑞 обираємо 𝑓p𝑥,𝑡,𝑣,𝑤q “ 𝜆𝑣𝑝 ` 𝜇𝑤´𝑞. Умова

𝑢0-псевдоувiгнутостi (26), записана для функцiї 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q, приводить до нерiвностi

𝜆𝜈p𝜈𝑝´1 ´ 1q𝑣𝑝 ` 𝜇𝜈p𝜈𝑞´1 ´ 1q𝑤´𝑞 ą 0,

яка виконуватиметься для всiх 𝜈 P p0, 1q, 𝑣, 𝑤 ą 0 i для будь-яких 𝜆, 𝜇 ą 0, якщо
0 ă 𝑝 ă 1, 0 ă 𝑞 ă 1.

Задача (7) – (9) для 𝑗-го часового шару, вiдповiдна нестацiонарнiй задачi
(30)–(33), матиме вигляд

´
𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑒𝛿𝑥
𝑑𝑈𝑗

𝑑𝑥

˙

`

ˆ

𝜅2 `
1

𝜏

˙

𝑈𝑗 “
1

𝜏
𝑈𝑗´1 ` 𝜆𝑈

𝑝
𝑗 ` 𝜇𝑈

´𝑞
𝑗 , 𝑥 P p0, 𝑙q, (34)

𝑈𝑗p𝑥q ą 0, 𝑥 P p0, 𝑙q, (35)

𝑈𝑗p0q “ 0, 𝑈𝑗p𝑙q “ 0, (36)

𝑗 “ 1, ...,𝑚;

𝑈0p𝑥q “ 𝑥p𝑙 ´ 𝑥q.

Як вiдомо з теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, функцiя Грiна 𝐺p𝑥, 𝑠q
задачi

´
𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑝p𝑥q
𝑑𝑢

𝑑𝑥

˙

` 𝑞p𝑥q𝑢 “ 𝑓p𝑥q, 𝑥 P p0, 𝑙q,

𝑢p0q “ 0, 𝑢p𝑙q “ 0,

де 𝑝p𝑥q P 𝐶1r0, 𝑙s, 𝑞p𝑥q, 𝑓p𝑥q P 𝐶r0, 𝑙s, визначається такими умовами:

1) 𝐺p𝑥, 𝑠q задовольняє однорiдне рiвняння

´
𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑝p𝑥q
𝑑𝑢

𝑑𝑥

˙

` 𝑞p𝑥q𝑢 “ 0

всюди, крiм точки 𝑥 “ 𝑠 (𝜉 – довiльна, але фiксована точка з p0, 𝑙q);

2) 𝐺p𝑥, 𝑠q задовольняє крайовим умовам 𝑢p0q “ 0, 𝑢p𝑙q “ 0;

3) 𝐺p𝑥, 𝑠q неперервна за 𝑥 при будь-якому фiксованому 𝜉;

4) має мiсце спiввiдношення

𝐺1𝑥p𝑠` 0, 𝑠q ´𝐺1𝑥p𝑠´ 0, 𝑠q “ ´
1

𝑝p𝑠q
.
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Доведено, що цим умовам задовольняє функцiя

𝐺p𝑥, 𝑠q “

#

´
𝑢1p𝑥q𝑢2p𝑠q
𝑝p𝑠q|𝑊 p𝑠q| , 0 ď 𝑥 ď 𝑠,

´
𝑢1p𝑠q𝑢2p𝑥q
𝑝p𝑠q|𝑊 p𝑠q| , 𝑠 ă 𝑥 ď 𝑙,

де 𝑢1p𝑥q – нетривiальний розв’язок задачi ´ 𝑑
𝑑𝑥

`

𝑝p𝑥q𝑑𝑢1

𝑑𝑥

˘

` 𝑞p𝑥q𝑢1 “ 0, 𝑢1p0q “ 0,
𝑢2p𝑥q – нетривiальний розв’язок задачi ´ 𝑑

𝑑𝑥

`

𝑝p𝑥q𝑑𝑢2

𝑑𝑥

˘

` 𝑞p𝑥q𝑢2 “ 0, 𝑢2p𝑙q “ 0,

|𝑊 p𝑠q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑢1p𝑠q 𝑢2p𝑠q
𝑢11p𝑠q 𝑢12p𝑠q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

– визначник Вронського функцiй 𝑢1, 𝑢2.

Фундаментальну систему розв’язкiв однорiдного рiвняння

´
𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑒𝛿𝑥
𝑑𝑈

𝑑𝑥

˙

`

ˆ

𝜅2 `
1

𝜏

˙

𝑈 “ 0

утворюють функцiї 𝑒´
𝛿
2𝑥𝐼1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

та 𝑒´
𝛿
2𝑥𝐾1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

, де 𝐼1p𝑧q i

𝐾1p𝑧q – модифiкованi функцiї Бесселя першого i другого роду вiдповiдно.
Крайовiй умовi 𝑈p0q “ 0 задовольняє функцiя

𝑔1p𝑥q “ 𝑒´
𝛿
2𝑥

»

—

—

–

𝐾1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

𝐾1

´

2
?
1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

¯ ´

𝐼1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

𝐼1

´

2
?
1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

¯

fi

ffi

ffi

fl

,

а крайовiй умовi 𝑈p𝑙q “ 0 – функцiя

𝑔2p𝑥q “ 𝑒´
𝛿
2𝑥

»

—

—

–

𝐼1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

𝐼1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑙?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙ ´

𝐾1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

𝐾1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑙?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

fi

ffi

ffi

fl

.

Якщо |𝑊 p𝑥q| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑔1p𝑥q 𝑔2p𝑥q
𝑔11p𝑥q 𝑔12p𝑥q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

– визначник Вронського функцiй 𝑔1p𝑥q i 𝑔2p𝑥q,

то функцiя Грiна задачi (34) – (36) матиме вигляд

𝐺p𝑥,𝑠q “ ´

$

’

’

&

’

’

%

𝑔1p𝑥q𝑔2p𝑠q

𝑒𝛿𝑠 |𝑊 p𝑠q|
, 0 ď 𝑥 ď 𝑠,

𝑔1p𝑠q𝑔2p𝑥q

𝑒𝛿𝑠 |𝑊 p𝑠q|
, 𝑠 ď 𝑥 ď 𝑙.

Шукаючи на 𝑗-му часовому шарi кiнцi сильно iнварiантного конусного вiдрiз-

ка ă 𝑣0𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ą у виглядi 𝑣0𝑗 p𝑥q “ 𝛼𝑗𝑢0p𝑥q, 𝑤0

𝑗 p𝑥q “ 𝛽𝑗𝑢0p𝑥q, де 𝑢0p𝑥q “
𝑙́

0

𝐺p𝑥,𝑠q𝑑𝑠,

вiдповiдно до (29) для визначення чисел 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 (0 ă 𝛼𝑗 ă 𝛽𝑗) отримаємо систему
нерiвностей

𝛼𝑗 ď 𝑚𝑗
0 ` 𝜆𝑚1𝛼

𝑝
𝑗 ` 𝜇𝑚2𝛽

´𝑞
𝑗 , 𝛽𝑗 ě𝑀 𝑗

0 ` 𝜆𝑀1𝛼
𝑝
𝑗 ` 𝜇𝑀2𝛽

´𝑞
𝑗 , (37)
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де

𝑚𝑗
0 “ min

𝑥Pr0,𝑙s

𝜙𝑗p𝑥q

𝑢0p𝑥q
, 𝑀 𝑗

0 “ max
𝑥Pr0,𝑙s

𝜙𝑗p𝑥q

𝑢0p𝑥q
,

𝑚1 “ min
𝑥Pr0,𝑙s

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠q

𝑢0p𝑥q
𝑢𝑝0p𝑠q𝑑𝑠, 𝑀1 “ max

𝑥Pr0,𝑙s

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠q

𝑢0p𝑥q
𝑢𝑝0p𝑠q𝑑𝑠,

𝑚2 “ min
𝑥Pr0,𝑙s

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠q

𝑢0p𝑥q
𝑢´𝑞
0 p𝑠q𝑑𝑠, 𝑀2 “ max

𝑥Pr0,𝑙s

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠q

𝑢0p𝑥q
𝑢´𝑞
0 p𝑠q𝑑𝑠.

Отже, для 𝜆, 𝜇 ą 0 i 0 ă 𝑝 ă 1, 0 ă 𝑞 ă 1 згiдно з теоремою 2 на кожному
часовому шарi 𝑗, 𝑗 “ 1, ...,𝑚, iтерацiйний процес

𝑣p𝑘`1qp𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠qt𝜆r𝑣p𝑘qp𝑠qs
𝑝
` 𝜇r𝑤p𝑘qp𝑠qs

´𝑞
u𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ..., (38)

𝑤p𝑘`1qp𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠qt𝜆r𝑤p𝑘qp𝑠qs
𝑝
` 𝜇r𝑣p𝑘qp𝑠qs

´𝑞
u𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ..., (39)

𝑣p0qp𝑥q “ 𝛼𝑗𝑢0p𝑥q, 𝑤p0qp𝑥q “ 𝛽𝑗𝑢0p𝑥q, (40)

де 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 (0 ă 𝛼𝑗 ă 𝛽𝑗) є розв’язком системи нерiвностей (37), двобiчно збiгає-
ться до функцiї 𝑈˚𝑗 p𝑥q, яка є наближенням за модифiкованим методом Роте для
функцiї 𝑢p𝑥, 𝑡𝑗q.

Для проведення обчислень оберемо 𝑙 “ 1, 𝛿 “ 1, 𝜅 “ 1, 𝜆 “ 𝜇 “ 1, 𝑝 “ 𝑞 “ 1
2 ,

𝑇0 “ 0,3. Вiзьмемо крок сiтки за часом 𝜏 “ 0,1 i побудуємо з точнiстю 𝜀 “ 10´4

наближення 𝑈1p𝑥q до функцiї 𝑢p𝑥,𝑡q на першому часовому шарi 𝑡 “ 𝜏 .
Знаходимо

𝜙1p𝑥q “ 10

1ˆ

0

𝐺p𝑥,𝑠q𝑠p1´ 𝑠q𝑑𝑠, 𝑢0p𝑥q “

1ˆ

0

𝐺p𝑥,𝑠q𝑑𝑠,

𝑚1
0 “ 1,4539, 𝑀1

0 “ 2,1171, 𝑚1 “ 0,1554,

𝑀1 “ 0,1942, 𝑚2 “ 5,2837, 𝑀2 “ 8,5482.

Множину значень p𝛼1,𝛽1q, що задовольняють при 𝑗 “ 1 систему нерiвностей
(37), наведено на рис. 1.

Для реалiзацiї iтерацiйного процесу (38) – (40) обираємо 𝛼1 “ 3,7444,
𝛽1 “ 7,0503. Для досягнення заданої точностi було зроблено шiсть iтерацiй. На
рис. 2 наведено графiки верхнiх 𝑤p𝑘qp𝑥q (суцiльна лiнiя) та нижнiх 𝑣p𝑘qp𝑥q (штри-
хована лiнiя) наближень до 𝑈˚1 p𝑥q для 𝑘 “ 0, 2, 4, 6.

Розглядаючи вiдношення 𝜀p𝑘`1q

𝜀p𝑘q
, 𝑘 “ 0, 1, ..., 5, похибок 𝜀𝑘 “ 1

2 max
𝑥Pr0,𝑙s

p𝑤p𝑘qp𝑥q ´

´𝑣p𝑘qp𝑥qq, отримали, що 𝜀p𝑘`1q

𝜀p𝑘q
« 0,301. Це свiдчить про геометричну швидкiсть

збiжностi iтерацiйної послiдовностi з показником 0,301.
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Рис. 1. Розв’язок системи нерiвностей (37) при 𝑗 “ 1 (𝜏 “ 0,1)
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Рис. 2. Графiки верхнiх 𝑤p𝑘qp𝑥q та нижнiх 𝑣p𝑘qp𝑥q наближень
до 𝑈˚1 p𝑥q для 𝑘 “ 0, 2, 4, 6 (𝜏 “ 0,1)

Аналогiчно було знайдено з точнiстю 𝜀 “ 10´4 наближення до 𝑢p𝑥,𝑡q на ча-
сових шарах 𝑡𝑗 “ 0,1𝑗 при 𝑗 “ 2,3. Отриманi функцiї 𝑈1p𝑥q, 𝑈2p𝑥q, 𝑈3p𝑥q набли-
жають з точнiстю 𝑂p𝜏q значення 𝑢p𝑥,𝑡q у моменти часу 𝑡1 “ 0,1, 𝑡2 “ 0,2, 𝑡3 “ 0,3
вiдповiдно. Для їх уточнення до порядку 𝑂p𝜏2q було з тiєю ж самою точнiстю
𝜀 “ 10´4 отримано розв’язки 𝑈̃1p𝑥q, 𝑈̃2p𝑥q, 𝑈̃3p𝑥q, 𝑈̃4p𝑥q, 𝑈̃5p𝑥q, 𝑈̃6p𝑥q з кроком
𝜏 “ 0,05 для вiдповiдних моментiв часу 𝑡1 “ 0,05, 𝑡2 “ 0,1, 𝑡3 “ 0,15, 𝑡4 “ 0,2,
𝑡5 “ 0,25, 𝑡6 “ 0,3. З їх допомогою значення 𝑈1p𝑥q, 𝑈2p𝑥q, 𝑈3p𝑥q було уточнено за
формулами

𝑢p𝑥,0,1q « 2𝑈̃2p𝑥q´𝑈1p𝑥q, 𝑢p𝑥,0,2q « 2𝑈̃4p𝑥q´𝑈2p𝑥q, 𝑢p𝑥,0,3q « 2𝑈̃6p𝑥q´𝑈3p𝑥q.

Значення функцiї 𝑢p𝑥,0q “ 𝑥p1´𝑥q та наближень до 𝑢p𝑥,0,1q, 𝑢p𝑥,0,2q, 𝑢p𝑥,0,3q
у точках вiдрiзка r0,1s з кроком 0,1 наведено у таблицi.
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Таблиця
Значення наближеного розв’язку задачi (30) – (33)

𝑥𝑖 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
𝑢p𝑥𝑖,0q 0 0,09 0,16 0,21 0,24 0,25 0,24 0,21 0,16 0,09 0
𝑢p𝑥𝑖,0,1q 0 0,104 0,167 0,201 0,213 0,208 0,188 0,157 0,115 0,064 0
𝑢p𝑥𝑖,0,2q 0 0,102 0,162 0,195 0,207 0,203 0,184 0,154 0,113 0,063 0
𝑢p𝑥𝑖,0,3q 0 0,101 0,162 0,195 0,207 0,202 0,202 0,154 0,113 0,063 0

Висновки. Для розв’язання першої початково-крайової задачi для напiв-
лiнiйного одновимiрного рiвняння теплопровiдностi зi змiнним коефiцiєнтом те-
плопровiдностi у роботi вперше запропоновано комбiнацiю модифiкованого ме-
тода Роте i метода двобiчних наближень на основi використання функцiї Грiна.
Обчислювальний експеримент, проведений для задачi з експоненцiальним коефi-
цiєнтом теплопровiдностi та гетеротонною степеневою нелiнiйнiстю, продемон-
стрував можливостi та ефективнiсть метода. Запропонований метод може бути
використаний при розв’язаннi прикладних задач, математичними моделями яких
є початково-крайовi задачi вигляду (2)–(5), i розповсюджений на задачi для бага-
товимiрних параболiчних рiвнянь. Перевагами запропонованого методу як мето-
ду обчислювальної математики є вiдсутнiсть залежностi мiж кроком за часом та
кiлькiстю iтерацiй на кожному часовому шарi, яка у сiткових методах визначає
стiйкiсть рiзницевої схеми (вибiр кроку за часом визначається лише необхiдною
точнiстю), та наявнiсть зручної апостерiорної оцiнки похибки на кожному ча-
совому шарi при реалiзацiї послiдовних наближень. Цим визначається наукова
новизна та практична значущiсть отриманих результатiв.
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Сидоров М. В.
Метод двусторонних приближений и метод прямых решения задач для од-
номерного полулинейного уравнения теплопроводности

Резюме

Рассмотрена первая начально-краевая задача для одномерного полулинейного урав-
нения теплопроводности. На основании модифицированного метода Роте на каждом
временном слое исходная нестационарная задача заменена нелинейной краевой задачей
для обыкновенного дифференциального уравнения. Методом функций Грина от этой
задачи выполнен переход к эквивалентному интегральному уравнению Гаммерштей-
на, которое рассмотрено далее как нелинейное операторное уравнение с гетеротонным
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оператором в пространстве непрерывных функций, полуупорядоченном конусом неот-
рицательных функций. Для нахождения положительного решения интегрального урав-
нения (а значит, и обобщенного решения соответствующей краевой задачи) на каждом
временном слое построен метод последовательных приближений с двусторонним харак-
тером сходимости. Итак, в работе для первой начально-краевой задачи для одномерного
полулинейного уравнения теплопроводности с переменным коэффициентом теплопро-
водности впервые построен полудискретный метод её решения, основанный на совмест-
ном использовании модифицированного метода прямых Роте и метода двусторонних
приближений. Вычислительный эксперимент был проведен для задачи с экспоненци-
альным коэффициентом теплопроводности, гетеротонной степенной нелинейностью и
параболическим начальным распределением температуры.
Ключевые слова: полулинейное уравнение теплопроводности, положительное реше-
ние, двусторонние приближения .

Sidorov M. V.
Two-sided approximations method and Rothe method for solving problems for
the one-dimensional semilinear heat equation

Summary

We consider the first initial-boundary problem for the one-dimensional semilinear heat equa-

tion. Based on the modified Rothe method at each time layer the original non-stationary

problem is replaced by a nonlinear boundary-value problem for an ordinary differential equa-

tion. Using the Green’s functions method of nonlinear boundary value problems for an or-

dinary differential equation, a transition to an equivalent Hammerstein integral equation is

considered, which is investigated as a nonlinear operator equation with a heterotone operator

in the space of continuous functions that is semiordered by a cone of non-negative functions.

To find a positive solution of the integral equation (and hence a generalized solution of

the corresponding boundary value problem), a method of successive approximations with

a two-sided character of convergence is constructed on each time layer. Thus, in the work

for the first initial-boundary value problem for the one-dimensional semilinear heat equation

with a variable heat conduction coefficient, a semi-discrete method for its solution was first

built, based on the combined use of the modified Rothe lines method and the two-sided

approximation method. A computational experiment was carried out for a heterotone power

nonlinearity problem with exponential coefficient of thermal conductivity and parabolic ini-

tial temperature distribution.

Key words: semilinear heat equation, positive solution, two-sided approximations.
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СХЕМА ПОЛНОГО УСРЕДНЕНИЯ ИМПУЛЬСНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ С НЕЧЕТКОЙ ПРАВОЙ
ЧАСТЬЮ В ТЕРМИНАХ R-РЕШЕНИЙ

В работах Т. А. Комлевой, А. В. Плотникова, Л. И. Плотниковой доказана возмож-
ность применения метода усреднения на конечном промежутке для дифференциальных
включений с нечеткой правой частью, содержащих малый параметр в терминах мно-
жеств решений (с переходом к отдельным 𝛼-решениям при доказательстве), а в работах
Н. В. Скрипник аналогичные результаты получены для импульсных дифференциаль-
ных включений с нечеткой правой частью. В дальнейшем в работах Т. А. Комлевой,
А. В. Плотникова введено понятие 𝑅-решения дифференциального включения с нечет-
кой правой частью и обоснована возможность применения метода усреднения в терми-
нах 𝑅-решений (без перехода к 𝛼-решений при доказательстве). В данной статье эти
результаты перенесены на импульсный случай, а именно, введено понятие 𝑅-решения и
обоснована возможность применения схемы полного усреднения для импульсных диф-
ференциальных включений с нечеткой правой частью в терминах 𝑅-решений.
MSC: 03E72, 34A37, 34A60, 34C29.
Ключевые слова: нечеткие системы, дифференциальные включения, импульсы, метод
усреднения, R-решение.
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.2(32).149706.

Введение. Нечеткие системы — очень важная тема как с теоретической
точки зрения, так и с практической. Они применяются, например, в автомобиль-
ной, аэрокосмической и транспортной промышленности, в строительстве, при
создании гидравлических и популяционных моделей, в сфере финансов, анали-
за и принятия управленческих решений, при прогнозировании разных экономи-
ческих, политических, биржевых ситуаций и тому подобное. Нечеткие системы
являются естественным способом моделирования динамических систем в услови-
ях неопределенности. Формализация нечетких понятий позволяет приближенно
описывать поведение систем настолько сложных, что они не поддаются точному
математическому анализу. В ряде случаев такое описание является единственно
возможным, так как в реальных ситуациях закономерности, ограничения, кри-
терии выбора в большей части субъективны и точно не определены. С 1965 г.,
когда L. Zadeh [1] опубликовал свою новаторскую работу, были рассмотрены сот-
ни примеров, в которых природа неопределенности в поведении системы является
скорее нечеткой, нежели имеет стохастический характер.

Асимптотические методы исследования нелинейных дифференциальных урав-
нений занимают центральное место в нелинейной механике и смежных разде-
лах математики, механики, физики и техники. Разработка общего алгоритма,
получившего название метода усреднения Крылова—Боголюбова, и теорема о
близости решений точной и усредненной систем принадлежат Н. М. Крылову и
Н. Н. Боголюбову [2]. В дальнейшем Н. Н. Боголюбов создал строгую теорию
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метода усреднения и показал, что этот метод органично связан с существовани-
ем замены переменных, позволяющей исключить время 𝑡 из правых частей рас-
сматриваемых уравнений с наперед заданной степенью точности относительно
малого параметра 𝜀, обосновал асимптотический характер приближений, полу-
чаемых методом усреднения, и установил соответствие между решениями точных
и усредненных уравнений на бесконечном временном интервале.

Полученные результаты получили дальнейшее развитие в работах Ю. А. Мит-
ропольского, А. М. Самойленко, Л. Д. Акуленко, В. М. Волосова, Е. А. Гре-
бенникова, М. А. Красносельского, С. Г. Крейна, Н. Н. Моисеева, Н. А. Пере-
стюка, В. А. Плотникова, А. Н. Филатова, Ф. Л. Черноусько и др. для нели-
нейных уравнений с медленно меняющимися коэффициентами, многочастотных
систем, уравнений в частных производных, разностных уравнений, уравнений
с разрывными правыми частями, импульсных дифференциальных уравнений,
уравнений с запаздыванием, стохастических уравнений, уравнений в бесконеч-
номерных пространствах, дифференциальных включений, дифференциальных
уравнений и включений с производной Хукухары, многозначных интегральных
и интегро–дифференциальных уравнений, квазидифференциальных уравнений,
нечетких уравнений и включений и тому подобное (см. [3]– [18] и ссылки в них).

В данной статье рассматривается обоснование метода полного усреднения
для импульсных дифференциальных включений с нечеткой правой частью на
конечном промежутке в терминах 𝑅-решений.

Предварительные результаты. Введем в рассмотрение нечеткое про-
странство E𝑛 отображений 𝑢 : R𝑛 Ñ r0,1s, удовлетворяющих следующим усло-
виям:

1) 𝑢 полунепрерывно сверху по Бэру, т.е. для любых 𝑦 P R𝑛 и 𝜀 ą 0 существует
𝛿p𝑦,𝜀q ą 0 такое, что для всех }𝑦´𝑦} ă 𝛿 справедливо неравенство 𝑢p𝑦q ă 𝑢p𝑦q`𝜀;

2) 𝑢 нормально, т.е. существует вектор 𝑦0 P R𝑛 такой, что 𝑢p𝑦0q “ 1;

3) 𝑢 нечетко выпукло, т.е. для любых 𝑦1,𝑦2 P R𝑛 и любого 𝜆 P r0,1s справед-
ливо неравенство 𝑢p𝜆𝑦1 ` p1´ 𝜆q𝑦2q ě mint𝑢p𝑦1q, 𝑢p𝑦2qu;

4) замыкание множества t𝑦 P R𝑛 : 𝑢p𝑦q ą 0u компактно.
Нулем в пространстве E𝑛 является отображение

0̂p𝑦q “

"

1, 𝑦 “ 0,
0, 𝑦 P R𝑛z0.

Определение 1. 𝛼-срезкой r𝑢s𝛼 нечеткого множества 𝑢 P E𝑛 называется
множество t𝑦 P R𝑛 : 𝑢p𝑦q ě 𝛼u при 𝛼 P p0,1s и замыкание множества t𝑦 P R𝑛 :
𝑢p𝑦q ą 0u при 𝛼 “ 0.

Теорема 1. [19] Если 𝑢 P E𝑛, то
1) r𝑢s𝛼 P 𝑐𝑜𝑛𝑣pR𝑛q для всех 𝛼 P r0,1s;
2) r𝑢s𝛼2 Ă r𝑢s𝛼1 для всех 0 ď 𝛼1 ď 𝛼2 ď 1;

3) если t𝛼𝑘u
8
𝑘“1 – неубывающая последовательность, стремящаяся к 𝛼, то

r𝑢s𝛼 “
Ş

𝑘ě1

r𝑢s𝛼𝑘 .
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Наоборот, если семейство множеств t𝐴𝛼 : 𝛼 P r0,1su из пространства
𝑐𝑜𝑛𝑣pR𝑛q удовлетворяет свойствам 1)–3), то существует 𝑢 P E𝑛 такое, что
r𝑢s𝛼 “ 𝐴𝛼 для всех 𝛼 P p0,1s и r𝑢s0 “

Ť

0ă𝛼ď1
𝐴𝛼 Ă 𝐴0.

Определим в пространстве E𝑛 метрику 𝐷 : E𝑛 ˆ E𝑛 Ñ R`, полагая

𝐷p𝑢,𝑣q “ sup
0ď𝛼ď1

ℎpr𝑢s𝛼,r𝑣s𝛼q,

где ℎ : 𝑐𝑜𝑛𝑣pR𝑛q ˆ 𝑐𝑜𝑛𝑣pR𝑛q Ñ R`´ расстояние по Хаусдорфу.
В 1989 г. В.А.Байдосов [20, 21] и J.-P.Aubin [22] ввели понятие дифференци-

ального включения с нечеткой правой частью:

9𝑥 P 𝐹 p𝑡,𝑥q, 𝑥p𝑡0q P 𝑋0, p1q

где 𝑡 P 𝐼 “ r𝑡0,𝑇 s´ время, 𝑥 : 𝐼 Ñ R𝑛´ фазовая переменная, 9𝑥 “ 𝑑𝑥
𝑑𝑡´ производная

вектор-функции 𝑥p¨q, 𝐹 : 𝐼ˆR𝑛 Ñ E𝑛´ нечеткое отображение,𝑋0 P E𝑛´ нечеткое
множество начальных состояний.

Определение 2. [23] 𝛼´ решением включения (1) назовем абсолютно
непрерывную функцию 𝑥 : 𝐼 Ñ R𝑛 такую, что 9𝑥p𝑡q P r𝐹 p𝑡,𝑥p𝑡qqs𝛼 почти всюду
на 𝐼 и 𝑥p𝑡0q P r𝑋0s

𝛼.
Множество всех 𝛼-решений включения (1) в момент времени 𝑡 обозначим

𝑋𝛼p𝑡q. В случае, если семейство t𝑋𝛼p𝑡q, 𝛼 P r0,1su определяет нечеткое мно-
жество 𝑋p𝑡q, то 𝑋p𝑡q называется множеством решений включения (1) в
момент времени 𝑡.

Вопросы существования множества 𝑋p𝑡q, его свойства рассматривались в ра-
ботах А. В. Плотникова, S. Abbasbandy, T. Allahviranloo, P. Balasubramaniam,
Y. Chalco-Cano, E. Hullermeier, V. Laksmikantham, O. Lopez-Pouso, K. K. Majum-
dar, R. N. Mohapatra, J. J. Nieto, J. Y. Park, D. O’Regan, H. Roman-Flores, A. A. Tol-
stonogov и др.

Очевидно, что семейство t𝑋𝛼p𝑡q, 𝛼 P r0,1su может не удовлетворять условиям
теоремы 1, т.е. не определять нечеткое множество 𝑋p𝑡q, поэтому в работах [24,25]
введено понятие 𝑅-решения дифференциального включения с нечеткой правой
частью.

Определение 3. [24, 25] Полунепрерывное сверху нечеткое отображение
𝑅 : 𝐼 Ñ E𝑛, 𝑅p𝑡0q “ 𝑋0, удовлетворяющее условию

lim
𝜎Ó0

1

𝜎
sup

𝛼Pr0,1s

ℎ

¨

˝r𝑅p𝑡` 𝜎qs𝛼,
ď

𝑥Pr𝑅p𝑡qs𝛼

"

𝑥`

ˆ 𝑡`𝜎

𝑡

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠

*

˛

‚“ 0,

называется 𝑅-решением дифференциального включения с нечеткой правой ча-
стью (1).

Определение 4. Говорят, что отображение 𝐹 : R ˆ R𝑛 Ñ E𝑛 вогнуто-
значно по 𝑥, если

𝛽r𝐹 p𝑡,𝑥qs𝛼 ` p1´ 𝛽qr𝐹 p𝑡,𝑦qs𝛼 Ă r𝐹 p𝑡,𝛽𝑥` p1´ 𝛽q𝑦qs𝛼

для любых 𝛼, 𝛽 P r0,1s.
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Теорема 2. [24,25] Пусть нечеткое отображение 𝐹 : 𝐼 ˆR𝑛 Ñ E𝑛 удовле-
творяет следующим условиям:

1) измеримо по 𝑡 при каждом фиксированном 𝑥 P R𝑛;

2) удовлетворяет условию Липшица по 𝑥 с постоянной 𝜆 при почти всех
𝑡 P 𝐼;

3) существует постоянная 𝛾 ą 0 такая, что 𝐷p𝐹 p𝑡,𝑥q,0̂q ď 𝛾 для почти
всех 𝑡 P 𝐼 и всех 𝑥 P R𝑛;

4) вогнутозначно по 𝑥 для почти всех 𝑡 P 𝐼 и всех 𝑥 P R𝑛.

Тогда существует единственное R-решение 𝑅p¨q включения (1), определенное на
промежутке r𝑡0,𝑡0 ` 𝑑s Ă 𝐼.

Многие процессы в биологии, теории управления, электронике описывают-
ся при помощи импульсных дифференциальных включений с нечеткой правой
частью [26]:

9𝑥 P 𝐹 p𝑡,𝑥q, 𝑡 ‰ 𝜏𝑖, 𝑥p0q “ 𝑥0, p2q

Δ𝑥|𝑡“𝜏𝑖 P 𝐼𝑖p𝑥q,

где 𝜏𝑖 P 𝐼, 𝑖 P 1,𝑚´ моменты импульсов, занумерованные в возрастающем поряд-
ке, Δ𝑥|𝑡“𝜏𝑖 “ 𝑥p𝜏𝑖 ` 0q ´ 𝑥p𝜏𝑖 ´ 0q “ 𝑥p𝜏𝑖 ` 0q ´ 𝑥p𝜏𝑖q´ скачок фазового вектора в
точке импульса 𝜏𝑖, 𝐼𝑖 : R𝑛 Ñ E𝑛´ нечеткие отображения.

Введем в рассмотрение понятие R-решения импульсного дифференциального
включения с нечеткой правой частью вида (2).

Определение 5. Нечеткое отображение 𝑅 : 𝐼 Ñ E𝑛, 𝑅p𝑡0q “ 𝑋0, удовле-
творяющее следующим условиям:

1) на промежутках между моментами импульсов 𝑅p¨q полунепрерывно свер-
ху и

lim
𝜎Ó0

1

𝜎
sup

𝛼Pr0,1s

ℎ

¨

˝r𝑅p𝑡` 𝜎qs𝛼,
ď

𝑥Pr𝑅p𝑡qs𝛼

"

𝑥`

ˆ 𝑡`𝜎

𝑡

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠

*

˛

‚“ 0;

2) 𝑅p¨q непрерывно слева в точках импульсов 𝜏𝑖 и 𝑅p𝜏𝑖`0q “
Ť

𝑥P𝑅p𝜏𝑖q

t𝑥`𝐼𝑖p𝑥qu

называется 𝑅-решением импульсного дифференциального включения с нечет-
кой правой частью (2).

Очевидно, что существование и единственность 𝑅-решения задачи (2) имеет
место, если нечеткое отображение 𝐹 p𝑡,𝑥q удовлетворяет условиям теоремы 2 на
промежутках между моментами импульсов и нечеткие отображения 𝐼𝑖p𝑥q огра-
ничены, вогнутозначны и удовлетворют условию Липшица.

В работах [27,28] обоснована возможность применения метода усреднения на
конечном промежутке для дифференциальных включений с нечеткой правой ча-
стью, содержащих малый параметр. При этом при доказательстве осуществлял-
ся переход к отдельным 𝛼-решениям и в результате показана близость множеств
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решений исходного и усредненного включений. Аналогичные результаты для им-
пульсных дифференциальных включений с нечеткой правой частью получены в
работах [29–32].

В [24, 25] обоснована возможность применения метода усреднения в терми-
нах 𝑅-решений для дифференциальных включений с нечеткой правой частью с
малым параметром. В данной статье перенесем полученные в [24,25] результаты
на импульсный случай.

Основные результаты. Рассмотрим дифференциальное включение с
нечеткой правой частью стандартного вида с импульсами

9𝑥 P 𝜀𝐹 p𝑡,𝑥q, 𝑡 ­“ 𝜏𝑖, 𝑥p0q P 𝑋0, p3q

Δ𝑥 |𝑡“𝜏𝑖P 𝜀𝐼𝑖p𝑥q,

где 𝑡 P R` — время, 𝑥 P R𝑛 — фазовая переменная, 𝜀 ą 0 — малый параметр,
𝐹 : R` ˆR𝑛 Ñ E𝑛, 𝐼𝑖 : R𝑛 Ñ E𝑛 — нечеткие отображения, моменты импульсов 𝜏𝑖
занумерованы множеством натуральных чисел в возрастающем порядке.

Поставим в соответствие включению (3) следующее усредненное дифферен-
циальное включение

9𝜉 P 𝜀 r𝐹 p𝜉q, 𝜉p0q P 𝑋0, p4q

где нечеткое отображение r𝐹 : R𝑛 Ñ E𝑛 таково, что

r𝐹 p𝑥q “ lim
𝑇Ñ8

1

𝑇
𝐷

˜ 𝑡`𝑇ˆ

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥q𝑑𝑡`
ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ď𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥q

¸

. p5q

Теорема 3. Пусть в области 𝑄 “ t𝑡 ě 0, 𝑥 P 𝐺 Ă R𝑛u выполнены следующие
условия:

1) нечеткие отображения 𝐹 p𝑡,𝑥q, 𝐼𝑖p𝑥q непрерывны, равномерно ограничены
постоянной 𝑀 , удовлетворяют по 𝑥 условию Липшица с постоянной 𝜆, вогну-
тозначны по 𝑥;

2) равномерно относительно 𝑡, 𝑥 существует предел (5) и

lim
𝑇Ñ8

1

𝑇
𝑖p𝑡,𝑡` 𝑇 q “ 𝑑 ă 8,

где 𝑖p𝑡,𝑡 ` 𝑇 q — количество точек последовательностей t𝑡𝑖u на промежутке
r𝑡, 𝑡` 𝑇 s;

3) R-решения включения (4) для всех 𝑋0 Ă 𝐺1 Ă 𝐺 при 𝑡 P r0,𝐿˚𝜀´1s лежат
вместе с некоторой 𝜌-окрестностью в области 𝐺.

Тогда для любых 𝜂 ą 0 и 𝐿 P p0,𝐿˚s существует такое 𝜀0p𝜂,𝐿q ą 0, что при
𝜀 P p0, 𝜀0s и 𝑡 P r0,𝐿𝜀´1s справедливо следующее неравенство

𝐷p𝑅p𝑡, 𝜀q, r𝑅p𝑡, 𝜀qq ă 𝜂, p6q

где 𝑅p𝑡, 𝜀q, r𝑅p𝑡, 𝜀q — R-решения включений (3) и (4) соответственно, 𝑅p0, 𝜀q “
r𝑅p0, 𝜀q.
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Доказательство. Из условий 1) и 2) следует, что нечеткое отображение
𝐹 : 𝐺 Ñ E𝑛 равномерно ограничено постоянной 𝑀p1 ` 𝑑q и удовлетворяет
условию Липшица с постоянной 𝜆p1` 𝑑q.

Действительно,

𝐷p r𝐹 p𝑥q, t0̂uq ď 𝐷

˜

r𝐹 p𝑥q,
1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥q

¸

`

`𝐷

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥q,t0̂u

¸

ă 𝛿 `
1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐷p𝐹 p𝑠,𝑥q,t0̂uq𝑑𝑠`

`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐷p𝐼𝑖p𝑥q,t0̂uq ă 𝛿 `𝑀 ` 𝑑𝑀 “ 𝛿 `𝑀p1` 𝑑q;

𝐷p r𝐹 p𝑥1q, r𝐹 p𝑥2qq ď 𝐷

˜

r𝐹 p𝑥1q,
1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥1q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥1q

¸

`

`𝐷

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥1q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥1q,
1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥2q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥2q

¸

`

`𝐷

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥2q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥2q, r𝐹 p𝑥2q

¸

ă

ă 2𝛿 `
1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐷p𝐹 p𝑠,𝑥1q, 𝐹 p𝑠,𝑥2qq𝑑𝑠`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐷p𝐼𝑖p𝑥1q,𝐼𝑖p𝑥2qq ď

ď 2𝛿 ` 𝜆||𝑥1 ´ 𝑥2|| ` 𝜆𝑑||𝑥1 ´ 𝑥2|| “ 2𝛿 ` 𝜆p1` 𝑑q||𝑥1 ´ 𝑥2||,

где 𝛿 может быть сделано сколь угодно малым за счет выбора 𝑇 . Таким образом,

𝐷p r𝐹 p𝑥q,t0̂uq ď𝑀p1` 𝑑q, 𝐷p r𝐹 p𝑥1q, r𝐹 p𝑥2qq ď 𝜆p1` 𝑑q||𝑥1 ´ 𝑥2||.

Кроме того, нечеткое отображение r𝐹 p𝑥q является вогнутозначным. Выберем
произвольные 𝛼, 𝛽 P r0,1s 𝑥,𝑦 P 𝐺. Тогда

𝛽r r𝐹 p𝑥qs𝛼 ` p1´ 𝛽qr r𝐹 p𝑦qs𝛼 “

“ 𝛽

«

lim
𝑇Ñ8

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥q

¸ff𝛼

`

`p1´ 𝛽q

«

lim
𝑇Ñ8

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑦q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑦q

¸ff𝛼

“

“ lim
𝑇Ñ8

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

p𝛽r𝐹 p𝑡,𝑥qs𝛼 ` p1´ 𝛽qr𝐹 p𝑡,𝑦qs𝛼q𝑑𝑡`

`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

p𝛽r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼 ` p1´ 𝛽qr𝐼𝑖p𝑦qs

𝛼q

¸

Ă
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Ă lim
𝑇Ñ8

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

r𝐹 p𝑡,𝛽𝑥` p1´ 𝛽q𝑦qs𝛼𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

r𝐼𝑖p𝛽𝑥` p1´ 𝛽q𝑦qs
𝛼

¸

“

“ r r𝐹 p𝛽𝑥` p1´ 𝛽q𝑦qs𝛼.

В силу условий теоремы 𝑅-решения включений (3) и (4) существуют.
Для любого целого 𝑚 ą 1 разобъем отрезок r0, 𝐿𝜀´1s на 𝑚 равных частей

точками 𝑡𝑘 “ 𝑘𝐿
𝜀𝑚 , 𝑘 “ 0,𝑚.

Построим нечеткие отображения 𝑅𝑚p𝑡,𝜀q и r𝑅𝑚p𝑡,𝜀q такие, что

r𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼 “
ď

𝑥Pr𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

$

&

%

𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼

,

.

-

, r𝑅𝑚p0,𝜀qs𝛼 “ r𝑋0s
𝛼,

r r𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼 “
ď

𝑦Pr r𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

!

𝑦 ` 𝜀p𝑡´ 𝑡𝑘qr r𝐹 p𝑦qs
𝛼𝑑𝑠

)

, r r𝑅𝑚p0,𝜀qs𝛼 “ r𝑋0s
𝛼,

для всех 𝛼 P r0,1s, 𝑡 P p𝑡𝑘,𝑡𝑘`1s, 𝑘 “ 0,𝑚´ 1.
При 𝑡 P p𝑡𝑘,𝑡𝑘`1s справедлива оценка

𝐷

ˆ

𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀q,𝑅
𝑚p𝑡,𝜀q

˙

“

“ sup
𝛼Pr0,1s

ℎ

˜

r𝑅𝑚p𝑡𝑘, 𝜀qs
𝛼,

ď

𝑥Pr𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

$

&

%

𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼

,

.

-

¸

ď

ď 𝜀𝑀p𝑡´ 𝑡𝑘q ` 𝜀𝑀𝑑p𝑡´ 𝑡𝑘q ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚
.

Аналогично

𝐷
´

r𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀q, r𝑅
𝑚p𝑡,𝜀q

¯

ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚
,

𝐷 p𝑅p𝑡𝑘,𝜀q,𝑅p𝑡,𝜀qq ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚
,

𝐷
´

r𝑅p𝑡𝑘,𝜀q, r𝑅p𝑡,𝜀q
¯

ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚
.

Докажем, что

lim
𝑚Ñ8

𝐷

ˆ

𝑅𝑚p𝑡, 𝜀q, 𝑅p𝑡, 𝜀q

˙

“ 0, lim
𝑚Ñ8

𝐷

ˆ

r𝑅𝑚p𝑡, 𝜀q, r𝑅p𝑡, 𝜀q

˙

“ 0.

Пусть 𝑡 P p𝑡𝑘,𝑡𝑘`1s. Обозначим через 𝜏𝑘1 ,𝜏𝑘2 , . . . ,𝜏𝑘𝑝 моменты импульсных воз-
действий 𝜏𝑖 на промежутке r𝑡𝑘, 𝑡𝑘`1s. Тогда для всех 𝛼 P r0,1s имеем

r𝑅p𝑡,𝜀qs𝛼 “
ď

𝑥Pr𝑅p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

ď

𝑣p𝑠qPr𝐹 p𝑠,𝑦p𝑠qqs𝛼

$

&

%

𝑦p𝑡q “ 𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝑣p𝑠q𝑑𝑠

,

.

-

, 𝑡𝑘 ď 𝑡 ď 𝜏𝑘1 ,
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r𝑅p𝑡,𝜀qs𝛼 “
ď

𝑥Pr𝑅p𝜏𝑘
𝑞 ,𝜀qs𝛼

ď

𝑣p¨q,𝑟

$

’

&

’

%

𝑦p𝑡q “ 𝑧 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝜏𝑘
𝑞

𝑣p𝑠q𝑑𝑠 :
𝑣p𝑠q P r𝐹 p𝑠,𝑦p𝑠qqs𝛼,

𝑧 “ 𝑥` 𝜀𝑟, 𝑟 P r𝐼𝜏𝑘
𝑞
p𝑥qs𝛼

,

/

.

/

-

,

𝜏𝑘𝑞 ă 𝑡 ď 𝜏𝑘𝑞`1, 𝑞 “ 1,𝑝.

Пусть 𝛿𝑘 “ 𝐷

ˆ

𝑅p𝑡𝑘, 𝜀q, 𝑅
𝑚p𝑡𝑘, 𝜀q

˙

. Тогда при 𝑡 P r𝑡𝑘, 𝜏𝑘1 s, 𝛼 P r0,1s получим

ℎ

ˆ

r𝑅p𝑡,𝜀qs𝛼,r𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼
˙

“

“ ℎ

˜

ď

𝑥Pr𝑅p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

ď

𝑣p𝑠qPr𝐹 p𝑠,𝑦p𝑠qqs𝛼

t𝑦p𝑡q “ 𝑥`𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝑣p𝑠q𝑑𝑠u,
ď

𝑧Pr𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

t𝑧`𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑧qs𝛼𝑑𝑠u

¸

ď

ď sup
𝑥,𝑧,𝑣p¨q

𝜌

¨

˝𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝑣p𝑠q𝑑𝑠, 𝑧 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑧qs𝛼𝑑𝑠

˛

‚ď

ď sup
𝑥,𝑧,𝑣p¨q

¨

˝||𝑥´ 𝑧|| ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝜌p𝑣p𝑠q,r𝐹 p𝑠,𝑧qs𝛼q𝑑𝑠

˛

‚ď

ď 𝛿𝑘 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

sup
𝑥,𝑧,𝑣p¨q

ℎ pr𝐹 p𝑠,𝑦p𝑠qqs𝛼,r𝐹 p𝑠,𝑧qs𝛼q𝑑𝑠q ď

ď 𝛿𝑘 ` 𝜀𝜆

𝑡ˆ

𝑡𝑘

«

sup
𝑥,𝑣p¨q

||𝑦p𝑠q ´ 𝑥|| ` 𝛿𝑘

ff

𝑑𝑠 ď 𝛿𝑘 ` 𝜀𝜆

„

𝜀𝑀
𝐿

𝜀𝑚
` 𝛿𝑘



𝐿

𝜀𝑚
“

“ 𝛿𝑘

ˆ

1`
𝜆𝐿

𝑚

˙

`
𝜆𝑀𝐿2

𝑚2
.

При 𝑡 P p𝑡𝑘𝑞 , 𝑡𝑘`1
𝑞 s, 𝛼 P r0,1s имеем

ℎ

ˆ

r𝑅p𝑡,𝜀qs𝛼,r𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼
˙

“

“ ℎ

˜

ď

𝑥Pr𝑅p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

ď

𝑣p𝑠qPr𝐹 p𝑠,𝑦p𝑠qqs𝛼

$

&

%

𝑦p𝑡q “ 𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝑣p𝑠q𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

Δ𝑖, Δ𝑖 P r𝐼𝑖p𝑦p𝑡𝑖qqs
𝛼

,

.

-

,

ď

𝑣Pr𝑅𝑚p𝜏𝑘,𝜀qs𝛼

$

&

%

𝑣 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝜏𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑣qs𝛼𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝜏𝑘ď𝑡𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑣qs
𝛼

,

.

-

¸

ď
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ď sup
𝑥,𝑣,𝑣p¨q

𝜌

¨

˝𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝑣p𝑠q𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

Δ𝑖, 𝑣 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑣qs𝛼𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑣qs
𝛼

˛

‚ď

ď sup
𝑥,𝑣,𝑣p¨q

¨

˝||𝑥´ 𝑣|| ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝜌p𝑣p𝑠q,r𝐹 p𝑠,𝑣qs𝛼q𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

𝜌pΔ𝑖, r𝐼𝑖p𝑣qs
𝛼q

˛

‚ď

ď 𝛿𝑘 ` 𝜀𝜆

𝑡ˆ

𝑡𝑘

˜

sup
𝑥,𝑣p¨q

||𝑦p𝑠q ´ 𝑥|| ` 𝛿𝑘

¸

𝑑𝑠`
𝜆𝑑𝐿

𝑚

˜

sup
𝑥,𝑣p¨q

||𝑦p𝑡𝑖q ´ 𝑥|| ` 𝛿𝑘

¸

ď

ď 𝛿𝑘

ˆ

1`
𝜆𝐿

𝑚
`
𝜆𝑑𝐿

𝑚

˙

`𝜀𝜆
𝐿

𝜀𝑚

ˆ

𝜀𝑀
𝐿

𝜀𝑚
` 𝜀𝑑𝑀

𝐿

𝜀𝑚

˙

`
𝜆𝑑𝐿

𝑚

ˆ

𝜀𝑀
𝐿

𝜀𝑚
` 𝜀𝑑𝑀

𝐿

𝜀𝑚

˙

“

“ 𝛿𝑘

ˆ

1`
𝜆𝐿p1` 𝑑q

𝑚

˙

`
𝜆𝑀𝐿2p1` 𝑑q2

𝑚2
.

Тогда

𝛿𝑘`1 ď 𝛿𝑘

ˆ

1`
𝜆𝐿p1` 𝑑q

𝑚

˙

`
𝜆𝑀𝐿2p1` 𝑑q2

𝑚2
, 𝛿0 “ 0.

Следовательно,

𝛿𝑘 ď
𝜆𝑀𝐿2p1` 𝑑q2

𝑚2
¨

´

1` 𝜆𝐿p1`𝑑q
𝑚

¯𝑘

´ 1

𝜆𝐿p1`𝑑q
𝑚

ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚

´

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ´ 1
¯

.

Таким образом,
𝐷p𝑅p𝑡,𝜀q, 𝑅𝑚p𝑡,𝜀qq ď

ď 𝐷p𝑅p𝑡,𝜀q,𝑅p𝜏𝑘, 𝜀qq `𝐷p𝑅p𝜏𝑘, 𝜀q, 𝑅
𝑚p𝜏𝑘, 𝜀qq `𝐷p𝑅

𝑚p𝜏𝑘, 𝜀q,𝑅
𝑚p𝑡,𝜀qq ď

ď
2𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚
`
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚

´

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ´ 1
¯

“
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚

´

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ` 1
¯

. p7q

Аналогично можно получить оценку

𝐷

ˆ

r𝑅p𝑡,𝜀q, r𝑅𝑚p𝑡,𝜀q

˙

ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚

´

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ` 1
¯

. p8q

Обозначим через 𝜎𝑘 “ 𝐷p𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀q, r𝑅
𝑚p𝑡𝑘,𝜀qq. При 𝑡 P p𝑡𝑘, 𝑡𝑘`1s,𝑘 “ 0,𝑚´ 1,

𝛼 P r0,1s оценим

ℎpr𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼,r r𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼q “ ℎ

˜

ď

𝑥Pr𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

$

&

%

𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠`
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` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼

+

,
ď

𝑦Pr r𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

$

&

%

𝑦 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r r𝐹 p𝑦qs𝛼𝑑𝑠

,

.

-

¸

ď

ď sup
𝑥,𝑦

¨

˝||𝑥´ 𝑦|| ` 𝜀ℎ

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠`
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼,

𝑡ˆ

𝜏𝑘

r r𝐹 p𝑦qs𝛼𝑑𝑠

˛

‚

˛

‚ď

ď sup
𝑥,𝑦

˜

||𝑥´𝑦||`𝜀ℎ

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠`
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼,

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑦qs𝛼𝑑𝑠`
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑦qs
𝛼

˛

‚`

`𝜀ℎ

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑦qs𝛼𝑑𝑠`
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑦qs
𝛼,

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r r𝐹 p𝑦qs𝛼𝑑𝑠

˛

‚

¸

ď

ď sup
𝑥,𝑦

¨

˝||𝑥´ 𝑦|| ` 𝜀𝜆

𝑡ˆ

𝑡𝑘

||𝑥´ 𝑦||𝑑𝑠` 𝜀𝜆𝑑
𝐿

𝜀𝑚
||𝑥´ 𝑦||

˛

‚` 𝜀
𝐿

𝜀𝑚
𝜂1 ď

ď 𝜎𝑘

ˆ

1`
𝜆𝐿p1` 𝑑q

𝑚

˙

`
𝐿𝜂1
𝑚

ď
𝐿𝜂1
𝑚

¨

´

1` 𝜆𝐿p1`𝑑q
𝑚

¯𝑘`1

´ 1

𝜆𝐿p1`𝑑q
𝑚

ď

ď

𝜂1

ˆ

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ´ 1

˙

𝜆p1` 𝑑q
. p9q

Из (7)–(9) имеем

𝐷

ˆ

𝑅p𝑡,𝜀q, r𝑅p𝑡,𝜀q

˙

ď

𝜂1

ˆ

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ´ 1

˙

𝜆p1` 𝑑q
`

2𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚

´

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ` 1
¯

. p10q

Выбирая

𝑚 ą

4𝑀𝐿p1` 𝑑q

ˆ

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ` 1

˙

𝜂
и 𝜂1 ă

𝜆p1` 𝑑q𝜂

2p𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ´ 1q
,

получим из (10) утверждение теоремы.

Замечание 1. Если включения (3),(4) периодичны по времени, то оценка
(6) принимает вид

𝐷

ˆ

𝑅p𝑡,𝜀q, r𝑅p𝑡,𝜀q

˙

ď 𝐶𝜀.

Заключение. Таким образом, в данной статье обоснована возможность
применения схемы полного усреднения для импульсных дифференциальных вклю-
чений с нечеткой правой частью на конечном промежутке в терминах 𝑅-решений.
Полученные результаты обобщают аналогичные результаты для импульсных диф-
ференциальных включений [11].
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Скрипник Н. В.
Схема повного усереднення iмпульсних диференцiальних включень з нечiт-
кою правою частиною в термiнах R-розв’язкiв

Резюме

В роботах Т. О. Комлєвої, А. В. Плотнiкова, Л. I. Плотнiкової доведено можливiсть за-
стосування методу усереднення на скiнченному промiжку для диференцiальних вклю-
чень з нечiткою правою частиною, що мiстять малий параметр, у термiнах множин
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розв’язкiв (з переходом до окремих 𝛼-розв’язкiв при доведеннi), а в роботах Н. В. Скри-
пник аналогiчнi результати отриманi для iмпульсних диференцiальних включень з нечiт-
кою правою частиною. В подальшому в роботах Т. О. Комлєвої, А. В. Плотнiкова вве-
дено поняття 𝑅-розв’язку диференцiального включення з нечiткою правою частиною
та обгрунтовано можливiсть застосування методу усереднення в термiнах 𝑅-розв’язкiв
(без переходу до 𝛼-розв’язкiв при доведеннi). В данiй статтi цi результати перенесено на
iмпульсний випадок, а саме введено поняття 𝑅-розв’язку та обгрунтовано можливiсть
застосування схеми повного усереднення для iмпульсних диференцiальних включень з
нечiткою правою частиною в термiнах 𝑅-розв’язкiв.
Ключовi слова: нечiткi системи, диференцiальнi включення, iмпульси, метод усере-
днення, R-розв’язок .

Skripnik N. V.
Full averaging scheme for impulsive differential inclusions with fuzzy right-
hand side in terms of R-solutions

Summary

In the works of T. A. Komleva, A. V. Plotnikov, L. I. Plotnikova the possibility of applying
the averaging method on a finite interval for differential inclusions with a fuzzy right-hand
side containing a small parameter in terms of solution sets (with a transition to separate
𝛼-solutions in the proof), and in the works of N. V. Skripnik similar results were obtained for
impulse differential inclusions with a fuzzy right-hand side. Later in the works of T. A. Kom-
leva and A. V. Plotnikov the concept of 𝑅-solution of the differential inclusion with a fuzzy
right-hand side was introduced and the possibility of applying the averaging method in terms
of 𝑅-solutions was justified (without passing to 𝛼-solutions in the proof). In this article, these
results are transferred to the impulse case, namely, the concept of 𝑅-solution is introduced
and the possibility of using the full averaging scheme for impulse differential inclusions with
a fuzzy right-hand side in terms of 𝑅-solutions is substantiated.
Key words: fuzzy systems, differential inclusions, impulses, averaging method, R-solution.
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В работе предлагается новый метод определения приводимых групповых интегралов
высоких порядков для известной статистической модели решеточного газа на основе
теоремы Коши—Адамара и недавно полученной точной информации о радиусе сходи-
мости вириальных разложений для давления и плотности по степеням активности. По
сравнению с предыдущими исследованиями (в которых весь ряд приводимых групповых
интегралов определялся только на основе очень ограниченного числа неприводимых
интегралов низких порядков) предложенный комбинированный метод аппроксимации
приводимых групповых интегралов дает теоретические значения давления в точках на-
сыщения и кипения существенно ближе друг к другу и к известному точному решению
Ли—Янга для двумерного решеточного газа.
MSC: 41A25, 41A60, 70F45, 82B20, 82B26.
Ключевые слова: решеточный газ, вириальный ряд, групповой интеграл, теорема Ко-
ши—Адамара, радиус сходимости .
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.2(32).149707.

Введение. Одной из широко использующихся в статистической механи-
ке упрощенных моделей вещества является решеточный газ, частицы которого
могут занимать только строго определенные положения в пространстве (ячейки
периодической пространственной решетки) без каких-либо ограничений на зна-
чения их вектора скорости. Иными словами, решеточный газ представляет собой
термодинамическую систему с дискретным конфигурационным пространством и
непрерывным пространством импульсов. С моделью решеточного газа формаль-
но связана и широко известная в статистической механике задача Изинга [1]
(микроскопическая теория намагничивания).

Если интерес к задаче Изинга обусловлен в основном исследованиями крити-
ческих явлений (фазовых переходов II рода), то модель решеточного газа предо-
ставляет, по сути, единственный на сегодня пример строгого (т.е. без привлечения
значительных «нефизических» упрощений — таких, например, как аппроксима-
ция среднего поля [2]) статистического описания конденсации вещества (фазо-
вого перехода I рода как превращения газообразного состояния в конденсиро-
ванное). Речь идет об известном решении Ли и Янга [3] для двумерного реше-
точного газа, в котором абсолютно «твердые» частицы притягивают только сво-
их ближайших «соседей». Несмотря на свою значительную упрощенность, этот
так называемый Square-Well потенциал (потенциал взаимодействия в виде пря-
моугольной ямы) относят к классу реалистичных моделей взаимодействия, т.е.
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таких, которые учитывают как притяжение, так и отталкивание между частица-
ми.

С другой стороны, описанный пример касается описания только самого фа-
зового перехода (решение Ли—Янга [3] для заданной температуры определяет
только параметры перехода: давление, активность и плотность в точках насыще-
ния и кипения) и не дает точной информации о поведении системы вне области
конденсации, т.е. в газообразном и жидком состояниях.

Некоторые успехи в статистическом описании как газообразных состояний
в окрестности точки насыщения, так и начала процесса конденсации непосред-
ственно за этой точкой были достигнуты недавно на основе нового подхода к
групповому разложению Майера [4] для статистической суммы в форме как при-
водимых [5], так и неприводимых [6, 7] групповых интегралов. К сожалению,
все эти возможности пока остаются чисто теоретическими, так как определение
соответствующих групповых интегралов высоких порядков все еще остается се-
рьезной технической проблемой. Несмотря на качественно «физическое» поведе-
ние полученных теоретических изотерм, на количественном уровне уравнения с
ограниченным набором известных групповых интегралов дают результаты, суще-
ственно отличающиеся от данных экспериментов или компьютерных симуляций.
Если для некоторых, наиболее широко используемых, непрерывных моделей ве-
щества (таких, например, как модели Леннард—Джонса [8], Морзе [9] и др.) уже
были предложены различные аппроксимации всего бесконечного вириального ря-
да групповых интегралов [10,11], то данные для решеточного газа пока остаются
очень ограниченными.

Совсем недавно [12] было получено строгое выражение для активности реше-
точного газа в области фазового перехода и доказано, что уравнения с истинно
бесконечным числом вириальных коэффициентов (групповых интегралов) долж-
ны давать точное совпадение значений давления при подходе к фазовому пере-
ходу как со стороны газообразных состояний (т.е. в точке насыщения), так и
со стороны конденсированных состояний (т.е. в точке кипения). На практике же,
значения давления в точках насыщения и кипения, рассчитанные на основе огра-
ниченного числа известных групповых интегралов [13], сильно отличаются друг
от друга и от точного решения Ли – Янга [3].

В данной работе предлагается совершенно новый способ определения группо-
вых интегралов высоких порядков на основе информации про активность фазо-
вого перехода решеточного газа, который, хоть и является довольно приближен-
ным, но приводит к значительно лучшей сходимости результатов (и существенно
приближает их к точному решению Ли - Янга) по сравнению с существующими
подходами.

Основные результаты
1. Определение групповых интегралов на основе теоремы Коши –

Адамара. Групповое разложение Майера [4] для большого канонического ан-
самбля позволяет непосредственно выразить логарифм большой статистической
суммы (давление 𝑃 ) и его производную по химическому потенциалу 𝜇 (плотность
числа частиц 𝜌 “ 𝑁{𝑉 ) в виде рядов по степеням активности 𝑧 “ 𝜆´3 exp p𝜇{𝑘𝐵𝑇 q
(где 𝜆 “ ℎ?

2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇
– длина волны де Бройля частиц):
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Для модели решеточного газа существует формальная симметрия гамильто-
ниана по отношению к замене частиц на «дырки» (пустые ячейки решетки) [14]
и на основе этой симметрии, сравнительно недавно [15], были получены разложе-
ния для давления и плотности числа дырок 𝜌1 “ 𝜌0´𝜌 (𝜌0 соответствует плотной
упаковке)
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по степеням обратной активности
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𝜌20
𝑧
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ˆ
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˙

.

Точность обоих уравнений (1) и (2) напрямую зависит от точности опреде-
ления всего бесконечного ряда приводимых групповых интегралов t𝑏𝑛u [4] для
заданной температуры 𝑇 . В случае приближенного или ограниченного набора
этих интегралов точность уравнений (1) и (2) будет максимальной в самых раз-
реженных (𝜌Ñ 0) и наиболее плотных (𝜌Ñ 𝜌0) состояниях соответственно.

Недавно в работе [12] было показано, что фазовому переходу решеточного
газа соответствует значение активности

𝑧0 “ 𝜌0 exp

ˆ

𝑢0
𝑘𝐵𝑇

˙

, (3)

где величина 𝑢0 определяется как потенциальная энергия одной частицы в со-
стоянии плотной упаковки.

При 𝑧 “ 𝑧0 активность в уравнении (1) совпадает с обратной активностью 𝜂 в
уравнении (2), что соответствует равенству химического потенциала в различных
фазах и является одним из термодинамических условий фазового перехода (пра-
вило Максвелла). Кроме того, величина 𝑧0 из (3) является радиусом сходимости
соответствующих серий в уравнениях (1) и (2) (по степеням 𝑧 и 𝜂 соответствен-
но), и оба уравнения при этом дают разрыв (скачок) плотности [5,13] при строго
одинаковом давлении [12], что также отвечает известным признакам фазовых
переходов I рода.

К сожалению, все эти свойства уравнений (1) и (2) на сегодня имеют толь-
ко теоретическое обоснование [12], а любые практические расчеты на их основе
дают результаты, существенно отличающиеся от теории. Дело в том, что в тради-
ционном методе расчета приводимых групповых интегралов t𝑏𝑛u используются
уже известные значения неприводимых групповых интегралов t𝛽𝑘u (вириальных
коэффициентов) [4], число которых остается все еще очень ограниченным. На-
пример, для модели решеточного газа Ли—Янга были определены (в виде точной
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функциональной зависимости от температуры) только неприводимые интегра-
лы до шестого порядка (вириальные коэффициенты до седьмого порядка) [15].
В принципе, на основе такого конечного набора неприводимых интегралов t𝛽𝑘u
можно рассчитать приводимые интегралы сколь угодно больших порядков (до
тысяч и даже десятков тысяч, как это и было сделано в работе [13]), но по-
настоящему точными будут при этом t𝑏𝑛u только до того же самого седьмого по-
рядка (𝑛 ď 𝑘 ` 1), а значения всех остальных интегралов (𝑛 ą 𝑘 ` 1) будут уже
очень приближенными (полученными в предположении, что все неприводимые
интегралы порядков 𝑘 ą 6 просто равны нулю, что не отвечает действительности,
так как они остаются просто неизвестными). Несмотря на то, что уравнения (1)
и (2) с таким большим, но приближенным набором приводимых интегралов все-
таки демонстрируют поведение, соответствующее теории на качественном уровне
(дают скачок плотности при постоянном давлении), количественные результаты
пока остаются далекими от ожидаемых (см. пунктирные линии на рис. 1: ак-
тивность перехода существенно отличается от теоретической 𝑧0, а величины по-
стоянного давления в уравнениях (1) и (2) очень сильно отличаются как друг
от друга, так и от точного решения Ли—Янга [3]). Исследования, проведенные
в работе [13], показали, что с ростом порядка известных групповых интегралов
расчетные изотермы постепенно приближаются к точному решению, но эта схо-
димость на практике оказалась очень медленной.
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Рис 1. Изотермы уравнений (1) (слева) и (2) (справа) модели решеточного газа Ли—Янга
с приводимыми интегралами до порядка 𝑛 “ 10000, рассчитанными только на основе
первых шести неприводимых интегралов (пунктир) и с использованием уравнения (5)
(сплошная линия). Точки соответствуют точным параметрам фазового перехода [3]
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С другой стороны, точная информация о радиусе сходимости рядов по сте-
пеням активности (или обратной активности) предоставляет возможность опре-
деления групповых интегралов t𝑏𝑛u (как степенных коэффициентов этих рядов)
очень высоких порядков абсолютно независимо от информации о неприводимых
интегралах. В книге Майеров [4], как и в других работах [5–7, 12], связанных с
групповым разложением статистической суммы, показано, что активность фазо-
вого перехода является в точности точкой сингулярности ряда

8
ÿ

𝑛“1

𝑛2𝑏𝑛𝑧
𝑛. (4)

Несмотря на то, что ряды для плотности (
ř

𝑛𝑏𝑛𝑧
𝑛) и давления (

ř

𝑏𝑛𝑧
𝑛) в

(1) и (2) тоже должны расходиться непосредственно справа от сингулярности
ряда (4) (благодаря тому, что lim

𝑛Ñ8
𝑛

1
𝑛 “ 1), уравнение (3) должно выражать

точный радиус сходимости именно для ряда (4) или ряда
ř

𝑛2𝑏𝑛𝑧
𝑛´1, где степень

активности уменьшена на единицу с целью сделать ряд безразмерным. Тогда
согласно теореме Коши—Адамара [16],

lim
𝑛Ñ8

`

𝑛2𝑏𝑛
˘

“ 𝑧
´p𝑛´1q
0 ,

что, в свою очередь, позволяет определить приводимый групповой интеграл до-
статочно высокого порядка 𝑛:

𝑏𝑛 « 𝑛´2𝑧
´p𝑛´1q
0 . (5)

2. Результаты расчетов для модели решеточного газа Ли—Янга. Для
определения достаточно большого ряда приводимых групповых интегралов t𝑏𝑛u
решеточного газа (с целью использования их в расчетах изотерм с помощью урав-
нений (1) и (2) со стороны газообразных и конденсированных состояний соот-
ветственно) использовались два различных подхода: как традиционный, так и
основанный на уравнении (5).

«Традиционный» подход означает вычисление приводимого интеграла любо-
го порядка 𝑛 на основе известного ряда неприводимых интегралов t𝛽𝑘u с помо-
щью недавно полученного рекурсивного соотношения [5,13]:

𝑛2𝑏𝑛 “ 𝐵𝑛,𝑛´1, (6)

где

𝐵𝑛,𝑖 “ 𝑛
𝑖
ÿ

𝑘“1

𝑘

𝑖
𝛽𝑘𝐵𝑛,𝑖´𝑘.

Другой подход заключался в том, что с помощью рекурсивного соотношения
(6) вычислялись приводимые интегралы только до порядка, соответствующего
набору известных неприводимых интегралов (𝑛 ď 𝑘 ` 1), а значения приводимых
интегралов всех более высоких порядков определялись уже уравнением (5) (т. е.
на основе теоремы Коши—Адамара).

Изотермы уравнений (1) и (2) с различными наборами приводимых груп-
повых интегралов модели решеточного газа Ли—Янга t𝑏𝑛u до 𝑛 “ 10000 для
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двух докритических температур представлены на Рис. 1. Пунктиром показа-
ны изотермы, где весь набор приводимых интегралов определялся рекурсив-
ным соотношением (6) на основе набора первых шести неприводимых интегралов
t𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4, 𝛽5, 𝛽6u. Сплошная линия соответствует набору t𝑏𝑛u, где на основе
того же набора неприводимых интегралов определялись только t𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5, 𝑏6, 𝑏7u,
а все остальные (до 𝑛 “ 10000) — с использованием уравнения (5). На этом же
рисунке горизонтальные отрезки показывают точное решение Ли—Янга [3] для
рассмотренных температур.

Наблюдаемая разница в поведении изотерм по мере приближения к обла-
сти фазового перехода является принципиальной. Изотермы уравнений (1) и (2)
с набором приводимых интегралов, для определения которых использовалось
уравнение (5), хоть и не совпадают с решением Ли—Янга в точности, но дают
значения давления при фазовом переходе принципиально более близкие друг к
другу и к точному решению по сравнению с изотермами, где весь набор t𝑏𝑛u
определялся с помощью соотношения (6).

Эти результаты вполне объяснимы: уравнение (5), по сути, гарантирует рас-
ходимость рядов по степеням активности в (1) и (2) (т.е. скачок плотности или
фазовый переход) при значении активности 𝑧0 из (3), которое в точности со-
ответствует решению Ли—Янга. С учетом того, что хотя бы несколько первых
приводимых интегралов также определены точно, совсем не удивительно, что
значения давления и плотности в точках насыщения и кипения тоже оказывают-
ся близки к точному решению.

С другой стороны, не такие существенные как полученные ранее (при «тра-
диционном» определении групповых интегралов), но все еще заметные отличия
от точного решения тоже довольно легко объяснимы: в наборе t𝑏𝑛u теперь точно
определяются только несколько первых интегралов и асимптотические значения
интегралов очень высоких порядков, в то время как значения t𝑏𝑛u «средних» по-
рядков задаются очень приблизительно (в абсолютно необоснованном предполо-
жении, что они должны определяться тем же асимптотическим выражением (5),
что и интегралы высоких порядков).

Заключение.
В работе показано, как установленная недавно [12] для модели решеточного

газа точная информация о радиусе сходимости [см. уравнение (3)] вириальных
рядов по степеням активности и обратной активности [см. уравнения (1) и (2)]
позволяет определить приводимые групповые интегралы t𝑏𝑛u высоких порядков
без использования каких-либо дополнительных данных [см. уравнение (5)].

Непосредственные расчеты показали, что уравнения состояния решеточно-
го газа с определенным таким образом [т.е. с использованием уравнения (5)]
набором приводимых интегралов принципиально точнее описывают состояния,
близкие к фазовому переходу (в окрестностях точек насыщения и кипения), по
сравнению с уравнениями, где весь набор интегралов t𝑏𝑛u (на практике, просто
большой набор) определяется только на основе ограниченного набора известных
неприводимых интегралов (вириальных коэффициентов).

Несмотря на то, что предложенный метод определения приводимых инте-
гралов все еще является приближенным (по сути, точно определяются только
несколько первых приводимых интегралов и интегралы самых высоких поряд-
ков), он может иметь большие перспективы для дальнейшего развития и уточ-
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нения.
Важным является уже сам факт того, что при определении вириального ря-

да существуют возможности «двигаться» одновременно с двух направлений: как
со стороны низких порядков, так и бесконечных. В перспективе дальнейшее по-
вышение точности становится возможным уже только за счет более «реалистич-
ных» аппроксимаций групповых интегралов «средних» порядков. Кроме того,
несмотря на то, что в данной работе рассматривались исключительно уравнения
с приводимыми групповыми интегралами, некоторые дополнительные возмож-
ности могут открыться при исследовании соответствующей асимптотики строго
связанных с ними неприводимых интегралов (или вириальных коэффициентов).

Также можно отметить то, что представленные в работе результаты отно-
сятся пока только к специфической модели двумерного решеточного газа, для
которой существует точное решение Ли—Янга, хотя сами по себе базовые урав-
нения (3) и (5) остаются абсолютно применимыми и для более сложных моделей,
а это, в свою очередь, тоже открывает дополнительные перспективы для даль-
нейших исследований.
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Taylor / J. Hadamard // Journal de Mathématiques Pures et Appliquées – 1892. – V. 8,
№. 4 – P. 101-186.

Ушкац С. Ю., Ушкац М. В., Алєксєєв О. М.
Груповi iнтеграли високих порядкiв для моделi ґраткового газу

Резюме

У роботi запропоновано новий метод визначення звiдних групових iнтегралiв високих
порядкiв для вiдомої статистичної моделi ґраткового газу на основi теореми Кошi—Ада-
мара та нещодавно отриманої точної iнформацiї стосовно радiуса збiжностi вiрiальних
розкладiв для тиску й густини за степенями активностi. У порiвняннi з попереднiми до-
слiдженнями (в яких увесь ряд звiдних групових iнтегралiв визначався лише на основi
дуже обмеженого числа незвiдних iнтегралiв низьких порядкiв) запропонований комбi-
нований метод апроксимацiї звiдних групових iнтегралiв дає теоретичнi значення тиску
в точках насичення й кипiння суттєво ближчi одне до одного та до розв’язку Лi—Янга
для двовимiрного ґраткового газу.
Ключовi слова: ґратковий газ, вiрiальний ряд, груповий iнтеграл, теорема Кошi—
Адамара, радiус збiжностi .

Ushcats S. Y., Ushcats M. V., Alekseev A. N.
High-order cluster integrals for the lattice-gas model

Summary

In the paper, for the known statistical lattice-gas model, a new method is proposed to define

the high-order reducible cluster integrals on the basis of the Cauchy–Hadamard theorem and

recently established strict information about the convergence radius of the virial expansions

for pressure and density in powers of activity. Compared with previous studies (where the

whole set of reducible cluster integrals were evaluated on the basis of the extremely limited

number of low-order irreducible integrals), the proposed complex method to approximate

the reducible cluster integrals yields the theoretical values of pressure at the saturation and

boiling points considerably close to each other as well as to the Lee–Yang solution for the

two-dimensional lattice gas.

Key words: lattice gas, virial series, cluster integral, Cauchy-Hadamard theorem, radius of

convergence .
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Диференцiальнi рiвняння другого порядку, що мiстять у правiй частинi й степене-
вi, й експоненцiальнi нелiнiйностi, вiдiграють важливу роль у розвитку якiсної теорiї
диференцiальних рiвнянь. Серед робiт, що стосуються встановлення асимптотичних зо-
бражень розв’язкiв, бiльшу частину складають дослiдження рiвнянь зi степеневими та з
правильно змiнними нелiнiйностями. Останнiм часом почався розгляд диференцiальних
рiвнянь, якi мiстять у правiй частинi експоненцiальнi та бiльш широкий клас функцiй,
нiж ескспоненцiальнi — швидко змiннi функцiї. У данiй роботi встановлюються асим-
птотичнi зображення розв’язкiв з повiльно змiнними похiдними одного нового класу
диференцiальних рiвнянь другого порядку з швидко та правильно змiнними нелiнiйно-
стями.
MSC: 34A34, 34C41, 34Е99.
Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння другого порядку, асимптотичнi зображення
розв’язкiв, швидко змiннi функцiї, правильно змiннi функцiї, повiльно змiннi першi
похiднi .
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Вступ. Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦2 “ 𝛼0𝑝p𝑡q𝜙0p𝑦q𝜙1p𝑦
1q, p1q

де 𝛼0 P t´1; 1u,𝑝 : r𝑎,𝜔rÑs0, ` 8r p´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8q, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 Ñs0, ` 8r
p𝑖 P t0,1uq є неперервними функцiями, 𝑌𝑖 P t0,˘8u, Δ𝑌𝑖 — або промiжок r𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖r∗,
або — s𝑌𝑖,𝑦

0
𝑖 s. Крiм того, будемо вважати, що функцiя 𝜙1 є правильно змiнною

при 𝑦 Ñ 𝑌1 p𝑦 P Δ𝑌1
q порядку 𝜎1 ( [3], c.10-15), а функцiя 𝜙0 двiчи неперервно

диференцiйовна, строго монотонна на Δ𝑌0
та така, що

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙0p𝑦q P t0,`8u, lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙0p𝑦q𝜙
2
0p𝑦q

`

𝜙10p𝑦q
˘2 “ 1. p2q

В силу умов (2) функцiя 𝜙0 та її похiдна першого порядку є (см. [1], с. 91-92)
швидко змiнними при прямуваннi аргументу до 𝑌0.

У силу властивостей функцiї 𝜙0 та теореми 3.10.8 з роботи [2] функцiя 𝜙0

та її похiдна першого порядку належать класу функцiй Γ, який був введений
Л. Ханом (см., наприклад, [2], с. 75), а також класу Γ𝑌0p𝑍0q, який був введений
у роботi [6] як узагальнення класу Γ.

∗При 𝑌𝑖 “ `8(𝑌𝑖 “ ´8) вважаємо, що 𝑦0
𝑖 ą 0 (𝑦0

𝑖 ă 0) вiдповiдно.

Надiйшла 12.07.2018 © Чепок О. О., 2018
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У монографiї V. Maric [1] було розглянуто рiвняння виду (1), де функцiя 𝜙1 ”

1, 𝑝 є правильно змiнною функцiєю при 𝑡Ñ `8, 𝜙0 є швидко змiнною функцiєю
при прямуваннi аргументу до нуля праворуч. Для таких рiвнянь були отриманi
асимптотичнi зображення для всiх додатних розв’язкiв, що прямують до нуля, а
також їх похiдних першого порядку. У роботах В. М. Євтухова, А. Г. Чернiкової
( [5]– [7]) було розглянуто диференцiальне рiвняння виду (1), у якому 𝜙1 ” 1, для
цього рiвняння були встановленi необхiднi i достатнi умови iснування правильно
та швидко змiнних розв’язкiв при 𝑡 Ò 𝜔.

У данiй роботi результати отримано для загального виду рiвняння (1), що
потребує змiни методики дослiджень у порiвняннi з попереднiми результатами.

Основнi результати

Означення 1. [4] Розв’язок 𝑦, визначений на r𝑡0,𝜔rĂ r𝑎,𝜔r, рiвняння (1)
будемо називати 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,𝜆0q-розв’язком (´8 ď 𝜆0 ď `8), якщо

𝑦p𝑖q : r𝑡0,𝜔rÝÑ Δ𝑌𝑖
, lim

𝑡Ò𝜔
𝑦p𝑖qp𝑡q “ 𝑌𝑖 p𝑖 “ 0,1q, lim

𝑡Ò𝜔

p𝑦1p𝑡qq2

𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q
“ 𝜆0. p3q

Метою даної роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iснування у
рiвняння (1) 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1, ˘ 8q-розв’язкiв, а також асимптотичних зображень при
𝑡 Ò 𝜔 для цих розв’язкiв та їх похiдних першого порядку. При цьому було засто-
совано методику, що використовувалась у роботах В. М. Євтухова та А. Г. Чер-
нiкової при дослiдженнi рiвнянь виду (1), де 𝜙1 ” 1.

Згiдно з лемою 2.1. роботи [4] випливають наступнi твердження стосовно
асимптотичних властивостей таких розв’язкiв.

Лема 1.

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“ r1` 𝑜p1qs,

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“ 𝑜p1q при 𝑡 Ò 𝜔, p4q

де

𝜋𝜔p𝑡q “

$

&

%

𝑡, якщо 𝜔 “ `8,

𝑡´ 𝜔, якщо 𝜔 ă `8.

Означення 2. Нехай 𝑌 P t0,8u, Δ𝑌 — деякий однобiчний окiл 𝑌 . Непе-
рервно диференцiйовна функцiя 𝐿 : Δ𝑌 Ñs0;`8r називається нормалiзованою
повiльно змiнною функцiєю при 𝑦 Ñ 𝑌 p𝑦 P Δ𝑌 q ( [1], с. 2–3), якщо

lim
𝑦Ñ𝑌
𝑦PΔ𝑌

𝑦𝐿1p𝑦q

𝐿p𝑦q
“ 0.

Означення 3. Говорять, що повiльно змiнна при 𝑦 Ñ 𝑌 p𝑦 P Δ𝑌 q функцiя
𝜃 : Δ𝑌 Ñs0;`8r задовiльняє умову 𝑆 при прямуваннi аргументу до 𝑌 (див.,
наприклад, у [4]), якщо для будь-якої нормалiзованої повiльно змiнної при 𝑦 Ñ
𝑌 p𝑦 P Δ𝑌 q функцiї 𝐿 : Δ𝑌 Ñs0;`8r має мiсце спiввiдношення

𝜃p𝑦𝐿p𝑦qq “ 𝜃p𝑦qp1` 𝑜p1qq при 𝑦 Ñ 𝑌 p𝑦 P Δ𝑌 q.
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Отримано наступну терему.

Теорема 1. Нехай 𝜎1 ‰ 1, функцiя 𝜙1p𝑦
1q|𝑦1|´𝜎1 задовольняє умову 𝑆 при

𝑦1 Ñ 𝑌1 p𝑦1 P Δ𝑌1
q. Тодi кожен 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,˘8q-розв’язок диференцiального рiв-

няння p1q може бути представлений у виглядi

𝑦p𝑡q “ 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q, p5q

де 𝐿 : r𝑡0,𝜔rÑ 𝑅 – двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

𝑦00𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q ą 0, 𝐿1p𝑡q ‰ 0 при 𝑡 P r𝑡1,𝜔r p𝑡0 ď 𝑡1 ă 𝜔q, p6q

lim
𝑡Ò𝜔

𝐿p𝑡q P t0;˘8u, lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q “ 𝑌0, lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
1p𝑡q

𝐿p𝑡q
“ 0. p7q

При цьому у випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
2p𝑡q

𝐿1p𝑡q
p8q

мають мiсце наступнi спiввiдношення

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
2p𝑡q

𝐿1p𝑡q
“ ´1, 𝛼0𝐿

1p𝑡q ą 0 при 𝑡 P r𝑡1,𝜔rp𝑡0 ď 𝑡1 ă 𝜔q, p9q

𝑝p𝑡q “
𝛼0𝐿

1p𝑡q

𝜙1p𝐿p𝑡qq𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p10q

Доведення. Нехай функцiя 𝑦 : r𝑡0,𝜔rÑ Δ𝑌0
𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1, ˘ 8q є розв’язком

рiвняння (1). Тодi даний розв’язок та його похiднi першого та другого порядкiв
зберiгають знак на деякому промiжку r𝑡1,𝜔rp𝑡0 ď 𝑡1 ă 𝜔q та виконуються умо-
ви (4). У силу першої з цих умов iснує ( [3], с. 15) така нормалiзована повiльно
змiнна при 𝑡 Ò 𝜔 функцiя 𝐿p𝑡q : r𝑡0,𝜔rÝÑ 𝑅, яка задовольняє першу з умов (6) та
останню з умов (7), що має мiсце асимптотичне зображення (5).

З (4) та (5) випливає, що

𝑦1p𝑡q “ 𝐿p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔, p11q

звiдки, зважаючи на (3), виконуються перша та друга з умов (7).
З (5), (11) та оскiльки 𝑦 є розв’язком рiвняння (1), то має мiсце рiвнiсть

2𝐿1p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡qp𝑡q𝐿
2p𝑡q “ 𝛼0𝑝p𝑡q𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq𝜙1p𝑦

1p𝑡qq. p12q

У випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi (8), використовуючи
правило Лопiталя у формi Штольца, з урахуванням умов (6) та (7), маємо

0 “ lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
1p𝑡q

𝐿p𝑡q
“ 1` lim

𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔𝐿
2p𝑡q

𝐿1p𝑡q
,

звiдки випливає перша з умов (9). З останнього та (12) маємо

𝛼0𝑝p𝑡q𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq𝜙1p𝑦
1p𝑡qq “ 𝐿1p𝑡q

„

2`
𝜋𝜔p𝑡q𝐿

2p𝑡q

𝐿1p𝑡q



“ 𝐿1p𝑡qr1`𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.



Розв’язки з повiльно змiнними похiдними 111

Так як функцiя 𝜃1 задовольняє умову 𝑆 та виконується (11), то

𝛼0𝑝p𝑡q𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq𝜙1p𝐿p𝑡qq “ 𝐿1p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.

Отже, справедливими є друга з умов (9) та асимпотичне зображення (10).
Теорема доведена.

Означення 4. Будемо говорити, що виконується умова 𝑁 , якщо для деякої
неперервно диференцiйовної функцiї 𝐿p𝑡q : r𝑡0,𝜔rÝÑ 𝑅p𝑡0 P r𝑎,𝜔rq, яка задовольняє
умови (5)–(7) та (9), має мiсце зображення

𝑝p𝑡q “
𝛼0𝐿

1p𝑡q

𝜙1p𝐿p𝑡qq𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
r1` 𝑟p𝑡qs, p13q

де 𝑟p𝑡q : r𝑡0,𝜔rÝÑs´ 1;`8r — неперервна функцiя, яка прямує до нуля при 𝑡 Ò 𝜔.

Введемо наступнi позначення

𝜇0 “ sign𝜙10p𝑦q, 𝜃1p𝑦
1q “ 𝜙1p𝑦

1q|𝑦1|´𝜎1 ,

𝐻p𝑡q “
𝐿2p𝑡q𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝐿1p𝑡q𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
, 𝑞1p𝑡q “

´

𝜙10p𝑦q
𝜙0p𝑦q

¯1

´

𝜙10p𝑦q
𝜙0p𝑦q

¯2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q

,

𝑒1p𝑡q “ 1`
𝜋𝜔p𝑡q𝐿

1p𝑡q

𝐿p𝑡q
, 𝑒2p𝑡q “ 2`

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
2p𝑡q

𝐿1p𝑡q
.

Для цих функцiй у силу (2) та (7) виконуються наступнi твердження:
1)

lim
𝑡Ò𝜔

𝑒1p𝑡q “ lim
𝑡Ò𝜔

𝑒2p𝑡q “ 1, p14q

lim
𝑡Ò𝜔

𝐻p𝑡q “ ˘8, lim
𝑡Ò𝜔

𝑞1p𝑡q “ 0, p15q

2) якщо iснує границя

lim
𝑡Ò𝜔

𝐿p𝑡q

𝐿1p𝑡q
¨
𝐻 1p𝑡q

|𝐻p𝑡q|
3
2

,

тодi

lim
𝑡Ò𝜔

𝐿p𝑡q

𝐿1p𝑡q
¨
𝐻 1p𝑡q

|𝐻p𝑡q|
3
2

“ 0. p16q

Справедливою є наступна теорема.

Теорема 2. Нехай 𝜎1 ‰ 1, функцiя 𝜃1 задовольняє умову 𝑆, виконується
умова 𝑁 та

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
1p𝑡q

𝐿p𝑡q
|𝐻p𝑡q|

1
2 “ ˘8. p17q

Тодi якщо 𝛼0𝜇0 ą 0, то диференцiальне рiвняння (1) має однопараметричну
сiм’ю 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1, ˘ 8q-розв’язкiв, для кожного з яких мають мiсце наступнi
асимптотичнi зображення при 𝑡 Ò 𝜔.
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𝑦p𝑡q “ 𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ 𝑜p1q, p18q

𝑦1p𝑡q “ r𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿
1p𝑡qs ¨ r1` |𝐻p𝑡q|´

1
2 ¨ 𝑜p1qs. p19q

Доведення. До рiвняння (1) застосуємо перетворення

𝑦p𝑡q “ 𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
¨ 𝑧1p𝑡q,

𝑦1p𝑡q “ r𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿
1p𝑡qs ¨ r1` 𝑧2p𝑡qs.

Отримуємо систему диференцiальних рiвнянь

𝑧11 “ 𝐿p𝑡q ¨ 𝑒1p𝑡q ¨
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ r𝑞1p𝑡q𝑧1 ` 𝑧2s, p20q

𝑧12 “
𝐿1p𝑡q

𝐿p𝑡q
¨
𝑒2p𝑡q

𝑒1p𝑡q
ˆ

ˆ

„

𝛼0𝑝p𝑡q|𝑒1p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡q|
𝜎1𝜃1p𝐿p𝑡qq𝜙0p𝑌1p𝑡,𝑧2qq ¨𝐾p𝑡,𝑧2q

𝐿1p𝑡q ¨ 𝑒2p𝑡q
¨ r1` 𝑧2s

𝜎1 ´ r1` 𝑧2s



, p21q

де

𝐾p𝑡,𝑧2q “
𝜃1p𝑌2p𝑡,𝑧2qq

𝜃1p𝐿p𝑡qq
, 𝑌1p𝑡,𝑧1q “ 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `

𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ 𝑧1,

𝑌2p𝑡,𝑧2q “ r𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q𝐿
1p𝑡qs ¨ r1` 𝑧2s.

Так як функцiя r𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q𝐿
1p𝑡qs

𝐿p𝑡q
¨ r1` 𝑧2p𝑡qs є повiльно змiнною, функцiя 𝜃1

задовольняє умову 𝑆, то

lim
𝑡Ò𝜔

𝐾p𝑡,𝑧2q “ 1 рiвномiрно по 𝑧2 P

„

´
1

2
,
1

2



. p22q

У силу умови 𝑁

𝛼0𝑝p𝑡q|𝐿p𝑡q|
𝜎1𝜃1p𝐿p𝑡qq𝜙0p𝑌1p𝑡,𝑧1qq

𝐿1p𝑡q
“

𝜙0p𝑌1p𝑡,𝑧1qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
r1` 𝑟p𝑡qs.

Розкладаючи праву частину (23) при фiксованому 𝑡 P r𝑡1;𝜔r за формулою Ма-
клорена з залишком у формi Лагранжа, маємо

𝜙0p𝑌1p𝑡,𝑧1qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ r1` 𝑟p𝑡qs “ r1` 𝑟p𝑡qs ¨ p1` 𝑧1q `𝑅p𝑡,𝑧1q,

де

𝑅p𝑡,𝑧1q “ r1` 𝑟p𝑡qs ¨

𝜙20

ˆ

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

¨ 𝜉

˙

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ 𝑧21 ,
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|𝜉| ă |𝑧1|.

Оскiльки

𝑌 p𝑡,𝑧1q “ 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

»

–1`
1

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜉

fi

fl ,

з умов (2) та (7) випливає, що

𝜙20

ˆ

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
¨ 𝜉

˙

“

𝜙120

ˆ

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

¨ 𝜉

˙

𝜙0

ˆ

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

¨ 𝜉

˙ˆ

ˆr1` 𝑑1p𝑡,𝑧1qs,

де

lim
𝑡Ò𝜔

𝑑1p𝑡,𝑧1q= 0 рiвномiрно по 𝑧1 P

„

´
1

2
,
1

2



.

За лемою 1.2 з [7] так як 𝜙0,𝜙10 P Γ𝑌0p𝑍0q з додатковою функцiєю
𝑔p𝑦q “ 𝜙0p𝑦q

𝜙10p𝑦q
, тому справедливою є рiвнiсть

𝜙20

ˆ

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
¨ 𝜉

˙

“
𝜙120 p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
𝑒𝜉r1` 𝑑1p𝑡,𝑧1qs,

де

lim
𝑡Ò𝜔

𝑑1p𝑡,𝑧1q= 0 рiвномiрно по 𝑧1 P

„

´
1

2
,
1

2



.

Таким чином, показано, що для будь-якого 𝜀 ą 0 iснують такi 𝑡1 P r𝑡0;𝜔r та
0 ă 𝛿 ď 1

2 , що

|𝑅p𝑡,𝑧1q| ď p1` 𝜀q|𝑧1|
2 при 𝑡 P r𝑡1;𝜔r, |𝑧1| ď 𝛿.

Вибираємо довiльним чином число 𝜀 ą 0 та розглянемо систему (20)–(21) на
множинi

Ω “ r𝑡1;𝜔rˆ𝐷, де 𝐷 “ tp𝑧1; 𝑧2q P 𝑅2, |𝑧1| ď 𝛿, |𝑧2| ď
1

2
u.

Система (20)–(21) на Ω має вигляд:

𝑧11 “ 𝐿p𝑡q ¨ 𝑒1p𝑡q ¨
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ r𝑞1p𝑡q𝑧1 ` 𝑧2s, p23q

𝑧12 “
𝐿1p𝑡q

𝐿p𝑡q
¨
𝑒2p𝑡q

𝑒1p𝑡q
ˆ

ˆ r𝐴21p𝑡q𝑧1 `𝐴22p𝑡q𝑧2 `𝑅1p𝑡,𝑧1,𝑧2q `𝑅2p𝑡,𝑧1,𝑧2qs , p24q
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де

𝐴21p𝑡q “
r1` 𝑟p𝑡qs ¨𝐾p𝑡,𝑧2q𝑒

𝜎1
1 p𝑡q

𝑒2p𝑡q
, 𝐴22p𝑡q “ 𝐴21 ¨ 𝜎1 ´ 1,

𝑅1p𝑡,𝑧1,𝑧2q “ 𝐴21p𝑡q ´ 1,

𝑅2p𝑡,𝑧1,𝑧2q “ 𝐴21p𝑡q𝑧1pr1` 𝑧2s
𝜎1 ´ 1q `

𝐴21p𝑡q𝑅p𝑡,𝑧1q

1` 𝑟p𝑡q
r1` 𝑧2s

𝜎1`

`𝐴21p𝑡qpr1` 𝑧2s
𝜎1 ´ 1´ 𝜎1𝑧2q.

Зауважимо, що
lim
𝑡Ò𝜔

𝐴21 “ 1,

lim
𝑡Ò𝜔

𝐴22 “ 𝜎1 ´ 1,

lim
𝑡Ñ`8

𝑅1p𝑡; 𝑧1; 𝑧2q= 0 рiвномiрно по 𝑧1, 𝑧2 : |𝑧𝑖| ă
1

2
, 𝑖 “ 1,2.

lim
𝑡Ñ`8

𝑅2p𝑡; 𝑧1; 𝑧2q

|𝑧1| ` |𝑧2|
= 0 .

Застосуємо до системи (23)–(24) додаткове перетворення

𝑧1p𝑡q “ 𝑣1p𝑡q, p25q

𝑧2p𝑡q “ |𝐻p𝑡q|
´ 1

2 𝑣2p𝑡q. p26q

У результатi отримаємо

𝑣11 “ ℎp𝑡qr𝑐11p𝑡q𝑣1 ` 𝑐12𝑣2s, p27q

𝑣12 “ ℎp𝑡q

«

1

2

𝐻 1p𝑡qsign𝐻p𝑡q
|𝐻p𝑡q|

3
2

𝑣2 `
𝑒2p𝑡q

𝑒21p𝑡q
𝐴21𝑣1`

`
𝑒2p𝑡q

𝑒21p𝑡q

𝐴22

|𝐻p𝑡q|
1
2

𝑣2`
𝑒2p𝑡q

𝑒21p𝑡q
𝑅1p𝑡,𝑣1,|𝐻p𝑡q|

´ 1
2 𝑣2p𝑡qq`

𝑒2p𝑡q

𝑒21p𝑡q
𝑅2p𝑡,𝑣1,|𝐻p𝑡q|

´ 1
2 𝑣2p𝑡qq

ff

, p28q

де

ℎp𝑡q “
𝐿1p𝑡q𝑒1p𝑡q

𝐿p𝑡q
|𝐻p𝑡q|

1
2 , 𝑐11 “ 𝛼0𝜇0𝑞1p𝑡q|𝐻p𝑡q|

1
2 , 𝑐12 “ 𝛼0𝜇0. p29q

З (6), (7), (22) та (23)
𝑡ˆ

𝑡1

ℎp𝜏q𝑑𝜏 “ ˘8. p30q

З (14)–(16), (22) та (23) маємо

lim
𝑡Ò𝜔

𝑐12p𝑡q “ 𝛼0𝜇0, p31q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑒2p𝑡q

𝑒21p𝑡q

𝐴22

|𝐻p𝑡q|
1
2

“ 0, p31q
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lim
𝑡Ò𝜔

1

2

𝐻 1p𝑡qsign𝐻p𝑡q
|𝐻p𝑡q|

3
2

“ 0. p32q

Оскiльки

𝐻 1p𝑡q “

ˆ

𝐿2p𝑡q

𝐿1p𝑡q

˙1

¨
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
`
𝐿2p𝑡q

𝐿1p𝑡q
¨ p𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq ¨

ˆ

𝜙10p𝑦q

𝜙0p𝑦q

˙1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q

,

то
ˆ

𝜙10p𝑦q

𝜙0p𝑦q

˙1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q

“
𝐻 1p𝑡q

𝐿2p𝑡q
𝐿1p𝑡q ¨ p𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

´
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
ˆ

ˆ

𝐿2
p𝑡q

𝐿1p𝑡q

𝐿2p𝑡q
𝐿1p𝑡q ¨ p𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

.

З останнього, з (7) та (9) маємо

𝑞1p𝑡q|𝐻p𝑡q|
1
2 “

𝐿p𝑡q

𝐿1p𝑡q𝑒1p𝑡q
¨
𝐻 1p𝑡q

|𝐻p𝑡q|
3
2

´
1` 𝑜p1q

𝜋𝜔p𝑡q𝐿1p𝑡q
𝐿p𝑡q ¨ 𝑒1p𝑡q|𝐻p𝑡q|

1
2 ¨ sign𝐻 1p𝑡q

при 𝑡 Ò 𝜔.

p33q
У (33) перший доданок справа прямує до нуля, у силу (16), а другий теж прямує
до нуля у силу умови (17).

Отже,
lim
𝑡Ò𝜔

𝑐11p𝑡q “ 0.

Характеристичне рiвняння граничної матрицi коефiцiєнтiв при 𝑣1 та 𝑣2
ˆ

0 𝛼0𝜇0

1 0

˙

має вигляд
𝜌2 ´ 𝛼0𝜇0 “ 0.

З умов теореми випливає, що у цього рiвняння рiвно два дiйсних коренi рiзних
знакiв.

Отримуємо, що для системи диференцiальних рiвнянь (27)–(28) виконано всi
умови теореми 2.2 з [8]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (27)–(28) має однопа-
раметричне сiмейство розв’язкiв t𝑣𝑖u2𝑖“1 : r𝑡˚,`8rÝÑ R2 p𝑡˚ ě 𝑡1q, якi прямують
до нуля при 𝑡Ò𝜔. Цим розв’язкам вiдповiдають розв’язки 𝑦 : r𝑡˚,`8rÝÑ R p𝑡˚ě 𝑡1q
рiвняння (1), що допускають при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотичнi зображення (18)–(19).

В силу вигляду цих зображень ясно, що отриманi розв’язки є 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,˘8q-
розв’язками рiвняння (1). Теорема повнiстю доведена.

Висновки. Диференцiальнi рiвняння другого порядку, що мiстять у правiй
частинi й степеневi, й експоненцiальнi нелiнiйностi, вiдiграють важливу роль у
розвитку якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь. Серед робiт, що стосуються
встановлення асимптотичних зображень розв’язкiв, бiльшу частину складають
дослiдження рiвнянь зi степеневими та з правильно змiнними нелiнiйностями.
Останнiм часом почався розгляд диференцiальних рiвнянь, якi мiстять у правiй
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частинi експоненцiальнi та бiльш широкий клас функцiй, нiж експоненцiальнi —
швидко змiннi функцiї. У данiй роботi встановлено асимптотичнi зображення
розв’язкiв з повiльно змiнними похiдними одного нового класу диференцiальних
рiвнянь другого порядку з швидко та правильно змiнними нелiнiйностями.
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Чепок О. О.
Асимптотические представления решений с медленно меняющимися произ-
водными уравнений второго порядка с правильно и быстро меняющимися
нелинейностями

Резюме

Дифференциальные уравнения второго порядка, содержащие в правой части и степен-
ные, и экспоненциальные нелинейности, играют важную роль в развитии качественной
теории дифференциальных уравнений. Среди работ, касающихся установления асимп-
тотических представлений решений, большую часть составляют исследования уравне-
ний со степенными и с правильно меняющимися нелинейностями. В последнее время
началось рассмотрение дифференциальных уравнений, содержащих в правой части экс-
поненциальные, и более широкий класс функций, чем эскспоненциальные — быстро ме-
няющиеся функции. В данной работе устанавливаются асимптотические представления
решений c медленно меняющимися производными первого порядка одного нового клас-
са дифференциальных уравнений второго порядка с быстро и правильно меняющимися
нелинейностями.
Ключевые слова: дифференциальные уравнения второго порядка, асимптотические
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представления решений,быстро меняющиеся функции, правильно меняющиеся функ-
ции, медленно меняющиеся производные первого порядка .

Chepok O.O.
Asymptotic representations of solutions with slowly varying derivatives of the
second order differential equations with rapidly and regularly varying non-
linearities

Summary

Second-order differential equations with power and exponential nonlinearities on the right

hand side play an important role in the development of a qualitative theory of differential

equations. The authors of most works devoted to the establishment of asymptotic representa-

tions of solutions investigate equations with power and with regularly varying nonlinearities.

Recently, the consideration of differential equations with exponential and a wider class than

exponential functions - rapidly varying functions - has begun. In this paper, the asymptotic

representations of solutions with slowly varying first-order derivatives of some new class of

second-order differential equations with rapidly and regularly varying nonlinearities are es-

tablished.

Key words: second-order differential equations, asymptotic representations of solutions, rapidly

varying functions, regularly varying functions, slowly varying first-order derivatives.
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Introduction. In the theory of linear systems of differential equations is well
known the Floquet-Lyapunov theorem [1]. The fundamental matrix 𝑋p𝑡q of the linear
homogeneous system

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝐴p𝑡q𝑥, 𝑡 P R, p1q

where 𝐴p𝑡q – is a continuous 𝑇 -periodic matrix, has a kind:

𝑋p𝑡q “ 𝐹 p𝑡q 𝑒𝑡𝐾 ,

where 𝐹 p𝑡q – is a 𝑇 -periodic matrix, and 𝐾 – is a constant matrix.
There exists many analogues of this theorem for the linear systems of different

types, for example, for the systems with quasiperiodic coefficients [2], for the countable
systems of differential equations [3], for the differential equations in the Banach spaces
[4] and other.

The purpose of this paper is to obtain the kind of the fundamental matrix of
the linear systems of the differential equations whose coefficients are represented as
an absolutely and uniformly convergent Fourier-series with slowly varying coefficients
and frequency by the condition of the some resonance relations.

Notation. Let 𝐺p𝜀0q “ t𝑡,𝜀 : 0 ă 𝜀 ă 𝜀0, ´ 𝐿𝜀
´1 ď 𝑡 ď 𝐿𝜀´1, 0 ă 𝐿 ă `8u.

Definition 1. We say, that a function 𝑝p𝑡,𝜀q belongs to a class 𝑆0p𝑚; 𝜀0q
(𝑚 P NY t0u), if

1) 𝑝 : 𝐺p𝜀0q Ñ C, 2) 𝑝p𝑡,𝜀q P 𝐶𝑚p𝐺p𝜀0qq with respect 𝑡;
3) 𝑑𝑘𝑝p𝑡,𝜀q{𝑑𝑡𝑘 “ 𝜀𝑘𝑝˚𝑘p𝑡,𝜀q p0 ď 𝑘 ď 𝑚q,

}𝑝}𝑆0p𝑚;𝜀0q
𝑑𝑒𝑓
“

𝑚
ÿ

𝑘“0

sup
𝐺p𝜀0q

|𝑝˚𝑘p𝑡,𝜀q| ă `8.

Under the slowly varying function we mean the function of the class 𝑆0p𝑚; 𝜀0q.

Received 30.08.2018 © Shchogolev S. A. , 2018
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Definition 2. We say, that a function 𝑓p𝑡,𝜀,𝜃p𝑡,𝜀qq belongs to a class 𝐹0p𝑚; 𝜀0; 𝜃q
p𝑚 P NY t0uq, if this function can be represented as:

𝑓p𝑡,𝜀,𝜃p𝑡,𝜀qq “
8
ÿ

𝑛“´8

𝑓𝑛p𝑡,𝜀q exp p𝑖𝑛𝜃p𝑡,𝜀qq,

and:
1) 𝑓𝑛p𝑡,𝜀q P 𝑆0p𝑚; 𝜀0q;
2)

}𝑓}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q
𝑑𝑒𝑓
“

8
ÿ

𝑛“´8

}𝑓𝑛}𝑆0p𝑚;𝜀0q ă `8,

3) 𝜃p𝑡,𝜀q “
𝑡́

0

𝜙p𝜏,𝜀q𝑑𝜏 , 𝜙p𝑡,𝜀q P R`, 𝜙p𝑡,𝜀q P 𝑆0p𝑚; 𝜀0q, inf
𝐺p𝜀0q

𝜙p𝑡,𝜀q “ 𝜙0 ą 0.

State some properties of the functions of the classes 𝑆0p𝑚; 𝜀0q, 𝐹0p𝑚; 𝜀0; 𝜃q (the
proofs are given in [5]). Let 𝑘 “ const, 𝑝,𝑞 P 𝑆0p𝑚; 𝜀0q, 𝑢,𝑣 P 𝐹0p𝑚; 𝜀0; 𝜃q. Then 𝑘𝑝,
𝑝˘𝑞, 𝑝𝑞 belongs to the class 𝑆0p𝑚; 𝜀0q, 𝑘𝑢, 𝑢˘𝑣, 𝑢𝑣 belongs to the class 𝐹0p𝑚; 𝜀0; 𝜃q,
and

1) }𝑘𝑝}𝑆0p𝑚;𝜀0q “ |𝑘| ¨ }𝑝}𝑆0p𝑚;𝜀0q.
2) }𝑝˘ 𝑞}𝑆0p𝑚;𝜀0q ď }𝑝}𝑆0p𝑚;𝜀0q ` }𝑞}𝑆0p𝑚,𝜀0q.
3) }𝑝𝑞}𝑆0p𝑚;𝜀0q ď 2𝑚}𝑝}𝑆0p𝑚;𝜀0q}𝑞}𝑆0p𝑚;𝜀0q.
4) }𝑘𝑢}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q “ |𝑘| ¨ }𝑢}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q.
5) }𝑢˘ 𝑣}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q ď }𝑢}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q ` }𝑣}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q.
6) }𝑢𝑣}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q ď 2𝑚}𝑢}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q ¨ }𝑣}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q.
Definition 3. We say, that a vector-function 𝑎p𝑡,𝜀q “ colonp𝑎1p𝑡,𝜀q, . . . ,𝑎𝑁 p𝑡,𝜀qq

belongs to a class 𝑆1p𝑚; 𝜀0q, if 𝑎𝑗p𝑡,𝜀q P 𝑆0p𝑚; 𝜀0q p𝑗 “ 1,𝑁q. We say, that a matrix-
function 𝐴p𝑡,𝜀q “ p𝑎𝑗𝑘p𝑡,𝜀qq𝑗,𝑘“1,𝑁 belongs to a class 𝑆2p𝑚; 𝜀0q, if 𝑎𝑗𝑘p𝑡,𝜀q P 𝑆0p𝑚; 𝜀0q

p𝑗,𝑘 “ 1,𝑁q.
We define the norms:

}𝑎p𝑡,𝜀q}𝑆1p𝑚;𝜀0q “ max
1ď𝑗ď𝑁

}𝑎𝑗p𝑡,𝜀q}𝑆0p𝑚;𝜀0q,

}𝐴p𝑡,𝜀q}𝑆2p𝑚;𝜀0q “ max
1ď𝑗ď𝑁

𝑁
ÿ

𝑘“1

}𝑎𝑗𝑘p𝑡,𝜀q}𝑆0p𝑚;𝜀0q.

Definition 4. We say, that a vector-function 𝑏p𝑡,𝜀,𝜃q “ colonp𝑏1p𝑡,𝜀,𝜃q, . . . ,𝑏𝑁 p𝑡,𝜀,𝜃qq
belongs to a class 𝐹1p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, if 𝑏𝑗p𝑡,𝜀,𝜃q P 𝐹0p𝑚; 𝜀0; 𝜃q p𝑗 “ 1,𝑁q. We say, that
a matrix-function 𝐵p𝑡,𝜀,𝜃q “ p𝑏𝑗𝑘p𝑡,𝜀,𝜃qq𝑗,𝑘“1,𝑁 belongs to a class 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, if

𝑏𝑗𝑘p𝑡,𝜀,𝜃q P 𝐹0p𝑚; 𝜀0; 𝜃q p𝑗,𝑘 “ 1,𝑁q.
We define the norms:

}𝑏p𝑡,𝜀,𝜃q}𝐹1p𝑚;𝜀0;𝜃q “ max
1ď𝑗ď𝑁

}𝑏𝑗p𝑡,𝜀,𝜃q}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q,

}𝐵p𝑡,𝜀,𝜃q}𝐹2p𝑚;𝜀0;𝜃q “ max
1ď𝑗ď𝑁

𝑁
ÿ

𝑘“1

}𝑏𝑗𝑘p𝑡,𝜀,𝜃q}𝐹0p𝑚;𝜀0;𝜃q.
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Thus, the matrix 𝐵p𝑡,𝜀,𝜃q has a kind:

𝐵p𝑡,𝜀,𝜃q “
8
ÿ

𝑛“´8

𝐵𝑛p𝑡,𝜀q expp𝑖𝑛𝜃p𝑡,𝜀qq,

where 𝐵𝑛p𝑡,𝜀q P 𝑆2p𝑚; 𝜀0q, and

}𝐵p𝑡,𝜀,𝜃q}𝐹2p𝑚;𝜀0;𝜃q ď

8
ÿ

𝑛“´8

}𝐵𝑛p𝑡,𝜀q}𝑆2p𝑚;𝜀0q.

It is easy to obtain, that, if 𝐴,𝐵 P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, then 𝐴𝐵 P 𝐹2p𝑚; 𝜀; 𝜃q, and

}𝐴𝐵}𝐹2p𝑚;𝜀0;𝜃q ď 2𝑚}𝐴}𝐹2p𝑚;𝜀0;𝜃q ¨ }𝐵}𝐹2p𝑚;𝜀0;𝜃q. p2q

For 𝐴p𝑡,𝜀,𝜃q P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q we denote:

Γ𝑛r𝐴s “
1

2𝜋

2𝜋ˆ

0

𝐴p𝑡,𝜀,𝜃q expp´𝑖𝑛𝜃q𝑑𝜃 p𝑛 P Zq.

Main Results

1. Statement of the problem. We consider the next system of differential
equations:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ pΛp𝑡,𝜀q ` 𝜀𝑃 p𝑡,𝜀,𝜃qq𝑥, p3q

where 𝜀 P p0,𝜀0q, Λp𝑡,𝜀q “ diagp𝜆1p𝑡,𝜀q, . . . ,𝜆𝑁 p𝑡,𝜀qq P 𝑆2p𝑚; 𝜀0q,
𝑃 p𝑡,𝜀,𝜃q P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q.

We study the problem about the structure of fundamental matrix of the system
(3).

2. Auxiliary results. Consider the linear homogeneous system:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝜀𝐴p𝑡,𝜀q𝑥, p4q

where 𝜀 P p0,𝜀0q, 𝐴p𝑡,𝜀q “ p𝑎𝑗𝑘p𝑡,𝜀qq𝑗,𝑘“1,𝑁 P 𝑆2p𝑚; 𝜀0q. Then there exists the ma-
trizant 𝑋p𝑡,𝜀q of the system (4).

Lemma 1. If 𝑋p𝑡,𝜀q – is the matrizant of the system (4), then 𝑋p𝑡,𝜀q, 𝑋´1p𝑡,𝜀q
belongs to the class 𝑆2p𝑚; 𝜀0q.

Proof. The matrix 𝑋p𝑡,𝜀q – is satisfied to matrix integral equation:

𝑋p𝑡,𝜀q “ 𝐸 ` 𝜀

𝑡ˆ

0

𝐴p𝜏,𝜀q𝑋p𝜏,𝜀q𝑑𝜏, p5q

where 𝐸 – the unit matrix of order 𝑁 .
We used the Euclid norm:

}𝐴p𝑡,𝜀q} “

g

f

f

e

𝑁
ÿ

𝑗“1

𝑁
ÿ

𝑘“1

|𝑎𝑗𝑘p𝑡,𝜀q|2.
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Based on (5) we obtain:

}𝑋p𝑡,𝜀q} ď
?
𝑁 ` 𝜀

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑡ˆ

0

}𝐴p𝜏,𝜀q} ¨ }𝑋p𝜏,𝜀q}𝑑𝜏

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

By virtue generalized Gronwall-Bellman Lemma [3, pp. 25–27] we have:

}𝑋p𝑡,𝜀q} ď
?
𝑁 exp

¨

˝𝜀

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑡ˆ

0

}𝐴p𝜏,𝜀q}𝑑𝜏

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˛

‚.

Hence

sup
𝐺p𝜀0q

}𝑋p𝑡,𝜀q} ď
?
𝑁 exp

˜

𝐿 ¨ sup
𝐺p𝜀0q

}𝐴p𝑡,𝜀q}

¸

. p6q

We have:
𝑑𝑋p𝑡,𝜀q

𝑑𝑡
“ 𝜀𝐴p𝑡,𝜀q𝑋p𝑡,𝜀q. p7q

Differentiating the identity (7) p𝑚 ´ 1q times, we obtain, that 𝑋p𝑡,𝜀q belongs to the
class 𝑆2p𝑚; 𝜀0q.

Further we have:

𝑑p𝑋´1p𝑡,𝜀qq

𝑑𝑡
“ ´𝜀𝑋´1p𝑡,𝜀q𝐴p𝑡,𝜀q, 𝑋´1p0,𝜀q “ 𝐸. p8q

Then the matrix 𝑋´1p𝑡,𝜀q is satisfied to integral equation:

𝑋´1p𝑡,𝜀q “ 𝐸 ´ 𝜀

𝑡ˆ

0

𝑋´1p𝜏,𝜀q𝐴p𝜏,𝜀q𝑑𝜏. p9q

Hence

}𝑋´1p𝑡,𝜀q} ď
?
𝑁 ` 𝜀

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ 𝑡

0

}𝑋´1p𝜏,𝜀q} ¨ }𝐴p𝜏,𝜀q}𝑑𝜏

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

and by virtue the same generalized Gronwall-Bellman Lemma:

}𝑋´1p𝑡,𝜀q} ď
?
𝑁 exp

¨

˝𝜀

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑡ˆ

0

}𝐴p𝜏,𝜀q}𝑑𝜏

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˛

‚.

Differentiating the identity (8) p𝑚´1q times, we obtain, that 𝑋´1p𝑡,𝜀q belongs to the
class 𝑆2p𝑚; 𝜀0q also.

Lemma 1 are proved.

Lemma 2. Let we have the matrix equation

𝑑𝑋

𝑑𝑡
“ 𝜀𝐴p𝑡,𝜀,𝜃q, p10q
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where 𝜀 P p0,𝜀0q, 𝐴p𝑡,𝜀,𝜃q P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q. Then there exists the solution 𝑋p𝑡,𝜀,𝜃q of the
equation (10), which belongs to the class 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, and there exists 𝐾 P p0,`8q,
which not depending from 𝐴p𝑡,𝜀,𝜃q, such, that

}𝑋p𝑡,𝜀,𝜃q}𝐹2p𝑚;𝜀0;𝜃q ď 𝐾}𝐴p𝑡,𝜀,𝜃q}𝐹2p𝑚;𝜀0;𝜃q. p11q

Proof. We represent the matrix 𝐴p𝑡,𝜀,𝜃q in a form:

𝐴p𝑡,𝜀,𝜃q “
8
ÿ

𝑛“´8

𝐴𝑛p𝑡,𝜀q expp𝑖𝑛𝜃q,

where 𝐴𝑛p𝑡,𝜀q P 𝑆2p𝑚; 𝜀0q p𝑛 P Zq. We seek the solution of the equation (10) in a
form:

𝑋 “

8
ÿ

𝑛“´8

𝑋𝑛p𝑡,𝜀q expp𝑖𝑛𝜃q, p12q

where p𝑁 ˆ𝑁q-matrices 𝑋𝑛 p𝑛 P Zq must be defined. Then we have:

𝑑𝑋𝑛

𝑑𝑡
“ ´𝑖𝑛𝜙p𝑡,𝜀q𝑋𝑛 ` 𝜀𝐴𝑛p𝑡,𝜀q, 𝑛 P Z.

In case 𝑛 “ 0 we have:
𝑑𝑋0

𝑑𝑡
“ 𝜀𝐴0p𝑡,𝜀q. p13q

Consider the next solution of the equation (13):

𝑋0p𝑡,𝜀q “ 𝜀

𝑡ˆ

0

𝐴0p𝜏,𝜀q𝑑𝜏. p14q

Obviously, this solution belongs to the class 𝑆2p𝑚; 𝜀0q, and there exists
𝐾0 P p0,`8q such, that

}𝑋0p𝑡,𝜀q}𝑆2p𝑚;𝜀0q ď 𝐾0}𝐴0p𝑡,𝜀q}𝑆2p𝑚;𝜀0q. p15q

In case 𝑛 ‰ 0 we state:

𝑋𝑛 “ 𝜀𝑒´𝑖𝑛𝜃p𝑡,𝜀q

¨

˝𝐶𝑛p𝜀q `

𝑡ˆ

0

𝐴𝑛p𝜏,𝜀q𝑒
𝑖𝑛𝜃p𝜏,𝜀q𝑑𝜏

˛

‚, p16q

where matrices 𝐶𝑛p𝜀q are defined by formulas:

𝐶𝑛p𝜀q “
ř𝑚´1

𝑗“0 p´1q
𝑗 𝐷𝑗

p𝐴𝑛p𝑡,𝜀qq
p𝑖𝑛q𝑗`1𝜙p𝑡,𝜀q

ˇ

ˇ

ˇ

𝑡“0
,

and operators 𝐷𝑗 are defined by the formulas:

𝐷p𝑈q “
𝑑

𝑑𝑡

ˆ

𝑈p𝑡,𝜀q

𝜙p𝑡,𝜀q

˙

, 𝐷𝑗p𝑈q “ 𝐷p𝐷𝑗´1p𝑈qq, 𝐷0p𝑈q “ 𝑈.
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We apply to the integral in (16) the 𝑚-fold integration by the parts. We obtain:

𝑋𝑛 “ 𝜀
𝑚´1
ÿ

𝑗“0

p´1q𝑗
𝐷𝑗p𝐴𝑛p𝑡,𝜀qq

p𝑖𝑛q𝑗`1𝜙p𝑡,𝜀q
` 𝜀p´1q𝑚

𝑒´𝑖𝑛𝜃p𝑡,𝜀q

p𝑖𝑛q𝑚

𝑡ˆ

0

𝐷𝑚p𝐴𝑛p𝜏,𝜀qq𝑒
𝑖𝑛𝜃p𝜏,𝜀q𝑑𝜏.

Hence

𝑑𝑋𝑛

𝑑𝑡
“ 𝜀

𝑚´2
ÿ

𝑗“0

p´1q𝑗
𝐷𝑗`1p𝐴𝑛p𝑡,𝜀qq

p𝑖𝑛q𝑗`1
`

`𝜀p´1q𝑚
𝜙p𝑡,𝜀q𝑒´𝑖𝑛𝜃p𝑡,𝜀q

p𝑖𝑛q𝑚

𝑡ˆ

0

𝐷𝑚p𝐴𝑛p𝜏,𝜀qq𝑒
𝑖𝑛𝜃p𝜏,𝜀q𝑑𝜏, p17q

𝐷𝑘

ˆ

𝑑𝑋𝑛

𝑑𝑡

˙

“ 𝜀
𝑚´𝑘´1
ÿ

𝑗“0

p´1q𝑗
𝐷𝑗`𝑘`1p𝐴𝑛p𝑡,𝜀qq

p𝑖𝑛q𝑗`1
`

`𝜀p´1q𝑚´𝑘´1𝜙p𝑡,𝜀q𝑒
´𝑖𝑛𝜃p𝑡,𝜀q

p𝑖𝑛q𝑚´𝑘´1

𝑡ˆ

0

𝐷𝑚p𝐴𝑛p𝜏,𝜀qq𝑒
𝑖𝑛𝜃p𝜏,𝜀q𝑑𝜏, 𝑘 “ 1,𝑚´ 1, p18q

Since 𝐴𝑛p𝑡,𝜀q P 𝑆2p𝑚; 𝜀0q, then 𝐷
𝑘p𝐴𝑛p𝑡,𝜀qq “ 𝜀𝑘𝑉𝑛𝑘p𝑡,𝜀q, where 𝑉𝑛𝑘p𝑡,𝜀q P 𝑆2p𝑚 ´

𝑘; 𝜀0q p𝑘 “ 0,𝑚q, and

𝑚
ÿ

𝑘“0

8
ÿ

𝑛“´8

sup
𝐺p𝜀0q

}𝑉𝑛𝑘p𝑡,𝜀q}𝑆2p𝑚´𝑘;𝜀0q ă ` 8. p19q

Based on (17), (18), (19) we can state, that 𝑋𝑛p𝑡,𝜀q belongs to the class 𝑆2p𝑚; 𝜀0q
p𝑛 P Zq, and

8
ÿ

𝑛“´8

}𝑋𝑛p𝑡,𝜀q}𝑆2p𝑚;𝜀0q ă ` 8,

therefore the matrix-function, which defined the formula (12), belongs to the class
𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q, and there exists 𝐾 P p0,`8q, which not depending from 𝐴p𝑡,𝜀,𝜃q, such,
that holds unequality (11).

Lemma 2 are proved.
3. Principal result.
Theorem 1. Let the system (3) such, that:

inf
𝐺p𝜀0q

|Rep𝜆𝑗p𝑡,𝜀q ´ 𝜆𝑘p𝑡,𝜀q| ě 𝛾 ą 0 p𝑗 ‰ 𝑘q,

and 𝑚 ě 1. Then there exists 𝜀˚ P p0,𝜀0q such, that forall 𝜀 P p0,𝜀
˚q there exists the

fundamental matrix 𝑋p1qp𝑡,𝜀,𝜃q of the system (3), whih has a kind

𝑋p1qp𝑡,𝜀,𝜃q “ 𝑅p1qp𝑡,𝜀,𝜃q exp

¨

˝

𝑡ˆ

0

Λp1qp𝜏,𝜀q𝑑𝜏

˛

‚,
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where 𝑅p1qp𝑡,𝜀,𝜃q P 𝐹2p𝑚 ´ 1; 𝜀˚; 𝜃q, Λp1qp𝑡,𝜀q – the diagonal matrix, belonging to the
class 𝑆p𝑚´ 1; 𝜀˚q.

This statement is a consequence of the Principal Result of the paper [6].
Theorem 2. Let the system (3) such, that

Λp𝑡,𝜀q “ 𝑖𝜙p𝑡,𝜀q𝐽,

where 𝜙p𝑡,𝜀q – is the function in the Definition 2, 𝐽 “ diagp𝑛1, . . . ,𝑛𝑁 q, 𝑛𝑗 P Z
p𝑗 “ 1,𝑁q, and 𝑚 ě 1. Then there exists 𝜀˚˚ P p0,𝜀0q such, that for all 𝜀 P p0,𝜀˚˚q
there exists fundamental matrix 𝑋p2qp𝑡,𝜀,𝜃q of the system (3), which has a kind:

𝑋p2qp𝑡,𝜀,𝜃p𝑡,𝜀qq “ expp𝑖𝜃p𝑡,𝜀q𝐽q𝑅p2qp𝑡,𝜀,𝜃p𝑡,𝜀qq,

where 𝑅p2qp𝑡,𝜀,𝜃p𝑡,𝜀qq P 𝐹2p𝑚´ 1; 𝜀˚˚; 𝜃q.
Proof. We make a substitution in the system (3):

𝑥 “ expp𝑖𝜃p𝑡,𝜀q𝐽q𝑦, p20q

where 𝑦 – a new unknown 𝑁 -dimensional vector. We obtain:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
“ 𝜀𝑄p𝑡,𝜀,𝜃q𝑦, p21q

where𝑄p𝑡,𝜀,𝜃0 “ expp´𝑖𝜃p𝑡,𝜀q𝐽q𝑃 p𝑡,𝜀,𝜃q expp𝑖𝜃p𝑡,𝜀q𝐽q belongs to the class 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q.
Now in the system (21) we make a substitution:

𝑦 “ p𝐸 ` 𝜀Φp𝑡,𝜀,𝜃qq𝑧, p22q

where the matrix Φ are defined from the equation:

𝜙p𝑡,𝜀q
BΦ

B𝜃
“ 𝑄p𝑡,𝜀,𝜃q ´ 𝑈p𝑡,𝜀q, p23q

in which 𝑈p𝑡,𝜀q “ Γ0r𝑄p𝑡,𝜀,𝜃qs. Then

Φp𝑡,𝜀,𝜃q “
8
ÿ

𝑛“´8
p𝑛‰0q

Γ𝑛r𝑄p𝑡,𝜀,𝜃qs

𝑖𝑛𝜙p𝑡,𝜀q
expp𝑖𝑛𝜃q P 𝐹2p𝑚; 𝜀0; 𝜃q.

As a result of the substitution (22) we obtain:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
“ 𝜀p𝑈p𝑡,𝜀q ` 𝜀𝑉 p𝑡,𝜀,𝜃qq𝑧, p24q

where the matrix 𝑉 are defined from the equation:

p𝐸 ` 𝜀Φp𝑡,𝜀,𝜃qq𝑉 “ 𝑄p𝑡,𝜀,𝜃qΦp𝑡,𝜀,𝜃q ´ Φp𝑡,𝜀,𝜃q𝑈p𝑡,𝜀q ´
1

𝜀

BΦp𝑡,𝜀,𝜃q

B𝑡
. p25q

The matrix 1
𝜀
BΦ
B𝑡 belongs to the class 𝐹2p𝑚´1; 𝜀0; 𝜃q, then there exists 𝜀2 P p0,𝜀0q

such, that for all 𝜀 P p0,𝜀2q the equation (25) are solved with respect 𝑉 , anf 𝑉 p𝑡,𝜀,𝜃q
belongs to the class 𝐹2p𝑚´ 1; 𝜀2; 𝜃0q.



On the structure of the fundamental matrix 125

Together with the system (24) we consider a truncated system:

𝑑𝑧p0q

𝑑𝑡
“ 𝜀𝑈p𝑡,𝜀q𝑧p0q. p26q

Continuity of the matrix 𝑈p𝑡,𝜀q with respect 𝑡 for all 𝜀 P p0,𝜀0q guarantees the existence
of the matrizant 𝑍p0qp𝑡,𝜀q of the system (25), and by virtue the Lemma 1 𝑍p0qp𝑡,𝜀q,
p𝑍p0qp𝑡,𝜀qq´1 belongs to the class 𝑆2p𝑚´ 1; 𝜀0q.

We make in the system (24) the substitution:

𝑧 “ 𝑍p0qp𝑡,𝜀q𝜉, p27q

where 𝜉 – the new unknown vector. We obtain:

𝑑𝜉

𝑑𝑡
“ 𝜀2𝑊 p𝑡,𝜀,𝜃q𝜉, p28q

where 𝑊 “ p𝑍p0qp𝑡,𝜀qq´1𝑉 p𝑡,𝜀,𝜃q𝑍p0qp𝑡,𝜀qq P 𝐹2p𝑚´ 1; 𝜀2; 𝜃q.
Now we show that there exists the substitution

𝜉 “ p𝐸 ` 𝜀Ψp𝑡,𝜀,𝜃qq𝜂, p29q

where Ψ P 𝐹2p𝑚´ 1; 𝜀3; 𝜃q p𝜀3 P p0,𝜀2qq, which leads the system (28) to the system:

𝑑𝜂

𝑑𝑡
“ 𝑂𝜂, p30q

where 𝑂 – the null p𝑁ˆ𝑁q-matrix. Really, we define the matrix Ψ from the equation:

𝑑Ψ

𝑑𝑡
“ 𝜀𝑊 p𝑡,𝜀,𝜃q ` 𝜀2𝑊 p𝑡,𝜀,𝜃qΨ. p31q

Consider the truncated equation:

𝑑Ψp0q

𝑑𝑡
“ 𝜀𝑊 p𝑡,𝜀,𝜃q. p32q

By virtue Lemma 2 this equation has a solution Ψp0qp𝑡,𝜀,𝜃q P 𝐹2p𝑚´ 1; 𝜀2; 𝜃q.
We construct the process of successive approximations, usef as initial approxima-

tion Ψp0qp𝑡,𝜀,𝜃q, and the subsequent approximations defining as a solutions from the
class 𝐹2p𝑚´ 1; 𝜀2; 𝜃q of the matrix-equations:

𝑑Ψp𝑘`1q

𝑑𝑡
“ 𝜀𝑊 p𝑡,𝜀,𝜃q ` 𝜀2𝑊 p𝑡,𝜀,𝜃qΨp𝑘q, 𝑘 “ 0,1,2, . . . , p33q

Each of theese solutions exists by virtue Lemma 2. Then we have:

𝑑pΨp𝑘`1q ´Ψp𝑘qq

𝑑𝑡
“ 𝜀2𝑊 p𝑡,𝜀,𝜃qpΨp𝑘q ´Ψp𝑘´1qq, 𝑘 “ 1,2, . . . , p34q

By virtue Lemma 2 and unequality (2) we obtain:

}Ψp𝑘`1q ´Ψp𝑘q}𝐹2p𝑚´1;𝜀2;𝜃q ď 𝜀2𝑚´1𝐾}Ψp𝑘q ´Ψp𝑘´1q}𝐹2p𝑚´1;𝜀2;𝜃q, 𝑘 “ 1,2, . . .
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(𝐾 are defined in the Lemma 2), therefore the convergence of the process (33) are
guaranteed by the unequality 0 ă 𝜀 ă 𝜀3, where 𝜀32

𝑚´1𝐾 ă 1. As a result of the
process (33) we obtain the solution Ψp𝑡,𝜀,𝜃q, belongs to the class 𝐹2p𝑚´ 1; 𝜀3; 𝜃q, of
the equation (31).

The matrizant of the system (30) is 𝐸. Thus, by virtue (20), (22), (27), (29) we
obtain, that the fundamental matrix of the system (3) has a kind:

𝑋p2qp𝑡,𝜀,𝜃q “ expp𝑖𝜃p𝑡,𝜀q𝐽qp𝐸 ` 𝜀Φp𝑡,𝜀,𝜃qq𝑍p0qp𝑡,𝜀qp𝐸 ` 𝜀Ψp𝑡,𝜀,𝜃qq,

and the Theorem 2 are proved.

Remark 1. In the sence of the condidtion of the Theorem 2 we say, that we have
a resonance case.

Conclusion. Thus, the kind of the fundamental matrix of the linear homoge-
neous systems of the differential equations, whose coefficients are represented as an
absolutely and uniformly convergent Fourier-series with slowly varying coefficients
and frequency, are obtained in some resonance case.
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резонансних спiввiдношень.
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Резюме

Для линейной однородной дифференциальной системы, коэффицииенты которой пред-
ставимы абсолютно и равномерно сходящимися рядами Фурье с медленно меняющими-
ся коэффициентами и частотой, установлен вид фундаментальной матрицы при условии
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Introduction. In the given paper the fallowing Cauchy problems for two neutral
stochastic integro-differential equations

𝑑

ˆ

𝑢𝑖p𝑡,𝑥q `

ˆ

R𝑑

𝑏𝑖p𝑡,𝑥,𝑢𝑖p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

˙

“ 𝑓𝑖p𝑡,𝑢𝑖p𝛼p𝑡q,𝑥q,𝑥q𝑑𝑡

` 𝜎p𝑡,𝑥q𝑑𝛽p𝑡q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 , 𝑥 P R𝑑, 𝑖 P t1, 2u,

(1)

𝑢𝑖p𝑡,𝑥q “ 𝜑𝑖p𝑡,𝑥q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0, 𝑥 P R𝑑, 𝑟 ą 0, 𝑖 P t1, 2u, (1*)

are studied, where 𝑇 ą 0 is fixed, 𝛽 is one-dimensional Brownian motion, 𝑓𝑖 : r0,𝑇 s ˆ
ˆRˆR𝑑 Ñ R, 𝑖 P t1, 2u, 𝜎 : r0,𝑇 sˆR𝑑 Ñ R and 𝑏𝑖 : r0,𝑇 sˆR𝑑ˆRˆR𝑑 Ñ R, 𝑖 P t1, 2u,
are some given functions to be specified later, 𝜑𝑖 : r´𝑟,0s ˆ R𝑑 Ñ R, 𝑖 P t1, 2u, are
initial-datum functions, 𝛼 : r0, 𝑇 s Ñ r´𝑟,`8q is a delay function. For solutions 𝑢1
and 𝑢2 of these problems a comparison theorem is proved. According to the obtained
result, if 𝑓1 ě 𝑓2, then 𝑢1 ě 𝑢2 with probability one.

A comparison problem for solutions to stochastic differential equations in finite-
dimensional case has firstly arised in [9]. A comparison theorem for equation of the
form 𝑑𝜉p𝑡q “ 𝑓p𝑡, 𝜉p𝑡qq𝑑𝑡`𝜎p𝑡, 𝜉p𝑡qq𝑑𝛽p𝑡q has been proved in this work by A.V. Skoro-
khod. According to this theorem, under certain assumptions, a solution of the equa-
tion above is monotonously non-decreasing function, depending on drift-coefficient 𝑓 .
A more general presentation of the comparison theorem is given in [7], [8]. Variations
of these results have been proposed in [1] – [6]. The aim of the given work was to
prove the comparison theorem for solutions of problem (1) – ( 1*).

Received 21.03.2018 ©Tsukanova A. O., 2018
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Main Results

1. Formulation of the problem Throughout the paper pΩ,ℱ ,Pq will note a
complete probability space. Let
tℱ𝑡, 𝑡 ě 0u be a normal filtration on ℱ . From now on 𝐿2pR𝑑q will note real Hilbert

space with the norm ‖𝑔‖𝐿2pR𝑑q “

ˆ´
R𝑑

𝑔2p𝑥q𝑑𝑥

˙
1
2

.

We impose the following conditions

1. 𝛼 : r0,𝑇 s Ñ r´𝑟,`8q belongs to 𝐶1pr0,𝑇 sq with 𝛼1 ě 1, 𝛼p𝑡q ď 𝑡.

2. 𝑓𝑖 : r0,𝑇 sˆRˆR𝑑 Ñ R, 𝑖 P t1, 2u, 𝜎 : r0,𝑇 sˆR𝑑 Ñ R, 𝑏𝑖 : r0,𝑇 sˆR𝑑ˆRˆR𝑑 Ñ

Ñ R, 𝑖 P t1, 2u, are measurable with respect to all of their variables functions.

3. The initial-datum functions 𝜑𝑖p𝑡, 𝑥, 𝜔q : r´𝑟,0s ˆ R𝑑 ˆ Ω Ñ 𝐿2pR𝑑q, 𝑖 P t1, 2u,
are ℱ0-measurable random variables and such that

sup
´𝑟ď𝑡ď0

E‖𝜑𝑖p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ă 8, 𝑖 P t1, 2u.

4. 𝑏𝑖, 𝑖 P t1, 2u, satisfy the Lipshitz condition in the third argument of the form

|𝑏𝑖p𝑡,𝑥,𝑢, 𝜉q ´ 𝑏𝑖p𝑡,𝑥,𝑣, 𝜉q| ď 𝑙p𝑡,𝑥, 𝜉q|𝑢´ 𝑣|,
0 ď 𝑡 ď 𝑇 , t𝑥, 𝜉u Ă R𝑑, t𝑢,𝑣u Ă R, 𝑖 P t1, 2u,

(2)

where 𝑙 : r0,𝑇 s ˆ R𝑑 ˆ R𝑑 Ñ r0,8q is such that

sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡, 𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥 ă
1

4
. (3)

5. There exists a function 𝜒 : R𝑑ˆR𝑑 Ñ r0,8q, satisfying the following condition

ˆ

R𝑑

ˆˆ

R𝑑

𝜒p𝑥, 𝜉q𝑑𝜉

˙2

𝑑𝑥 ă 8,

such that

sup
0ď𝑡ď𝑇

|𝑏𝑖p𝑡,𝑥,0, 𝜉q| ď 𝜒p𝑥, 𝜉q, 0 ď 𝑡 ď 𝑇 , 𝑥 P R𝑑, 𝜉 P R𝑑, 𝑖 P t1, 2u. (4)

6. There exists a function 𝜂 : r0,𝑇 s ˆ R𝑑 Ñ r0,8q with

sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

𝜂2p𝑡,𝑥q𝑑𝑥 ă 8,

such that the following linear-growth and Lipschitz conditions are valid for 𝑓𝑖,
𝑖 P t1, 2u,

|𝑓𝑖p𝑡,𝑢,𝑥q| ď 𝜂p𝑡,𝑥q ` 𝐿|𝑢|, 0 ď 𝑡 ď 𝑇 , 𝑢 P R, 𝑥 P R𝑑, 𝑖 P t1, 2u, (5)

|𝑓𝑖p𝑡,𝑢,𝑥q ´ 𝑓𝑖p𝑡,𝑣,𝑥q| ď 𝐿|𝑢´ 𝑣|, 0 ď 𝑡 ď 𝑇 , t𝑢, 𝑣u Ă R, 𝑥 P R𝑑, 𝑖 P t1, 2u.
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7. The following condition is true for 𝜎

sup
0ď𝑡ď𝑇

‖𝜎p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ă 8.

Let 𝑢 ” 𝑢𝑖, 𝜑 ” 𝜑𝑖, 𝑏 ” 𝑏𝑖, 𝑓 ” 𝑓𝑖, 𝑖 P t1, 2u.

Definition 1. A continuous random process 𝑢p𝑡,𝑥, 𝜔q : r´𝑟,𝑇 sˆR𝑑ˆΩÑ 𝐿2pR𝑑q

is called a solution to (1) – ( 1*) provided

1. It is ℱ𝑡-measurable for almost all ´𝑟 ď 𝑡 ď 𝑇 .

2. It satisfies the following integral equation

𝑢p𝑡,𝑥q “ 𝜑p0, 𝑥q `

ˆ

R𝑑

𝑏p0,𝑥, 𝜑p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉 ´

ˆ

R𝑑

𝑏p𝑡,𝑥,𝑢p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

`

𝑡ˆ

0

𝑓p𝑠,𝑢p𝛼p𝑠q,𝑥q, 𝑥q𝑑𝑠`

𝑡ˆ

0

𝜎p𝑠,𝑥q𝑑𝛽p𝑠q, 0 ď 𝑡 ď 𝑇 , 𝑥 P R𝑑,

(6)

𝑢p𝑡,𝑥q “ 𝜑p𝑡,𝑥q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0, 𝑥 P R𝑑, 𝑟 ą 0.

3. It satisfies the condition

E

𝑇̂

0

‖𝑢p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑡 ă 8.

Remark 1. It is assumed in the definition above that all the integrals from (6)
are well defined.

Theorem 1. Suppose assumptions 1 – 7 hold. Then (6) has a unique solution.

Theorem 2 (comparison theorem). Suppose assumptions 1 – 7 are satisfied and

1. The initial-datum functions are such that

𝜑1p𝑡,𝑥q ě 𝜑2p𝑡,𝑥q, 0 ď 𝑡 ď 𝑇 , 𝑥 P R𝑑, 𝑖 P t1, 2u.

2. The functions 𝑏𝑖, 𝑖 P t1, 2u, satisfy the conditions

𝑏1p0,𝑥, 𝜑2p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q “ 𝑏2p0,𝑥, 𝜑2p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q, t𝑥, 𝜉u Ă R𝑑,

𝑏1p0,𝑥, 𝜑1p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q “ 𝑏2p0,𝑥, 𝜑1p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q, t𝑥, 𝜉u Ă R𝑑,

𝑏1p0,𝑥, 𝜑1p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q “ 𝑏1p0,𝑥, 𝜑2p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q, t𝑥, 𝜉u Ă R𝑑,

𝑏1p𝑡,𝑥,𝑢, 𝜉q ď 𝑏2p𝑡,𝑥,𝑢, 𝜉q, 0 ď 𝑡 ď 𝑇 , t𝑥, 𝜉u Ă R𝑑, 𝑢 P R.

3. For the functions 𝑓𝑖, 𝑖 P t1, 2u, the following conditions are fulfilled

𝑓1p𝑡,𝑢,𝑥q ě 𝑓2p𝑡,𝑢,𝑥q, 0 ď 𝑡 ď 𝑇 , 𝑢 P R, 𝑥 P R𝑑.
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Let one of the following conditions be true

M1. 𝑏1 is monotonously non-increasing, 𝑓1 is monotonously non-decreasing with
respect to 𝑢.

M2. 𝑏2 is monotonously non-increasing, 𝑓2 is monotonously non-decreasing with
respect to 𝑢.

Then for all 0 ď 𝑡 ď 𝑇 the solutions of (1) – ( 1*) satisfy the inequality

𝑢1p𝑡,𝑥q ě 𝑢2p𝑡,𝑥q, 𝑥 P R𝑑,

with probability one.

1. Proof of the theorem 1. In order to prove existence and uniqueness of
solution to (6) we use the method of successive approximations. The idea of the proof
is to construct a sequence of approximations, which converges to the solution 𝑢. From
now on 𝑥 is supposed to be fixed. Let

𝑢p0qp𝑡, ¨ q “ 𝜑p0, ¨ q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 , (7)

𝑢p0qp𝑡, ¨ q “ 𝜑p𝑡, ¨ q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0, (7*)

and for 𝑛 P t1, 2, . . . u define 𝑢p𝑛q as

𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q “ 𝜑p0, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏p0, ¨ , 𝜑p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉 ´

ˆ

R𝑑

𝑏p𝑡, ¨ ,𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

`

𝑡ˆ

0

𝑓p𝑠,𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q𝑑𝑠`

𝑡ˆ

0

𝜎p𝑠, ¨ q𝑑𝛽p𝑠q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 , (8)

𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q “ 𝜑p𝑡, ¨ q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0. (8*)

1.1. Firstly let us choose a small 0 ď 𝑇1 ď 𝑇 and prove that sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛qp𝑡,¨q‖2𝐿2pR𝑑q

has a bound, independent of 𝑛. We obtain

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď 8E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ` 8E

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ

R𝑑

|𝑏p0, ¨ , 𝜑p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q|𝑑𝜉

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2pR𝑑q

` 2 sup
0ď𝑡ď𝑇1

E

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ

R𝑑

|𝑏p𝑡, ¨ ,𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q|𝑑𝜉

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2pR𝑑q

` 8 sup
0ď𝑡ď𝑇1

E

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑡ˆ

0

|𝑓p𝑠,𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q|𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2pR𝑑q

` 8 sup
0ď𝑡ď𝑇1

E

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑡ˆ

0

𝜎p𝑠, ¨ q𝑑𝛽p𝑠q

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2pR𝑑q

“ 8E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q `

4
ÿ

𝑗“1

𝑆𝑗 , 0 ă 𝑡 ď 𝑇 . (9)
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From (2) and (4) we have

|𝑏p𝑡, ¨ ,𝑢, 𝜉q| ď |𝑏p𝑡, ¨ ,𝑢, 𝜉q ´ 𝑏p𝑡, ¨ ,0, 𝜉q|` |𝑏p𝑡, ¨ ,0, 𝜉q| ď 𝑙p𝑡, ¨ , 𝜉q|𝑢|` 𝜒p ¨ , 𝜉q,
0 ď 𝑡 ď 𝑇 , 𝑢 P R, 𝜉 P R𝑑.

Then we obtain

𝑆1 “8E

ˆ

R𝑑

˜ˆ

R𝑑

|𝑏p0, 𝑥, 𝜑p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q|𝑑𝜉

¸2

𝑑𝑥 ď 16E

ˆ

R𝑑

˜ˆ

R𝑑

𝑙p0,𝑥, 𝜉q𝜑p´𝑟, 𝜉q𝑑𝜉

¸2

𝑑𝑥

` 16

ˆ

R𝑑

˜ˆ

R𝑑

𝜒p𝑥, 𝜉q𝑑𝜉

¸2

𝑑𝑥 ď 16

˜ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p0,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

E‖𝜑p´𝑟, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q

` 16

ˆ

R𝑑

˜ˆ

R𝑑

𝜒p𝑥, 𝜉q𝑑𝜉

¸2

𝑑𝑥,

𝑆2 “ 2 sup
0ď𝑡ď𝑇1

E

ˆ

R𝑑

˜ˆ

R𝑑

|𝑏p𝑡,𝑥,𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q|𝑑𝜉

¸2

𝑑𝑥 ď 4

˜

sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

ˆ sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑡q, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ` 4

ˆ

R𝑑

˜ˆ

R𝑑

𝜒p𝑥, 𝜉q𝑑𝜉

¸2

𝑑𝑥. (10)

According to properties of 𝛼, there exists a point 0 ď 𝑡˚ ď 𝑇1, 𝛼p𝑡
˚q “ 0. Then

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑡q, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď sup
0ď𝑡ď𝑡˚

E‖𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑡q, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q`

` sup
𝑡˚ď𝑡ď𝛼p𝑇1q

E‖𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑡q, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď sup
´𝑟ď𝑡ď0

E‖𝜑p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q`

` sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q

and we get from (10)

𝑆2 ď 4

˜

sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

ˆ

ˆ

sup
´𝑟ď𝑡ď0

E‖𝜑p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q`

` sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q

˙

` 4

ˆ

R𝑑

˜ˆ

R𝑑

𝜒p𝑥, 𝜉q𝑑𝜉

¸2

𝑑𝑥.

If 𝑡˚ does not exist, then 𝛼p𝑡q ă 0 for all 𝑡 and further conclusions are obvious, because

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑡q, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q “ sup
´𝑟ď𝑡ď0

E‖𝜑p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q.
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In order to estimate 𝑆3, we take (5) into account and obtain

𝑆3 “ 8 sup
0ď𝑡ď𝑇1

E

ˆ

R𝑑

˜ 𝑡ˆ

0

|𝑓p𝑠,𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑠q, 𝑥q, 𝑥q|𝑑𝑠

¸2

𝑑𝑥 ď

ď 16𝑇1 sup
0ď𝑡ď𝑇1

E

𝑡ˆ

0

ˆ

R𝑑

ˆ

𝜂2p𝑠, 𝑥q ` 𝐿2
`

𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑠q, 𝑥q
˘2
˙

𝑑𝑥𝑑𝑠 ď

ď 16𝑇1

ˆ

𝑇1 sup
0ď𝑡ď𝑇1

ˆ

R𝑑

𝜂2p𝑡,𝑥q𝑑𝑥` 𝐿2

𝛼p𝑇1qˆ

´𝑟

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑠, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

˙

ď

ď 16𝑇 2
1 sup

0ď𝑡ď𝑇1

ˆ

R𝑑

𝜂2p𝑡,𝑥q𝑑𝑥` 16𝐿2𝑇1

ˆ

𝑟 sup
´𝑟ď𝑠ď0

E‖𝜑p𝑠, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q`

`

𝑇1ˆ

0

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑠, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

˙

.

For 𝑆4 we conclude

𝑆4 “ 8 sup
0ď𝑡ď𝑇1

ˆ

R𝑑

𝑡ˆ

0

˜

𝜎2p𝑠,𝑥q𝑑𝑠

¸

𝑑𝑥 ď 8

𝑇1ˆ

0

‖𝜎p𝑠, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠.

Let denote

𝑆p𝑇1q “ 8E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ` 16

˜ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p0,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

E‖𝜑p´𝑟, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q`

` 20

ˆ

R𝑑

˜ˆ

R𝑑

𝜒p𝑥, 𝜉q𝑑𝜉

¸2

𝑑𝑥` 4

˜

sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

sup
´𝑟ď𝑡ď0

E‖𝜑p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q`

` 16𝑇 2
1 sup

0ď𝑡ď𝑇1

ˆ

R𝑑

𝜂2p𝑡,𝑥q𝑑𝑥` 16𝑟𝐿2𝑇1 sup
´𝑟ď𝑡ď0

E‖𝜑p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q`

` 8

𝑇1ˆ

0

‖𝜎p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑡 ă 8.

Then from (9) we obtain

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď 𝑆p𝑇1q ` 4

˜

sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

ˆ (11)

ˆ sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑡. (12)
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If 𝑛 “ 1, then from (11) we have

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p1qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď 𝑆p𝑇1q ` 4

˜

sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q

` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑡.

For an arbitrary 𝑛 P t2, 3, . . . u we obtain

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď 𝑆p𝑇1q

«

1` 4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥` . . .

`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸𝑛´1ff

` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

𝑆p𝑇1q

«

1` 4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥` . . .

`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸𝑛´2ff

𝑑𝑠` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1
`

𝑇1 ´ 𝑠
˘˘

𝑆p𝑇1q

ˆ

«

1` . . .`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸𝑛´3ff

𝑑𝑠` . . .

` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1
`

𝑇1 ´ 𝑠
˘˘𝑛´3

`

𝑛´ 3
˘

!
𝑆p𝑇1q

«

1` 4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

ff

𝑑𝑠

`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸𝑛´1«˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q

` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

ff

` 16𝐿2𝑇1

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸𝑛´2

ˆ

𝑇1ˆ

0

«˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

ff

𝑑𝜏

`
`

16𝐿2𝑇1
˘2

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸𝑛´3 𝑇1ˆ

0

p𝑇1 ´ 𝜏q

ˆ

«˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

ff

𝑑𝜏
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` . . .`
`

16𝐿2𝑇1
˘𝑛´3

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸2 𝑇1ˆ

0

p𝑇1 ´ 𝜏q
𝑛´4

p𝑛´ 4q!

ˆ

«˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

ff

𝑑𝜏

`
`

16𝐿2𝑇1
˘𝑛´2

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸ 𝑇1ˆ

0

p𝑇1 ´ 𝜏q
𝑛´3

p𝑛´ 3q!

ˆ

«˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

ff

𝑑𝜏

`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸𝑛´2

16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

𝐶p𝑇1q𝑑𝑠`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸𝑛´3

ˆ 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠q
˘

𝐶p𝑇1q𝑑𝑠` . . .`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸2

16𝐿2𝑇1

ˆ

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠q
˘𝑛´4

p𝑛´ 4q!
𝐶p𝑇1q𝑑𝑠`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

16𝐿2𝑇1

ˆ

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠q
˘𝑛´3

p𝑛´ 3q!
𝐶p𝑇1q𝑑𝑠` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠q
˘𝑛´2

p𝑛´ 2q!
𝐶p𝑇1q𝑑𝑠

`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸𝑛´2

16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠q
˘

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸𝑛´3

16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠q
˘2

2
E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠`

. . .`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸2

16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠q
˘𝑛´3

p𝑛´ 3q!
E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

`

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠q
˘𝑛´2

p𝑛´ 2q!
E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

` 16𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

`

16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠q
˘𝑛´1

p𝑛´ 1q!
E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠, (13)
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where 𝐶p𝑇1q “ 𝑆p𝑇1q `

˜

4 sup
0ď𝑡ď𝑇

´
R𝑑

´
R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q
. It is easy to

see that if 𝑇1 is small enough and assumption (3) is true, then the the right-hand of
(13) is not more than

𝑆p𝑇1q

1´ 4 sup
0ď𝑡ď𝑇

´
R𝑑

´
R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥
`

16𝐿2𝑇1 ¨ 𝑆p𝑇1q ¨
𝑇1´
0

expt16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠qu𝑑𝑠

1´ 4 sup
0ď𝑡ď𝑇

´
R𝑑

´
R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

`
𝐶p𝑇1q ¨ expt16𝐿

2𝑇 2
1 u

1´ 4 sup
0ď𝑡ď𝑇

´
R𝑑

´
R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥
`

16𝐿2𝑇1 ¨
𝑇1´
0

expt16𝐿2𝑇1p𝑇1 ´ 𝑠qu𝑑𝑠

1´ 4 sup
0ď𝑡ď𝑇

´
R𝑑

´
R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥
E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q

“

`

𝑆p𝑇1q ` 𝐶p𝑇1q
˘

¨ expt16𝐿2𝑇 2
1 u `

`

expt16𝐿2𝑇 2
1 u ´ 1

˘

E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q

1´ 4 sup
0ď𝑡ď𝑇

´
R𝑑

´
R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥
ą 0.

Thus there exists 𝑐p𝑇1q ą 0 such that for an arbitrary 𝑛 P t1, 2, . . .u

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď 𝑐p𝑇1q. (14)

1.2. Second let us prove that
`

𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q,𝑛 P t1, 2, . . .u
˘

, 0 ă 𝑡 ď 𝑇1, is convergent.

In order to do it we estimate sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛`1qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q
, 𝑛 P t0, 1, . . .u.

If 𝑛 “ 0, then we obtain, taking into account estimate (14),

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p1qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p0qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď 2 sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p1qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q

` 2E‖𝜑p0, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ă 8.—

If 𝑛 P t1, 2, . . .u, then we obtain, taking into account estimates from 1.1,

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛`1qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď 2

˜

sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

ˆ sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ` 2𝐿2𝑇1

𝑇1ˆ

0

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑠, ¨ q ´ 𝑢p𝑛qp𝑠, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠

ď

˜

2 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥` 2𝐿2𝑇 2
1

¸

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď . . .

ď

˜

2 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥` 2𝐿2𝑇 2
1

¸𝑛

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p0qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p1qp𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q.

Due to assumption (3) and choose of small 𝑇1, sup
0ď𝑡ď𝑇

´
R𝑑

´
R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥`𝐿2𝑇 2
1 ă

1
2 ,
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therefore

˜

2 sup
0ď𝑡ď𝑇

´
R𝑑

´
R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥` 2𝐿2𝑇 2
1

¸𝑛

ă 1 and we conclude

lim
𝑚,𝑛Ñ8

sup
0ď𝑡ď𝑇1

b

E‖𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p𝑚qp𝑡, ¨ q‖2
𝐿2pR𝑑q

“

“ lim
𝑚,𝑛Ñ8

sup
0ď𝑡ď𝑇1

g

f

f

f

eE

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑛´1

ÿ

𝑖“𝑚´1

`

𝑢p𝑖`1qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p𝑖qp𝑡, ¨ q
˘

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2pR𝑑q

ď

ď lim
𝑚,𝑛Ñ8

𝑛´1
ÿ

𝑖“𝑚´1

c

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑖`1qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p𝑖qp𝑡, ¨ q‖2
𝐿2pR𝑑q

ď

ď

c

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p1qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p0qp𝑡, ¨ q‖2
𝐿2pR𝑑q

ˆ

ˆ lim
𝑚,𝑛Ñ8

𝑛´1
ÿ

𝑖“𝑚´1

g

f

f

f

e

˜

2 sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥` 2𝐿2𝑇 2
1

¸𝑖

“ 0.

Thus,
`

𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q,𝑛 P t1, 2, . . .u
˘

, 0 ă 𝑡 ď 𝑇1, is a Cauchy sequence. Consequently,
there is a limiting function 𝑢p𝑡, ¨ q P 𝐿2pR𝑑q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇1, such that

lim
𝑛Ñ8

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q “ 0. (15)

From (14), it follows from Fatou’s Lemma that

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q ď 𝑐p𝑇1q.

The function 𝑢 is ℱ𝑡-measurable as a limit of ℱ𝑡-measurable functions.
1.3. Next we show that 𝑢p𝑡, ¨ q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇1, solves the equation (6). To this end,

we need to pass to the limit in the identity (8). Taking into account (15), we have

lim
𝑛Ñ8

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ

R𝑑

`

𝑏p𝑡, ¨ , 𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q ´ 𝑏p𝑡, ¨ , 𝑢p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q
˘

𝑑𝜉

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2pR𝑑q

ď

ď

˜

sup
0ď𝑡ď𝑇

ˆ

R𝑑

ˆ

R𝑑

𝑙2p𝑡,𝑥, 𝜉q𝑑𝜉𝑑𝑥

¸

lim
𝑛Ñ8

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q “ 0,

lim
𝑛Ñ8

sup
0ď𝑡ď𝑇1

E

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑡ˆ

0

`

𝑓p𝑠, 𝑢p𝑛´1qp𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q ´ 𝑓p𝑠, 𝑢p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q
˘

𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2pR𝑑q

ď

ď 𝐿2𝑇1 lim
𝑛Ñ8

𝛼p𝑇1qˆ

´𝑟

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑠, ¨ q ´ 𝑢p𝑠, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q𝑑𝑠 ď

ď 𝐿2𝑇 2
1 lim

𝑛Ñ8
sup

0ď𝑡ď𝑇1

E‖𝑢p𝑛´1qp𝑡, ¨ q ´ 𝑢p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q “ 0.
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Therefore, passing to the limit in (8), we have

𝑢p𝑡, ¨ q “ 𝜑p0, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏p0, ¨ , 𝜑p´𝑟, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉 ´

ˆ

R𝑑

𝑏p𝑡, ¨ ,𝑢p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

`

𝑡ˆ

0

𝑓p𝑠,𝑢p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q𝑑𝑠`

𝑡ˆ

0

𝜎p𝑠, ¨ q𝑑𝛽p𝑠q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇1,

— the solution to (6) on r0, 𝑇1s. This procedure can be repeated in order to extend
the solution to the entire interval r0, 𝑇 s in finitely many steps, thereby completing
the proof.

2. Proof of the theorem 2. Let prove the desired result under the hypothesis
M1. From now on 𝑥 is supposed to be fixed.

2.1. Let 𝑢2 solve the problem

𝑑

˜

𝑢2p𝑡, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏2p𝑡, ¨ , 𝑢2p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

“ 𝑓2p𝑡, 𝑢2p𝛼p𝑡q, ¨ q, ¨ q𝑑𝑡` 𝜎p𝑡, ¨ q𝑑𝛽p𝑡q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 ,

𝑢2p𝑡, ¨ q “ 𝜑2p𝑡, ¨ q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0,

i.e. satisfy the following identities

˜

𝑢2p𝑡, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏2p𝑡, ¨ , 𝑢2p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

´

˜

𝑢2p0, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏2p0, ¨ , 𝑢2p𝛼p0q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

“

𝑡ˆ

0

𝑓2p𝑠, 𝑢2p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q𝑑𝑠`

𝑡ˆ

0

𝜎p𝑠, ¨ q𝑑𝛽p𝑠q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 , (16)

𝑢2p𝑡, ¨ q “ 𝜑2p𝑡, ¨ q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0. (15*)

Let 𝑢3 solve the problem

𝑑

˜

𝑢3p𝑡, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏1p𝑡, ¨ , 𝑢2p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

“ 𝑓1p𝑡, 𝑢2p𝛼p𝑡q, ¨ q, ¨ q𝑑𝑡` 𝜎p𝑡, ¨ q𝑑𝛽p𝑡q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 ,

𝑢3p𝑡, ¨ q “ 𝜑1p𝑡, ¨ q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0,

i.e. satisfy the following identities

˜

𝑢3p𝑡, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏1p𝑡, ¨ , 𝑢2p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

´

˜

𝑢3p0, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏1p0, ¨ , 𝑢2p𝛼p0q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

“

𝑡ˆ

0

𝑓1p𝑠, 𝑢2p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q𝑑𝑠`

𝑡ˆ

0

𝜎p𝑠, ¨ q𝑑𝛽p𝑠q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 , (17)



Comparison theorem for neutral SDE 139

𝑢3p𝑡, ¨ q “ 𝜑1p𝑡, ¨ q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0. (16*)

Subtracting (17) – ( 16*) from (16) – ( 15*), we obtain

`

𝑢2p𝑡, ¨ q ´ 𝑢3p𝑡, ¨ q
˘

`

ˆ

R𝑑

`

𝑏2p𝑡, ¨ , 𝑢2p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉 ´ 𝑏1p𝑡, ¨ , 𝑢2p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q
˘

𝑑𝜉

looooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooon

ě0

`
`

𝑢3p0, ¨ q ´ 𝑢2p0, ¨ q
˘

loooooooooooomoooooooooooon

ě0

`

ˆ

R𝑑

`

𝑏1p0, ¨ , 𝑢2p𝛼p0q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉 ´ 𝑏2p0, ¨ , 𝑢2p𝛼p0q, 𝜉q, 𝜉q
˘

𝑑𝜉

loooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooon

“0

“

𝑡ˆ

0

`

𝑓2p𝑠, 𝑢2p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q ´ 𝑓1p𝑠, 𝑢2p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q
˘

𝑑𝑠

loooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooon

ď0

, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 ,

𝑢2p𝑡, ¨ q ´ 𝑢3p𝑡, ¨ q “ 𝜑2p𝑡, ¨ q ´ 𝜑1p𝑡, ¨ q
loooooooooomoooooooooon

ď0

, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0,

therefore 𝑢2 ď 𝑢3 with probability one.

Now let consider 𝑢4 — a solution to

𝑑

˜

𝑢4p𝑡, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏1p𝑡, ¨ , 𝑢3p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

“ 𝑓1p𝑡, 𝑢3p𝛼p𝑡q, ¨ q, ¨ q𝑑𝑡` 𝜎p𝑡, ¨ q𝑑𝛽p𝑡q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 ,

𝑢3p𝑡, ¨ q “ 𝜑1p𝑡, ¨ q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0,

i.e. is defined from

˜

𝑢4p𝑡, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏1p𝑡, ¨ , 𝑢3p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

´

˜

𝑢4p0, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏1p0, ¨ , 𝑢3p𝛼p0q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

“

𝑡ˆ

0

𝑓1p𝑠, 𝑢3p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q𝑑𝑠`

𝑡ˆ

0

𝜎p𝑠, ¨ q𝑑𝛽p𝑠q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 , (18)

𝑢4p𝑡, ¨ q “ 𝜑1p𝑡, ¨ q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0. (17*)
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Subtracting (18) – ( 17*) from (17) – ( 16*), we conclude

`

𝑢3p𝑡, ¨ q ´ 𝑢4p𝑡, ¨ q
˘

`

ˆ

R𝑑

`

𝑏1p𝑡, ¨ , 𝑢2p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉 ´ 𝑏1p𝑡, ¨ , 𝑢3p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q
˘

𝑑𝜉

looooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooon

ě0

`
`

𝑢4p0, ¨ q ´ 𝑢3p0, ¨ q
˘

loooooooooooomoooooooooooon

“0

`

ˆ

R𝑑

`

𝑏1p0, ¨ , 𝑢3p𝛼p0q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉 ´ 𝑏1p0, ¨ , 𝑢2p𝛼p0q, 𝜉q, 𝜉q
˘

𝑑𝜉

loooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooon

“0

“

𝑡ˆ

0

`

𝑓1p𝑠, 𝑢2p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q ´ 𝑓1p𝑠, 𝑢3p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q
˘

𝑑𝑠

loooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooon

ď0

, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 ,

𝑢3p𝑡, ¨ q ´ 𝑢4p𝑡, ¨ q “ 𝜑1p𝑡, ¨ q ´ 𝜑1p𝑡, ¨ q “ 0, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0,

therefore 𝑢3 ď 𝑢4 with probability one.
Continuing in a similar way, one obtain a sequence

`

𝑢𝑛,𝑛 P t2, 3, . . .u
˘

, fulfilling

𝑢2 ď 𝑢3 ď 𝑢4 ď . . . ď 𝑢𝑛 ď . . . ,

where 𝑢𝑛, 𝑛 P t5, 6, . . .u, is defined as

˜

𝑢𝑛p𝑡, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏1p𝑡, ¨ , 𝑢𝑛´1p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

´

˜

𝑢𝑛p0, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏1p0, ¨ , 𝑢𝑛´1p𝛼p0q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

“

𝑡ˆ

0

𝑓1p𝑠, 𝑢𝑛´1p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q𝑑𝑠`

𝑡ˆ

0

𝜎p𝑠, ¨ q𝑑𝛽p𝑠q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 , (19)

𝑢𝑛p𝑡, ¨ q “ 𝜑1p𝑡, ¨ q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0. (18*)

2.1 Hereafter we argue in a similar way as in the proof of theorem 1. We establish
that

`

𝑢𝑛,𝑛 P t2, 3, . . .u
˘

is convergent. In order to do it, we prove that

lim
𝑛Ñ8

sup
0ď𝑡ď𝑇

E‖𝑢𝑛p𝑡, ¨ q ´ 𝑢1p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q “ 0,

where 𝑢1 is defined from

˜

𝑢1p𝑡, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏1p𝑡, ¨ , 𝑢1p𝛼p𝑡q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

´

˜

𝑢1p0, ¨ q `

ˆ

R𝑑

𝑏1p0, ¨ , 𝑢1p𝛼p0q, 𝜉q, 𝜉q𝑑𝜉

¸

“

𝑡ˆ

0

𝑓1p𝑠, 𝑢1p𝛼p𝑠q, ¨ q, ¨ q𝑑𝑠`

𝑡ˆ

0

𝜎p𝑠, ¨ q𝑑𝛽p𝑠q, 0 ă 𝑡 ď 𝑇 , (20)

𝑢1p𝑡, ¨ q “ 𝜑1p𝑡, ¨ q, ´ 𝑟 ď 𝑡 ď 0. (19*)
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It follows from the proof of theorem 1 that there exists a constant 𝑐p𝑇 q ą 0
such that sup

0ď𝑡ď𝑇
E‖𝑢2p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q

ď 𝑐p𝑇 q and sup
0ď𝑡ď𝑇

E‖𝑢𝑛p𝑡, ¨ q‖2𝐿2pR𝑑q
ď 𝑐p𝑇 q for

𝑛 P t3, 4, . . .u. The rest of the proof is similar to the case of theorem 1.

Conclusion. In the present paper we discussed a comparison result for solutions
to the Cauchy problems for two stochastic differential equations with delay. On this
subject number of authors have obtained their comparison results. We dealed with
the Cauchy problems for two neutral stochastic integro-differential equations. Except
transient- (or drift-) and diffusion-coefficients, our equations include also one integro-
differential term. Basic difference of our case from the case of all earlier investigated
problems is presence of this term. We intoduced a concept of solutions to our problems
and proved the comparison theorem for them. According to our result, under certain
assumptions on coefficients of equations under consideration, their solutions depend
on the transient-coefficients in a monotone way.
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Цуканова А. О.
Теорема порiвняння для стохастичних iнтегро-диференцiальних рiвнянь
нейтрального типу в гiльбертовому просторi

Резюме

У данiй статтi розглядається задача порiвняння розв’язкiв задач Кошi для двох стоха-
стичних диференцiальних рiвнянь iз запiзненням. У цiй галузi безлiч авторiв отримали
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свої результати, якi стосуються порiвняння розв’язкiв подiбних задач. У роботi роз-
глядаються задачi Кошi для двох стохастичних iнтегро-диференцiальних рiвнянь ней-
трального типу. Окрiм коефiцiєнта зносу (переносу) i коефiцiєнта дифузiї, цi рiвняння
мiстять також один iнтегро-диференцiальний член. Наявнiсть цього iнтегрального чле-
на є основною вiдмiннiстю дослiджуваної задачi вiд усiх ранiше дослiджуваних задач.
Для цих задач вводяться поняття розв’язкiв, для яких доведено теорему порiвняння.
Згiдно з отриманим результатом, за деяких припущень на коефiцiєнти дослiджуваних
рiвнянь, їх розв’язки монотонно залежать вiд коефiцiєнтiв переносу.
Ключовi слова: стохастичне диференцiальне рiвняння, теорема порiвняння, гiльбер-
тiв простiр.

Цуканова А. О.
Теорема сравнения для стохатических интегро-дифференциальных
уравнений нейтрального типа в гильбертовом пространстве

Резюме

В данной статье рассматривается задача сравнения решений задач Коши для двух сто-
хастических дифференциальных уравнений с запаздыванием. В этой области множе-
ство авторов получили свои результаты, касающиеся сравнения решений подобных за-
дач. В данной работе рассматриваются задачи Коши для двух стохастических интегро-
дифференциальных уравнений нейтрального типа. Помимо коэффициента сноса (пере-
носа) и коэффициента диффузии, рассматриваемые уравнения содержат также один
интегро-дифференциальный член. Наличие этого интегрального члена является основ-
ным отличием этой задачи ото всех ранее исследованных задач. Для наших задач вво-
дятся понятия решений, для которых доказана теорема сравнения. Согласно получен-
ному результату, при некоторых предположениях на коэффициенты рассматриваемых
уравнений, их решения монотонно зависят от коэффициентов переноса.

Ключевые слова: стохастическое дифференциальное уравнение, теорема сравнения,
гильбертово пространство .
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