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Х Р О Н I К А

ФОРМУЛА ЖИТТЯ∗

До 80-рiччя академiка НАН України А. М. Самойленка

2 сiчня виповнилося 80 рокiв видатному
вченому-математику в галузi звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь i теорiї нелiнiйних коли-
вань, засновнику знаної у свiтi наукової школи
з теорiї багаточастотних коливань i теорiї iм-
пульсних систем, доктору фiзико-математичних
наук, професору, заслуженому дiячу науки i
технiки України, лауреату Державних премiй
України, кiлькох iменних премiй НАН Украї-
ни, академiку-секретарю Вiддiлення математи-
ки НАН України, директору Iнституту мате-
матики НАН України, академiку НАН України
Анатолiю Михайловичу Самойленку.

У 1960 р. А. М. Самойленко з вiдзнакою за-
кiнчує Київський державний унiверситет iменi
Т. Г. Шевченка i на запрошення академiка Юрiя
Олексiйовича Митропольського вступає до аспi-
рантури Iнституту математики АН УРСР. Вибiр
теми його кандидатської дисертацiї «Застосува-

ння асимптотичних методiв для дослiдження нелiнiйних диференцiальних рiв-
нянь iз «нерегулярною» правою частиною» був цiлком закономiрним, оскiльки
саме в той час бурхливо розвивалася, набираючи свiтової популярностi, київська
школа нелiнiйної механiки, заснована академiками Миколою Митрофановичем
Криловим i Миколою Миколайовичем Боголюбовим. Закiнчивши аспiрантуру i
успiшно захистившись, А. М. Самойленко протягом наступних 11 рокiв працює
в Iнститутi математики АН УРСР.

У 1967 р. вiн захистив докторську дисертацiю на тему «Деякi питання теорiї
перiодичних i квазiперiодичних систем», ставши наймолодшим в Українi докто-
ром наук. А у 1978 р. Анатолiя Михайловича обирають членом-кореспондентом
АН УРСР.

З 1987 р. А. М. Самойленко стає директором Iнституту математики АН УРСР
i ось уже впродовж 30 рокiв очолює цей вiдомий математичний центр. За цей
час Анатолiй Михайлович зарекомендував себе не тiльки як видатний учений,
а й як умiлий органiзатор науки. За його iнiцiативи та за безпосередньої участi

∗За матерiалами публiкацiї Перестюк М.О. Формула життя. До 80-рiччя академiка
НАН України А.М. Самойленка / М. О. Перестюк // Вiсн. НАН України. — 2018. —
№1. — С. 95–98.

Надiйшла 07.02.2018 © Перестюк М. О., 2018



8 Перестюк М. О.

як голови оргкомiтету було проведено велику кiлькiсть авторитетних мiжнарод-
них конференцiй. А. М. Самойленко є головним редактором цiлої низки журна-
лiв, зокрема «Український математичний журнал» (англомовний переклад у ви-
давництвi Springer — «Ukrainian Mathematical Journal»), «Нелiнiйнi коливання»,
«Український математичний вiсник» i iн., членом редколегiї журналiв «Доповiдi
НАН України», «Вiсник НАН України» i ще багатьох вiтчизняних i закордонних
журналiв.

Математичний талант i неабиякi органiзаторськi здiбностi Анатолiя Михай-
ловича здобули йому заслужений авторитет i повагу наукової спiльноти. Його
обрано академiком НАН України (1995), дiйсним членом Європейської академiї
наук (2002), членом-кореспондентом Accademia Peloritana dei Pericolanti (Мес-
сiна, Сицилiя, 2006), iноземним членом АН Республiки Таджикистан (2011). З
2006 р. i до сьогоднi Анатолiй Михайлович обiймає вiдповiдальну посаду академiка-
секретаря Вiддiлення математики НАН України.

Науковi досягнення Анатолiя Михайловича широко вiдомi спецiалiстам у га-
лузi диференцiальних рiвнянь, математичної фiзики, теорiї нелiнiйних коливань.
Вiн по праву вважається основоположником цiлого ряду важливих напрямiв до-
слiджень у цих галузях.

Так, у 1965 р. вiн запропонував i обґрунтував новий ефективний метод вiдшу-
кання перiодичних розв’язкiв суттєво нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, який
i досi вiдомий як «чисельно-аналiтичний метод Самойленка». Надалi цей метод
одержав всесвiтнiй розвиток i застосування при розв’язаннi нелiнiйних крайо-
вих задач у багатьох роботах як самого автора, так i його учнiв, а вiдповiднi
результати були втiленi в численних монографiях.

У серединi 1960-х рр. А. М. Самойленко пiд впливом робiт А. М. Колмого-
рова, В. I. Арнольда, М. М. Боголюбова, Ю. Мозера проводить iнтенсивнi дослi-
дження актуальних задач теорiї багаточастотних нелiнiйних коливань. Важливе
мiсце в наукових пошуках А. М. Самойленка посiдають питання теорiї iнварiант-
них тороїдальних многовидiв нелiнiйних динамiчних систем. Пiдсумком циклу
робiт стала монографiя «Элементы математической теории многочастотных ко-
лебаний» (М.: Наука, 1987), перевидана англiйською пiд назвою «Elements of the
mathematical theory of multifrequency oscillations» (Dordrecht etc.: Kluwer Acad.
Publ., 1991).

Ще один загальновизнаний цикл робiт Анатолiя Михайловича пов’язаний з
теорiєю систем з iмпульсною дiєю. Особливо активне формування зазначеної тео-
рiї за участю А. М. Самойленка та його учнiв вiдбулося в 1970–1980 рр. Моногра-
фiя «Диференцiальнi рiвняння з iмпульсною дiєю» — перша у свiтовiй лiтературi
книга, в якiй було викладено широкий спектр результатiв, покладених в основу
теорiї диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю. Пiзнiше, в 1995 р., цю мо-
нографiю було доповнено новими результатами та перекладено англiйською у
видавництвi World Scientific.

Разом з учнями було розроблено теорiю знакозмiнних функцiй Ляпунова для
вивчення дихотомiї, глобально обмежених розв’язкiв та iнварiантних многовидiв
лiнiйних розширень динамiчних систем на торi, розвинуто теорiю нетерових кра-
йових задач для систем iз запiзненням, рiвнянь з iмпульсною дiєю, сингулярно
збурених систем.
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Ще один напрям дослiджень А. М. Самойленка стосується вивчення резонан-
сних явищ у багаточастотних системах, включаючи системи з повiльно змiнними
параметрами. Виведенi ним витонченi оцiнки осцилюючих iнтегралiв, якi вини-
кають при вивченнi процесу проходження траєкторiєю резонансних пiдмножин
фазового простору, стали основою для одержання нових глибоких результатiв з
обґрунтування методу усереднення в коливних системах iз числом частот бiль-
шим вiд двох.

Загальна кiлькiсть наукових публiкацiй ювiляра становить понад 600, у то-
му числi три десятки монографiй, понад два десятки пiдручникiв i навчальних
посiбникiв. Його учнi захистили 35 докторських та 87 кандидатських дисертацiй.

На особливу увагу заслуговує педагогiчна дiяльнiсть професора А. М. Са-
мойленка в Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса Шевченка, На-
цiональному технiчному унiверситетi України «КПI iменi Iгоря Сiкорського» та
iнших вищих навчальних закладах.

Яскравий лекторський талант Анатолiя Михайловича, його вмiння чiтко,
ясно та емоцiйно викладати матерiал на основi розроблених ним оригiнальних
лекцiйних курсiв завжди справляє незабутнє враження на слухачiв.

Багаторiчну наукову, педагогiчну i громадську дiяльнiсть А. М. Самойленка
вiдзначено низкою високих нагород i звань, зокрема орденами Дружби народiв,
«За заслуги» III ступеня, князя Ярослава Мудрого V та IV ступенiв. Вiн є лауре-
атом Державних премiй України в галузi науки i технiки (1985, 1996), Державної
премiї України в галузi освiти (2012), Республiканської премiї iм. М. О. Остров-
ського (1968), премiй НАН України: iменi М. М. Крилова (1981), М. М. Боголюбо-
ва (1998), М. О. Лаврентьєва (2000), М. В. Остроградського (2004) та Ю. О. Ми-
тропольського (2010); удостоєний звань «Заслужений дiяч науки i технiки Укра-
їни» (1998), «Соросiвський професор» (1996); є почесним доктором Київського
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка та багатьох iнших вищих на-
вчальних закладiв України.

Сьогоднi Анатолiй Михайлович сповнений творчих задумiв i оригiнальних
iдей. Щиро бажаємо йому їх успiшної реалiзацiї, мiцного духовного i фiзичного
здоров’я, нових успiхiв, яскравої та плiдної дiяльностi на славу математики й
України.

DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134612 Перестюк М. О.
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К 80-ЛЕТИЮ АКАДЕМИКА Ф. Л. ЧЕРНОУСЬКО

Академику Феликсу Леонидовичу Черноусь-
ко, выдающемуся ученому в области механики,
теории управления, прикладной математики и ро-
бототехники, 16 мая 2018 года исполняется во-
семьдесят лет.

Область его научных интересов и сфера науч-
ной деятельности очень широки. В области меха-
ники: динамика систем, спутников, тел, содержа-
щих жидкость и подвижные элементы.

В области теории управления: приближен-
ные методы оптимального управления, пробле-
мы управления в условиях неполной информа-
ции, методы управления нелинейными динамиче-
скими системами и колебательными процессами.

В области прикладной математики: разработ-
ка вычислительных методов оптимального управ-
ления и вариационного исчисления. На основе этих методов решены важные за-
дачи оптимизации движений летательных аппаратов, машин, технологических
процессов и вариационные задачи механики сплошных сред.

В области робототехники: динамика управления движением и оптимизация
характеристик манипуляционных и мобильных роботов.

Ф. Л. Черноусько успешно сочетает исследовательскую работу с педагогиче-
ской. Более 50 лет он преподает в Московском физико-техническом институте,
руководит научной работой аспирантов и студентов, заведует кафедрой механи-
ки и процессов управления. Им создана одна из ведущих научных школ в России
и Европе в области механики и теории управления. Среди его учеников — три
члена–корреспондента РАН, девятнадцать докторов наук и более тридцати кан-
дидатов наук из России, Армении, Украины, США, Вьетнама, Молдовы и других
стран.

Список его трудов насчитывает свыше 450 научных работ, 6 изобретений и
15 монографий по теории управления, механике, прикладной математике и ро-
бототехнике.

Феликс Леонидович ведет большую научно-организационную работу. Трид-
цать девять лет он возглавлял, а сейчас работает главным научным сотрудни-
ком лаборатории механики управляемых систем Института проблем механики
Российской академии наук (ИПМех РАН). С 2004 по 2015 год был директором
ИПМех РАН.

Ф. Л. Черноусько — член Бюро Отделения энергетики, машиностроения, ме-
ханики и процессов управления РАН, заместитель председателя Российского на-
ционального комитета по теоретической и прикладной механике, член Нацио-
нального комитета по автоматическому управлению, главный редактор журнала

Получена 14.03.2018 © Лещенко Д. Д., 2018
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«Прикладная математика и механика», заместитель главного редактора журна-
ла «Известия РАН. Теория и системы управления», член редколлегий более 10
российских и международных журналов.

Выдающиеся научные достижения академика Ф. Л. Черноусько получили
признание в России и за рубежом. Он лауреат Государственной премии СССР и
Государственной премии РФ в области науки и техники, лауреат премии Ленин-
ского комсомола. Награжден Золотой медалью С. А. Чаплыгина РАН, Золотой
медалью на Международной выставке по технологическим инновациям (Брюс-
сель), лауреат премии Кербера за европейскую науку и премии А. фон Гумбольд-
та (Германия).

Ф. Л. Черноусько — академик Международной академии астронавтики, Ев-
ропейской академии наук, Сербской академии наук и искусств, Академии инже-
нерных наук Сербии и Черногории, почетный член Международного общества
«Физика и управление». Коллеги и ученики Феликса Леонидовича сердечно по-
здравляют его с юбилеем и желают здоровья, творческих успехов, долгих лет
жизни и счастья.

DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134611 Лещенко Д. Д.
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К 80-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ ВИКТОРА
АЛЕКСАНДРОВИЧА ПЛОТНИКОВА

5 января 1938 г. — 4 сентября 2006 г.

Виктор Александрович Плотников ро-
дился 5 января 1938 г. в Ленинграде (ныне
Санкт-Петербург). Во время Великой оте-
чественной войны был жителем блокадного
Ленинграда, затем семья переехала в Одессу.

В 1960 г. Виктор Александрович окон-
чил Одесский государственный университет
имени И. И. Мечникова, в котором в послед-
ствии работал в должностях ассистента, до-
цента, заведующего кафедрой и декана.

В 1969 г. Виктор Александрович Плотни-
ков защитил в Одесском университете кан-
дидатскую диссертацию «Исследование од-
ного класса задач оптимального управления
системами с двумя степенями свободы», а
в 1980 г. защитил в Ленинградском уни-
верситете докторскую диссертацию на тему
«Асимптотические методы в задачах опти-
мального управления».

Научные работы Виктора Александровича Плотникова охватывают широ-
кий круг сложных и актуальных задач теории дифференциальных уравнений и
оптимального управления, которые относятся к разработке нового направления
этой теории — дифференциальным уравнениям с многозначной и разрывной пра-
вой частью, квазидифференциальным уравнениям в метрических пространствах.
Он разработал алгоритмы асимптотического решения для достаточно широкого
класса дифференциальных включений, обобщил теоремы Н. Н. Боголюбова и
А. Н. Тихонова на случай дифференциальных уравнений с многозначной и раз-
рывной правой частью и квазидифференциальных уравнений, разработал алго-
ритмы численно–асимптотического решения задач управления, доказал теоремы
существования и единственности решений квазидифференциальных уравнений в
локально компактных и полных метрических пространствах. Разработка теории
этих уравнений имеет значение не только как обобщение теории дифференциаль-
ных уравнений, но и благодаря их многочисленным приложениям к исследова-
нию задач оптимального управления, теории игр, экономики. Результаты в этом
направлении положили начало математическим исследованиям асимптотических
методов в теории дифференциальных включений в России, Беларуси, Болгарии,
Польше, Франции, США и других странах.

Виктор Александрович Плотников опубликовал более 250 научных работ, в
том числе 5 монографий. Под его руководством защищено 22 кандидатских дис-
сертации, в том числе аспирантами из Алжира, Болгарии, Вьетнама, Иордании.

Получена 14.04.2018 © От редколлегии, 2018
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С 1986 г. был председателем специализированного ученого совета по защите кан-
дидатских диссертаций по математике при Одесском университете.

Виктор Александрович был членом редакционных коллегий в журналах «Вест-
ник Одесского государственного университета», «Нелинейные колебания», ре-
цензировал статьи во многих журналах, реферировал статьи для Mathematical
Reviews и Zentralblatt MATH, был членом Американского математического об-
щества.

4 сентября 2006 г. Виктора Александровича не стало. Всю свою жизнь он
посвятил математике, он ежедневно и до последнего вздоха занимался научной
работой.

В нашей памяти Виктор Александрович останется талантливым ученым и
замечательным учителем, который любил жизнь во всех ее проявлениях.

DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134613 От редколлегии
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УДК 514.75

Л. Л. Безкоровайна, Ю. С. Хомич
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

QA-ДЕФОРМАЦIЯ ПОВЕРХНI ВIД’ЄМНОЇ ГАУССОВОЇ
КРИВИНИ

Для поверхнi тривимiрного евклiдового простору в статтi розглянули нескiнченно ма-
лу деформацiю, при якiй елемент площi поверхнi змiнюється за заздалегiдь заданим
законом. Така деформацiя в статтi названа нескiнченно малою квазiареальною дефор-
мацiєю або коротко QA-деформацiєю. Задача про вiдшукування QA-деформацiї, при
якiй зберiгається орт нормалi до поверхнi, зводиться до дослiдження одного неоднорiд-
ного диференцiального рiвняння з частинними похiдними другого порядку вiдносно
однiєї невiдомої функцiї. Для поверхонь вiд’ємної гауссової кривини означенi початковi
умови, при яких iснує одна i лише одна QA-деформацiя зi стацiонарним ортом норма-
лi. При цьому для зазначеного рiвняння були застосованi теорiї задач Кошi i Гурса.
Початковi умови цих задач вираженi через вектор змiщення.
MSC: 53A05, 53A45.
Ключовi слова: нескiнченно мала деформацiя, поле змiщення, варiацiя, орт нормалi .
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134614.

Вступ. Нескiнченно малi (н. м.) деформацiї поверхонь за тих чи iнших обме-
жень дослiджувалися в численних роботах (див., напр., [1]− [4]). В данiй стат-
тi вивчаються нескiнченно малi деформацiї першого порядку поверхнi вiд’ємної
гауссової кривини, при якiй елемент площi цiєї поверхнi змiнюється за заданим
законом, i при цьому зберiгається орт нормалi. Ця задача зводиться до дослiдже-
ння одного неоднорiдного диференцiального рiвняння з частинними похiдними
другого порядку вiдносно однiєї невiдомої функцiї.

Основнi результати
1. Вираз математичної моделi QA-деформацiї через компоненти по-

ля змiщення. Нехай 𝑟 = 𝑟(𝑥1, 𝑥2) – рiвняння поверхнi 𝑆 ∈ 𝐶3, заданої у триви-
мiрному евклiдовому просторi, а

𝑆* : 𝑟*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑟(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡𝑈(𝑥1, 𝑥2) (1)

її деяка iнфiнiтезимальна деформацiя першого порядку, де 𝑈(𝑥1, 𝑥2) – поле змi-
щення, а параметр деформацiї 𝑡→ 0.

Пiд дiєю нескiнченно малої деформацiї будь-яка геометрична величина𝑅(𝑥1, 𝑥2)
поверхнi 𝑆 в загальному випадку змiниться i залежатиме вiд параметра деформа-
цiї 𝑡: 𝑅*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡). Припустимо, що прирiст Δ𝑅 = 𝑅*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)−𝑅(𝑥1, 𝑥2) функцiї
𝑅(𝑥1, 𝑥2) при деформацiї розкладено в ряд за степенями 𝑡, тодi

𝑅*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑅(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡𝛿𝑅(𝑥1, 𝑥2) + 𝑜(𝑡2),

де через 𝑜(𝑡2) позначено величини порядку 2 i вище вiдносно 𝑡, якими будемо
нехтувати. При цьому коефiцiєнт 𝛿𝑅 називається варiацiєю величини 𝑅. Фун-
кцiя варiацiї 𝛿𝑅 очевидно характеризує специфiку (закон) змiнювання величини

Надiйшла 21.11.2017 © Безкоровайна Л. Л., Хомич Ю. С., 2018
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𝑅 при деформацiї поверхнi. У цьому полягає її геометричний змiст. Якщо за-
дано варiацiю деякої величини 𝑅, то надалi будемо говорити, що задано закон
змiнювання цiєї величини при н. м. деформацiї.

Кажуть, що геометрична характеристика поверхнi стацiонарна ( зберiгає-
ться) при н. м. деформацiї, якщо її прирiст є величиною не менш нiж другого
порядку вiдносно 𝑡. Таким чином, стацiонарна величина характеризується тим,
що її варiацiя тотожно дорiвнює нулевi.

В подальшому всi iндекси набуватимуть значень 1, 2, а коварiантна похiдна
на базi метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 поверхнi 𝑆 позначатиметься комою. Геометричнi
величини здеформованої поверхнi 𝑆*, на вiдмiну вiд вiдповiдних величин поверх-
нi 𝑆, вiдзначатимемо позначкою *.

Лема 1. При загальнiй нескiнченно малiй деформацiї справджується то-
тожнiсть:

𝜀𝑖𝑗𝑔
𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑈 𝑖, (2)

де 2𝜀𝑖𝑗 ≡ 𝛿𝑔𝑖𝑗 — варiацiя метричного тензора 𝑔𝑖𝑗; 𝑔𝑖𝑗 — компоненти тензора,
оберненого до метричного, 𝑟𝑖 = 𝑟𝛼𝑔

𝛼𝑖, 𝑟𝛼 = 𝜕𝑟
𝜕𝑥𝛼 .

Доведення. Визначимо метричний тензор поверхнi 𝑆* :

𝑔*𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 + 𝑡2𝜀𝑖𝑗 + 𝑜(𝑡2),

𝑔*𝑖𝑗 = 𝑟*𝑖 𝑟
*
𝑗 =

(︀
𝑟𝑖 + 𝑡𝑈 𝑖

)︀ (︀
𝑟𝑗 + 𝑡𝑈 𝑗

)︀
= 𝑔𝑖𝑗 + 𝑡

(︀
𝑟𝑖𝑈 𝑗 + 𝑟𝑗𝑈 𝑖

)︀
+ 𝑜(𝑡2), (3)

де
2𝜀𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑈 𝑗 + 𝑟𝑗𝑈 𝑖. (4)

Якщо помножимо рiвнiсть (4) на тензор 𝑔𝑖𝑗 i згорнемо по iндексах 𝑖, 𝑗, то отри-
маємо формулу (2):

2𝜀𝑖𝑗𝑔
𝑖𝑗 = 𝑟𝑗𝑈 𝑗 + 𝑟𝑖𝑈 𝑖 = 2𝑟𝑖𝑈 𝑖.

Лему доведено.
Квазiареальною н. м. деформацiєю поверхнi 𝑆 називається така н. м. дефор-

мацiя вигляду (1), при якiй заздалегiдь задано закон змiнювання 𝛿𝑑𝜎 її елемента
площi [5]. Надалi її називатимемо QA-деформацiєю.

Елемент площi поверхнi 𝑆* можна виразити у виглядi [4]

𝑑𝜎* =
√
𝑔*𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 𝑑𝜎 + 𝑡𝛿𝑑𝜎 + 𝑜(𝑡2) =

= 𝑑𝜎 + 𝑡
√
𝑔𝑔𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 + 𝑜(𝑡2) = 𝑑𝜎 + 𝑡𝜀𝑖𝑗𝑔
𝑖𝑗𝑑𝜎 + 𝑜(𝑡2), (5)

де 𝑔 = 𝑔11𝑔22 − 𝑔212, а варiацiя елемента площi

𝛿𝑑𝜎 = 𝜀𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽𝑑𝜎. (6)

Згiдно з (6) величина 𝜀𝛼𝛽𝑔𝛼𝛽 = 𝛿𝑑𝜎
𝑑𝜎 виражає нормовану варiацiю елемента площi.

За допомогою рiвностей
𝛿𝑑𝜎

𝑑𝜎
= 𝜀𝑖𝑗𝑔

𝑖𝑗 = −2𝜇 (6𝑎)
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означимо функцiю 𝜇(𝑥1, 𝑥2). Очевидно, задання варiацiї елемента площi 𝛿𝑑𝜎 рiв-
носильно заданню функцiї 𝜇. Звiдси випливає, що функцiя 𝜇 виражає закон змi-
нювання елемента площi при деформацiї поверхнi. В цьому полягає її геометрич-
ний змiст.

Н. м. деформацiя вигляду (1) називається ареальною (А-деформацiєю), якщо
при цiй деформацiї зберiгається елемент площi поверхнi 𝑆 [4]. У вiдповiдностi з
означенням, н. м. деформацiя буде ареальною тодi i лише тодi, коли варiацiя
елемента площi тотожно дорiвнює нулевi або, iнакше, 𝑑𝜎* = 𝑑𝜎 + 𝑜(𝑡2). Очеви-
дно, QA-деформацiя узагальнює ареальну, яка включається до квазiареальної за
умови 𝜇 = 0.

Лема 2. Для того щоб н. м. деформацiя поверхнi класу 𝐶2 з полем змiщення
𝑈 була QA-деформацiєю, необхiдно i достатньо, щоб поле змiщення задоволь-
няло рiвняння:

𝑟𝑖𝑈 𝑖 = −2𝜇, (7)

де 𝜇 — задана неперервна функцiя.

Доведення. З попереднього випливає, що н. м. деформацiя поверхнi є QA-
деформацiєю тодi i лише тодi, коли виконується рiвнiсть (6a), де 𝜇 - заздалегiдь
задана неперервна функцiя. Взявши до уваги лему 1 i рiвнiсть (6a), одержимо
лему 2. Лему доведено.

Нехай
𝑈 = 𝑈𝛼𝑟𝛼 + 𝑈∘𝑛, (8)

де 𝑟𝛼, 𝑛 — рухомий базис, пов’язаний з поверхнею 𝑆; 𝑈𝛼 — деяке поле контрава-
рiантного вектора, а 𝑈∘ — поле iнварiанта на 𝑆. Має мiсце

Теорема 1. Для iснування QA-деформацiї поверхнi в класi 𝐶2 необхiдно i
достатньо, щоб для заданої неперервної функцiї 𝜇, 𝜇 ̸= 0, рiвняння

𝑈𝛼,𝛼 − 2𝐻𝑈∘ = −2𝜇 (9)

мало ненульовий розв’язок 𝑈𝛼, 𝑈∘. Тут 𝐻 — середня кривина поверхнi.

Доведення. Припустимо, що задана деяка QA-деформацiя поверхнi i фун-
кцiя 𝜇 описує заздалегiдь заданий закон змiнювання елемента площi при цiй де-
формацiї. Тодi iснує ненульовий вектор змiщення 𝑈 QA-деформацiї, компоненти
якого 𝑈𝛼, 𝑈∘ теж одночасно не дорiвнюють нулевi. Продиференцiюємо коварiан-
тно по 𝑥𝑖 рiвнiсть (8) i скористаємось деривацiйними рiвняннями теорiї повер-
хонь: 𝑟𝑖,𝑗 = 𝑏𝑖𝑗𝑛, 𝑛𝑖 = −𝑏𝛼𝑖 𝑟𝛼, де 𝑏𝑖𝑗 — коефiцiєнти другої квадратичної форми,
𝑏𝛼𝑖 = 𝑏𝑖𝑗𝑔

𝑗𝛼; 𝑔𝑗𝛼𝑔𝑗𝛽 = 𝛿𝛼𝛽 — символи Кронекера, остаточно

𝑈 𝑖 =
(︀
𝑈𝛼,𝑖 − 𝑈∘𝑏𝛼𝑖

)︀
𝑟𝛼 + (𝑈𝛼𝑏𝛼𝑖 + 𝑈∘

𝑖 )𝑛. (10)

Приймаючи до уваги рiвнiсть (10), замiсть (7) одержимо рiвняння (9).
Навпаки, при заданiй функцiї 𝜇 ̸= 0 будь-який ненульовий розв’язок

(︀
𝑈1, 𝑈2, 𝑈∘)︀

рiвняння (9) визначатиме поле змiщення квазiареальної н. м. деформацiї поверхнi
𝑈 = 𝑈𝛼𝑟𝛼 + 𝑈∘𝑛. Теорему доведено.

Рiвняння (9) являє собою рiвняння QA-деформацiї, виражене через компо-
ненти поля змiщення.
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2. QA-деформацiя, що зберiгає орт нормалi до поверхнi. Рiвняння (9)
при заданiй функцiї 𝜇 є неоднорiдним диференцiальним рiвнянням з частинни-
ми похiдними першого порядку вiдносно компонент вектора змiщення. Оскiльки
у загальному випадку QA-деформацiя являє собою надзвичайно широкий клас
деформацiй, то надалi обмежимо цю деформацiю додатковою вимогою того, щоб
при нiй залишався стацiонарним орт нормалi в будь-якiй точцi поверхнi. Легко
бачити, що при цiй деформацiї зберiгатимуться прямi — нормалi до поверхнi, а
також дотичнi площини.

Лема 3. При QA-деформацiї орт нормалi зберiгається тодi i лише тодi,
коли компоненти поля змiщення задовольняють умову

𝑈𝛼𝑏𝛼𝛽 + 𝑈∘
𝛽 = 0. (11)

Доведення. При квазiареальнiй деформацiї варiацiя орта нормалi має ви-
гляд [5]

𝛿𝑛 = 𝑐𝑖𝑗𝑟𝑖 × 𝑈 𝑗 + 2𝜇𝑛, (12)

де 𝑐𝑖𝑗 — дискримiнантний тензор поверхнi типу
(︀
2
0

)︀
.

Виразимо 𝛿𝑛 через 𝑈𝛼, 𝑈∘. Для цього пiдставимо в (12) замiсть ковектора 𝑈 𝑗
його вираз (10) i скористаємося формулами [6] 𝑟𝑖 × 𝑟𝑗 = 𝑐𝑖𝑗𝑛, 𝑛 × 𝑟𝑖 = 𝑐𝑖𝛼𝑟

𝛼, де
𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝛼𝛽𝑔𝛼𝑖𝑔𝛽𝑗 , 𝑐11 = 𝑐22 = 0, 𝑐12 = −𝑐21 =

√
𝑔. Остаточно дiстанемо

𝛿𝑛 = −
(︀
𝑈𝛼𝑏𝛼𝛽 + 𝑈∘

𝛽

)︀
𝑟𝛽 .

Очевидно, вимога стацiонарностi орта нормалi при QA-деформацiї рiвносильна
рiвностi (11). Лему доведено.

Отже, система трьох диференцiальних рiвнянь вiдносно трьох невiдомих фун-
кцiй 𝑈1, 𝑈2, 𝑈∘ {︃

𝑈𝛼,𝛼 − 2𝐻𝑈∘ = −2𝜇,

𝑈𝛼𝑏𝛼𝛽 + 𝑈∘
𝛽 = 0

(13)

описує аналiтичну модель поставленої на початку пункту задачi. Мають мiсце

Теорема 2. Для iснування QA-деформацiї поверхнi в класi 𝐶2 зi стацiонар-
ним ортом нормалi необхiдно i достатньо, щоб для заданої неперервної функцiї
𝜇, 𝜇 ̸= 0 система рiвнянь (13) мала ненульовий розв’язок.

Теорема 3. Якщо поверхня класу 𝐶3, гауссова кривина 𝐾 якої вiдмiнна вiд
нуля, допускає н. м. деформацiю з заданим законом змiнювання елемента площi
𝜇 ∈ 𝐶, 𝜇 ̸= 0, при якiй зберiгається орт нормалi, то на цiй поверхнi iснує таке
поле контраварiантного вектора 𝑈𝛼 ∈ 𝐶1, що

𝑈𝛼 = −𝑈∘
𝛽𝑑

𝛽𝛼, 𝑈∘
𝛽 =

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥𝛽
, (14)

де 𝑑𝛼𝛽 – тензор, обернений до тензора 𝑏𝛼𝛽, а функцiя 𝑈∘ ∈ 𝐶2 є розв’язком
рiвняння

𝑈∘
𝛼,𝛽𝑑

𝛼𝛽 − 𝐾𝛼

𝐾
𝑑𝛼𝛽𝑈∘

𝛽 + 2𝐻𝑈∘ = 2𝜇. (15)
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Доведення. Нехай задана поверхня (𝐾 ̸= 0) допускає QA-деформацiю, при
якiй зберiгається орт нормалi. На пiдставi теореми 2 система рiвнянь (13) при
заданiй вiдмiннiй вiд нуля функцiї 𝜇 має ненульовий розв’язок (𝑈𝛼, 𝑈∘). Покаже-
мо, що на поверхнi поле контраварiантного вектора 𝑈𝛼 виражається за формулою
(14), а функцiя 𝑈∘ є розв’язком рiвняння (15).

Справдi, (132) являє собою неоднорiдну систему двох алгебраїчних рiвнянь
крамеровського типу вiдносно функцiї 𝑈∘. Її детермiнант 𝑑𝑒𝑡(𝑏𝑖𝑗) = 𝐾𝑔 ̸= 0.

Тензор, обернений до 𝑏𝑖𝑗 , як вiдомо [6], має вигляд 𝑑𝑖𝑗 =
1

𝐾
𝑐𝑖𝛼𝑐𝑗𝛽𝑏𝛼𝛽 , 𝑑

𝑖𝛼𝑏𝑗𝛼 = 𝛿𝑖𝑗 .

Якщо тепер домножимо тензорне рiвняння (132) на 𝑑𝛽𝛾 та згорнемо по iндексу
𝛽, то одержимо спiввiдношення (14).

Пiдставимо тепер в перше рiвняння системи (13) 𝑈𝛼 з (14), дiстанемо:

𝑈∘
𝛼,𝛽𝑑

𝛼𝛽 + 𝑈∘
𝛽𝑑

𝛽𝛼
,𝛼 + 2𝐻𝑈∘ = 2𝜇. (16)

Здiйснимо перетворення цього рiвняння. Вiдомо, що для всякої 𝐶3− поверх-
нi ненульової гауссової кривини справджується тотожнiсть [4]:

(︀
𝐾𝑑𝛼𝛽

)︀
,𝛼

= 0.

Застосувавши її до рiвняння (16), отримаємо (15).
Таким чином, ми довели, що при QA-деформацiї з зазначеним обмеженням

на поверхнi iснує поле змiщення 𝑈 = 𝑈𝛼𝑟𝛼 + 𝑈∘𝑛, компоненти якого пов’язанi
спiввiдношеннями (14), (15). Теорему доведено.

Має мiсце i обернена

Теорема 4. Нехай на поверхнi 𝑆 класу 𝐶3 (𝐾 ̸= 0) iснує поле контраварiант-
ного вектора 𝑈𝛼 ∈ 𝐶1, яке виражено у виглядi (14) через iнварiант 𝑈∘ ∈ 𝐶2,
що задовольняє рiвняння (15), де 𝜇 ∈ 𝐶, 𝜇 ̸= 0, — задана функцiя. Тодi така
поверхня допускає QA-деформацiю зi стацiонарним ортом нормалi. При цьому
поле змiщення через функцiю 𝑈∘ виражається однозначно

𝑈 = −𝑑𝛽𝛼𝑈∘
𝛽𝑟𝛼 + 𝑈∘𝑛. (17)

Доведення. Нехай 𝑈∘ є ненульовим розв’язком рiвняння (15) при 𝜇 ̸= 0 i
поле контраварiантного вектора 𝑈𝛼 виражено через 𝑈∘ у виглядi (14). Покажемо,
що в цьому випадку поверхня (𝐾 ̸= 0) допускає QA-деформацiю зi стацiонарним
ортом нормалi. Для цього передусiм переконаємося, що за умови теореми система
рiвнянь (13) задовольняється.

Дiйсно, внесемо вираз для 𝑈𝛼 з (14) в перше рiвняння системи (13), тодi
одержимо (16). Якщо тепер врахуємо тотожнiсть

(︀
𝐾𝑑𝛼𝛽

)︀
,𝛼

= 0, то рiвнянню (16)
надамо вигляду (15). Друге рiвняння системи (13) теж виконується.

Таким чином, дана поверхня допускає QA-деформацiю зi стацiонарним ортом
нормалi. При цьому поле змiщення при заданiй функцiї 𝜇 має вигляд 𝑈 = 𝑈𝛼𝑟𝛼+
𝑈∘𝑛 = −𝑑𝛽𝛼𝑈∘

𝛽𝑟𝛼+𝑈
∘𝑛 i через нормальну компоненту визначається однозначно.

Теорему доведено.
Задача про квазiареальну QA-деформацiю поверхнi зi стацiонарним ортом

нормалi звелась до вiдшукування розв’язкiв рiвняння (15). До речi, це рiвняння
узагальнює вiдоме однорiдне характеристичне рiвняння Вейнгартена для н. м.
згинань [6].

3. Деякi умови iснування та єдиностi QA-деформацiї поверхнi вiд’єм-
ної гауссової кривини. В рiвняннi (15) коварiантну похiдну виразимо через
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частиннi похiднi, тодi одержимо неоднорiдне диференцiальне рiвняння з частин-
ними похiдними другого порядку вiдносно функцiї 𝑈∘ :

𝜕2𝑈∘

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥𝛽
𝑑𝛼𝛽 −

(︂
Γ𝛽𝛼𝑠𝑑

𝛼𝑠 +
𝐾𝛼

𝐾
𝑑𝛼𝛽
)︂
𝑈∘
𝛽 + 2𝐻𝑈∘ = 2𝜇, (18)

де Γ𝛽𝛼𝑠 — символи Христофеля другого роду. Дискримiнант рiвняння Δ = 𝑑11𝑑22−

(𝑑12)2 =
𝑏11
𝐾

𝑏22
𝐾

− 𝑏212
𝐾2

=
𝑏

𝐾2
=

𝑔

𝐾
, очевидно, його знак залежить вiд знаку

гауссової кривини.
Припустимо, що однозв’язна поверхня 𝑆 гомеоморфна областi 𝐺 площини

𝑂𝑥1𝑥2 i в цiй областi належить до класу 𝐶3, а її гауссова кривина вiд’ємна (𝐾 <
0). Тодi дискримiнант диференцiального рiвняння (18) теж всюди буде вiд’ємним
Δ =

𝑔

𝐾
< 0, а рiвняння (18) гiперболiчного типу. На поверхнi вiд’ємної гауссової

кривини iснує дiйсна регулярна сiтка асимптотичних лiнiй. Приймемо цю сiтку
за координатну, тодi 𝑏11 = 𝑏22 = 0, 𝑏12 =

√
−𝐾𝑔. Рiвняння (18) у вибранiй системi

координат в областi 𝐺 набуває канонiчного вигляду

𝜕2𝑈∘

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝑎(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥1
+ 𝑏(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥2
+ 𝑐(𝑥1, 𝑥2)𝑈∘ = 𝑏12𝜇, (19)

де

𝑎 = −1

2

(︂
𝜕𝑔11
𝜕𝑥2

𝑔11 +
𝜕𝑔22
𝜕𝑥1

𝑔12 +
1

𝐾

𝜕𝐾

𝜕𝑥2

)︂
,

𝑏 = −1

2

(︂
𝜕𝑔11
𝜕𝑥2

𝑔12 +
𝜕𝑔22
𝜕𝑥1

𝑔22 +
1

𝐾

𝜕𝐾

𝜕𝑥1

)︂
, 𝑐 = 𝐻𝑏12.

Тут коефiцiєнти 𝑎, 𝑏, 𝑐 — вiдомi неперервнi функцiї точки поверхнi, а 𝜇 ∈ 𝐶 —
заздалегiдь задана функцiя.

3.1. Задача Кошi. В областi площини 𝐺 задамо дугу кривої 𝑙, яка перети-
нається не бiльше нiж в однiй точцi з прямими, що паралельнi осям координат.
Її рiвняння запишемо у виглядi 𝑥2 = 𝑔(𝑥1), при цьому будемо вважати, що iснує
похiдна 𝑔′(𝑥1), вiдмiнна вiд нуля.

Уздовж дуги кривої 𝑙 задамо значення 𝑈∘ та 𝜕𝑈∘

𝜕𝑥2 :

𝑈∘|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 𝜙0(𝑥
1),

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥2
|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 𝜙1(𝑥

1), (20)

де 𝜙0(𝑥
1), 𝜙1(𝑥

1) — заданi функцiї класу 𝐶1.
Оскiльки коефiцiєнти рiвняння (19) є неперевними функцiями, то в деякому

околi кривої 𝑙 задача Кошi (19), (20) має розв’язок i до того ж єдиний [7].
Взявши до уваги рiвностi (8) i 𝑈∘ = 𝑈𝑛, початковi умови (20) виразимо через

вектор змiщення 𝑈 :

𝑈𝑛|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 𝜙0(𝑥
1),

𝜕

𝜕𝑥2
(︀
𝑈𝑛
)︀
|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 𝜙1(𝑥

1). (21)

З попереднього випливає, що при заданих функцiях 𝜇(𝑥1, 𝑥2), 𝜙0(𝑥
1), 𝜙1(𝑥

1) рiв-
няння (19) за умов (21) завжди має розв’язок, крiм того, єдиний. При цьому тан-
генцiальна компонента 𝑈𝛼 вектора змiщення через його нормальну компоненту
𝑈∘ виражається за формулою (14).

Отже, вище доведена
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Теорема 5. За початкових умов (21), де 𝜙0(𝑥
1), 𝜙1(𝑥

1) – заданi функцiї
класу 𝐶1, однозв’язна поверхня 𝑆 ∈ 𝐶3 вiд’ємної гауссової кривини при заданiй
неперервнiй функцiї 𝜇 допускає, причому єдину, QA-деформацiю, яка зберiгає її
орт нормалi.

При 𝜇 = 0 ця деформацiя є ареальною.

За умови 𝜇 = 0, коли QA-деформацiя поверхнi зводиться до ареальної, для
однорiдного рiвняння

𝜕2𝑈∘

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝑎(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥1
+ 𝑏(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥2
+ 𝑐(𝑥1, 𝑥2)𝑈∘ = 0, (22)

розглянемо задачу Кошi з однорiдними початковими умовами

𝑈𝑛|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 0,
𝜕

𝜕𝑥2
(︀
𝑈𝑛
)︀
|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 0. (23)

Очевидно, задача Кошi (22), (23) має лише нульовий розв’язок. Звiдси випливає

Теорема 6. За початкових умов (23), однозв’язна поверхня 𝑆 ∈ 𝐶3 вiд’ємної
гауссової кривини є жорсткою вiдносно ареальної н. м. деформацiї, яка зберiгає
її орт нормалi.

3.2. Задача Гурса. Асимптотичнi лiнiї 𝑥1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑥2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 поверхнi 𝑆 є
характеристиками рiвняння (19). Задамо функцiю 𝑈∘ на характеристиках 𝑥1 =
𝑥10 та 𝑥2 = 𝑥20 :

𝑈∘|𝑥1=𝑥1
0
= 𝜓1(𝑥

2), 𝑥20 6 𝑥2 6 𝑏,

𝑈∘|𝑥2=𝑥2
0
= 𝜓2(𝑥

1), 𝑥10 6 𝑥1 6 𝑎. (24)

При цьому вважаємо, що заданi функцiї 𝜓1(𝑥
2) та 𝜓2(𝑥

1) мають неперервнi похi-
днi першого порядку i 𝜓1(𝑥

2
0) = 𝜓2(𝑥

1
0). Оскiльки коефiцiєнти рiвняння (19) є не-

перервними функцiями, то в заданiй областi задача Гурса (19), (24) має розв’язок
i до того ж єдиний [7]. Звiдси випливають наступнi теореми:

Теорема 7. За початкових умов

𝑈𝑛|𝑥1=𝑥1
0
= 𝜓1(𝑥

2), 𝑥20 6 𝑥2 6 𝑏,

𝑈𝑛|𝑥2=𝑥2
0
= 𝜓2(𝑥

1), 𝑥10 6 𝑥1 6 𝑎, (25)

де 𝜓1(𝑥
2), 𝜓2(𝑥

1) ∈ 𝐶1 i 𝜓1(𝑥
2
0) = 𝜓2(𝑥

1
0), однозв’язна поверхня 𝑆 ∈ 𝐶3 вiд’ємної

гауссової кривини при заданiй неперервнiй функцiї 𝜇 допускає, причому єдину,
QA-деформацiю зi стацiонарним ортом нормалi.

При 𝜇 = 0 ця деформацiя є ареальною.

Теорема 8. За початкових умов

𝑈𝑛|𝑥1=𝑥1
0
= 0, 𝑥20 6 𝑥2 6 𝑏,

𝑈𝑛|𝑥2=𝑥2
0
= 0, 𝑥10 6 𝑥1 6 𝑎 (26)

однозв’язна поверхня 𝑆 ∈ 𝐶3 вiд’ємної гауссової кривини є жорсткою вiдносно
ареальної н. м. деформацiї зi стацiонарним ортом нормалi.
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Висновки. В данiй роботi дослiджується QA-деформацiя поверхнi вiд’ємної
гауссової кривини зi стацiонарним ортом її нормалi (у просторi 𝐸3). Ця задача
звелась до дослiдження одного неоднорiдного диференцiального рiвняння з ча-
стинними похiдними другого порядку вiдносно однiєї невiдомої функцiї. Основнi
результати роботи сформульованi в теоремах 3, 4, 5, 7.
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Безкоровайная Л. Л., Хомич Ю. С.
QA-деформация поверхности отрицательной гауссовой кривизны

Резюме

Для поверхности трехмерного евклидова пространства в статье рассмотрели бесконечно
малую деформацию, при которой элемент площади поверхности изменяется по заранее
заданному закону. Такая деформация в статье названа бесконечно малой квазиареаль-
ной деформацией или кратко QA-деформацией. Задача об отыскании QA-деформации,
при которой сохраняется орт нормали к поверхности, сводится к исследованию одно-
го неоднородного дифференциального уравнения с частными производными второго
порядка относительно одной неизвестной функции. Для поверхностей отрицательной
гауссовой кривизны указаны начальные условия, при которых существует одна и толь-
ко одна QA-деформация со стационарным ортом нормали. При этом для упомянутого
уравнения были применены теории задач Коши и Гурса. Начальные условия этих задач
выражены через вектор смещения.
Ключевые слова: бесконечно малая деформация, поле смещения, вариация, орт нор-
мали .

Bezkorovaina L. L., Khomych Yu. S.
QA-deformation of surface of negative Gaussian curvature

Summary

An infinitesimal deformation with the given law of changing the element of area of a surface

in Euclidean three-space was considered in this article. Such deformation in the article
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was called the quasiareal infinitesimal deformation or, briefly, the QA-deformation. The

problem of finding the QA-deformation, under which the unit normal vector to the surface is

preserved, was reduced to the study of one nonhomogeneous partial differential equation of

the second order with respect to one unknown function. The initial conditions, under which

the only one QA-deformation with the stationary unit normal vector exists, were defined

for the surfaces of a negative Gaussian curvature. In this case, for the above equation,

the Cauchy and Goursat problems were applied. The initial conditions of these tasks were

expressed through the deforming vector.

Key words: infinitesimal deformation, displacement field, variation, unit normal vector.
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ДОСЛIДЖЕННЯ НЕСТАЦIОНАРНОГО ТЕРМОПРУЖНОГО
СТАНУ ОБОЛОНОК, ПОДАТЛИВИХ ДО ЗСУВIВ ТА
СТИСНЕННЯ

Сформульовано лiнiйну початково-крайову задачу для тонких оболонок, податливих
до зсувiв та стиснення (шестимодальний варiант). Записано ключовi рiвняння для ви-
значення нестацiонарного термопружного стану розглядуваних оболонок. Особливiсть
використаної моделi полягає в тому, що за основу взята кiнематична гiпотеза оболо-
нок типу Тимошенка—Мiндлiна (п’ятимодальний варiант), згiдно з якою нормальний
елемент недеформованої оболонки пiсля її навантаження залишається прямолiнiйним,
але може змiнювати свою довжину i не бути ортогональним до деформованої середин-
ної поверхнi. Чисельно розв’язано задачу визначення термонапружень пластини, що
перебуває в умовах нерiвномiрного нагрiву. Розглянуто випадок, коли пластина нагрi-
вається шляхом теплообмiну згiдно з законом Ньютона з середовищем, температура
якого описується нормально–круговим законом. Здiйснено порiвняльний аналiз отри-
маних чисельних розв’язкiв з розв’язками, наведеними в лiтературi.
MSC: 74R10.
Ключовi слова: оболонка, термопружнiсть, метод скiнченних елементiв .
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134615.

Вступ. Дослiдження пружно-деформiвного стану оболонок, якi перебува-
ють пiд дiєю термосилових навантажень, має важливе значення для прикладних
застосувань, так як багато конструкцiй сучасного машинобудування мiстять обо-
лонки в якостi складових елементiв.

В працях [2, 3, 9] побудовано початково-крайовi та вiдповiднi варiацiйнi задачi
динамiки та статики оболонок пiд дiєю силових навантажень. Основна особли-
вiсть використаного в цих працях пiдходу полягає в напiвдискретизацiї вектора
змiщень пружного тiла за змiнною товщини на основi кiнематичних гiпотез Тимо-
шенка—Мiндлiна зi збереженням повного вектора поворотiв нормалi серединної
поверхнi. Результуючi спiввiдношення моделi мiстять як невiдомi компоненти ве-
ктора узагальнених перемiщень, а саме: змiщення серединної поверхнi оболонки
та повороти її нормалi. Сукупнiсть результатiв праць [2,3,9] служить ґрунтовною
основою для продовження дослiдження цього класу моделей оболонок. В данiй
статтi здiйснюється спроба врахувати ефекти впливу нерiвномiрного змiнного в
часi температурного поля в згаданiй моделi оболонок.

Основнi результати
1. Геометрiя та основнi спiввiдношення теорiї тонких оболонок, по-

датливих до зсувiв та стиснення. Розглянемо оболонку як тривимiрне тiло,
обмежене двома криволiнiйними поверхнями, вiдстань мiж якими мала у по-
рiвняннi з iншими розмiрами тiла. Серединну поверхню оболонки Ω вiднесемо
до криволiнiйної ортогональної системи координат 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2) i введемо ортого-
нальну до неї змiнну 𝛼3 так, що |𝛼3| 6 ℎ

2 , де ℎ— товщина оболонки. Вважаємо, що
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координатнi лiнiї 𝛼1, 𝛼2 збiгаються з лiнiями головних кривин. Позначимо через
Γ межу серединної поверхнi Ω . Тодi точки оболонки визначатимуться множиною

𝑉 = Ω×]− ℎ/2, ℎ/2[,

межа 𝑆 якої складається з лицьових поверхонь

Ω± = Ω× {−ℎ/2, ℎ/2}

та бiчної поверхнi

Σ = Γ×]− ℎ/2, ℎ/2[.

Нехай компоненти зовнiшнього навантаження, що дiє на оболонку, залежать
як вiд координат 𝛼𝑖(𝑖 = 1, 2, 3), так i вiд часу 𝑡 , тодi викликанi ними перемi-
щення 𝑈 = {𝑈𝑖(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝑡)}3𝑖=1 , деформацiї та напруження теж є функцiями
часу. З огляду на малу у порiвняннi з iншими характерними розмiрами оболонки
товщину ℎ, розгорнемо вектор змiщень точок оболонки за формулою Маклорена
в околi серединної поверхнi зi збереженням лiнiйних членiв. Тодi

𝑈𝑖(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝑡) = 𝑢𝑖(𝛼, 𝑡) + 𝛼3𝛾𝑖(𝛼, 𝑡) +𝑂(ℎ2), 𝑖 = 1, 2, 3.

Тут 𝑢𝑖(𝛼, 𝑡) = 𝑈𝑖(𝛼1, 𝛼2, 0, 𝑡) описують змiщення точок серединної поверхнi
Ω в часi, а 𝛾𝑖(𝛼, 𝑡) = 𝜕3𝑈𝑖(𝛼1, 𝛼2, 0, 𝑡) визначають кут повороту нормалi неза-
лежно вiд 𝑢𝑖 . Тут i надалi прийнято позначення 𝜕𝑖 = 𝜕/𝜕𝛼𝑖 . Таким чином,
для нестацiонарного аналiзу термопружного стану оболонок, податливих до зсу-
вiв та стиснення, потрiбно записати систему з шести рiвнянь динамiчної рiв-
новаги для визначення вектора узагальнених перемiщень серединної поверхнi
𝑢 (𝑡) = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3)

𝑇 та доповнити її вiдповiдними крайовими умовами
на межi серединної поверхнi.

Деформацiйнi спiввiдношення, що пов’язують компоненти тензора лiнiйної
деформацiї з перемiщеннями, подамо для зручностi у матричному виглядi

𝑒 = 𝐶𝑙𝑢,

де через 𝑒 = (𝑒11, 𝑒22, 𝑒33, 𝑒12, 𝑒13, 𝑒23, 𝜅11, 𝜅22, 𝜅12, 𝜅13, 𝜅23)
𝑇 позначено вектор ком-

понент тензора лiнiйної деформацiї, який складається з тангенцiальних 𝑒𝑖𝑗 (𝑢) та
згинних 𝜅𝑖𝑗 (𝑢) складових; 𝐶𝑙 — матриця диференцiальних операторiв наведена
в [2].

Припустимо, що оболонка пiддається дiї об’ємної сили {𝐹𝑖}3𝑖=1 в областi V,

поверхневих навантажень
{︁
𝜎
±ℎ/2
𝑖

}︁3

𝑖=1
, прикладених до поверхонь Ω±, i поверх-

невих напружень
{︀
𝜎Σ
𝑡 , 𝜎

Σ
𝑠 , 𝜎

Σ
𝑛

}︀
(⃗𝑡, �⃗�, �⃗� — орти правої трiйки криволiнiйних коор-

динат) на частинi Σ𝜎 поверхнi Σ, причому Σ𝜎 = Γ𝜎× ]−ℎ/2, ℎ/2[. На рештi бiчної
поверхнi Σ𝑢 = Σ∖Σ𝜎 заданi перемiщення 𝑢|Σ𝑢

= {𝑢𝑔𝑖 }
6
𝑖=1.

На вiдмiну вiд математичних моделей оболонок Тимошенка—Мiндлiна (п’яти-
модальний варiант) [7], постулювання ненульової компоненти 𝛾3 дозволяє моде-
лювати пружно-деформiвний стан оболонки з врахуванням апроксимацiї 𝜎33.
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Введемо iнтегральнi характеристики напружень 𝜎𝑖𝑗

[𝑁𝑖𝑗 ,𝑀𝑖𝑗 ] =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎𝑖𝑗 (1 + 𝛼3𝑘3−𝑖) [1, 𝛼3] 𝑑𝛼3, 𝑁33 =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎33 (1 + 𝛼3𝑘1) (1 + 𝛼3𝑘2)𝑑𝛼3,

[𝑁𝑖3,𝑀𝑖3] =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎𝑖3 (1 + 𝛼3𝑘3−𝑖) [1, 𝛼3] 𝑑𝛼3, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

Надалi будемо використовувати умову рiвностi з точнiстю до 𝑂
(︀
ℎ2
)︀

крутних
моментiв

𝐻 =𝑀12 =𝑀21

та симетричне зусилля Новожилова [6,7]

𝑆 = 𝑁12 − 𝑘2𝑀21 = 𝑁21 − 𝑘1𝑀12.

Тодi вектор внутрiшнiх зусиль i моментiв оболонки, що породженi вектором уза-
гальнених перемiщень, можна записати:

𝜎 = (𝑁11, 𝑁22, 𝑁33, 𝑆,𝑁13, 𝑁23,𝑀11,𝑀22, 𝐻,𝑀13,𝑀23)
𝑇
.

Рiвняння руху тонких оболонок, податливих до зсувiв та стиснення в термi-
нах зусиль i моментiв мають вигляд [1,2]

−𝐴1𝐴2𝜌ℎ�̈�1 + 𝜕1 (𝑁11𝐴2)−𝑁22𝜕1𝐴2 + 𝑆𝜕2𝐴1 +
1

2
(𝜕2 (𝐻𝑘1𝐴1) +𝐻𝑘2𝜕2𝐴1)+

+𝑘1𝐴1𝐴2𝑁13 +𝐴1𝜕2𝑆 = −𝑃1𝐴1𝐴2,

−𝐴1𝐴2𝜌ℎ�̈�2 + 𝜕2 (𝑁22𝐴1)−𝑁11𝜕2𝐴1 + 𝑆𝜕1𝐴2 +
1

2
(𝜕1 (𝐻𝑘2𝐴2) +𝐻𝑘1𝜕1𝐴2)+

+𝑘2𝐴1𝐴2𝑁23 +𝐴2𝜕1𝑆 = −𝑃2𝐴1𝐴2,

−𝐴1𝐴2𝜌ℎ�̈�3 + 𝜕1 (𝑁13𝐴2) + 𝜕2 (𝑁23𝐴1)−𝐴1𝐴2 (𝑁11𝑘1 +𝑁22𝑘2) = −𝑃3𝐴1𝐴2,

−𝐴1𝐴2𝜌
ℎ3

12
𝛾1 + 𝜕1 (𝑀11𝐴2)−𝑀22𝜕1𝐴2 +𝐻𝜕2𝐴1 −𝐴1𝐴2𝑁13 +𝐴1𝜕2𝐻 = −𝐴1𝐴2𝑚1,

−𝐴1𝐴2𝜌
ℎ3

12
𝛾2 + 𝜕2 (𝑀22𝐴1)−𝑀11𝜕2𝐴1 +𝐻𝜕1𝐴2 −𝐴1𝐴2𝑁23 +𝐴2𝜕1𝐻 = −𝐴1𝐴2𝑚2,

−𝐴1𝐴2𝜌
ℎ3

12
𝛾3+𝜕1 (𝐴2𝑀13)+𝜕2 (𝐴1𝑀23)−𝐴1𝐴2 (𝑁33 + 𝑘1𝑀11 + 𝑘2𝑀22) = −𝐴1𝐴2𝑚3,

де 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖 (𝛼1, 𝛼2) i 𝑘𝑖 = 𝑘𝑖 (𝛼1, 𝛼2) — коефiцiєнти першої квадратичної форми
та головнi кривини поверхнi Ω вiдповiдно; 𝜌 — густина матерiалу.

Крайовi умови на напруження на частинi контуру серединної поверхнi Γ𝜎 (Γ𝜎 ∈ Γ)
записуються наступним чином:

𝑁𝑡 = 𝑁11cos
2 (𝑛, 𝛼1) +𝑁22sin

2 (𝑛, 𝛼1) + 𝑆 sin 2 (𝑛, 𝛼1) +
1
2𝐻 (𝑘1 + 𝑘2) sin 2 (𝑛, 𝛼1) ,
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𝑁𝑠 =
1
2 (𝑁22 −𝑁11) sin 2 (𝑛, 𝛼1)+𝑆 cos 2 (𝑛, 𝛼1)+𝐻

(︀
𝑘2cos

2 (𝑛, 𝛼1)− 𝑘1sin
2 (𝑛, 𝛼1)

)︀
,

𝑁𝑛 = 𝑁13 cos (𝑛, 𝛼1) +𝑁23 sin (𝑛, 𝛼1) ,

𝑀𝑡 =𝑀11cos
2 (𝑛, 𝛼1) +𝑀22sin

2 (𝑛, 𝛼1) +𝐻 sin 2 (𝑛, 𝛼1) ,

𝑀𝑠 =
1
2 (𝑀22 −𝑀11) sin 2 (𝑛, 𝛼1) +𝐻 cos 2 (𝑛, 𝛼1) ,

𝑀𝑛 =𝑀13 cos (𝑛, 𝛼1) +𝑀23 sin (𝑛, 𝛼1) .

Через (𝑛, 𝛼1) позначено кут мiж нормаллю до Γ та напрямком 𝛼1, а також вище
використано наступнi позначення усереднених характеристик навантаження:

𝑃𝑖 =
(︀
1 + ℎ

2𝑘1
)︀ (︀

1 + ℎ
2𝑘2
)︀
𝜎
+ℎ/2
𝑖 −

(︀
1− ℎ

2𝑘1
)︀ (︀

1− ℎ
2𝑘2
)︀
𝜎
−ℎ/2
𝑖 +

+

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝐹𝑖 (1 + 𝛼3𝑘1) (1 + 𝛼3𝑘2) 𝑑𝛼3,

𝑚𝑖 =
ℎ
2

(︁(︀
1 + ℎ

2𝑘1
)︀ (︀

1 + ℎ
2𝑘2
)︀
𝜎
+ℎ/2
𝑖 −

(︀
1− ℎ

2𝑘1
)︀ (︀

1− ℎ
2𝑘2
)︀
𝜎
−ℎ/2
𝑖

)︁
+

+

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝐹𝑖 (1 + 𝛼 3𝑘1) (1 + 𝛼3𝑘2)𝛼3𝑑𝛼3,

[𝑁𝑡,𝑀𝑡] =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎Σ
𝑡 (1 + 𝛼3𝑘𝑡) [1, 𝛼3]𝑑𝛼3, [𝑁𝑠,𝑀𝑠] =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎Σ
𝑠 (1 + 𝛼3𝑘𝑠) [1, 𝛼3]𝑑𝛼3,

[𝑁𝑛,𝑀𝑛] =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎Σ
𝑛 [1, 𝛼3] 𝑑𝛼3, 𝑖 = 1, 2, 3.

Пiд 𝑘𝑡 треба розумiти кривину бiчної поверхнi оболонки в напрямку нормалi до
кривої Γ𝜎 (контуру серединної поверхнi), а пiд 𝑘𝑠 — кривину бiчної поверхнi в
напрямку дотичної до Γ𝜎.

Для встановлення кiнематичної визначеностi розглядуваної моделi оболонок
необхiдно додати крайовi умови в змiщеннях на частинi контуру серединної по-
верхнi Γ𝑢 = Γ∖Γ𝜎:

𝑢𝑔𝑡 = 𝑢1 cos (𝑛, 𝛼1) + 𝑢2 sin (𝑛, 𝛼1) ,

𝑢𝑔𝑠 = −𝑢1 sin (𝑛, 𝛼1) + 𝑢2 cos (𝑛, 𝛼1) ,

𝑢𝑔𝑛 = −𝑢3,

𝛾𝑔𝑡 = 𝛾1 cos (𝑛, 𝛼1) + 𝛾2 sin (𝑛, 𝛼1) ,

𝛾𝑔𝑠 = −𝛾1 sin (𝑛, 𝛼1) + 𝛾2 cos (𝑛, 𝛼1) ,

𝛾𝑔𝑛 = 𝛾3.

Введенi усередненi характеристики навантаження об’єднаємо у вектори:
𝑃 = (𝑃1, 𝑃2, 𝑃3,𝑚1,𝑚2,𝑚3)

𝑇 — вектор зовнiшнього навантаження;
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𝜎𝑔 = (𝑁𝑡, 𝑁𝑠, 𝑁𝑛,𝑀𝑡,𝑀𝑠,𝑀𝑛)
𝑇 — вектор крайових зусиль-моментiв;

𝑢𝑔 = (𝑢𝑔𝑡 , 𝑢
𝑔
𝑠 , 𝑢

𝑔
𝑛, 𝛾

𝑔
𝑡 , 𝛾

𝑔
𝑠 , 𝛾

𝑔
𝑛)
𝑇 — вектор крайових змiщень.

Тодi, для подальшого використання чисельних методiв, систему рiвнянь руху
оболонок, податливих до зсувiв та стиснення, статичнi та кiнематичнi крайовi
умови запишемо для зручностi у матричному виглядi [2,3]:

𝐶𝜎𝜎 + 𝑃 −𝑚
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0, ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] ,

𝐺𝜎𝜎|Γ𝜎
= 𝜎𝑔, 𝐺𝑢𝑢|Γ𝑢

= 𝑢𝑔, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ,

де 𝑚 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
(︁
𝜌ℎ, 𝜌ℎ, 𝜌ℎ, 𝜌ℎ

3

12 , 𝜌
ℎ3

12 , 𝜌
ℎ3

12

)︁
.

Для однозначного iнтегрування системи рiвнянь, крiм статичних та геоме-
тричних крайових умов необхiдно задати ще початковi умови

𝑢 (𝛼, 0) = 𝑢0 (𝛼) , �̇� (𝛼, 0) = 𝑢1 (𝛼) .

Вважаємо також, що оболонка є лiнiйно пружною i знаходиться в нерiв-
номiрному температурному полi 𝑇 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3). Тодi, згiдно гiпотези Дюгамеля-
Неймана, для iзотропного матерiалу оболонки компоненти внутрiшнiх зусиль i
моментiв та деформацiй будуть пов’язанi мiж собою наступними залежностями
[4, 8]:

𝑁11 = 𝐷𝑁 ((1− 𝜈) 𝑒11 + 𝜈 (𝑒22 + 𝑒33)− (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑇1) ,

𝑁22 = 𝐷𝑁 ((1− 𝜈) 𝑒22 + 𝜈 (𝑒11 + 𝑒33)− (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑇1) ,

𝑁33 = 𝐷𝑁 ((1− 𝜈) 𝑒33 + 𝜈 (𝑒11 + 𝑒22)− (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑇1) ,

𝑆 = 𝐷𝑁 (1− 2𝜈) 𝑒12, 𝑁13 = 𝐷𝑁 (1− 2𝜈) 𝑒13, 𝑁23 = 𝐷𝑁 (1− 2𝜈) 𝑒23,

𝑀11 = 𝐷𝑀 ((1− 𝜈)𝜅11 + 𝜈𝜅22 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑇2) ,

𝑀22 = 𝐷𝑀 ((1− 𝜈)𝜅22 + 𝜈𝜅11 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑇2) ,

𝐻 = 𝐷𝑀 (1− 2𝜈)𝜅12, 𝑀13 = 𝐷𝑀 (1− 2𝜈)𝜅13, 𝑀23 = 𝐷𝑀 (1− 2𝜈)𝜅23,

де 𝐷𝑁 = 𝐸ℎ
(1+𝜈)(1−2𝜈) , 𝐷𝑀 = 𝐸ℎ3

12(1+𝜈)(1−2𝜈) — тангенцiальна та згинна жорс-

ткiсть; 𝑇1 = 1
ℎ

ℎ/2´
−ℎ/2

(𝑇 − 𝑇0) 𝑑𝛼3, 𝑇2 = 12
ℎ3

ℎ/2´
−ℎ/2

(𝑇 − 𝑇0)𝛼3𝑑𝛼3 — усередненi тем-

пературнi характеристики, 𝐸 — модуль Юнга, 𝜈 — коефiцiєнт Пуассона; 𝛼𝑇 —
коефiцiєнт лiнiйного температурного розширення, 𝑇0 — початкове значення тем-
ператури.

Якщо ввести вектор Φ =
(︁
ℎ𝑇1, ℎ𝑇1, ℎ𝑇1, 0, 0, 0,

ℎ3

12𝑇2,
ℎ3

12𝑇2, 0, 0, 0
)︁𝑇

, то вище
наведений зв’язок у матричному записi, буде мати вигляд [9]:

𝜎 = 𝐵 − 𝛼𝑇𝐸

1− 2𝜈
Φ.

Тут 𝐵 — матриця пружних постiйних [2].
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2. Варiацiйна задача. Розв’язування задачi про нестацiонарне термопру-
жне деформування тонких оболонок, податливих до зсувiв та стиснення, пропо-
нується методом скiнченних елементiв [1]. Тому сформулюємо варiацiйну поста-
новку початково-крайової задачi лiнiйної теорiї розглядуваних оболонок.

Не зменшуючи загальностi, допускатимемо, що частина Γ𝑢 бiчної поверхнi
оболонки жорстко защемлена, тобто

𝐺𝑢𝑢|Γ𝑢
= 0.

Введемо функцiональнi простори 𝐺 =
{︁
𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) ∈

[︀
𝐿2 (Ω)

]︀6}︁
та 𝑉 =

{︁
𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) ∈

[︀
𝑊 1

2 (Ω)
]︀6

: 𝑣|Γ𝑢
= 0
}︁

з нормою

‖𝑣‖2𝑉 =

3∑︁
𝑖=1

(︁
‖𝑣𝑖‖2𝑊 1

2 (Ω) + ‖𝜉𝑖‖2𝑊 1
2 (Ω)

)︁
та позначимо через 𝑉 ′ простiр, спряжений до простору 𝑉 .

Тут 𝑊 1
2 (Ω) — простiр Соболєва функцiй, квадрати яких разом зi своїми пер-

шими похiдними iнтегрованi за Лебегом в областi Ω .
Вважаємо, що данi задачi задовольняють включення: 𝜃 = (𝑇1, 𝑇2)

𝑇 ∈
[︀
𝐿2 (Ω)

]︀2,
𝜎𝑔 ∈

[︀
𝐿2 (Ω)

]︀6, 𝑃 ∈
[︀
𝐿2 (Ω)

]︀6, 𝑢0 ∈ 𝑉 , 𝑢1 ∈ 𝐺. Фiксуючи момент часу 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],
0 < 𝑇 < +∞ , помножимо скалярно рiвняння руху на довiльний вектор 𝑣 ∈ 𝑉 i
проiнтегруємо результат по областi Ω. Отримаємо наступне варiацiйне рiвняння:

𝜇 (�̈� (𝑡) , 𝜈) + 𝑎 (𝑢 (𝑡) , 𝜈) = ⟨𝐿 (𝑡) , 𝜈⟩ , ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] .

Тут бiлiнiйнi форми 𝑎 (𝑢, 𝜈), 𝜇 (𝑢, 𝜈) та лiнiйний функцiонал ⟨𝐿, 𝜈⟩ мають на-
ступний вигляд:

𝑎 (𝑢, 𝑣) =

¨

Ω

(𝐶𝑙𝑣)
𝑇
𝐸0𝐵𝐶𝑙𝑢𝑑Ω,

𝜇 (𝑢, 𝑣) =

¨

Ω

𝜌

(︃
3∑︁
𝑖=1

(︂
𝑢𝑖𝑣𝑖 +

ℎ2

12
𝛾𝑖𝜉𝑖

)︂)︃
𝐴1𝐴2𝑑𝛼1𝑑𝛼2,

⟨𝐿, 𝑣⟩ = ⟨𝑙, 𝑣⟩+ ⟨𝑏, 𝑣⟩ ,

⟨𝑙, 𝜈⟩ =
3∑︁
𝑖=1

¨

Ω

(𝑃𝑖𝜈𝑖 +𝑚𝑖𝜉𝑖) 𝑑Ω+

ˆ

Γ𝜎

(𝑁𝑡𝜈𝑡 +𝑁𝑠𝜈𝑠 +𝑁𝑛𝜈𝑛 +𝑀𝑡𝜉𝑡 +𝑀𝑠𝜉𝑠 +𝑀𝑛𝜉𝑛) 𝑑Γ,

⟨𝑏, 𝜈⟩ =
¨

Ω

(𝐶𝑙𝜈)
𝑇 𝛼𝑇𝐸

1− 2𝜈
Φ (𝜃) 𝑑Ω .

Сформулюємо варiацiйну постановку початково-крайової задачi лiнiйної теорiї
тонких оболонок, податливих до зсувiв та стиснення.

Задано 𝑙 ∈ 𝐿2 (0, 𝑇 ;𝑉 ′), 𝑢0 ∈ 𝑉 , 𝑢1 ∈ 𝐺, 𝜃 ∈
[︀
𝐿2 (Ω)

]︀2.
Знайти вектор узагальнених перемiщень 𝑢 ∈ 𝐿2 (0, 𝑇 ;𝑉 ) такий, що

𝜇 (�̈� (𝑡) , 𝜈) + 𝑎 (𝑢 (𝑡) , 𝜈) = ⟨𝐿 (𝑡) , 𝜈⟩ , ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] ,
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𝜇
(︀
�̇� (0)− 𝑢1, 𝜈

)︀
= 0, 𝑎

(︀
𝑢 (0)− 𝑢0, 𝜈

)︀
= 0, ∀𝜈 ∈ 𝑉.

Для iнтегрування в часi отриманої задачi Кошi можливе застосування рi-
зних методiв. В данiй працi розв’язування задачi здiйснюється методом прямого
iнтегрування, який базується на схемi Ньюмарка [1].

3. Числовий приклад. Дослiджували задачу визначення термонапружень
пластини, що перебуває в умовах нерiвномiрного нагрiву. Розглядався випадок,
коли пластина нагрiвається шляхом теплообмiну згiдно з законом Ньютона з
середовищем, температура якого описується нормально-круговим законом 𝑇 =
𝑇𝑚𝑒

−𝑘𝑟2 , де 𝑇𝑚 — максимальна температура, 𝑘 — коефiцiєнт, який характеризує
зосередженiсть нагрiву.

Для безмежної пластини в припущеннi, що температура разом зi своїми по-
хiдними на нескiнченностi зникає та в початковий момент часу дорiвнює нулю,
спiввiдношення для визначення температурного поля в полярнiй системi коорди-
нат (𝑟, 𝜙) мають вигляд(︂

Δ−𝑚2 − 𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝑇 = −𝑚2𝑇𝑚𝑒

−𝑘𝑟2 ,

де 𝑚2 = 4𝐵𝑖
ℎ2 , 𝐵𝑖 — критерiй Бiо. Температура i пружнi напруження для такої

задачi визначенi в [5]:

𝑇 (𝑟, 𝑡) = 𝑚2𝑇𝑚

𝑡ˆ

0

1

1 + 4𝑘𝜂
𝑒−𝑚

2𝜂− 𝑘𝑟2

1+4𝑘𝜂 𝑑𝜂,

𝜎𝑟 = −𝛼𝑇𝐸𝑚
2𝑇𝑚

2𝑘𝑟2

𝑡ˆ

0

𝑒−𝑚
2𝜂

(︃
1− 𝑒

−𝑘𝑟2/1 + 4𝑘𝜂

)︃
𝑑𝜂,

𝜎𝜙 = −𝜎𝑟 − 𝛼𝑇𝐸𝑇, 𝜏𝑟𝜙 = 0.

Напруження в декартовiй системi координат будуть

𝜎11 = 𝜎𝑟cos
2𝜙+ 𝜎𝜙sin

2𝜙− 𝜏𝑟𝜙 cos 2𝜙,

𝜎22 = 𝜎𝑟sin
2𝜙+ 𝜎𝜙cos

2𝜙− 𝜏𝑟𝜙 sin 2𝜙,

𝜎12 = (𝜎𝑟 − 𝜎𝜙) cos𝜙 sin𝜙.

У таблицi 1 наведено порiвняння результатiв розрахунку напружень для цi-
єї задачi, розглянутих у працi [5] в межах теорiї пружностi для усталеного те-
плового режиму (при 𝑡 → ∞), iз результатами реалiзованої методом скiнченних
елементiв моделi зсувних оболонок, описаної у данiй роботi. Розрахунок проведе-
ний у випадку, коли −0, 075 6 𝛼1, 𝛼2 6 0, 075, модуль Юнга матерiалу пластини
𝐸 = 2, 1 · 105МПа, коефiцiєнт Пуассона 𝜈 = 0, 33, товщина ℎ = 0, 01 м, коефiцiєнт
лiнiйного температурного розширення 𝛼𝑇 = 12 · 10−6.

З огляду на симетричнiсть задачi, розглядалася чверть пластини −0, 075 6
𝛼1, 𝛼2 6 0. На межах 𝛼1, 𝛼2 = 0 задавалися умови симетрiї, а на 𝛼1, 𝛼2 = −0, 075
напруження обчисленi за формулами, наведеними у [5].
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Таблиця 1

Термонапруження пластини в умовах нерiвномiрного нагрiву

Аналiтичний розв’язок МСЕ

𝛼1 𝛼2 𝑇 𝜎11 ×
10−9Па

𝜎22 ×
10−9Па

𝜎11 ×
10−9Па

𝜎22 ×
10−9Па

0 0 500.53 -0.631 -0.631 -0.624 -0.624

0 -0.0125 469.45 -0.572 -0.611 -0.599 -0.693

0 -0.025 387.49 -0.420 -0.556 -0.400 -0.575

0 -0.0375 281.90 -0.231 -0.480 -0.185 -0.495

0 -0.05 181.20 -0.040 -0.395 0.003 -0.427

0 -0.0625 103.27 0.056 -0.316 0.161 -0.297

0 -0.075 52.43 0.116 -0.248 0.230 -0.266

-0.0125 0 469.45 -0.611 -0.572 -0.693 -0.599

-0.025 0 387.49 -0.556 -0.420 -0.575 -0.400

-0.0375 0 281.90 -0.480 -0.231 -0.495 -0.185

-0.05 0 181.20 -0.395 -0.040 -0.427 0.003

-0.0625 0 103.27 -0.316 0.056 -0.297 0.161

-0.075 0 52.43 -0.248 0.116 -0.266 0.230

Висновки. У статтi сформульовано початково-крайову задачу нестацiо-
нарної термопружностi. Математична модель заснована на лiнiйнiй теорiї оболо-
нок, податливих до зсувiв та стиснення. Фiзичнi спiввiдношення вiдображають
гiпотезу Дюгамеля—Неймана. Також сформульована вiдповiдна варiацiйна за-
дача. Невiдомими варiацiйної задачi нестацiонарної термопружностi оболонок,
податливих до зсувiв та стиснення, виступають вектор пружного змiщення то-
чок серединної поверхнi i вектор кутiв повороту нормалi серединної поверхнi.

З аналiзу наведених результатiв обчислень випливає, що пружнi напружен-
ня, знайденi за уточненою теорiєю оболонок, податливих до зсувiв та стиснення,
практично повнiстю збiгаються з аналiтичними розв’язками, знайденими iншими
авторами, в межах теорiї пружностi.
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Вагин П. П., Козий И. Я., Малец Р. Б., Шинкаренко Г. А.
Исследование нестационарного термоупругого состояния оболочек, подат-
ливых к сдвигам и сжатию

Резюме

Сформулирована линейная начально-краевая задача для тонких оболочек, податли-
вых к сдвигам и сжатию (шестимодальный вариант). Записаны ключевые уравнения
для определения нестационарного термоупругого состояния рассматриваемых оболо-
чек. Особенность использованной модели заключается в том, что за основу взята кине-
матическая гипотеза оболочек типа Тимошенко—Миндлина (пятимодальный вариант),
согласно которой нормальный элемент недеформированной оболочки после ее нагруже-
ния остается прямолинейным, но может изменять свою длину и не быть ортогональным
к деформированной срединной поверхности. Численно решена задача определения тер-
монапряжений пластины, которая находится в условиях неравномерного нагрева. Рас-
смотрен случай, когда пластина нагревается путем теплообмена по закону Ньютона со
средой, температура которой описывается нормально–круговым законом. Осуществлен
сравнительный анализ полученных решений с решениями, приведенными в литературе.
Ключевые слова: оболочка, термоупругость, метод конечных элементов .

Vahin P. P., Koziy I. Y., Malets’ R. B., Shynkarenko H. A.
Investigation of the non-stationary thermoelastic state of shells compliant to
shears and compression

Summary

A linear boundary-value problem for thin shells compliant to shears and compression (a

six-modal variant) is formulated. The key equations for determining the non-stationary

thermoelastic state of the considered shells are recorded. The peculiarity of the used model

is that the kinematic hypothesis of the shells of the Tymoshenko-Mindlin type (a five-modal

variant) is taken as a basis, according to which the normal element of the deformed shell

after its loading remains straightforward, but may change its length and not be orthogonal

to the deformed median surface. Numerically solved the problem of determining the thermal

stresses of a plate that is in uneven heating conditions. The case when the plate is heated

by heat exchange in accordance with Newton’s law with an environment whose temperature

is described by a normal-circular law is considered. A comparative analysis of the obtained
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numerical solutions with the solutions given in the literature is carried out.

Key words: shell, thermoelasticity, finite element method.
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ИТЕРАЦИОННЫЙ АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ
ЗНАЧЕНИЙ И СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ЗАДАЧИ
ШТУРМА—ЛИУВИЛЛЯ

Предложен итерационный алгоритм вычисления 𝑖-го собственного значения (с. з.) и
соответствующей собственной функции (с. ф.) задачи Штурма—Лиувилля на конечном
интервале. Алгоритм использует известные асимптотические формулы для с. з. и с. ф.
задачи Штурма—Лиувилля. Каждая итерация алгоритма требует решения краевой за-
дачи для дифференциального уравнения второго порядка. Левая часть этого уравнения
является дифференциальным оператором левой части уравнения Штурма—Лиувилля
с некоторым сдвигом, а правая — приближением к искомой с. ф. Приведен пример, в
котором упомянутая краевая задача решалась методом конечных элементов с триго-
нометрическими функциями-крышками, определенными на равномерной сетке. В этом
примере предложенный алгоритм фактически сводится к итерационному алгоритму
определения 𝑖-го с. з. конечно-элементной аппроксимации задачи Штурма—Лиувилля,
являющейся обобщенной матричной задачей на с. з., только 𝑖-е с. з. которой приближа-
ет с. з. исходной задачи.
MSC: 65L10, 65L15.
Ключевые слова: задача Штурма—Лиувилля, собственное значение, асимптотиче-
ские формулы для собственных значений, метод конечных элементов .DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134616.

Введение. Рассмотрим задачу Штурма—Лиувилля, которую без ограни-
чения общности можно записать следующим образом,

−𝑢′′ + 𝑞(𝑥)𝑢 = 𝜆𝑢, 𝑥 ∈ (0, 𝜋),

𝑢(0) = 𝑢(𝜋) = 0,
(1)

где 𝑞(𝑥) > 0 — заданная вещественная функция. Ищутся такие значения чис-
лового вещественного параметра 𝜆, что краевая задача (1) имеет нетривиальное
(не равное тождественно нулю) решение. Соответствующие значения 𝜆 называ-
ются собственными значениями (с. з.), а соответствующие решения 𝑢(𝑥) — соб-
ственными функциями (с. ф.). Задача (1) обладает следующими свойствами (см.,
например, [2,5]). Существует бесконечное счетное множество вещественных соб-
ственных значений:

0 < 𝜆1 < 𝜆2 < · · · < 𝜆𝑛 < · · · .

Каждому с. з. 𝜆𝑖 соответствует единственная, с точностью до постоянного мно-
жителя, с. ф. 𝑢𝑖(𝑥). Собственные функции 𝑢𝑖(𝑥) образуют ортонормированный
базис в 𝐿2(0, 𝜋). Задача (1) широко используется в математическом моделиро-
вании физических процессов, являясь, в частности, одним из основных инстру-
ментов квантовой механики (см., например, [5]). В настоящее время существует
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большое количество методов численного решения задачи (1) (см., например, [9]).
Все они имеют свои преимущества и недостатки. Так, методы конечных разно-
стей и конечных элементов позволяют вычислять с высокой точностью лишь с. з.
и с. ф. с младшими порядковыми номерами, ибо погрешности с. з. и с. ф. растут с
ростом номера с. з.[6–8,10]. С другой стороны, методы, основанные на аппрокси-
мации потенциала 𝑞(𝑥) (обычно кусочно-постоянными или кусочно-линейными
функциями), позволяют приближать с. з. с точностью, которая не зависит от
номера с. з. Однако с. з. находятся как нули некоторой осциллирующей функ-
ции, определение корней которой является сложной задачей. Кроме того, для
найденного приближенного с. з. надо определить его номер в спектре [3.4].

Вместе с тем, в литературе известны асимптотические формулы для с. з. и
с. ф. задачи Штурма—Лиувилля, точность которых возрастает с увеличением
порядкового номера с. з. и соответствующей с. ф. (см., например, [1, 2, 5]). Так,
если 𝑞(𝑥) имеет ограниченную производную, то для с. з. и с. ф. задачи (1) имеют
место асимптотические формулы [2, с. 21]:

√︀
𝜆𝑛 = 𝑛+

𝑐

𝑛
+𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂
, 𝑐 =

1

2𝜋

�̂�

0

𝑞(𝜏)𝑑𝜏, (2)

𝑢𝑛 =

√︂
2

𝜋
sin(𝑛𝑥) +𝑂

(︂
1

𝑛

)︂
. (3)

В статье рассматривается построение численного алгоритма нахождения с. з. и
с. ф. задачи (1) на основании асимптотических формул (2), (3).

Основные результаты
1. Построение итерационного алгоритма. Задаче (1) соответствует сле-

дующая вариационная задача. Найти такую пару {𝜆, 𝑢}, 𝜆 ∈ R, 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝜋),

что
𝑎(𝑢, 𝑣) = 𝜆(𝑢, 𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝜋), (4)

где

𝑎(𝑢, 𝑣) =

�̂�

0

𝑢′𝑣′ + 𝑞(𝑥)𝑢𝑣𝑑𝑥, (𝑢, 𝑣) =

�̂�

0

𝑢𝑣𝑑𝑥.

Определим линейный непрерывный самосопряженный оператор 𝑇 : 𝐿2(0, 𝜋) →
𝐻1

0 (0, 𝜋), поставив в соответствие произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝜋) единствен-
ное решение 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝜋) вариационной задачи

𝑎(𝑢, 𝑣) = (𝑓, 𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝜋).

Поскольку по теореме вложения Соболева пространство 𝐻1
0 (0, 𝜋) компактно вло-

жено в 𝐿2(0, 𝜋), то оператор 𝑇 является компактным оператором в пространстве
𝐻1

0 (0, 𝜋). Если 𝜆 — с. з., а 𝑢 — соответствующая с. ф. задачи (4), то

𝑇𝑢 =
1

𝜆
𝑢.

Таким образом, вариационная задача на собственные значения (4) эквивалентна
задаче на собственные значения для компактного в пространстве 𝐻1

0 (0, 𝜋) опера-
тора 𝑇 . Наибольшее с. з. 𝜇1 = 1/𝜆1 и соответствующую с. ф. оператора 𝑇 можно
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найти с помощью следующего итерационного процесса, являющегося обобщением
степенного метода нахождения наибольшего по модулю с. з. матрицы (конечно-
мерного оператора) на случай компактного оператора:

𝑣(𝑘+1) = 𝑇𝑢𝑘,

𝜇(𝑘) = (𝑣(𝑘+1), 𝑢(𝑘)),

𝑢(𝑘+1) = 𝑣(𝑘+1)/||𝑣(𝑘+1)||, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

(5)

где (·, ·), || · || — скалярное произведение и норма в 𝐿2(0, 𝜋), 𝑢(0) — произвольное
начальное приближение.

Пусть {𝑢𝑖}∞𝑖=1 — ортонормированный базис 𝐿2(0, 𝜋) из собственных функций
задачи (4) и

𝑢(0) =

∞∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑢𝑖, ||𝑢(0)||2 =

∞∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖 .

Теорема. Если начальное приближение 𝑢(0) выбрано так, что 𝛼1 ̸= 0, то
итерационный процесс (5) сходится:

𝜇(𝑘) = 𝜇1 +𝑂

(︃(︂
𝜇2

𝜇1

)︂2𝑘
)︃
, (6)

𝑢(𝑘) = 𝑢1 +𝑂

(︃(︂
𝜇2

𝜇1

)︂𝑘)︃
. (7)

Доказательство. Легко проверить, что

𝑢(𝑘) =

∞∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜇
𝑘
𝑖 𝑢𝑖⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒

∞∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝜇𝑘𝑖 𝑢𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒ , 𝜇𝑘+1 = (𝑇𝑢(𝑘), 𝑢(𝑘)) =

∞∑︀
𝑖=1

𝛼2
𝑖𝜇

2𝑘+1
𝑖

∞∑︀
𝑖=1

𝛼2
𝑖𝜇

2𝑘
𝑖

.

Заметим, что

1

𝛼2
1𝜇

2𝑘
1

∞∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖𝜇

2𝑘+1
𝑖 = 𝜇1 +

1

𝛼2
1

∞∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖+1𝜇𝑖+1

(︂
𝜇𝑖+1

𝜇1

)︂2𝑘

6 𝜇1 +
𝜇2

𝛼2
1

||𝑢(0)||2
(︂
𝜇2

𝜇1

)︂2𝑘

,

1

𝛼2
1𝜇

2𝑘
1

∞∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖𝜇

2𝑘
𝑖 = 1 +

1

𝛼2
1

∞∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖+1

(︂
𝜇𝑖+1

𝜇1

)︂2𝑘

6 1 +
1

𝛼2
1

||𝑢(0)||2
(︂
𝜇2

𝜇1

)︂2𝑘

.

Значит,

𝜇(𝑘+1) =

𝜇1 +𝑂

(︂(︁
𝜇2

𝜇1

)︁2𝑘)︂
1 +𝑂

(︂(︁
𝜇2

𝜇1

)︁2𝑘)︂ = 𝜇1 +𝑂

(︃(︂
𝜇2

𝜇1

)︂2𝑘
)︃
.

Аналогично доказывается утверждение (7).
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Пусть 𝜎 > 0 — некоторое вещественное число. Рассмотрим задачу на соб-
ственные значения со сдвигом 𝜎. Найти такую пару {𝜈, 𝑢}, 𝜈 ∈ R, 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝜋),
что

𝑎(𝑢, 𝑣)− 𝜎(𝑢, 𝑣) = 𝜈(𝑢, 𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝜋). (8)

Определим линейный непрерывный самосопряженный оператор 𝑇𝜎 : 𝐿2(0, 𝜋) →
𝐻1

0 (0, 𝜋), ставя в соответствие произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝜋) единственное
решение 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝜋) вариационной задачи

𝑎(𝑢, 𝑣)− 𝜎(𝑢, 𝑣) = (𝑓, 𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝜋).

Задача (8) равносильна задаче на собственные значения для оператора 𝑇𝜎 (ком-
пактного в 𝐻1

0 (0, 𝜋)): найти такую пару {𝜈, 𝑢}, 𝜈 ∈ R, 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝜋), что

𝑇𝜎𝑢 =
1

𝜈
𝑢.

Поскольку с. з. 𝜆 задачи (4) и с. з. 𝜈 задачи (8) связаны соотношением 𝜈 = 𝜆−𝜎,
то ближайшее к 𝜎 с. з. 𝜆𝑖, соответствующее минимальному по модулю с. з. 𝜈𝑖 =
𝜆𝑖 − 𝜎, можно найти, определяя максимальное по модулю с. з. 1

𝜈𝑖
оператора 𝑇𝜎 с

помощью итерационного процесса (5) для оператора 𝑇𝜎:

𝑣(𝑘+1) = 𝑇𝜎𝑢
𝑘,

𝜇(𝑘) = (𝑣(𝑘+1), 𝑢(𝑘)),

𝑢(𝑘+1) = 𝑣(𝑘+1)/||𝑣(𝑘+1)||, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

(9)

где 𝑢(0) — начальное приближение, выбранное так, что (𝑢(0), 𝑢𝑖) ̸= 0. Согласно
(6) и (7),

𝜇(𝑘) =
1

𝜆𝑖 − 𝜎
+𝑂

(︃(︂
𝜆𝑖 − 𝜎

𝜆𝑖+1 − 𝜎

)︂2𝑘
)︃
, (10)

𝑢(𝑘) = 𝑢𝑖 +𝑂

(︃(︂
𝜆𝑖 − 𝜎

𝜆𝑖+1 − 𝜎

)︂𝑘)︃
. (11)

Таким образом, для вычисления с. з. 𝜆𝑖 и соответствующей с. ф. 𝑢𝑖 задачи
Штурма—Лиувилля (1) надо выбрать сдвиг 𝜎 так, чтобы с. з. 𝜆𝑖 было к нему
ближайшим. Для выбора сдвига 𝜎 и начального приближения 𝑢(0) воспользу-
емся асимптотическими формулами (2), (3) для с. з. и с. ф. задачи Штурма—
Лиувилля (1). С другой стороны, из (10) и (11) следует, что скорость сходимости
итерационного процесса (9) тем выше, чем ближе сдвиг 𝜎 к с. з. 𝜆𝑖. Поэтому
на каждом шаге итерационного алгоритма целесообразно выбирать в качестве
сдвига 𝜎(𝑘) текущее приближение к с. з. 𝜆𝑖.

Суммируя вышесказанное, получаем следующий итерационный алгоритм вы-
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числения 𝑖-го с. з. и соответствующей с. ф. задачи Штурма—Лиувилля (1):

1. 𝜎(0) =
(︀
𝑖+ 𝑐

𝑖

)︀2
, где 𝑐 = 1

2𝜋

�́�

0

𝑞(𝜏)𝑑𝜏,

2. 𝑢(0) =
√︁

2
𝜋 sin(𝑖𝑥),

3. 𝑣(𝑘+1) = 𝑇𝜎(𝑘)𝑢𝑘,

4. 𝜇(𝑘) = (𝑣(𝑘+1), 𝑢(𝑘)),

5. 𝜎(𝑘+1) = 𝜎(𝑘) + 1
𝜇(𝑘) ,

6. 𝑢(𝑘+1) = 𝑣(𝑘+1)/||𝑣(𝑘+1)||, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . .

(12)

2. Вычислительный эксперимент. В работе [10] для задачи Штурма—
Лиувилля (1) построена конечно-элементная аппроксимация с использованием
тригонометрических функций-крышек

𝜙𝑔𝑖 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
sin(𝑝(𝑥−𝑥𝑖−1))

𝑠𝑖𝑛(𝜃) , 𝑥𝑖 − ℎ < 𝑥 < 𝑥𝑖,

− sin(𝑝(𝑥−𝑥𝑖+1))
𝑠𝑖𝑛(𝜃) , 𝑥𝑖 < 𝑥 < 𝑥𝑖 + ℎ,

0, |𝑥− 𝑥𝑖| > ℎ,

где 𝜃 = 𝑝ℎ, 𝑝 — некоторый параметр, ℎ = 𝜋
𝑁 — шаг равномерной сетки промежут-

ка (0, 𝜋). Эта аппроксимация представляет собой обобщенную матричную задачу
на с. з.

𝐴𝜃𝑢𝜃 + 𝐹𝜃𝑢𝜃 = Λ(𝑛)𝐵𝜃𝑢𝜃, (13)

где 𝑛 = 𝑁 − 1, 𝐴𝜃, 𝐹𝜃 и 𝐵𝜃 — 𝑛× 𝑛-матрицы с элементами

(𝐴𝜃)𝑖,𝑖 = −2𝑝2(cos 𝜃 sin 𝜃 + 𝜃), (𝐴𝜃)𝑖,𝑖+1 = 𝑝2(sin 𝜃 + 𝜃 cos 𝜃),

(𝐵𝜃)𝑖,𝑖 = −2(− cos 𝜃 sin 𝜃 + 𝜃), (𝐵𝜃)𝑖,𝑖+1 = − sin 𝜃 + 𝜃 cos 𝜃,

(𝐹𝜃)𝑖,𝑗 = −2𝑝 sin2(𝜃)

�̂�

0

𝑞(𝑥)𝜙𝑔𝑖 (𝑥)𝜙
𝑔
𝑗 (𝑥)𝑑𝑥.

Если 𝑝 = 𝑖, то 𝑖-е с. з. Λ(𝑛)
𝑖 обобщенной матричной задачи на с. з. (13) при-

ближает с. з. 𝜆𝑖, а соответственный собственный вектор (с.в.) 𝑢𝜃 — с. ф. 𝑢𝑖 (𝑗-я
компонента с.в. 𝑢𝜃 приближает значение с. ф. 𝑢𝑖(𝑥) в узле 𝑥𝑗 = 𝑗ℎ). Отметим,
что для нахождения Λ

(𝑛)
𝑖 надо найти все, или хотя бы 𝑖, с. з. матричной зада-

чи (13). Проведенные в работе [10] вычислительные эксперименты показали, что
ошибка с. з. Λ(𝑛)

𝑖 имеет тот же порядок, что и ошибка с. з. ̃︀Λ(𝑛)
𝑖 , которое получено

с помощью метода конечных элементов с линейными функциями-крышками на
равномерной сетке с тем же шагом ℎ, а затем уточнено методом простой асимп-
тотической коррекции [7]:

̃︀Λ(𝑛)
𝑖 − 𝜆𝑖 = 𝑂

(︂
𝑖2ℎ3

sin(𝑖ℎ)

)︂
.

Итерационный алгоритм (13) будет определен полностью, если определить
метод нахождения функции 𝑣(𝑘+1) по заданным 𝑢(𝑘) и 𝜎(𝑘) из уравнения
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Таблица 1

Погрешности различных с. з. для 𝑞(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑖 𝜆𝑖
̃︀Λ(39)
𝑖 − 𝜆𝑖 Λ

(39)
𝑖 − 𝜆𝑖 𝜆

(39)
2,𝑖 − 𝜆𝑖 𝜆

(39)
3,𝑖 − 𝜆𝑖

1 4.896669 0.00236 0.00149 0.00438 0.00149

2 10.045190 0.00899 0.00536 0.00531 0.00531

3 16.019267 0.01281 0.01095 0.01055 0.01055

4 23.266271 0.01186 0.01655 0.01516 0.01516

6 43.220020 0.00925 0.02304 0.01831 0.01831

8 71.152998 0.00825 0.02743 0.01875 0.01875

10 107.11668 0.00747 0.03140 0.01890 0.01890

12 151.09604 0.00665 0.03452 0.01908 0.01908

14 203.08337 0.00572 0.03610 0.01931 0.01931

16 263.07507 0.00468 0.03559 0.01959 0.01959

18 331.06934 0.00348 0.03258 0.01995 0.01995

20 407.06524 0.00209 0.02689 0.02037 0.02037

25 632.05890 -0.00316 0.00308 0.02187 0.02187

30 907.05548 -0.01693 -0.02234 0.02414 0.02414

35 1232.05334 -0.09047 -0.03941 0.02693 0.02693

39 1528.05225 -1.00577 0.87170 -0.03658 -0.03658

𝑣(𝑘+1) = 𝑇𝜎(𝑘)𝑢𝑘.

Функция 𝑣(𝑘+1) находилась приближенно методом конечных элементов с триго-
нометрическими функциями-крышками на равномерной сетке. Для определения
приближения 𝑣

(𝑘+1)
𝜃 к функции 𝑣(𝑘+1) решалась следующая система линейных

алгебраических уравнений:

(𝐴𝜃 + 𝐹𝜃 − 𝜎(𝑘)𝐵𝜃)𝑣
(𝑘+1)
𝜃 = 𝐵𝜃𝑢

(𝑘)
𝜃 ,

где 𝜃 = 𝑖ℎ.
Для того чтобы облегчить сравнение полученных результатов с результатами

работ [7; 10], функция 𝑞(𝑥) в (1) выбиралась следующим образом: 𝑞(𝑥) = 𝑒𝑥,
𝑞(𝑥) = (1+𝑥)−2. Для 𝑞(𝑥) = 𝑒𝑥 (𝑞(𝑥) = (1+𝑥)−2) и 𝑛 = 39 в таблице 1 (таблице 2)
приведены точные с. з. 𝜆𝑖 [9, с. 278] задачи Штурма—Лиувилля (1), абсолютные
погрешности с. з. ̃︀Λ(39)

𝑖 [7] и Λ
(39)
𝑖 [10], а также абсолютные погрешности с. з. 𝜆(39)2,𝑖

и 𝜆(39)3,𝑖 , которые получены, соответственно, за два и за три шага алгоритма (12).
В таблице 3 для 𝑞(𝑥) = (1 + 𝑥)−2 представлены точные с. з. 𝜆𝑖 задачи (1)

и абсолютные погрешности с. з. 𝜆(𝑛)3,𝑖 (𝑛 = 39, 79, 159), которые получены за три
шага итерационного алгоритма (12).
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Таблица 2

Погрешности различных с. з. для 𝑞(𝑥) = (𝑥+ 0.1)−2

𝑖 𝜆𝑖
̃︀Λ(39)
𝑖 − 𝜆𝑖 Λ

(39)
𝑖 − 𝜆𝑖 𝜆

(39)
2,𝑖 − 𝜆𝑖 𝜆

(39)
3,𝑖 − 𝜆𝑖

1 1.519866 0.00029 0.00214 0.00020 0.00020

2 4.943310 0.00150 0.00100 0.00088 0.00088

3 10.284663 0.00361 0.00244 0.00208 0.00208

4 17.559958 0.00631 0.00447 0.00366 0.00366

6 37.964426 0.01223 0.00988 0.00742 0.00742

8 66.236448 0.01756 0.01653 0.01124 0.01124

10 102.42499 0.02161 0.02409 0.01458 0.01458

12 146.55961 0.02408 0.03254 0.01720 0.01720

14 198.65837 0.02469 0.04212 0.01901 0.01901

16 258.73262 0.02285 0.05319 0.01990 0.01990

18 326.78963 0.01750 0.06626 0.01983 0.01983

20 402.83424 0.00690 0.08218 0.01868 0.01868

25 627.91064 -0.06453 0.14263 0.00969 0.00969

30 902.95734 -0.29019 0.26871 -0.01323 -0.01323

35 1227.98778 -0.93816 0.63645 -0.05495 -0.05495

39 1524.00503 -2.34012 5.70790 0.63155 0.63155

В рассмотренном примере итерационный алгоритм (12) фактически сводится
к степенному методу вычисления 𝑖-го с. з. и соответствующего с. в. конечномер-
ной задачи на с. з. (13). Однако в отличие от [10] для приближенного вычисления
𝜆𝑖 не надо вычислять все или часть с. з. конечномерной задачи (13).

Отметим, что в [7] и [10] для вычисления элементов матрицы 𝐹𝜃 использова-
лась квадратурная формула Симпсона, а в проведенном вычислительном экспе-
рименте — квадратурная формула Гаусса с двумя узлами.

Заключение. Рассмотрена задача Штурма—Лиувилля на конечном ин-
тервале, эквивалентная задаче на собственные значения для компактного само-
сопряженного положительного оператора в гильбертовом пространстве. Предло-
жен итерационный алгоритм вычисления 𝑖-го с. з. и соответствующей с. ф. задачи
Штурма—Лиувилля, обобщающий степенной метод нахождения наибольшего по
модулю с. з. матрицы (конечномерного оператора) на случай компактного опе-
ратора. В проведенном вычислительном эксперименте предложенный алгоритм
фактически сводится к итерационному алгоритму определения 𝑖-го с. з. конечно-
элементной аппроксимации задачи Штурма—Лиувилля, представляющей собой
обобщенную матричную задачу на собственные значения, только 𝑖-е с. з. которой
является хорошим приближением с. з. исходной задачи.
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Таблица 3

Погрешности различных с. з. для 𝑞(𝑥) = (𝑥+ 0.1)−2

при различных сетках

𝑖 𝜆𝑖 𝜆
(39)
3,𝑖 − 𝜆𝑖 𝜆

(79)
3,𝑖 − 𝜆𝑖 𝜆

(159)
3,𝑖 − 𝜆𝑖

1 1.519866 0.00020 0.00005 0.00001

2 4.943310 0.00088 0.00023 0.00006

3 10.284663 0.00208 0.00054 0.00014

4 17.559958 0.00366 0.00095 0.00024

6 37.964426 0.00742 0.00196 0.00050

8 66.236448 0.01124 0.00302 0.00078

10 102.42499 0.01458 0.00399 0.00104

12 146.55961 0.01720 0.00484 0.00127

14 198.65837 0.01901 0.00554 0.00148

16 258.73262 0.01990 0.00609 0.00165

18 326.78963 0.01983 0.00651 0.00179

20 402.83424 0.01868 0.00680 0.00191

25 627.91064 0.00969 0.00705 0.00213

30 902.95734 -0.01323 0.00663 0.00225

35 1227.98778 -0.05495 0.00552 0.00230

39 1524.00503 0.63155 0.00402 0.00232
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Вербiцький В. В., Iванiщева I. М.
Iтерацiйний алгоритм обчислення власних значень i власних функцiй задачi
Штурма–Лiувiлля

Резюме

Запропоновано iтерацiйний алгоритм обчислення 𝑖-го власного значення (в. з.) i вiд-
повiдної власної функцiї (в. ф.) задачi Штурма—Лiувiлля на скiнченному iнтервалi.
Алгоритм використовує вiдомi асимптотичнi формули для в. з. i в. ф. задачi Штурма—
Лiувiлля. Кожна iтерацiя алгоритму вимагає розв’язання крайової задачi для диферен-
цiального рiвняння другого порядку. Лiва частина цього рiвняння є диференцiальним
оператором лiвої частини рiвняння Штурма—Лiувiлля з деяким зсувом, а права — на-
ближенням до шуканої в. ф. Наведено приклад, в якому згадана крайова задача вирi-
шувалася методом скiнченних елементiв з тригонометричними функцiями-кришками,
визначеними на рiвномiрнiй сiтцi. У цьому прикладi запропонований алгоритм факти-
чно зводиться до iтерацiйного алгоритму визначення 𝑖-го в. з. скiнченно-елементної
апроксимацiї задачi Штурма—Лiувiлля, що є узагальненою матричною задачею на в. з.,
тiльки 𝑖-е в. з. якої наближає в. з. вихiдної задачi.
Ключовi слова: задача Штурма—Лiувiлля, власне значення, асимптотичнi формули
для власних значень, метод скiнченних елементiв .

Verbitskyi V. V., Ivanischeva I. N.
An iterative algorithm for calculation of eigenvalues and eigenfunctions of
the Sturm–Liouville problem

Summary

An iterative algorithm for computing the 𝑖-th eigenvalue (e. v.) and the corresponding

eigenfunction (e. f.) of the Sturm–Liouville problem on a finite interval is proposed. The

algorithm uses the well-known asymptotic formulas for e. v and e. f. of the Sturm–Liouville

problem. Each iteration of the algorithm requires the solution of the boundary value problem

for a second-order differential equation. The left-hand side of this equation is the differential

operator of the left-hand side of the Sturm–Liouville equation with some shift, and the right-

hand side is an approximation to the desired e. f. An example is given in which the boundary

value problem was solved by the finite elements method with trigonometric hat functions,

defined on a uniform mesh. In this example, the proposed algorithm actually reduces to an

iterative algorithm for determining the 𝑖-th e. v. of a finite-element approximation of the

Sturm–Liouville problem, which is a generalized matrix problem on an eigenvalue, only the

𝑖-th e. v. of which approximates e. v. of the original problem.
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Key words: Sturm–Liouville problem, eigenvalue, asymptotic formulas for eigenvalues, finite

element method.
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У данiй роботi вивчається питання про збiжнiсть узагальненого гармонiчного ряду, у
якого змiненi знаки доданкiв. Для цього розглядається послiдовнiсь номерiв, на яких
вiдбувається перемикання знаку. Головним результатом є критерiй збiжностi узагаль-
неного гармонiчного ряду зi змiненими знаками в термiнах номерiв перемикання знаку.
Цей критерiй дозволяє зводити питання про збiжнiсть до дослiдження бiльш просто-
го, а саме, знакозмiнного ряду. Наведено кiлька прикладiв застосування отриманого
критерiю. Найбiльш цiкавим виявився приклад степеневого росту номерiв перемикання
знакiв, що обумовлено переходом до цiлих частин у випадку, коли показник степеня не
є натуральним. В роботi отриманi необхiдна та достатня умови збiжностi, але питання
не вирiшене в повному обсязi, оскiльки цi умови не збiгаються.
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Ключовi слова: збiжнiсть, узагальнений гармонiчний ряд, номери перемикання знаку
.
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134617.

Вступ. Добре вiдомо, що узагальнений гармонiчний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑛−𝛼 збiгається

при 𝛼 > 1 i розбiгається при 𝛼 6 1. Але необхiдна умова збiжностi цього ряду
виконується при 𝛼 > 0, причому у цьому випадку доданки прямують до нуля
монотонно. Таким чином, якщо змiнювати знаки доданкiв через один, то при

0 < 𝛼 6 1 вiдповiдний ряд
∞∑︀
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝑛−𝛼, за ознакою Лейбниця [3, c. 302], стане

умовно збiжним. Вiдома теорема Рiмана [3, c. 317] стверджує, що переставляючи
доданки умовно збiжного ряду, можна отримати новий ряд, який збiгається до
будь-якої наперед заданої суми або ж розбiгається. Незначна модифiкацiя доведе-
ння теореми Рiмана надає можливiсть розташувати знаки доданкiв (не перестав-
ляючи їх) заданого розбiжного ряду з невiд’ємними доданками, що прямують до
нуля, так, щоб отримати новий ряд, який збiгається до наперед заданої суми або
розбiгається (див. [2, c. 75]). У данiй роботi розглядається обернена, у визначено-
му сенсi, задача. А саме, якi умови розташування знакiв доданкiв узагальненого
гармонiчного ряду без порушення порядку гарантують збiжнiсть чи розбiжнiсть
отриманого ряду. Звичайно, мова йде лише про випадок 0 < 𝛼 6 1 i умовну
збiжнiсть, оскiльки при будь-якому розташуваннi знакiв при 𝛼 > 1 отримаємо
абсолютно збiжний ряд, а при 𝛼 6 0 не виконується необхiдна умова збiжностi.

Основнi результати. Отже, розглядається ряд

∞∑︁
𝑛=1

𝜀𝑛
𝑛𝛼
, (1)
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де 𝜀𝑛 = ±1, 0 < 𝛼 6 1. Покладемо 𝑛0 = 1, а для 𝑘 > 1 визначимо послiдовнiсть 𝑛𝑘
номерiв перемикання знаку доданкiв ряду (1), тобто вважаємо, що 𝜀𝑛 = (−1)𝑘−1

при 𝑛𝑘−1 6 𝑛 < 𝑛𝑘. Наступна теорема складає основний результат даної роботи.
Вона встановлює критерiй збiжностi ряду (1) в термiнах номерiв 𝑛𝑘 перемикання
знакiв.

Теорема 1 (Критерiй збiжностi). При 𝛼 = 1 збiжнiсть ряду (1) рiвносильна
збiжностi ряду

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 ln
𝑛𝑘
𝑛𝑘−1

, (2)

а при 0 < 𝛼 < 1 ряд (1) збiгається або розбiгається одночасно з рядом

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1
(︀
𝑛1−𝛼𝑘 − 𝑛1−𝛼𝑘−1

)︀
. (3)

Спочатку наведемо двi допомiжнi леми, якi будемо використовувати для до-
ведення теореми 1.

Лема 1. При 0 < 𝛼 6 1 збiжнiсть ряду (1) рiвносильна iснуванню границi
послiдовностi

𝐵(𝛼)
𝑛 =

𝑠−1∑︁
𝑚=0

⎛⎝ 𝑛2𝑚+1ˆ

𝑛2𝑚

𝑑𝑥

𝑥𝛼
−

𝑛2𝑚+2ˆ

𝑛2𝑚+1

𝑑𝑥

𝑥𝛼

⎞⎠+ 𝑏(𝛼)𝑛 , (4)

де 𝑛2𝑠 − 1 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+2 i

𝑏(𝛼)𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑛 = 𝑛2𝑠 − 1,
𝑛+1´
𝑛2𝑠

𝑑𝑥
𝑥𝛼 , 𝑛2𝑠 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+1,

𝑛2𝑠+1´
𝑛2𝑠

𝑑𝑥
𝑥𝛼 −

𝑛+1´
𝑛2𝑠+1

𝑑𝑥
𝑥𝛼 , 𝑛2𝑠+1 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+2.

Доведення. Для 𝑗 ∈ N позначимо

𝛾𝑗 =
1

𝑗𝛼
−

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
.

Тодi маємо

0 6 𝛾𝑗 =
1

𝑗𝛼
−

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
6

1

𝑗𝛼
− 1

(𝑗 + 1)𝛼
6

𝛼

𝑗(𝑗 + 1)𝛼
. (5)

Представимо частковi суми ряду (1) у наступному виглядi:

𝐴𝑛 ≡
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀𝑗
𝑗𝛼

=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀𝑗

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀𝑗𝛾𝑗 .
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Iз (5) випливає, що ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝛾𝑛 збiгається абсолютно, тобто послiдовнiсть
𝑛∑︀
𝑗=1

𝜀𝑗𝛾𝑗 збiжна. Тому iснування lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 рiвносильно iснуванню границi послi-

довностi

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀𝑗

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
=

𝑠−1∑︁
𝑚=0

⎛⎝𝑛2𝑚+1−1∑︁
𝑗=𝑛2𝑚

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
−
𝑛2𝑚+2−1∑︁
𝑗=𝑛2𝑚+1

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼

⎞⎠+ 𝑏(𝛼)𝑛 = 𝐵(𝛼)
𝑛 .

Лема 2. Нехай числа 𝑐𝑘 > 0 i

lim
𝑘→∞

𝑐𝑘 = 0. (6)

Тодi ряди
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑐𝑘 (7)

i
∞∑︁
𝑘=1

(𝑐2𝑘−1 − 𝑐2𝑘) (8)

збiгаються або розбiгаються одночасно.

Доведення. З очевидної рiвностi

𝑆2𝑛 ≡ 𝑐1 − 𝑐2 + 𝑐3 − 𝑐4 + . . .+ 𝑐2𝑛−1 − 𝑐2𝑛 = 𝐷𝑛,

де 𝑆𝑘 i 𝐷𝑘 — частковi суми рядiв (8) та (8) вiдповiдно, випливає, що ряд (8)
збiгається тодi i лише тодi, коли iснує

lim
𝑛→∞

𝑆2𝑛 ≡ 𝑆. (9)

Але оскiльки
𝑆2𝑛+1 = 𝑆2𝑛 + 𝑐2𝑛+1,

то, за умовою (7), iснування границi (9) рiвносильно тому, що i lim
𝑛→∞

𝑆2𝑛+1 = 𝑆.
Це означає, що iснує

lim
𝑘→∞

𝑆𝑘 = 𝑆,

тобто збiгається ряд (8).
Доведення. [теорема 1] Скористаємось лемою 1. При 𝛼 = 1 отримуємо

𝐵(1)
𝑛 =

𝑠−1∑︁
𝑚=0

(︂
ln
𝑛2𝑚+1

𝑛2𝑚
− ln

𝑛2𝑚+2

𝑛2𝑚+1

)︂
+ 𝑏(1)𝑛 , (10)

де

𝑏(1)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 𝑛2𝑠 − 1,

ln 𝑛+1
𝑛2𝑠

, 𝑛2𝑠 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+1,

ln 𝑛2𝑠+1

𝑛2𝑠
− ln 𝑛+1

𝑛2𝑠+1
, 𝑛2𝑠+1 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+2,
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а при 0 < 𝛼 < 1

𝐵(𝛼)
𝑛 =

1

1− 𝛼

𝑠−1∑︁
𝑚=0

[︀(︀
𝑛1−𝛼2𝑚+1 − 𝑛1−𝛼2𝑚

)︀
−
(︀
𝑛1−𝛼2𝑚+2 − 𝑛1−𝛼2𝑚+1

)︀]︀
+ 𝑏(𝛼)𝑛 , (11)

де

𝑏(𝛼)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 𝑛2𝑠 − 1,
1

1−𝛼
(︀
(𝑛+ 1)1−𝛼 − 𝑛1−𝛼2𝑠

)︀
, 𝑛2𝑠 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+1,

1
1−𝛼

[︀(︀
𝑛1−𝛼2𝑠+1 − 𝑛1−𝛼2𝑠

)︀
−
(︀
(𝑛+ 1)1−𝛼 − 𝑛1−𝛼2𝑠+1

)︀]︀
, 𝑛2𝑠+1 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+2.

Покладемо

𝑐
(𝛼)
𝑘 =

{︃
ln 𝑛𝑘

𝑛𝑘−1
, 𝛼 = 1,

𝑛1−𝛼𝑘 − 𝑛1−𝛼𝑘−1 , 0 < 𝛼 < 1.

За позначень 𝑐𝑘 = 𝑐
(𝛼)
𝑘 при 𝛼 = 1 ряд (8) набуває вигляду (2), а при 0 < 𝛼 < 1 –

вигляду (3). При цьому для 𝑛2𝑠 − 1 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+2

𝐵(𝛼)
𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑠−1∑︀
𝑚=0

(𝑐
(1)
2𝑚+1 − 𝑐

(1)
2𝑚+2) + 𝑏

(1)
𝑛 , 𝛼 = 1,

1
1−𝛼

𝑠−1∑︀
𝑚=0

(𝑐
(𝛼)
2𝑚+1 − 𝑐

(𝛼)
2𝑚+2) + 𝑏

(𝛼)
𝑛 , 0 < 𝛼 < 1,

i
|𝑏(1)𝑛 | 6 𝑐

(1)
2𝑠+1 + 𝑐

(1)
2𝑠+2, |(1− 𝛼)𝑏(𝛼)𝑛 | 6 𝑐

(𝛼)
2𝑠+1 + 𝑐

(𝛼)
2𝑠+2. (12)

Нехай 𝛼 = 1 та збiгається ряд (2) або 0 < 𝛼 < 1 та збiгається ряд (3). Тодi
при будь-якому 0 < 𝛼 6 1, за необхiдною умовою збiжностi ряду,

lim
𝑘→∞

𝑐
(𝛼)
𝑘 = 0, (13)

i при цьому збiгається ряд (8).
Iз (11) та (13) випливає, що при будь-якому 0 < 𝛼 6 1

lim
𝑛→∞

𝑏(𝛼)𝑛 = 0. (14)

Таким чином, в силу (14) збiжнiсть послiдовностi 𝐵(𝛼)
𝑛 рiвносильна збiжностi

ряду (8). Але оскiльки ряд (8) збiгається, то, за лемою 2, збiгається також i
ряд (8), тобто послiдовнiсть 𝐵(𝛼)

𝑛 збiжна. Згiдно з лемою 1, це означає, що ряд (1)
є збiжним.

Нехай тепер розбiгається ряд (2) (тобто 𝛼 = 1) або ряд (3) (тобто 0 < 𝛼 < 1).
Це означає, що розбiгається ряд (8) при 𝑐𝑘 = 𝑐

(𝛼)
𝑘 (0 < 𝛼 6 1). Можливий один i

лише один з двох наступних випадкiв:
A) lim

𝑘→∞
𝑐
(𝛼)
𝑘 = 0,

B) lim
𝑘→∞

𝑐
(𝛼)
𝑘 > 0.

У випадку A), мiркуючи як i вище, отримаємо (14), i отже, за лемою 2, ряд (8)
також розбiжний. Це означає, що послiдовнiсть 𝐵

(𝛼)
𝑛 розбiжна, а за лемою 1,

ряд (1) розбiгається.
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Якщо ж має мiсце B), то виконується принаймнi одна з двох наступних умов:

lim
𝑠→∞

𝑐
(𝛼)
2𝑠+1 > 0 (15)

або
lim
𝑠→∞

𝑐
(𝛼)
2𝑠+2 > 0. (16)

Скористаємось наступними очевидними рiвностями

𝐵
(𝛼)
𝑛2𝑠+1−1 = 𝐵

(𝛼)
𝑛2𝑠−1 + 𝑐

(𝛼)
2𝑠+1, (17)

𝐵
(𝛼)
𝑛2𝑠+2−1 = 𝐵

(𝛼)
𝑛2𝑠−1 + 𝑐

(𝛼)
2𝑠+1 − 𝑐

(𝛼)
2𝑠+2. (18)

За умови (15), з рiвностi (17) випливає, що послiдовностi 𝐵(𝛼)
𝑛2𝑠+1−1 та 𝐵(𝛼)

𝑛2𝑠−1 не

можуть збiгатися до однiєї i тiєї ж границi i тому послiдовнiсть 𝐵(𝛼)
𝑛 розбiжна.

Якщо ж (15) не має мiсця (тобто lim
𝑠→∞

𝑐
(𝛼)
2𝑠+1 = 0), то з (16) i (18) маємо, що послi-

довностi 𝐵(𝛼)
𝑛2𝑠+2−1 i 𝐵(𝛼)

𝑛2𝑠−1 не можуть збiгатися до однiєї i тiєї ж границi, тобто

i в цьому останньому випадку послiдовнiсть 𝐵(𝛼)
𝑛 розбiжна. Згiдно з лемою 1, це

означає, що ряд (1) є розбiжним. Отже, доведення завершено.

Зауваження 1. Нехай 0 < 𝛼1 < 𝛼2 6 1. Представимо ряд (1) при 𝛼 = 𝛼2 у
виглядi

∞∑︁
𝑛=1

𝜀𝑛
𝑛𝛼2

=

∞∑︁
𝑛=1

𝜀𝑛
𝑛𝛼1

· 𝑛𝛼1−𝛼2 .

Оскiльки 𝛼1 −𝛼2 < 0, то 𝑛𝛼1−𝛼2 монотонно спадає до нуля. За ознакою Дiрiхлє
[3, c. 307], звiдси випливає, що збiжнiсть ряду (1) при 𝛼 = 𝛼1 тягне збiжнiсть
ряду (1) при 𝛼 = 𝛼2. Згiдно з теоремою 1, це означає, що iз збiжностi ряду (3)
при 𝛼 = 𝛼1 випливає збiжнiсть ряду (2) та ряду (3) при 1 > 𝛼2 > 𝛼1.

Наведемо декiлька прикладiв застосування теореми 1.

Приклад 1. Для фiксованого 𝑟 ∈ N покладемо 𝑛𝑘 = 𝑘 · 𝑟 + 1, 𝑘 = 0, 1, . . . .
Тодi послiдовнiсть

ln
𝑛𝑘
𝑛𝑘−1

= ln

(︂
1 +

𝑟

(𝑘 − 1)𝑟 + 1

)︂
, 𝑘 = 1, 2, . . .

монотонно спадає до нуля при 𝑘 → ∞. Тому ряд (2) збiгається за ознакою
Лейбниця. Якщо ж 0 < 𝛼 < 1, то розглянемо функцiю 𝜙(𝑥) = (𝑥 · 𝑟 + 1)1−𝛼

(𝑥 > 1). Її похiдна 𝜙′(𝑥) = 𝑟(1 − 𝛼)(𝑥 · 𝑟 + 1)−𝛼 монотонно спадає до нуля при
𝑥→ +∞. За теоремою Лагранжа [3, c. 226],

𝑛1−𝛼𝑘 − 𝑛1−𝛼𝑘−1 = 𝜙(𝑘)− 𝜙(𝑘 − 1) = 𝜙′ (𝜉𝑘) ,

де 𝜉𝑘 ∈ [𝑘 − 1, 𝑘]. Звiдси випливає, що модулi доданкiв ряду (3) монотонно спа-
дають до нуля i отже, ряд (3) збiгається за ознакою Лейбниця.

За теоремою 1 отримуємо, що при 𝑛𝑘 = 𝑘 · 𝑟 + 1 ряд (1) збiгається при
будь-якому 0 < 𝛼 6 1.
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Зауваження 2. При 𝑟 = 1 (𝑛𝑘 = 𝑘 + 1) ряд (1) збiгається за ознакою Лей-
бниця, а при 𝑟 > 2 приклад 1 є простим узагальненням ознаки Лейбниця. Бiльше
того, стандартне доведення ознаки Лейбниця легко може бути поширеним на
випадок довiльного ряду, у якого модулi доданкiв монотонно спадають до нуля,
а знаки доданкiв повторюються через довiльне фiксоване 𝑟 ∈ N. Це означає,

що ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝑢𝑛 при 𝑢𝑛 ↓ 0 збiгається, якщо 𝜀1 = · · · = 𝜀𝑟 = 1, 𝜀𝑛+𝑟 = −𝜀𝑛
(𝑛 = 1, 2, . . . ).

Зауваження 3. Iз очевидної рiвностi

𝑛1−𝛼𝑘+1 − 𝑛1−𝛼𝑘 = 𝑛1−𝛼𝑘

(︃(︂
𝑛𝑘+1

𝑛𝑘

)︂1−𝛼

− 1

)︃

випливає, що умова прямування до нуля (спадання модулiв) доданкiв ряду (3)
тягне прямування до нуля (спадання модулiв) доданкiв ряду (2).

Приклад 2. Зафiксуємо 𝑎 > 1 i покладемо 𝑛𝑘 =
[︀
𝑎𝑘
]︀
, де символом [ · ] по-

значається функцiя цiлої частини числа. Тодi отримаємо

𝑛𝑘+1

𝑛𝑘
>
𝑎𝑘+1 − 1

𝑎𝑘
→ 𝑎 > 1 (𝑘 → ∞).

Це означає, що для ряду (2) не виконується необхiдна умова збiжностi. В силу
зауваження 3 доданки ряду (3) також не прямують до нуля. Таким чином,
згiдно з теоремою 1, ряд (1) розбiгається при кожному 0 < 𝛼 6 1.

Приклад 3. Для натурального 𝛽 > 2 покладемо 𝑛𝑘 = 𝑘𝛽. Позначимо 𝜇 =
𝛽(1 − 𝛼). Тодi 𝑛1−𝛼𝑘+1 − 𝑛1−𝛼𝑘 = (𝑘 + 1)𝜇 − 𝑘𝜇. Якщо 𝜇 < 1 (тобто 𝛼 > 1 − 1

𝛽 ), то

з опуклостi догори послiдовностi 𝑘𝜇 (тобто з нерiвностi 𝑘𝜇 > (𝑘−1)𝜇+(𝑘+1)𝜇

2 )
отримуємо, що модулi доданкiв ряду (3) монотонно спадають (очевидно, до
нуля) i отже, ряд (3) збiгається за ознакою Лейбниця. Згiдно iз зауважен-
ням 3, ряд (2) також збiгається за ознакою Лейбниця. Якщо ж 𝜇 > 1 (тобто
0 < 𝛼 6 1− 1

𝛽 ), то ряд (3) розбiгається, оскiльки його доданки не прямують до
нуля. Отже, за теоремою 1, ряд (1) збiгається при 1− 1

𝛽 < 𝛼 6 1 i розбiгається
при 0 < 𝛼 6 1− 1

𝛽 .

У прикладi 3 число 𝛽 > 2 натуральне (випадок 𝛽 = 2 див. в [3, с. 315] та в [4, c.
240, приклад № 2687]). Це гарантує, що i 𝑛𝑘 = 𝑘𝛽 також натуральне. У випадку
коли 𝛽 не є натуральним, природньо, як i в прикладi 2, розглядати послiдовнiсть
номерiв 𝑛𝑘 =

[︀
𝑘𝛽
]︀
. Покажемо, що умова розбiжностi ряду (1), яка отримана у

прикладi 3, залишається справедливою при довiльному 𝛽 > 1 (випадок 𝛽 = 1
охоплює приклад 1).

Теорема 2. Нехай 𝛽 > 1, 𝑛𝑘 =
[︀
𝑘𝛽
]︀
(𝑘 = 1, 2 . . . ). Тодi ряд (1) розбiгається

при 0 < 𝛼 6 1− 1
𝛽 .

Доведення. Позначимо 𝑦𝑘 = 𝑘𝛽 i покажемо, що за умовами теореми не
виконується умова Кошi збiжностi ряду (1). Спочатку вiдзначимо, що при 𝑛𝑘 6
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𝑛 6 𝑛𝑘+1 − 1 всi знаки доданкiв ряду (1) однаковi i тому при достатньо великих
𝑘 маємо

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛𝑘+1−1∑︁
𝑛=𝑛𝑘+1

𝜀𝑛
𝑛𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

𝑛𝑘+1−1∑︁
𝑛=𝑛𝑘+1

1

𝑛𝛼
>

𝑦𝑘+1−1ˆ

𝑦𝑘+1

𝑑𝑥

𝑥𝛼
=

1

1− 𝛼

{︀
(𝑦𝑘+1 − 1)1−𝛼 − (𝑦𝑘 + 1)1−𝛼

}︀
.

Для оцiнки правої частини застосуємо теорему Лагранжа до функцiї 𝜙(𝑦) = 𝑦1−𝛼.
В результатi знайдемо таке 𝜉𝑘 ∈ [𝑦𝑘 + 1, 𝑦𝑘+1 − 1], що

(𝑦𝑘+1 − 1)1−𝛼 − (𝑦𝑘 + 1)1−𝛼 = (1− 𝛼)𝜉−𝛼𝑘 (𝑦𝑘+1 − 1− 𝑦𝑘 − 1) >

> (1− 𝛼) (𝑦𝑘+1 − 1)
−𝛼 {𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘 − 2} > (1− 𝛼)(𝑘 + 1)−𝛼𝛽

{︀
(𝑘 + 1)𝛽 − 𝑘𝛽 − 2

}︀
.

Застосувавши знову теорему Лагранжа до функцiї 𝜓(𝑥) = 𝑥𝛽 , отримаємо таке
𝜂 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1], що (𝑘 + 1)𝛽 − 𝑘𝛽 = 𝛽𝜂𝛽−1 > 𝛽𝑘𝛽−1 > 𝛽

2 𝑘
𝛽−1 + 2 при достатньо

великих 𝑘. Таким чином, маємо⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛𝑘+1−1∑︁
𝑛=𝑛𝑘+1

𝜀𝑛
𝑛𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒ > (𝑘 + 1)−𝛼𝛽

𝛽

2
𝑘𝛽−1 > 2−𝛼𝛽−1𝑘𝛽(1−𝛼)−1.

Оскiльки, за умовами теореми, 𝛽(1 − 𝛼) − 1 > 0, то права частина останньої
нерiвностi не прямує до нуля при 𝑘 → ∞ i отже, ряд (1) не задовольняє умову
Кошi. За критерiєм Кошi [5, c. 10], цей ряд розбiгається, i тим самим завершується
доведення теореми.

Теорема 2 надає достатню умову розбiжностi ряду (1). Достатню умову збi-
жностi цього ряду мiстить наступна

Теорема 3. Нехай 𝛽 > 1, 𝑛𝑘 = [𝑘𝛽 ] (𝑘 = 1, 2, · · · ). Якщо 1
2 < 𝛼 6 1 i

1
𝛼 < 𝛽 < 1

1−𝛼 , то ряд (1) збiгається.

Доведення. Повторюючи мiркування з прикладу 3, отримуємо, що ряд
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘
(︀
(𝑘 + 1)𝛽(1−𝛼) − 𝑘𝛽(1−𝛼)

)︀
збiгається при 1 < 𝛽 < 1

1−𝛼 та 0 < 𝛼 < 1.

Розглянемо наступну рiвнiсть для часткових сум

𝑁∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁
(𝑘 + 1)𝛽(1−𝛼) − 𝑘𝛽(1−𝛼)

)︁
=

𝑁∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁
(𝑘 + 1)𝛽(1−𝛼) −

[︀
(𝑘 + 1)𝛽

]︀1−𝛼)︁
+

+

𝑁∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1
(︁
𝑘𝛽(1−𝛼) −

[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼)︁

+

𝑁∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁[︀

(𝑘 + 1)𝛽
]︀1−𝛼 −

[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼)︁

.

Звiдси видно, що за умови збiжностi ряду

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁
𝑘𝛽(1−𝛼) −

[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼)︁

(19)
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ряди
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘
(︀
(𝑘 + 1)𝛽(1−𝛼) − 𝑘𝛽(1−𝛼)

)︀
та

∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁[︀

(𝑘 + 1)𝛽
]︀1−𝛼 −

[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼)︁ збi-

гаються або розбiгаються одночасно. Модулi доданкiв ряду (19) оцiнимо за до-
помогою формули Тейлора [3, c. 364]

0 6 𝑘𝛽(1−𝛼) −
[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼

6 𝑘𝛽(1−𝛼) −
(︀
𝑘𝛽 − 1

)︀1−𝛼
=

= 𝑘𝛽(1−𝛼)

{︃
1−

(︂
1− 1

𝑘𝛽

)︂1−𝛼
}︃

= 𝑘𝛽(1−𝛼)
{︂
1− 𝛼

𝑘𝛽
+ 𝑜

(︂
1

𝑘𝛽

)︂}︂
=

= (1− 𝛼)𝑘−𝛼𝛽 + 𝑜
(︀
𝑘−𝛼𝛽

)︀
.

Ряд iз доданками в правiй частинi цiєї нерiвностi збiгається за умови 𝛼𝛽 > 1, i,
таким чином, теорема доведена для 0 < 𝛼 < 1. Беручи до уваги зауваження 3,
приходимо до твердження теореми у повному обсязi.

Зауваження 4. Нам невiдомо, збiгається чи розбiгається ряд (1) при 𝑛𝑘 =[︀
𝑘𝛽
]︀

у випадку 1 < 𝛽 < 2, 1 − 1
𝛽 < 𝛼 6 1

𝛽 . Можливо, питання про збiжнiсть
ряду (19) є цiкавим незалежно вiд його застосувань, розглянутих в данiй робо-
тi.

Висновки. Теорема 1 зводить питання про збiжнiсть ряду (1) до дослi-
дження збiжностi бiльш простого, а саме, знакозмiнного ряду, доданки якого
вираженi через номери перемикання знакiв 𝑛𝑘.
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Воронкова С. Р.
О сходимости обобщенного гармонического ряда при изменении знаков его
слагаемых

Резюме

В данной работе изучается вопрос о сходимости обобщенного гармонического ряда, у
которого изменены знаки слагаемых. Для этого рассматривается последовательность
номеров, по которым происходит переключение знака. Главным результатом является
критерий сходимости обобщенного гармонического ряда с измененными знаками в тер-
минах номеров переключения знака. Этот критерий позволяет сводить вопрос о сходи-
мости к исследованию более простого, а именно, знакочередующегося ряда. Приведено
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несколько примеров применения полученного критерия. Наиболее интересным оказал-
ся пример степенного роста номеров переключения знаков, что обусловлено переходом
к целым частям в случае, когда показатель степени не является натуральным. В работе
получены необходимое и достаточное условия сходимости, но вопрос не решен в полном
объеме, поскольку эти условия не совпадают.
Ключевые слова: сходимость, обобщенный гармонический ряд, номера переключения
знака .

Voronkova S. R.
About convergence of the generalized harmonic series when the signs of its
summands are changed

Summary

In this paper we study the question about convergence of the generalized harmonic series

when the signs of its summands are changed. For this we consider the sequence of numbers

where the sign is switched. The main result is the convergence criterion of a generalized har-

monic series with changed signs in terms of the sign switching numbers. This criterion allows

us to reduce the question of convergence to the study of a simpler, namely, sign alternating

series. There are given several examples of the application of the obtained criterion. The

most interesting was the example of a power growth of the sign switching numbers, because

there is a transition to integer parts in the case when the exponent is not natural. Necessary

and sufficient conditions for convergence are obtained, but the question is not solved in full,

because these conditions do not coincide.

Key words: convergence, generalized harmonic series, numbers of sign switching.
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СИСТЕМИ ЛIНIЙНИХ КЕРОВАНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ ЗI ЗМIННОЮ РОЗМIРНIСТЮ

Стаття присвячена дослiдженню лiнiйної керованої системи змiнної розмiрностi. Роз-
глядається задача оптимального керування декiлькома об’єктами з послiдовним у часi
режимом їх роботи. Початковий стан кожного наступного об’єкта залежить вiд кiнце-
вого стану попереднього, що об’єднує їх в єдину систему змiнної розмiрностi. Передба-
чається, що кожен об’єкт описується системою звичайних диференцiальних рiвнянь на
iнтервалi його дiї. При цьому довжини iнтервалiв заданi або невiдомi. Системи рiвнянь
можуть мати неоднакову розмiрнiсть, можуть змiнюватися також розмiрнiсть функцiї
керування i обмеження на її значення. Така система зводиться до iмпульсної лiнiйної
системи, яка мiстить керування i завдяки цьому з’ясовуються властивостi розв’язкiв
системи та знаходяться самi розв’язки. Також в роботi розглянуто задачу Майєра i
отримано необхiднi i достатнi умови оптимальностi. Отриманi результати iлюструю-
ться модельними прикладами.
MSC: 49N05, 49N25.
Ключовi слова: лiнiйна система, оптимальне керування, змiнна розмiрнiсть, задача
Майєра, диференцiальне рiвняння, iмпульсна система .
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134618.

Вступ. Розглянемо задачу оптимального керування декiлькома об’єктами
з послiдовним у часi режимом їх роботи. Початковий стан кожного наступно-
го об’єкта залежить вiд кiнцевого стану попереднього, що об’єднує їх в єдину
систему змiнної розмiрностi. Передбачається, що кожен об’єкт описується си-
стемою звичайних диференцiальних рiвнянь на iнтервалi його дiї. При цьому
довжини iнтервалiв заданi або невiдомi. Системи рiвнянь можуть мати неодна-
кову розмiрнiсть, можуть змiнюватися також розмiрнiсть функцiї керування i
обмеження на її значення. Такi системи розглядаються в математичнiй теорiї
оптимального керування i мають рiзнi назви: задача оптимiзацiї зi змiною фа-
зового простору — В. Г. Болтянський [17], I. С. Максимова, В. М. Розова [2],
ступеневi системи — В. О. Мєдвєдев, В. М. Розова [3], В. М. Розова [4], Г. К. Заха-
ров [5], Ш. Ф. Магеррамов, К. Б. Мансiмов [6], системи зi змiнною структурою —
М. С. Нiкольський [7,8], Т. А. Тадумадзе, Н. М. Авалiшвiлi [9], Г. Л. Харатiшвi-
лi [10], з поетапно змiнною динамiкою — В. Р. Барсегян [7], Є. Л. Єрьомiн [12],
складенi системи — В. В. Велiченко, Л. Т. Ащепков [6], системи змiнної розмiр-
ностi — О. Д. Кiчмаренко, А. А. Плотнiков [15–20]. [20], О. М. Кирилова [21],
Є. Л. Єрьомiна [12], розглянуто застосування даних систем в економiцi, екологiї,
робототехнiцi, авiабудуваннi, електроенергетицi, технiчних i хiмiчних системах
тощо. Також до таких систем зводяться керованi процеси виникнення i розвитку
об’єктiв, диференцiйованих по моменту створення — О. В. Романенко, О. В. Федо-
сеєв [22], керованi гiбриднi системи — P. I. Barton, Ch. K. Lee [23], W. M. Haddad,
V. S. Chellaboina, S. G. Nersesov [24].
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У цiй статтi на вiдмiну вiд вище названих лiнiйна керована система змiнної
розмiрностi зводиться до iмпульсної лiнiйної системи, яка мiстить керування i
завдяки цьому з’ясовуються властивостi розв’язкiв системи та знаходяться са-
мi розв’язки. Також в роботi розглянуто задачу Майєра i отримано необхiднi i
достатнi умови оптимальностi. Отриманi результати iлюструються модельними
прикладами.

Основнi результати
1. Системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi змiнною розмiрнi-

стю. Нехай 𝜃 > 0 є довiльне дiйсне число. Позначимо через Σ𝜃 множину функцiй
𝑛(·) : 𝑅+ → 𝑁 , якi вiдповiдають наступним умовам:

1) 𝑛(·) – кусочно-постiйнi i кусочно-неперервнi справа;
2) якщо 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) ̸= 0, то 𝑛(𝜏)− 𝑛(𝑡) = 0 для всiх 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡+ 𝜃].
Вiзьмемо довiльну функцiю 𝑛(·) ∈ Σ𝜃.

Означення 1. Вектор-функцiю 𝑥(·) назвемо вектор-функцiєю зi змiнною
розмiрнiстю, якщо 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛(𝑡) для всiх 𝑡 > 0.

Тобто в кожен момент часу 𝑡 ∈ 𝑅+ значення вектор-функцiї 𝑥(𝑡) належить
евклiдовому простору 𝑅𝑛(𝑡). Очевидно, що пiввiсь 𝑅+ можна розбити не бiльше
нiж на злiчену кiлькiсть промiжкiв 𝐼𝑖 = [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0, 1, ..., таких, що 𝑅+ =

⋃︀
𝑖 𝐼𝑖

та 𝐼𝑖
⋂︀
𝐼𝑗 = ∅, якщо 𝑖 ̸= 𝑗, де 𝑛(𝑡) − 𝑛(𝑡𝑖) = 0 для всiх 𝑡 ∈ 𝐼𝑖. Отже, на кожному

промiжку 𝐼𝑖 вектор-функцiя 𝑥(·) матиме значення однакової розмiрностi, тобто
𝑥 : 𝐼𝑖 → 𝑅𝑛(𝑡𝑖).

Позначимо через Φ𝑛 множину матрично-значних функцiй 𝑀(𝑛(𝑡)) =

(𝑚𝑖𝑗)
𝑛(𝑡),𝑛(𝑡−0)
𝑖=1,𝑗=1 , яка вiдповiдає функцiї 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 та належить деякiй множинi

матриць 𝑀 = {(𝑚𝑖𝑗)
𝑘,𝑙
𝑖=1,𝑗=1}

∞,∞
𝑘=1,𝑙=1.

Вiзьмемо довiльну матрично-значну функцiю 𝑀(·) ∈ Φ𝑛.
Тобто в кожнiй точцi 𝑡𝑖 ∈ 𝑅+, такiй, що 𝑛(𝑡𝑖) − 𝑛(𝑡𝑖 − 0) ̸= 0, вiдбувається

змiна розмiрностi простору. Тому будемо вважати, що в цих точках значення
вектор-функцiї 𝑥(𝑡𝑖) задовольняють умову:

𝑥(𝑡𝑖) =𝑀(𝑛(𝑡𝑖))𝑥(𝑡𝑖 − 0),

де матриця 𝑀(𝑛(𝑡𝑖)) = (𝑚𝑘𝑗(𝑡))
𝑛(𝑡𝑖),𝑛(𝑡𝑖−0)
𝑘=1,𝑗=1 пов’язує вектори рiзних розмiрностей.

Розглянемо на сегментi 𝐼 = [0, 𝑇 ] наступну систему лiнiйних диференцiальних
рiвнянь:

�̇�𝑖 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖 + 𝑓𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑥0(0) = 𝑥0, 𝑖 = 0, 1, 2, ...,𝑚, (1)

𝑥𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚, (2)

де функцiя 𝑛(·) визначає розмiр системи в кожен момент часу 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥𝑖(𝑡) ∈
𝑅𝑛(𝜏𝑖), 𝜏𝑖 ∈ (0, 𝑇 ) – фiксованi моменти часу (𝜏𝑖 < 𝜏𝑖+1), такi, що 𝑛(𝜏𝑖−0) ̸= 𝑛(𝜏𝑖),
𝐴𝑖(𝑡) :[𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) → 𝑅𝑛(𝜏𝑖)×𝑛(𝜏𝑖) – матрично-значна функцiя, 𝑓𝑖 : [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) → 𝑅𝑛(𝜏𝑖)

вектор-функцiя, 𝑖 = 0, 1, 2, ... ,𝑚 , 𝜏0 = 0, 𝜏𝑚+1 = 𝑇 <∞.

Зауваження 1. Система (1), (2) має вигляд, як система диференцiальних
рiвнянь з iмпульсами у фiксованi моменти часу, але при кожному «iмпульсi»
розмiрнiсть системи (1), (2) змiнюється. Тобто:
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при 𝑖 = 0 на промiжку [𝜏0, 𝜏1) система буде мати розмiрнiсть 𝑛(𝜏0) i вiдпо-
вiдний розв’язок 𝑥0(·), який є абсолютно неперервною вектор-функцiєю, що за-
довольняє рiвняння �̇�0 = 𝐴0(𝑡)𝑥0+𝑓0(𝑡) майже для всiх 𝑡 ∈ [𝜏0, 𝜏1) та 𝑥0(0) = �̄�0;

при 𝑡 = 𝜏1 система змiнить розмiрнiсть на 𝑛(𝜏1) i 𝑥1(𝜏1) =𝑀(𝑛(𝜏1))𝑥0(𝜏1−
0) ∈ 𝑅𝑛(𝜏1);

при 𝑖 = 1 на промiжку [𝜏1, 𝜏2) система буде мати розмiрнiсть 𝑛(𝜏1) i вiд-
повiдний розв’язок 𝑥1(·), який є абсолютно неперервною вектор-функцiєю, що
задовольняє рiвняння �̇�1 = 𝐴1(𝑡)𝑥1 + 𝑓1(𝑡) майже для всiх 𝑡 ∈ [𝜏0, 𝜏1) з початко-
вим станом 𝑥1(𝜏1);

i так далi до останнього сегмента [𝜏𝑚, 𝜏𝑚+1].
Тобто на кожному промiжку [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) розв’язок 𝑥𝑖(·) буде мати вiдповiдну

розмiрнiсть. Таким чином, на всьому сегментi 𝐼 будемо мати розв’язок 𝑥 : 𝐼 →
𝑅𝑛(𝑡) системи (1), (2) як вектор-функцiю зi змiнною розмiрнiстю.

Означення 2. Вектор-функцiю зi змiнною розмiрнiстю 𝑥 : 𝐼 → 𝑅𝑛(𝑡) бу-
демо називати розв’язком системи (1), (2) на сегментi 𝐼 = [0, 𝑇 ], якщо вона
абсолютно неперервна i задовольняє систему (1) майже всюди на iнтервалах,
якi не мiстять точок 𝜏𝑖, та задовольняє умову (2) для всiх 𝑡 = 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑚 .

Приклад 1. Розглянемо наступну систему лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь:

�̇�𝑖 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖 + 𝑓𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑥0(0) = 1, 𝑖 = 0, 2, (3)

𝑥𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1, 2, (4)

де 𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 𝑡 ∈ [0, 𝜋)

2, 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋)

1 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]

, 𝑡 ∈ [0, 3𝜋], 𝜏0 = 0, 𝜏1 = 𝜋, 𝜏2 = 2𝜋, 𝜏3 = 3𝜋,

𝐴0(𝑡) = − cos(𝑡), 𝐴1(𝑡) =

⎛⎝ 0 1

−1 0

⎞⎠ , 𝐴2(𝑡) = 1,

𝑓0(𝑡) = 0, 𝑓1(𝑡) =

⎛⎝ cos(𝑡)

sin(𝑡)

⎞⎠ , 𝑓2(𝑡) = − sin(𝑡),

𝑀(𝑛(𝜏1)) =
(︁

1 0
)︁𝑇

, 𝑀(𝑛(𝜏2)) =
(︁

1 0
)︁
.

Розв’яжемо на кожному промiжку послiдовно вiдповiдну систему диферен-
цiальних рiвнянь. Очевидно, що на кожному промiжку вектор-функцiя, яка є
розв’язком вiдповiдної системи, буде мати вiдповiдну розмiрнiсть. Тобто

1. Для 𝑡 ∈ [0, 𝜋) отримаємо диференцiальне рiвняння:

�̇�0(𝑡) = − cos(𝑡)𝑥0(𝑡), 𝑥0(0) = 1

i розв’язок 𝑥0(𝑡) = 𝑒− sin(𝑡) розмiрностi 1.
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2. Для 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋). Так як 𝑥0(𝜋−0) = 1, то 𝑥1(𝜋) =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠𝑥0(𝜋−0) =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠
та отримаємо систему диференцiальних рiвнянь:

�̇�(𝑡) = 𝑦(𝑡) + cos(𝑡)

�̇�(𝑡) = −𝑥(𝑡) + sin(𝑡)
, 𝑥1(𝜋) =

⎛⎝ 𝑥(𝜋)

𝑦(𝜋)

⎞⎠ =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠

i розв’язок 𝑥1(𝑡) =

⎛⎝ − cos(𝑡) + sin(𝑡)

sin(𝑡)

⎞⎠ розмiрностi 2.

3. Для 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]. Так як 𝑥1(2𝜋−0) =

⎛⎝ −1

0

⎞⎠, то 𝑥2(2𝜋) =
(︁

1 0
)︁
𝑥1(2𝜋−

0) = −1 та отримаємо диференцiальне рiвняння:

�̇�2(𝑡) = 𝑥2(𝑡)− sin(𝑡), 𝑥2(2𝜋) = −1

i розв’язок 𝑥2(𝑡) = 1
2 cos(𝑡) +

1
2 sin(𝑡)−

3
2𝑒2𝜋 𝑒

𝑡 розмiрностi 1.
Тому пiд розв’язком всiєї системи на промiжку [0, 3𝜋] будемо вважати

вектор-функцiю зi змiнною розмiрнiстю 𝑥 : [0, 3𝜋] → 𝑅𝑛(𝑡), яка на кожному
вiдповiдному промiжку збiгається з вiдповiдним розв’язком системи диферен-
цiальних рiвнянь (3),(4).

Очевидно, що якщо розглянути об’єднану траєкторiю отриманої вектор-
функцiї зi змiнною розмiрнiстю 𝑥 : [0, 3𝜋] → 𝑅𝑛(𝑡) у просторi 𝑡𝑂𝑥𝑦 i вважати,
що на промiжках [0, 𝜋) i [2𝜋, 3𝜋] друга координата 𝑦 дорiвнює 0, то ми отри-
маємо неперервну траєкторiю (дивись рис. 1.).

Але якщо змiнити матрицi 𝑀(𝑛(𝜏1)) та 𝑀(𝑛(𝜏2)), то траєкторiя може

мати розриви при 𝜏𝑖 = 𝑖𝜋, 𝑖 = 1, 2. Наприклад, якщо 𝑀(𝑛(𝜋)) =
(︁

1 −1
)︁𝑇

i

𝑀(𝑛(𝜋)) =
(︁

1 1
)︁
, то отримаємо розв’язок

𝑥0(𝑡) = 𝑒− sin(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜋);

𝑥1(𝑡) =

⎛⎝ cos(𝑡)

− sin(𝑡)− cos(𝑡)

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋);

𝑥2(𝑡) =
1

2
cos(𝑡) +

1

2
sin(𝑡)− 1

2𝑒2𝜋
𝑒𝑡, 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋],

графiк якого у просторi 𝑡𝑂𝑥𝑦 зображено на рис. 2.

На прикладi системи (3), (4) розглянемо два способи переходу вiд системи зi
змiнною розмiрнiстю до системи постiйної розмiрностi.

Спосiб 1. Легко бачити, що систему (3),(4) можна переписати у виглядi

�̇� = 𝑁(𝑛(𝑡))𝐴(𝑡)𝑥+𝑁(𝑛(𝑡))𝑓(𝑡), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, (5)
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Рис. 1. Неперервна траєкторiя розв’язку
системи (3), (4)

Рис. 2. Розривна траєкторiя розв’язку
системи (3), (4)

𝑥(0) =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠ , 𝑥(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1, 2, (6)

де 𝑥 ∈ 𝑅2,

𝑁(𝑛(𝑡)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 𝜋)⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋)⎛⎝ 1 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]

𝐴(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ − cos(𝑡) 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 𝜋)⎛⎝ 0 1

−1 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋)⎛⎝ 1 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]

𝑓(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 0

0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 𝜋)⎛⎝ cos(𝑡)

sin(𝑡)

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋)⎛⎝ − sin(𝑡)

0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]

𝑀(𝑛(𝑡)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ , 𝑡 = 𝜋⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ , 𝑡 = 2𝜋

Очевидно, що система (5), (6) є iмпульсною системою постiйної розмiрностi
(𝑛 = 2).

Якщо ми знайдемо розв’язок цiєї системи 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇 , то 𝑥1(𝑡) буде

розв’язком системи (3), (4) на промiжку [0, 𝜋), (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇 буде розв’язком

системи (3), (4) на промiжку [𝜋, 2𝜋), 𝑥1(𝑡) буде розв’язком системи (3), (4) на
промiжку [2𝜋, 3𝜋].

Спосiб 2. Також систему (3), (4) можна в iнший спосiб представити у виглядi
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системи диференцiальних рiвнянь постiйної розмiрностi:

�̇� = 𝑁(𝑛(𝑡))𝐴(𝑡)𝑥+𝑁(𝑛(𝑡))𝑓(𝑡), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, (7)

𝑥(0) = (1, 0, 0, 0, 0)𝑇 , 𝑥(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1, 2, (8)

де 𝑥 ∈ 𝑅4, 𝑁(𝑛(𝑡)) : [0, 3𝜋] → 𝑅4×4, 𝐴(𝑡) : [0, 3𝜋] → 𝑅4×4, 𝑀(𝑛(𝑡)) : [0, 3𝜋] → 𝑅4×4

𝐴(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑓(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

cos(𝑡)

sin(𝑡)

− sin(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑀(𝑛(𝑡)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 = 𝜋

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 = 2𝜋

𝑁(𝑛(𝑡)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ [0, 𝜋)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]

Система (7), (8) буде мати постiйну розмiрнiсть, яка дорiвнює сумi розмiрно-
стей на всiх промiжках, тобто 𝑛 = 1 + 2 + 1 = 4.

Якщо ми знайдемо розв’язок цiєї системи 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥4(𝑡))
𝑇 , то 𝑥1(𝑡)

буде розв’язком системи (3), (4) на промiжку [0, 𝜋), (𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡))𝑇 буде розв’язком
системи (3), (4) на промiжку [𝜋, 2𝜋), 𝑥4(𝑡) буде розв’язком системи (3), (4) на
промiжку [2𝜋, 3𝜋].

Зрозумiло, що другий спосiб переходу вiд системи зi змiнною розмiрнiстю до
системи постiйної розмiрностi є менш привабливим, оскiльки при великiй кiлько-
стi переключень система (7), (8) буде мати величезну розмiрнiсть 𝑛 =

∑︀𝑚
𝑖=0 𝑛(𝜏𝑖).

Тому в подальшому при дослiдженнi систем зi змiнною розмiрнiстю будемо вико-
ристовувати перший спосiб переходу до iмпульсної системи постiйної розмiрностi.

2. Системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi змiнною розмiрнi-
стю, якi мiстять керування. Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних
рiвнянь, якi мiстять керування

�̇�𝑖 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖 +𝐵𝑖(𝑡)𝑢, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑥0(0) = 𝑥0, 𝑖 = 0,𝑚, (9)
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𝑥𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1,𝑚, (10)

де 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑢 — керування, 𝑢 ∈ 𝑈 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑘), 𝜏𝑖 ∈ 𝐼, 𝑖 = 1,𝑚 —
фiксованi моменти часу (𝜏𝑖 < 𝜏𝑖+1) такi, що 𝑛(𝜏𝑖 − 0) ̸= 𝑛(𝜏𝑖), 𝐴𝑖(𝑡) — матрично-
значна функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛(𝑡)×𝑛(𝑡)), 𝐵𝑖(𝑡) матрично-значна функцiя,
яка має розмiрнiсть (𝑛(𝑡)× 𝑘), 𝑀(𝑛(𝜏𝑖)) — матрицi (𝑛(𝜏𝑖)× 𝑛(𝜏𝑖 − 0)).

Означення 3. Пiд допустимим керуванням розумiється будь-яка вимiрна
функцiя 𝑢 : 𝐼 → 𝑅𝑘, яка задовольняє включенню 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 для всiх 𝑡 ∈ 𝐼. По-
значимо множину всiх допустимих керувань системи (9),(10) через 𝒰(𝐼) (або
𝒰).

Зауваження 2. Очевидно, що систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь,
якi мiстять керування (9),(10), можливо привести до системи лiнiйних дифе-
ренцiальних включень

�̇�𝑖 ∈ 𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖 + 𝐹𝑖(𝑡), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑥0(0) = 𝑥0, 𝑖 = 0,𝑚, (11)

𝑥𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1,𝑚, (12)

де 𝐹𝑖(𝑡) ≡ 𝐵𝑖(𝑡)𝑈 .

Тодi з [17,19] випливає наступна теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються наступнi вимоги для 𝑖 = 0,𝑚:
1)𝐴𝑖(·) — матрично-значнi функцiї з компонентами, якi вимiрнi на [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1);
2) 𝐵𝑖(·) — матрично-значнi функцiї з компонентами, якi вимiрнi на [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1);
3) iснують сталi 𝜅1 > 0 i 𝜅2 > 0 такi що для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1)

‖𝐴𝑖(𝑡)‖𝑛(𝜏𝑖) 6 𝜅1, ‖𝐵𝑖(𝑡)‖𝑛(𝜏𝑖) 6 𝜅2 .

Тодi
1) система (9),(10) має розв’язок на промiжку 𝐼 для будь-якого допустимого

керування 𝑢(·) ∈ 𝒰(𝐼) та на кожному промiжку [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) має вигляд

𝑥𝑖(𝑡, 𝑢) = Φ𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝜏𝑖, 𝑢) + Φ𝑖(𝑡)

ˆ 𝑡

𝜏𝑖

Φ−1
𝑖 (𝑠)𝐵𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚,

де 𝑥0(𝜏0, 𝑢) = �̄�0, 𝑥𝑖(𝜏𝑖, 𝑢) = 𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0, 𝑢), 𝑖 = 1,𝑚, Φ𝑖(𝑡) — вiдповiднi
матрицанти;

2) перетин множини розв’язкiв системи (9),(10) (множина досяжностi)
на кожному промiжку [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) має вигляд

𝑋𝑖(𝑡) = Φ𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝜏𝑖) + Φ𝑖(𝑡)

ˆ 𝑡

𝜏𝑖

Φ−1
𝑖 (𝑠)𝐵𝑖(𝑠)𝑈𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚,

де 𝑋0(𝜏0) = �̄�0, 𝑋𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑋𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1,𝑚;
3) перетин множини розв’язкiв системи (9),(10) 𝑋𝑖(𝑡) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛(𝑡)) для

всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚.
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Також пов’яжемо з системою (9), (10) наступну систему

�̇� = 𝑁(𝑛(𝑡))𝐴(𝑡)𝑥+𝑁(𝑛(𝑡))𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑥(0) = 𝑥0, (13)

𝑥(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥(𝜏𝑖 − 0), (14)

де 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑁(𝑛(𝑡)) — матрично-значна функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛 × 𝑛) та

така, що 𝑁(𝑛(𝑡)) =

⎛⎝ 𝐸 0

0 0

⎞⎠ , 𝐸 — одинична матриця, яка має розмiрнiсть

(𝑛(𝑡) × 𝑛(𝑡)), 𝐴(𝑡) — матрично-значна функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛 × 𝑛) та
така, що 𝑁(𝑛(𝑡))𝐴(𝑡) ≡ 𝑃𝑇 (𝑛(𝑡))𝐴𝑖(𝑡)𝑃 (𝑛(𝑡)) для 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚, 𝐵(𝑡) —
матрично-значна функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛×𝑘) та така, що 𝑁(𝑛(𝑡))𝐵(𝑡)𝑢 ≡
𝑃𝑇 (𝑛(𝑡))𝐵𝑖(𝑡)𝑢 для 𝑢 ∈ 𝑈 та 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚, 𝑃 (𝑡) — матрично-значна
функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛(𝑡) × 𝑛) та така, що 𝑃 (𝑛(𝑡)) = (𝐸 0), 𝑀(𝑛(𝑡))
— матрично-значна функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛× 𝑛) та така, що 𝑀(𝑛(𝑡)) =

𝑀(𝑛(𝜏𝑖)) =

⎛⎝ 𝑀𝑖 0

0 𝐸

⎞⎠ для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚− 1, 𝑀0 = 𝐸, 𝑁(𝑛(0))𝑥0 ≡

𝑃𝑇 (𝑛(0))𝑥0.

Означення 4. Вiдображення 𝑥𝑢 : 𝐼 → 𝑅�̄� будемо називати розв’язком си-
стеми (13),(14), яке вiдповiдає допустимому керуванню 𝑢(·), якщо воно непе-
рервне та задовольняє iнтегральному рiвнянню

𝑥𝑢(𝑡) = 𝑥𝑢(𝜏𝑖 + 0) +

ˆ 𝑡

𝜏𝑖

[𝑁(𝑛(𝑠))𝐴(𝑠)𝑥𝑢(𝑠) +𝑁(𝑛(𝑠))𝐵(𝑠)𝑢(𝑠)]𝑑𝑠 (15)

для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚− 1 та 𝑥𝑢(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑢(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1,𝑚.

Зауваження 3. Очевидно що 𝑃𝑇 (𝑛(𝑡))𝑥𝑢(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡, 𝑢) для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1),
𝑖 = 0,𝑚, де 𝑥𝑢(·) — розв’язок системи (13),(14), а 𝑥𝑖(·, 𝑢) — розв’язок системи
(9),(10) на промiжку [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚, якi вiдповiдають допустимому керуван-
ню 𝑢(·). Тобто першi 𝑛(𝑡) елементiв вектора 𝑥𝑢(𝑡) збiгаються з усiма елемен-
тами вектора 𝑥𝑖(𝑡, 𝑢) для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚.

3. Задача оптимального керування з термiнальним критерiєм яко-
стi. Нехай якiсть керування системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь (9),(10)
оцiнюється термiнальним критерiєм 𝐼(𝑢) = Φ(𝑥𝑚(𝑇 )).

Задача Майєра. Необхiдно знайти програмне керування 𝑢*(·) i вiдповiдну
траєкторiю 𝑥*(·) системи (9),(10), при яких термiнальний критерiй якостi при-
ймає мiнiмальне значення.

Припущення 1. Нехай функцiя Φ : 𝑅𝑛(𝑇 ) → 𝑅1 є неперервною.

Теорема 2. Нехай виконуються вимоги теореми 1 i припущення 1. Тодi
розв’язок задачi Майєра iснує.

Твердження теореми 2 випливає з компактностi множини досяжностi системи
(9),(10) в будь-який момент часу 𝑡 ∈ 𝐼 i неперервностi функцiї Φ(·).
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Далi отримаємо необхiднi i достатнi умови оптимальностi керування для за-
дачi Майєра. Перепишемо систему (9),(10) у виглядi системи (13),(14) та пере-
пишемо функцiонал критерiя якостi у наступному виглядi: 𝐼(𝑢) = Φ̄(𝑥(𝑇 )) ≡
Φ(𝑥1(𝑇 ), ..., 𝑥𝑛(𝑇 )(𝑇 )) + 0 · 𝑥𝑛(𝑇 )+1 + ...+ 0 · 𝑥�̄�(𝑇 ). Отже, отримаємо задачу опти-
мального керування постiйної розмiрностi з iмпульсами та з [3] наступну теорему.

Теорема 3. Нехай виконуються вимоги теореми 1 i функцiя Φ(·) має ча-
стиннi похiднi. Тодi для того, щоб керування 𝑢*(·) i вiдповiдна траєкторiя 𝑥*(·)
були розв’яком задачi Майєра (13),(14), необхiдно i достатньо, щоб iснував не-
нульовий розв’язок 𝜓*(𝑡) спряженої системи

�̇� = −𝑁(𝑛(𝑡))𝐴𝑇 (𝑡)𝜓,𝜓(𝜏𝑖) =𝑀𝑇 (𝑛(𝜏𝑖))𝜓(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1,𝑚

такий, що виконуються наступнi умови:
1) для майже всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] виконується умова максимуму:

(𝐵(𝑡)𝑢*(𝑡), 𝜓*(𝑡)) = max
𝑢∈𝑈

(𝐵(𝑡)𝑢, 𝜓*(𝑡));

2) 𝜓𝑖(𝑇 ) = −𝜕Φ̄(𝑥(𝑇 ))
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 1, �̄�.

Зауваження 4. Згiдно iз зауваженням 3 пiсля отримання оптимальної
траєкторiї 𝑥*(·) для системи (13),(14) легко можна отримати оптимальнi
траєкторiї 𝑥𝑖*(·), 𝑖 = 0,𝑚 для системи (9),(10).

Проiлюстуємо отриманi результати на модельному прикладi.

Приклад 2. Нехай 𝐼 = [0, 3], 𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 𝑡 ∈ [0, 1)

2, 𝑡 ∈ [1, 2)

1, 𝑡 ∈ [2, 3]

, а лiнiйна керована

система iз змiнною розмiрнiсттю має наступний вигляд

�̇�𝑖 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖 +𝐵𝑖(𝑡)𝑢, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑥0(0) = 1, 𝑖 = 0, 2, (16)

𝑥𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1, 2, (17)

де 𝑥0(𝑡) : [0, 1) → 𝑅1, 𝑥1(𝑡) : [1, 2) → 𝑅2, 𝑥2(𝑡) : [2, 3] → 𝑅1, 𝐴0(𝑡) = −1, 𝐴1(𝑡) =⎛⎝ −1 1

1 −1

⎞⎠, 𝐴2(𝑡) = 1, 𝐵0(𝑡) =
(︁

0, 5 0, 5
)︁
, 𝐵1(𝑡) =

⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠, 𝐵2(𝑡) =

(︁
0, 75 0, 25

)︁
, 𝑢𝑖(𝑡) ∈ [−1, 1], 𝑖 = 1, 2, 𝑀(𝑛(1)) =

⎛⎝ 2

0

⎞⎠, 𝑀(𝑛(2)) =
(︁

1 1
)︁
.

Треба знайти допустиму програмну стратегiю 𝑢*(·), яка доставляє мiнi-
мум функцiоналу 𝐼(𝑢) = 2𝑥2(3).

Отже, пов’яжемо з системою (16), (17) наступну задачу оптимального
керування

�̇� = 𝑁(𝑛(𝑡))𝐴(𝑡)𝑦 +𝑁(𝑛(𝑡))𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑦(0) =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠ , (18)
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𝑦(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑦(𝜏𝑖 − 0), 𝐼(𝑢) = 2𝑦1(3), (19)

де 𝑦 ∈ 𝑅2, 𝜏0 = 0, 𝜏1 = 1, 𝜏2 = 2, 𝜏3 = 3, 𝑢𝑖(𝑡) ∈ [−1, 1], 𝑖 = 1, 2,

𝐴(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ −1 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 1)⎛⎝ −1 1

1 −1

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [1, 2)⎛⎝ 1 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2, 3]

𝐵(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 0, 5 0, 5

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 1)⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [1, 2)⎛⎝ 0, 75 0, 25

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2, 3]

�̄�(𝑛(1)) =

⎛⎝ 2 1

0 1

⎞⎠ , �̄�(𝑛(2)) =

⎛⎝ 1 1

0 1

⎞⎠ .

За теоремою 1 областi досяжностi систем (16),(17) та (18),(19) є компа-
ктами в будь-який момент часу 𝑡 ∈ [0, 3]. Тобто розв’язок задач iснує.

Запишемо спряжену систему диференцiальних рiвнянь

�̇� = −𝐴𝑇 (𝑡)𝜓, 𝜓(3) =

⎛⎝ −2

0

⎞⎠ , 𝜓(1) =

⎛⎝ 2 0

1 1

⎞⎠𝜓(1−0), 𝜓(2) =

⎛⎝ 1 0

1 1

⎞⎠𝜓(2−0).

Нижче на малюнках наводяться графiки змiни кожної з компонент векто-
ра 𝜓(𝑡) = (𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡))

𝑇 на кожному промiжку (рис. 3–8).
Тодi з умови максимуму теореми 3 маємо:

• якщо 𝑡 ∈ [0, 1), то (0, 5𝑢1(𝑡) + 0, 5𝑢2(𝑡))𝜓1(𝑡) → max. На рис. 7 бачимо, що
𝜓1(𝑡) < 0, тобто 𝑢𝑖*(𝑡) = −1, 𝑖 = 1, 2;

• якщо 𝑡 ∈ [1, 2) 𝑢1(𝑡)𝜓1(𝑡) + 𝑢2(𝑡)𝜓2(𝑡) → max. На рис. 5 та рис. 6 бачимо,
що 𝜓1(𝑡) < 0 i 𝜓2(𝑡) < 0, тобто 𝑢𝑖*(𝑡) = −1, 𝑖 = 1, 2;

• якщо 𝑡 ∈ [2, 3] (0, 75𝑢1(𝑡) + 0, 25𝑢2(𝑡))𝜓1(𝑡) → max. На рис. 3 бачимо, що
𝜓1(𝑡) < 0, тобто 𝑢𝑖*(𝑡) = −1, 𝑖 = 1, 2.

Отже, 𝑢𝑖*(𝑡) = −1, 𝑡 ∈ [0, 3], 𝑖 = 1, 2. Тепер знайдемо вiдповiдну оптималь-
ну траєкторiю 𝑦*(·):

𝑦*(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ − 𝑒𝑡−2
𝑒𝑡

0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 1)⎛⎝ − 1
𝑒 (𝑒

−2𝑡+2 + 1)− 𝑡+ 1

1
𝑒 (𝑒

−2𝑡+2 − 1)− 𝑡+ 1

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [1, 2)⎛⎝ 1− 0, 442 𝑒𝑡

−1, 114

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2, 3]

та 𝑦1(3) = −4.84. Тобто 𝐼(𝑢) = −9, 68.
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Рис. 3. 𝜓1(𝑡), 𝑡 ∈ [2, 3] Рис. 4. 𝜓2(𝑡), 𝑡 ∈ [2, 3]

Рис. 5. 𝜓1(𝑡), 𝑡 ∈ [1, 2)
Рис. 6. 𝜓2(𝑡), 𝑡 ∈ [1, 2)

Рис. 7. 𝜓1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1)
Рис. 8. 𝜓2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1)
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Тодi, згiдно iз зауваженням 4, отримаємо оптимальну траєкторiю для вiд-
повiдної задачi Майєра (16),(17):

𝑥*0(𝑡) = −1 + 2𝑒−𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1),

𝑥*1(𝑡) =

⎛⎝ −𝑒−1(𝑒−2𝑡+2 + 1)− 𝑡+ 1

𝑒−1(𝑒−2𝑡+2 − 1)− 𝑡+ 1

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [1, 2),

𝑥*2(𝑡) = 1− 0, 442 𝑒𝑡, 𝑡 ∈ [2, 3].

Висновки. У данiй роботi для системи лiнiйних керованих диференцiаль-
них рiвнянь, якi змiнюють розмiрнiсть у фiксованi моменти часу, завдяки зве-
денню її до iмпульсного керованого лiнiйного диференцiального рiвняння було
отримано необхiднi i достатнi умови оптимальностi керування для задачi Майє-
ра. Аналогiчно можна розглянути системи лiнiйних керованих диференцiальних
рiвнянь, якi змiнюють розмiрнiсть в нефiксованi моменти часу.
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Кичмаренко О. Д., Плотников А. А.
Системы линейных управляемых дифференциальных уравнений с переменной
размерностью

Резюме

Cтатья посвящена исследованию линейной управляемой системы переменной размер-
ности. Рассматривается задача оптимального управления несколькими объектами с по-
следовательным во времени режимом их работы. Исходное состояние каждого следую-
щего объекта зависит от конечного состояния предыдущего, что объединяет их в еди-
ную систему переменной размерности. Предполагается, что каждый объект описывает-
ся системой обыкновенных дифференциальных уравнений на интервале его действия.
При этом длины интервалов заданы или неизвестны. Системы уравнений могут иметь
неодинаковую размерность, могут меняться также размерность управляющей функции
и ограничения на ее значення. Такая система сводится к импульсной линейной системе,
содержащей управления, и благодаря этому выясняются свойства решений системы и
находятся сами решения. Также в работе рассмотрена задача Майєра и получены необ-
ходимые и достаточные условия оптимальности. Полученные результаты иллюстриру-
ются примерами.
Ключевые слова: линейная система, оптимальное управление, переменная размер-
ность, задача Майєра, дифференциальное уравнение, импульсная система .

Kichmarenko O. D., Plotnikov A. A.
Systems of linear controlled differential equations with variable dimension

Summary

The article investigates the linear control system of variable dimension. The optimal control

problem for several objects with a consistent in time mode of their operation is considered.

The initial state of each object depends on the final state of the previous one and this unites

them into a single system of variable dimension. It is assumed that each object is described

by a system of ordinary differential equations in the interval of its operation. In this case,

the lengths of the intervals are either given or unknown. The system of equations may have

unequal dimensions, while the dimension of the control function and the restriction on its

value can also vary. This system reduces to an impulse linear system containing controls and,

therefore, the properties of the system solutions are repelled and the solutions themselves

are found. Besides that, we consider the Mayer problem and obtain necessary and sufficient

conditions for optimality. The obtained results are illustrated by examples.

Key words: linear system, optimal control, variable dimension, Mayer problem, differential

equation, impulse system.
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Л. И. Кусик
Одесский национальный морской университет

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ ОДНОГО
КЛАССА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО
ПОРЯДКА

Для дифференциального уравнения второго порядка общего вида 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), где
𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0×Δ𝑌1 −→ R — непрерывная функция, −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞, Δ𝑌𝑖 — односто-
ронняя окрестность 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈ {0, 1}), изучается вопрос о наличии решений,
для которых lim

𝑡↑𝜔
𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}). Среди множества таких решений выделяется

достаточно широкий класс т. н. 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений. Такого типа решения ранее вво-
дились при изучении двучленного уравнения 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦

′), где 𝛼0 ∈ {−1, 1},
𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[–непрерывная функция, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) – непрерывные
правильно меняющиеся при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) функции порядков 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), причем
𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1. Случай, когда 𝜎0 + 𝜎1 = 1, не рассмотрен даже на указанном двучленном
дифференциальном уравнении. В данной работе установлено условие, при котором пра-
вая часть изучаемого уравнения в некотором смысле близка при 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} и 𝑡 ↑ 𝜔,
𝑦(𝑖) → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) к произведению 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 , где порядки 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1) нелинейно-
стей таковы, что 𝜎0 + 𝜎1 = 1 (к т.н. полулинейному дифференциальному уравнению).
При выполнении этого условия найдены необходимые, а также достаточные условия
существования 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-решений, установлены асимптотические представления та-
ких решений и их производных первого порядка, указано количество параметрических
семейств таких решений. Результат исследования продемонстрирован на одном классе
уравнений, правая часть которого представляет отношение сумм слагаемых специаль-
ного вида.
MSC: 34E99.
Ключевые слова: двучленное дифференциальное уравнение, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решение, асимп-
тотические представления, условие (𝐴𝐿), одно-, двухпараметрическое семейство ре-
шений .DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134619.

Введение. Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), (1)

где 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0
× Δ𝑌1

−→ R — непрерывная функция, −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞1,
Δ𝑌𝑖

(𝑖 ∈ {0, 1}) — односторонняя окрестность 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}) равно либо 0, либо
±∞.

В работах [1]– [3] рассматривались нелинейные двучленные дифференциаль-
ные уравнения, близкие к линейным (т. н. полулинейные дифференциальные
уравнения, обладающие рядом свойств как линейных, так и нелинейных диф-
ференциальных уравнений). Так, в работе [1] уравнение (1) изучено в случае,
когда 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′) = 𝑝(𝑡)|𝑦|1−𝜆|𝑦′|𝜆sgn 𝑦 при некоторых ограничениях на функцию

∗Считаем, что 𝑎 > 1 в случае 𝜔 = +∞, и 𝑎 > 𝜔 − 1- в случае 𝜔 < +∞.

Получена 24.04.2018 © Кусик Л. И., 2018
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𝑝. В частности, если функция 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ сохраняет знак, локально абсо-
лютно непрерывна и

�̂�

𝑎

𝑝
1

2−𝜆 (𝑡) 𝑑𝑡 = +∞, lim
𝑡→𝜔

𝑝′(𝑡)𝑝
𝜆−3
2−𝜆 (𝑡) = 𝑙0 (|𝑙0| 6 +∞),

в [1] найдены асимптотические представления при 𝑡→ 𝜔 всех типов правильных
решений уравнения (1).

Здесь для уравнения общего вида (1) изучается вопрос существования и
асимптотики (при 𝑡 ↑ 𝜔) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений.

Определение 1. Решение 𝑦 уравнения (1), заданное на промежутке [𝑡0, 𝜔[⊂
[𝑎, 𝜔[, называется 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решением, где −∞ 6 𝜆0 6 +∞, если для него
соблюдаются условия

𝑦(𝑖)(𝑡) ∈ Δ𝑌𝑖 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), (2)

𝑦′′(𝑡) ̸= 0, lim
𝑡↑𝜔

[𝑦′(𝑡)]2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0. (3)

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решения в зависимости от значений 𝜆0 обладают разными асимп-
тотическими свойствами. При этом возникают неособые случаи, когда 𝜆0 ∈ R ∖
{0, 1}, и особые — когда 𝜆0 = 0, 𝜆0 = 1 и 𝜆0 = ±∞. Доказано (см., например, [4] ),
что при 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} для 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений имеют место асимптотические
представления

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
, (4)

где

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑡, если 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, если 𝜔 < +∞.

В работе [5] для каждого из возможных значений 𝜆0 рассматривался случай,
когда на 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решениях

𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡)) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′)(1 + 𝑜(1)) при 𝑡 ↑ 𝜔,

где 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ — непрерывная функция, функции 𝜙𝑖 :
Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) — непрерывные правильно меняющиеся при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 =
0, 1) функции порядков 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), в предположении, что 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1, т.е. в
случае, когда уравнение (1) в некотором смысле близко к уравнению с правильно
меняющимися нелинейностями.

Целью настоящей статьи является исследование существования и поведения
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений уравнения (1) при 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} и когда уравнение (1)
становится близким в некотором смысле к полулинейному двучленному.
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Определение 2. Будем говорить, что функция 𝑓 удовлетворяет условию
(𝐴𝐿), если существуют число 𝛼0 ∈ {−1, 1}, непрерывная функция 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→
]0,+∞[, такие, что для любых непрерывно дифференцируемых функций 𝑧𝑖 :
[𝑎, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑖

(𝑖 = 0, 1), удовлетворяющих условиям

lim
𝑡↑𝜔

𝑧𝑖(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), (5)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)
(︁
𝑧1(𝑡)
𝑧0(𝑡)

)︁′
𝑧1(𝑡)
𝑧0(𝑡)

= −1, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧
′
0(𝑡) ln |𝜋𝜔(𝑡)|

𝑧0(𝑡) ln |𝑧0(𝑡)|
= 1 (6)

имеет место представление

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡)) = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎0 |𝑧1(𝑡)|𝜎1 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (7)

где
𝜎0 + 𝜎1 = 1.

Основные результаты. Для формулировки основного результата в пред-
положении, что 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} и функция 𝑓 удовлетворяет условию (𝐴𝐿), положим

𝐼(𝑡) =

𝑡ˆ

𝑎

𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0 𝑑𝜏.

Также введем числа

𝜇𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, если 𝑌𝑖 = +∞ либо

𝑌𝑖 = 0 и Δ𝑌𝑖 − правая окрестность 0,

−1, если 𝑌𝑖 = −∞ либо

𝑌𝑖 = 0 и Δ𝑌𝑖
− левая окрестность 0

(𝑖 = 0, 1),

такие что,

𝜇0𝜇1 > 0 при 𝑌0 = ±∞ и 𝜇0𝜇1 < 0 при 𝑌0 = 0. (8)

Ясно, что 𝜇0 определяет знак любого 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-решения уравения (1), 𝜇1 -
его производной в некоторой левой окрестности 𝜔. При этом следует отметить,
что условия (8) являются необходимыми для существования у уравнения (1)
решений, заданных на промежутке [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ и удовлетворяющих условиям
(2). Кроме того, при выполнении условия (𝐴𝐿) знак второй производной любого
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-решения уравения (1) в некоторой левой окрестности 𝜔 совпадает
со значением 𝛼0. Тогда с учетом (8), имеем

𝛼0𝜇1 > 0 при 𝑌1 = ±∞ и 𝛼0𝜇1 < 0 при 𝑌1 = 0. (9)
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Теорема. Пусть 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} и функция 𝑓 удовлетворяет условию (𝐴𝐿).
Тогда для существования у дифференциального уравнения (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- ре-
шений необходимо, а если 𝜆0 + 𝜎0 ̸= 0, то и достаточно, чтобы наряду с нера-
венствами (8), (9) соблюдались условия

𝛼0𝜇1(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[, (10)

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|1+𝜎0 =
|𝜆0|𝜎0

|𝜆0 − 1|1+𝜎0
. (11)

Более того, для каждого такого решения имеют место асимптотические пред-
ставления

ln |𝑦(𝑡)| = 𝜇0𝜇1|𝜆0|1−𝜎0 |𝜆0 − 1|𝜎0𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (12)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

𝜆0(1 + 𝑜(1))

(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔, (13)

причем таких решений существует при 𝛼0𝜇1(𝜎0+𝜆0) > 0 двухпараметрическое
семейство, при 𝛼0𝜇1(𝜎0 + 𝜆0) < 0 — однопараметрическое семейство.

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} и 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ Δ𝑌0

- произвольное 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)− решение уравнения (1). Тогда существует число
𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[ такое, что 𝑦(𝑘)(𝑡) ̸= 0 (𝑘 = 0, 1, 2), sign 𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝜇𝑘 (𝑘 = 0, 1) при
𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[. Кроме того, из определения 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)–решения для 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1}
непосредственно вытекает выполнение предельных равенств (5). Откуда, в част-
ности, следует, что имеет место асимптотическое представление (13) и знаковое
условие (10).

Так как 𝑦 удовлетворяет условиям (5), то

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)
(︁
𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

)︁′
𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

= lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)

(︂
𝑦′′(𝑡)
𝑦(𝑡) −

(︁
𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

)︁2)︂
𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

=

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
− lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
− 𝜆0
𝜆0 − 1

= −1,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡) 𝑙𝑛|𝜋𝜔(𝑡)|

𝑦(𝑡) 𝑙𝑛|𝑦(𝑡)|
= 1,

следовательно, для 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡) выполнены условия (5), (6) определения 2. Так как
функция 𝑓 удовлетворяет условию (𝐴𝐿) из уравнения (1) имеем,

𝑦′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦(𝑡)|𝜎0 |𝑦′(𝑡)|𝜎1 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Отсюда с учетом условий (5) вытекает соотношение

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 𝛼0𝜇0(𝜆0 − 1)

⃒⃒⃒⃒
𝜆0

(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)

⃒⃒⃒⃒1−𝜎0

𝑝(𝑡)𝜋𝜔(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (14)

Интегрируя (14) на промежутке от 𝑎 до 𝑡, получим

𝑙𝑛|𝑦(𝑡)| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡+ 𝜇0𝜇1|𝜆0|1−𝜎0 |𝜆0 − 1|𝜎0

𝑡ˆ

𝑎

𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0 [1 + 𝑜(1)] 𝑑𝜏.
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В силу определения 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решения левая часть последнего равенства
стремится к ±∞, откуда 𝐼(𝑡) → +∞ при 𝑡 ↑ 𝜔 и имеет место представление (12).
Также, домножая обе части (14) на 𝜋𝜔(𝑡) и учитывая (13), получим соотношение
(11). Также из представлений (12), (13) имеем

lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
=

𝛽|𝜆0|𝜎0

|𝜆0 − 1|𝜎0+1
, 𝛽 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝜋𝜔(𝑡). (15)

Достаточность. Пусть 𝜆0 + 𝜎0 ̸= 0 и соблюдаются условия (8) – (11). По-
кажем, что в этом случае дифференциальное уравнение (1) имеет 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)–
решения, допускающие представления (12), (13), и выясним вопрос о количестве
таких решений.

Применяя к дифференциальному уравнению (1) преобразование

ln |𝑦(𝑡)| = 𝜇0𝜇1|𝜆0|1−𝜎0 |𝜆0 − 1|𝜎0𝐼(𝑡)[1 + 𝑣1(𝜏)],

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

=
𝜆0[1 + 𝑣2(𝜏)]
(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)

, 𝜏 = 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)|, 𝛽 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝜋𝜔(𝑡),

(16)

получим систему дифференциальных уравнений вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑣′1 = 𝛽𝑞(𝜏)

(︂
−1 + 1

ℎ(𝜏)
− 𝑣1 +

𝑣2
ℎ(𝜏)

)︂
,

𝑣′2 = 𝛽

(︂
𝐺(𝜏, 𝑣1, 𝑣2)𝑔(𝜏)|1 + 𝑣2|𝜎1 +

1 + 𝑣2 + 𝜆0𝑣2 + 𝜆0𝑣
2
2

𝜆0 − 1

)︂
,

(17)

где

𝑞(𝜏) = 𝑞(𝜏(𝑡)) =
𝐼 ′(𝑡)𝜋𝜔(𝑡)
𝐼(𝑡)

, ℎ(𝜏) = ℎ(𝜏(𝑡)) = 𝛽|𝜆0|−𝜎0 |𝜆0 − 1|1+𝜎0𝐼 ′(𝑡)𝜋𝜔(𝑡),

𝑔(𝜏) = 𝛼0𝜇1𝛽
⃒⃒⃒
𝜆0 − 1
𝜆0

⃒⃒⃒𝜎0

𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|1+𝜎0 ,

𝐺 (𝜏, 𝑣1, 𝑣2) =
𝑓
(︁
𝜏, 𝑌 (𝜏, 𝑣1), 𝑌

[1](𝜏, 𝑣1, 𝑣2)
)︁

𝛼0𝑝(𝑡) |𝑌 (𝜏, 𝑣1)|𝜎0

⃒⃒⃒
𝑌 [1](𝜏, 𝑣1, 𝑣2)

⃒⃒⃒𝜎1

𝑌 (𝜏, 𝑣1) = 𝜇0𝑒
𝜇0𝜇1|𝜆0|1−𝜎0 |𝜆0−1|𝜎0𝐼(𝑡)[1+𝑣1(𝜏)],

𝑌 [1](𝜏, 𝑣1, 𝑣2) =
𝜆0𝑌 (𝜏, 𝑣1)[1 + 𝑣2(𝜏)]

(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)
.

Выберем произвольным образом 𝑎0 ∈]𝑎, 𝜔[ и рассмотрим систему (17) на мно-
жестве [𝜏0,+∞[×R2

1
2

, где 𝜏0 = 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑎0)|, R2
1
2

= {(𝑣1, 𝑣2) ∈ R2 : |𝑣𝑖| 6 1/2, 𝑖 =

1, 2}. На этом множестве правые части системы непрерывны и имеют непрерыв-
ные частные производные по 𝑣1, 𝑣2.

Так как функция 𝜏(𝑡) = 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)| такая, что

𝜏 : [𝑎0, 𝜔[−→]0,+∞[, 𝜏 ′(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝜏(𝑡) = +∞,



Асимптотика решений ДУ II порядка 73

то в силу (11)

lim
𝜏→+∞

ℎ(𝜏) = lim
𝑡→𝜔

ℎ(𝜏(𝑡)) = 1, lim
𝜏→+∞

𝑔(𝜏) = lim
𝑡→𝜔

𝑔(𝜏(𝑡)) =
1

𝜆0 − 1
. (18)

Заметим, что функция 𝑞(𝜏) сохраняет знак на [𝜏0,+∞), а именно 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑞(𝜏) =
𝛽 и

+∞ˆ

𝜏0

𝛽𝑞(𝜏) 𝑑𝜏 =

�̂�

𝑎0

𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)
𝑑𝑡 = ln(𝐼(𝑡))

⃒⃒
𝜔
𝑎0 = +∞.

Также из вида функций 𝑌 (𝜏, 𝑣1), 𝑌 [1](𝜏, 𝑣1, 𝑣2) следует, что

lim
𝑡↑𝜔

𝑌 (𝜏(𝑡), 𝑣1) = 𝑌0 равномерно по 𝑣1 : |𝑣1| 6 1/2, (19)

lim
𝑡↑𝜔

𝑌 [1](𝜏, 𝑣1, 𝑣2) = 𝑌1 равномерно по (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2
1
2
. (20)

Так как

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)
(︁
𝑌 [1](𝜏(𝑡),𝑣1,𝑣2)
𝑌 (𝜏(𝑡),𝑣1)

)︁′
𝑡

𝑌 [1](𝜏(𝑡),𝑣1,𝑣2)
𝑌 (𝜏(𝑡),𝑣1)

= −1 равномерно по (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2
1
2

и с учетом (15)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡) (𝑌 (𝜏(𝑡), 𝑣1))
′
𝑡 ln |𝜋𝜔(𝑡)|

𝑌 (𝜏(𝑡), 𝑣1) ln |𝑌 (𝜏(𝑡), 𝑣1)|
= 1 равномерно по 𝑣1 : |𝑣1| 6 1/2,

то в силу определения 2 функция 𝐺(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) может быть представлена в виде

𝐺(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) = 1 + 𝑟(𝜏, 𝑣1, 𝑣2), (21)

где
lim

𝜏→+∞
𝑟(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) = 0 равномерно по (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2

1
2
.

Учитывая соотношения (18)–(21), систему (17) можем записать следующим
образом ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑣′1 = 𝑓1(𝜏) + 𝑝11(𝜏)𝑣1 + 𝑝12(𝜏)𝑣2,

𝑣′2 = 𝑓2(𝜏) + 𝑝22(𝜏)𝑣2 + 𝑉1(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) + 𝑉2(𝜏, 𝑣2),

(22)

где

𝑓1(𝜏) = 𝛽𝑞(𝜏)

(︂
−1 + 1

ℎ(𝜏)

)︂
, 𝑝11(𝜏) = −𝛽𝑞(𝜏), 𝑝12(𝜏) =

𝛽𝑞(𝜏)
ℎ(𝜏)

,

𝑓2(𝜏) = 𝛽
(︁
𝑔(𝜏)− 1

𝜆0 − 1

)︁
, 𝑝22(𝜏) = 𝛽

(︁
𝜎1𝑔(𝜏)− 1 + 𝜆0

𝜆0 − 1

)︁
,

𝑉1(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) = 𝛽𝑔(𝜏)𝑟(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) (1 + 𝑣2)
𝜎1 ,

𝑉2(𝜏, 𝑣2) = 𝛽
(︁
𝑔(𝜏)((1 + 𝑣2)

𝜎1 − 1− 𝜎1𝑣2)− 𝜆0𝑣
2
2

(𝜆0)−1

)︁
.
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В силу (18)–(21) справедливы соотношения

lim
𝜏→+∞

𝑉1(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) = 0 равномерно по (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2
1
2
,

lim
|𝑣1|+|𝑣2|→0

𝜕𝑉2(𝜏, 𝑣2)

𝜕𝑣𝑗
= 0 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) равномерно по 𝜏 ∈ [𝜏0,+∞).

Кроме того, при 𝜆0 + 𝜎0 ̸= 0

lim
𝜏→+∞

𝑓𝑖(𝜏)
𝑝𝑖𝑖(𝜏)

= 0 (𝑖 = 1, 2), lim
𝜏→+∞

1
𝑝22(𝜏)

= 1− 𝜆0
𝜎0 + 𝜆0

, lim
𝜏→+∞

𝑝12(𝜏)
𝑝11(𝜏)

= −1,

+∞́

𝜏0

|𝑝𝑖𝑖(𝜏)| 𝑑𝜏 = +∞ (𝑖 = 1, 2).

Таким образом, для системы (22) выполнены условия леммы 2.2 из рабо-
ты [6]. Поэтому у этой системы дифференциальных уравнений существует хо-
тя бы одно решение (𝑣1, 𝑣2) : [𝜏1,+∞[−→ R2

1
2

(𝜏1 > 𝑎0), стремящееся к ну-
лю при 𝜏 → +∞. Каждому такому решению в силу преобразования (16) со-
ответствует решение 𝑦 дифференциального уравнения (1), допускающее асимп-
тотические представления (12), (13). Покажем, что указанное решение является
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-решением. Так как функция 𝑓 удовлетворяет условию (𝐴𝐿), то с
учетом равенства (11), представления (13) из уравнения (1) получим

lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0.

Количество решений системы (22) при 𝜆0 + 𝜎0 ̸= 0 легко найти на осно-
вании леммы 2.2 работы [6] по числу отрицательных среди функций −𝛽𝑞(𝜏),
𝛽
(︁
𝜎1𝑔(𝜏)− 1 + 𝜆0

𝜆0 − 1

)︁
. Так как

𝑠𝑖𝑔𝑛 (−𝛽𝑞(𝑡)) = −1, lim
𝜏→+∞

𝑔(𝑡) =
1

𝜆0 − 1
, 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝛽(𝜆0 − 1)) = 𝛼0𝜇1,

то при 𝛽(𝜆0−1)(−𝜎0−𝜆0) < 0 существует двухпараметрическое семейство реше-
ний системы (22), стремящихся к нулю при 𝜏 → +∞. Если же 𝛽(𝜆0 − 1)(−𝜎0 −
𝜆0) > 0, система (22) имеет однопараметрическое семейство решений, исчезаю-
щих в бесконечности.

Теорема полностью доказана.

Пример. Результаты исследования охватывают не только полулинейные,
но и некоторые уравнения, содержащие медленно меняющиеся функции отно-
сительно неизвестной функции и ее производной. Например, рассмотрим диф-
ференциальное уравнение

𝑦′′ =

𝑚∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑦|𝜎𝑘0 |𝑦′|𝜎𝑘1 | ln |𝑦||𝜈𝑘0 | ln |𝑦′||𝜈𝑘1

𝑚+𝑛∑︀
𝑘=𝑚+1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑦|𝜎𝑘0 |𝑦′|𝜎𝑘1 | ln |𝑦||𝜈𝑘0 | ln |𝑦′||𝜈𝑘1

, (23)
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где 𝛼𝑘 ∈ {−1, 1} (𝑘 = 1,𝑚+ 𝑛), 𝑝𝑘 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ (𝑘 = 1,𝑚+ 𝑛) — непрерывные
функции и, как известно, | ln |𝑧||𝑘 — медленно меняющиеся при 𝑧 → 𝑌𝑖, 𝑧 ∈
Δ𝑌𝑖

(𝑖 = 0, 1) — непрерывные функции.
Допустим, что 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} и для некоторых 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} и 𝑗 ∈ {𝑚 +

1, . . . ,𝑚+ 𝑛} соблюдаются неравенства

lim sup
𝑡↑𝜔

[︁
ln 𝑝𝑘(𝑡)−ln 𝑝𝑖(𝑡)

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||

]︁
< 𝛽

𝜆0−1 [𝜆0(𝜎𝑖0 − 𝜎𝑘0) + 𝜎𝑖1 − 𝜎𝑘1]

при 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑖},

lim sup
𝑡↑𝜔

[︁
ln 𝑝𝑘(𝑡)−ln 𝑝𝑗(𝑡)

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||

]︁
< 𝛽

𝜆0−1 [𝜆0(𝜎𝑗0 − 𝜎𝑘0) + 𝜎𝑗1 − 𝜎𝑘1]

при 𝑘 ∈ {𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛} ∖ {𝑗},

(24)

где
sign𝜋𝜔(𝑡) = 𝛽.

Покажем, что в этом случае для любых непрерывно дифференцируемых функ-
ций 𝑧𝑠 : [𝑎, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑠

(𝑠 = 0, 1), удовлетворяющих условиям (5) и

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧
′
0(𝑡)

𝑧0(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧
′
1(𝑡)

𝑧1(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
, (25)

справедливы предельные равенства

lim
𝑡↑𝜔

𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝑝𝑖(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑖0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑖1
= 0

при 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑖}
(26)

lim
𝑡↑𝜔

𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝑝𝑗(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑗0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑗1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑗0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑗1
= 0

при 𝑘 ∈ {𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛} ∖ {𝑗}.
(27)

Полагая при 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}

𝑅𝑘(𝑡) =
𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝑝𝑖(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑖0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑖1
𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑖},

докажем, что lim
𝑡↑𝜔

𝑅𝑘(𝑡) = 0. Учитывая (5), (25) при 𝑡 ↑ 𝜔 имеем

|𝑧0(𝑡)| = |𝜋𝜔(𝑡)|
𝜆0

𝜆0−1+𝑜(1), |𝑧1(𝑡)| = |𝜋𝜔(𝑡)|
1

𝜆0−1+𝑜(1),

поэтому в силу правила Лопиталя справедливо равенство
ln (|𝑧𝑠(𝑡)|𝜎𝑘𝑠 |ln |𝑧𝑠(𝑡)||𝜈𝑘𝑠) = ln |𝑧𝑠(𝑡)|

(︁
𝜎𝑘𝑠 +

ln|ln |𝑧𝑠(𝑡)||𝜈𝑘𝑠

ln |𝑧𝑠(𝑡)|

)︁
= ln |𝑧𝑠(𝑡)| (𝜎𝑘𝑠 + 𝑜(1)) =

=

⎧⎨⎩ ln |𝜋𝜔(𝑡)|
(︁
𝜎𝑘0𝜆0

𝜆0−1 + 𝑜(1)
)︁
, если 𝑠 = 0,

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
(︁
𝜎𝑘1

𝜆0−1 + 𝑜(1)
)︁
, если 𝑠 = 1

при 𝑡 ↑ 𝜔.
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Следовательно,

ln𝑅𝑘(𝑡) = ln
𝑝𝑘(𝑡)

𝑝𝑖(𝑡)
+

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
𝜆0 − 1

((𝜎𝑘0 − 𝜎𝑖0)𝜆0 + 𝜎𝑘1 − 𝜎𝑖1 + 𝑜(1)) =

= 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)|
[︂
ln 𝑝𝑘(𝑡)− ln 𝑝𝑖(𝑡)

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||
+

𝛽

𝜆0 − 1
((𝜎𝑘0 − 𝜎𝑖0)𝜆0+

+𝜎𝑘1 − 𝜎𝑖1) + 𝑜(1)] .

Теперь, зная, что sign𝜋𝜔(𝑡) = 𝛽 и выполняются первые из неравенств (24),
приходим к выводу, что выражение в квадратных скобках отрицательно, т.е.
lim
𝑡↑𝜔

ln𝑅𝑘(𝑡) = −∞, откуда вытекает lim
𝑡↑𝜔

𝑅𝑘(𝑡) = 0. Это означает, что соблю-

дается предельное соотношение (26).
Используя второе из соотношений (24), аналогичным образом устанавли-

вается справедливость предельного соотношения (27).

В силу установленных предельных соотношений (26) и (27) в случае 𝜎𝑖0 −
𝜎𝑗0 + 𝜎𝑖1 − 𝜎𝑗1 = 1 функция

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡)) =

𝑚∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝑚+𝑛∑︀
𝑘=𝑚+1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

удовлетворяет условию (𝐴𝐿), поскольку для любых непрерывно дифференцируе-
мых функций 𝑧𝑠 : [𝑎, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑠 (𝑠 = 0, 1), удовлетворяющих условиям (5) и (25),
следует справедливость условий (6) и соотношения

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡)) =
𝛼𝑖𝑝𝑖(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑖0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑖1
𝛼𝑗𝑝𝑗(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑗0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑗1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑗0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑗1

×

×

1 +

𝑚∑︁
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝛼𝑖𝑝𝑖(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑖0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑖1

1 +

𝑚∑︁
𝑘=𝑚+1

𝑘 ̸=𝑗

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝛼𝑗𝑝𝑗(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑗0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑗1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑗0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑗1

=

=
𝛼𝑖𝑝𝑖(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑖0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑖1
𝛼𝑗𝑝𝑗(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑗0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑗1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑗0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑗1

[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Таким образом, имеет место представление

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡)) = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0−𝜎𝑗0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1−𝜎𝑗1 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

где

𝛼0 = 𝛼𝑖𝛼𝑗 , 𝑝(𝑡) =
|𝜆0|𝜈𝑖0−𝜈𝑗0

|𝜆0 − 1|𝜈𝑖0+𝜈𝑖1−𝜈𝑗0−𝜈𝑗1
𝑝𝑖(𝑡)

𝑝𝑗(𝑡)
| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜈𝑖0+𝜈𝑖1−𝜈𝑗0−𝜈𝑗1 .
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Поэтому при 𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜎𝑖1 − 𝜎𝑗1 = 1 к уравнению (23) применима доказанная
выше теорема, где вместо 𝐼 будем понимать

𝐼𝑖𝑗 (𝑡) =
|𝜆0|𝜈𝑖0−𝜈𝑗0

|𝜆0 − 1|𝜈𝑖0+𝜈𝑖1−𝜈𝑗0−𝜈𝑗1

𝑡ˆ

𝑎

𝑝𝑖(𝜏)

𝑝𝑗(𝜏)
|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎𝑖0−𝜎𝑗0 | ln |𝜋𝜔(𝜏)||𝜈𝑖0+𝜈𝑖1−𝜈𝑗0−𝜈𝑗1 𝑑𝜏.

Следствие. Пусть 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1}, для некоторых 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} и 𝑗 ∈
{𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛} выполнено равенство 𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜎𝑖1 − 𝜎𝑗1 = 1 и условия (24).
Тогда для существования у дифференциального уравнения (23) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- ре-
шений необходимо, а если 𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜆0 ̸= 0, то и достаточно, чтобы наряду с
неравенствами (8), (9) соблюдались условия

𝛼0𝜇1𝛽(𝜆0 − 1) > 0,

lim
𝑡↑𝜔

𝑝𝑖(𝑡)
𝑝𝑗(𝑡)

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜈𝑖0+𝜈𝑖1−𝜈𝑗0−𝜈𝑗1 |𝜋𝜔(𝑡)|1+𝜎𝑖0−𝜎𝑖1 =

=
|𝜆0|𝜎𝑖0−𝜎𝑗0−𝜈𝑖0+𝜈𝑗0

|𝜆0 − 1|1+𝜎𝑖0−𝜎𝑗0−𝜈𝑖0−𝜈𝑖1+𝜈𝑗0+𝜈𝑗1 .

Более того, для каждого такого решения имеют место асимптотические пред-
ставления

ln |𝑦(𝑡)| = 𝜇0𝜇1|𝜆0|1−𝜎𝑖0+𝜎𝑗0 |𝜆0 − 1|𝜎𝑖0−𝜎𝑗0𝐼𝑖𝑗(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

=
𝜆0(1 + 𝑜(1))
(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)

при 𝑡 ↑ 𝜔,

причем таких решений существует при 𝛼0𝜇1(𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜆0) > 0 двухпарамет-
рическое семейство, а при 𝛼0𝜇1(𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜆0) < 0 – однопараметрическое се-
мейство.

Замечание. Асимптотическое поведение 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений уравнения
(23) в случае 𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜎𝑖1 − 𝜎𝑗1 ̸= 1 можно получить из следствия 2.3 рабо-
ты [5].

Заключение. Для дифференциального уравнения второго порядка обще-
го вида 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), где 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 ×Δ𝑌1 −→ R – непрерывная функция,
−∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞, Δ𝑌𝑖 — односторонняя окрестность 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈
{0, 1}) изучен вопрос о наличии решений, для которых lim

𝑡↑𝜔
𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}).

Среди множества таких решений выделяется достаточно широкий класс т. н.
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений. Такого типа решения ранее вводились при изучении дву-
членного уравнения 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦

′), где 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[–
непрерывная функция, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) – непрерывные правиль-
но меняющиеся при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) функции порядков 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), причем
𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1. Случай, когда 𝜎0 + 𝜎1 = 1, не рассмотрен даже на указанном дву-
членном дифференциальном уравнении. В данной работе установлено условие,
при котором правая часть изучаемого уравнения в некотором смысле близка при
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𝜆0 ∈ R∖{0, 1} и 𝑡 ↑ 𝜔, 𝑦(𝑖) → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) к произведению 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 , где по-
рядки 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1) нелинейностей таковы, что 𝜎0 + 𝜎1 = 1 (к т.н. полулинейному
дифференциальному уравнению). При выполнении этого условия найдены необ-
ходимые, а также достаточные условия существования 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-решений,
установлены асимптотические представления таких решений и их производных
первого порядка, указано количество параметрических семейств таких решений.
Результат исследования продемонстрирован на одном классе уравнений, правая
часть которого представляет отношение сумм слагаемых специального вида.
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Кусiк Л. I.
Про асимптотичну поведiнку розв’язкiв одного класу диференцiальних рiв-
нянь другого порядку

Резюме

Для диференцiального рiвняння другого порядку загального виду 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), де
𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 ×Δ𝑌1 −→ R — неперервна функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞, Δ𝑌𝑖 — односто-
роннiй окiл 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈ {0, 1}), розглянуто питання iснування розв’язкiв, для
яких lim

𝑡↑𝜔
𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}). Серед множини таких розв’язкiв вiдокремлюємо доста-

тньо широкий клас т. з. 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- розв’язкiв. Такого типу розв’язки ранiше було
уведено при вивченнi двочленного рiвняння 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦

′), де 𝛼0 ∈ {−1, 1},
𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ —неперервна функцiя, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) — неперерв-
нi правильно змiннi при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) функцiї порядкiв 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), причому
𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1. Випадок, коли 𝜎0 + 𝜎1 = 1 не є розглянутим навiть на вказанному дво-
членному диференцiальному рiвняннi. У данiй роботi встановлено умову, за якою права
частина вивчаємого рiвняння в деякому сенсi є близькою при 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} та 𝑡 ↑ 𝜔,
𝑦(𝑖) → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) до добутку 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 , де порядки 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1) нелiнейностей та-
кi, що 𝜎0+𝜎1 = 1 (до т.з. полулiнейного диференцiального рiвняня). При виконаннi цiєї
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умови знайдено необхiднi, а також достатнi умови iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв,
встановлено асимптотичнi зображення таких розв’язкiв та їх похiдних першого поряд-
ку, вказано кiлькiсть параметричних сiмей таких розв’язкiв. Результат дослiдження
продемонстровано на одному класi рiвнянь, права частина якого є вiдношенням сум
доданкiв спецiального вигляду.
Ключовi слова: двочленне диференцiальне рiвняння, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язок, асимпто-
тичнi зображення, умова (𝐴𝐿), одно-, двопараметрична сiм’я розв’язкiв .

Kusick L. I.
On asymptotic behavior of a one differential equations class’ solutions

Summary

For the second-order differential equation of general form 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), where 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0×
Δ𝑌1 −→ R is continuous function, −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞, Δ𝑌𝑖 is a one-neighborhood

of 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈ {0, 1}) we study the question of the existence solutions, for

witch lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}). Among the set of such solutions we separate a suffi-

ciently wide class of so-called 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions. Such a solution was previously intro-

duced in the study of the two-term equation 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′), where 𝛼0 ∈ {−1, 1},

𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ is continuous function, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) are continuous

functions of orders 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1) regular varying as 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) such that 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1.

The case 𝜎0 + 𝜎1 = 1 is not considered even on the indicate two-term equation. In this

paper a condition under which the right-hand side of the equation as 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} and

𝑡 ↑ 𝜔, 𝑦(𝑖) → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) in some sense close to the multiplication 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 , where

orders 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1) of nonlinearities so that 𝜎0 + 𝜎1 = 1 (to so called semilinear differ-

ential equation) is established. We give necessary and sufficient conditions of existence of

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, asymptotic representations of these solutions and their first-order

derivative and number of parametric family of these solutions. The result of the study is

demonstrated on a class of equations whose right-hand side is the ratio of sums of a special

type.

Key words: two-term equation, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, asymptotic representations of solu-

tions, the (𝐴𝐿)-condition, one-, two-parameter family of solutions.
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КРИТЕРIЇ КЕРОВАНОСТI З МНОЖИНИ ПОЧАТКОВИХ
СТАНIВ НА ТЕРМIНАЛЬНУ МНОЖИНУ ДЛЯ ЛIНIЙНИХ
ДИСКРЕТНИХ СИСТЕМ

Розглядаються умови керованостi для лiнiйних нестацiонарних дискретних систем з
множини початкових станiв на термiнальну множину. Введено означення трьох видiв
керованостi: з множини в множину; зi всiєї множини початкових умов на термiнальну
множину; з множини початкових умов на всю термiнальну множину. Для кожного з них
побудовано функцiї керованостi, обгрунтовано необхiднi i достатнi умови керованостi,
а також наведено вiдповiднi приклади.
MSC: 93B05.
Ключовi слова: дискретнi системи, керованiсть, керування, функцiя керованостi .
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134620.

Вступ. Проблема керованостi є однiєю з центральних в теорiї керування.
Для лiнiйних дискретних систем керування вiдомi критерiї керованостi для ста-
цiонарних i нестацiонарних систем [1, 2]. Втiм, якщо заданi геометричнi обме-
ження на функцiю керування, а також множину початкових i кiнцевих станiв
системи, то такi критерiї не можуть бути застосованi. Для лiнiйних систем ке-
рування, що описуються у формi звичайних диференцiальних рiвнянь, критерiй
керованостi для такого випадку одержано в [3]. Для цього вводиться функцiя
керованостi, яка залежить вiд опорних функцiй множини обмежень на керуван-
ня, а також множин початкових i кiнцевих станiв. Основний результат полягає
в тому, що аналiзується невiд’ємнiсть знаку такої функцiї на одиничнiй сферi.

У статтi обґрунтовуються умови керованостi для лiнiйних нестацiонарних
дискретних систем з множини початкових станiв на термiнальну множину. Вка-
занi множини вибираються в класi опуклих компактiв. У постановках задач фi-
ксованим є iнтервал, на якому розглядається система, а також значення вектора
керування належать вiдомим компактним множинам. Розвиваючи пiдхiд робо-
ти [3], ми даємо означення трьох видiв керованостi: з множини в множину; зi всiєї
множини початкових умов на термiнальну множину; з множини початкових умов
на всю термiнальну множину.

Основнi результати
Будемо використовувати такi позначення: R𝑛 — 𝑛-вiмiрний евклiдовий про-

стiр; ‖ · ‖ — евклiдова норма в R𝑛; ⟨·, ·⟩ — скалярний добуток в R𝑛; 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) —
сукупнiсть непорожнiх опуклих компактiв в R𝑛; 𝑐(𝐴,𝜓) — опорна функцiя мно-
жини 𝐴 ⊂ R𝑛, 𝜓 ∈ R𝑛; 𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1} — одинична сфера; 𝐾𝑟(𝑥) ⊂ R𝑛 —
замкнена куля радiуса 𝑟 > 0 з центром а точцi 𝑥 ∈ R𝑛; 𝜆𝑚𝑖𝑛(·), 𝜆𝑚𝑎𝑥(·) — вiдпо-
вiдно мiнiмальне та максимальне власнi числа матрицi.
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1. Керованiсть з множини в множину. Розглянемо лiнiйну дискретну
систему керування

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐶(𝑘)𝑢(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁. (1)

Тут 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) — вектор стану, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑛) — вектор керування,
𝐴(𝑘) — 𝑛× 𝑛-матрицi; 𝐶(𝑘) — 𝑛×𝑚-матрицi, 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 . Керування 𝑢(𝑘) ∈
𝑈(𝑘), де 𝑈(𝑘) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑚), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 − 1. Множина 𝑀0 початкових станiв i
множина кiнцевих станiв𝑀𝑁 системи (1) є опуклими компактами в R𝑛. Множина
досяжностi системи (1) записується так:

𝑋 (𝑘, 0) = Θ(𝑘)𝑀0 +

𝑘−1∑︁
𝑠=0

Θ(𝑘, 𝑠+ 1)𝐶(𝑠)𝑈(𝑠), (2)

де Θ(𝑘) = Θ(𝑘, 0),Θ(𝑘, 𝑠) = 𝐴(𝑘 − 1)𝐴(𝑘 − 2)....𝐴(𝑠), 0 6 𝑠 6 𝑘. Виходячи з
формули (2), опорна функцiя множини досяжностi 𝑋 (𝑘,𝑀0) має вигляд

𝑐(𝑋 (𝑘,𝑀0) , 𝜓) = 𝑐(𝑀0,Θ
*(𝑘)𝜓) +

𝑘−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑘, 𝑠+ 1)𝜓), (3)

де 𝜓 ∈ R𝑛. Введемо таке означення.

Означення 1. Система (1) називається керованою на iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁
з множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 , якщо знайдуться точки 𝑥0 ∈ 𝑀0, 𝑥𝑁 ∈ 𝑀𝑁 i
допустиме керування 𝑢(𝑘) ∈ 𝑈(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 − 1 такi, що

𝑥(𝑁, 𝑥0, 𝑢(0)) = 𝑥𝑁 .

Тут 𝑥(𝑁, 𝑥0, 𝑢(0)) = 𝑥𝑁 позначає розв’язок системи (1) за умови 𝑥(0) = 𝑥0 в силу
допустимого керування 𝑢(·), визначеного в точках 𝑘 = 0, 𝑁 − 1.

Функцiя

Φ(𝜓) = 𝑐(𝑀0,Θ
*(𝑁)𝜓) + 𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓), 𝜓 ∈ R𝑛

називається функцiєю керованостi системи (1) з множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 на
iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁 . Має мiсце таке твердження.

Теорема 1. Для того щоб система (1) була керованою на iнтервалi 0 6
𝑘 6 𝑁 з множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 , необхiдно i достатньо, щоб функцiя
керованостi Φ(𝜓) > 0 для всiх 𝜓 ∈ 𝑆.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай система (1) є керованою на iнтервалi 0 6
𝑘 6 𝑁 з множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 . Це означає, що

𝑋(𝑁,𝑀0) ∩𝑀𝑁 ̸= ∅.

Останнє спiввiдношення можна записати в еквiвалентнiй формi

0 ∈ 𝑋(𝑁,𝑀0) + (−1)𝑀𝑁 .
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Використовуючи властивостi опорної функцiї [4], одержуємо

𝑐(𝑋 (𝑁,𝑀0) , 𝜓) + 𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓) > 0

для всiх 𝜓 ∈ 𝑆. Пiдставемо (3) в останню нерiвнiсть

𝑐(𝑀0,Θ
*(𝑁)𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓) + 𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.

Отже, Φ(𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆. Достатнiсть обґрунтовується аналогiчно до необхiдностi,
але в зворотному порядку. Теорему доведено.

Приклад 1. Розглянемо умови теореми 1 у випадку, якщо 𝑀0 = 𝐾𝑝0(𝑎),
𝑀𝑁 = 𝐾𝑝𝑁 (𝑏), 𝑈(𝑘) = 𝐾𝑞(𝑘)(0), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 −1. Тут 𝑎, 𝑏 ∈ R𝑛, 𝑝0 > 0, 𝑝𝑁 > 0,
𝑞(𝑘) > 0, 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 − 1. Тодi функцiя керованостi має вигляд

Φ(𝜓) = 𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+ < 𝑎,Θ*(𝑁)𝜓 > +𝑝𝑁 ||𝜓||− < 𝑏, 𝜓 > +

+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓||, 𝜓 ∈ R𝑛.

Умову Φ(𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆 можна записати так

𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+ 𝑝𝑁 +
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓|| >< 𝑏−Θ(𝑁)𝑎, 𝜓 > . (4)

Оскiльки
||Θ*(𝑁)𝜓|| ≥

√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)Θ*(𝑁)),

||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓|| ≥
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)𝐶(𝑠)𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁)),

max
𝜓∈𝑆

< 𝑏−Θ(𝑁)𝑎, 𝜓 >= ||𝑏−Θ(𝑁)𝑎||,

то нерiвнiсть (4) буде виконуватися для всiх 𝜓 ∈ 𝑆, якщо

𝑝0
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)Θ*(𝑁)) + 𝑝𝑁+

+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)𝐶(𝑠)𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁)) > ||𝑏−Θ(𝑁)𝑎||.

(5)

Отже, якщо параметри 𝑎, 𝑏, 𝑝0, 𝑝𝑁 , 𝑞(𝑠) задовольняють (5), то система (1) буде
керованою з 𝑀0 в 𝑀𝑁 на 0 6 𝑘 6 𝑁 .

2. Керованiсть зi всiєї множини початкових станiв. Розглянемо таке
означення.

Означення 2. Система (1) називається керованою на iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁
зi всiєї множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 , якщо для будь-якої точки 𝑥0 ∈ 𝑀0 зна-
йдеться стан 𝑥𝑁 ∈𝑀𝑁 та допустиме керування 𝑢(𝑘) ∈ 𝑈(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁−1
таке, що 𝑥(𝑁, 𝑥0, 𝑢(0)) = 𝑥𝑁 .
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Функцiя

𝑊 (𝜓) = 𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓)− 𝑐(𝑀0,−Θ*(𝑁)𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓)

називається функцiєю керованостi в системи (1) зi всiєї множини 𝑀0 в множину
𝑀𝑁 на iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁 , де 𝜓 ∈ R𝑛. Має мiсце такий критерiй.

Теорема 2. Для того щоб система (1) була керованою на iнтервалi 0 6 𝑘 6
𝑁 зi всiєї множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 , необхiдно i достатньо, щоб 𝑊 (𝜓) > 0
для всiх 𝜓 ∈ 𝑆.

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що система (1) є керованою зi всiєї
множини 𝑀0 в множину 𝑀𝑁 при 0 6 𝑘 6 𝑁 . Це означає, що для довiльної точки
𝑥0 ∈𝑀0 виконується спiввiдношення

𝑋(𝑁, 𝑥0) ∩𝑀𝑁 ̸= ∅

або еквiвалентне до нього включення

0 ∈ 𝑋(𝑁, 𝑥0) + (−1)𝑀𝑁 .

Використовуючи (2) i (3), одержимо, що для всiх 𝑥0 ∈𝑀0

< 𝑥0,Θ
*(𝑁)𝜓 > +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓) + 𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.

З останньої нерiвностi випливає

min𝑥0∈𝑀0 < 𝑥0,Θ
*(𝑁)𝜓 > +𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓)+

+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.
(6)

Оскiльки

min
𝑥0∈𝑀0

< 𝑥0,Θ
*(𝑁)𝜓 >= − max

𝑥0∈𝑀0

< 𝑥0,−Θ*(𝑁)𝜓 >= −𝑐(𝑀0,−Θ*(𝑁)𝜓),

то з (6) одержуємо

𝑐(𝑀𝑁 ,−𝜓)− 𝑐(𝑀0,−Θ*(𝑁)𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.

Отже, 𝑊 (𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.
Достатнiсть теореми обґрунтовується тим, що при доведеннi необхiдностi ви-

користовувались тверження, якi є необхiдними i достатнiми. Теорему доведено.
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Приклад 2. Розглянемо умови керованостi зi всiєї множини 𝑀0 в множи-
ну 𝑀𝑁 при 0 6 𝑘 6 𝑁 , в умовах прикладу 1. У цьому випадку

𝑊 (𝜓) = 𝑝𝑁 ||𝜓||+ < 𝑏,−𝜓 > −𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+ < 𝑎,Θ*(𝑁)𝜓 > +

+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓||, 𝜓 ∈ R𝑛.

Умову 𝑊 (𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆 можна записати так

𝑝𝑁 +
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓|| >

> 𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+ < 𝑏−Θ(𝑁)𝑎, 𝜓 >,𝜓 ∈ R𝑛.

Використовуючи оцiнки прикладу 1 i ||Θ*(𝑁)𝜓|| 6
√︀
𝜆𝑚𝑎𝑥 (Θ(𝑁)Θ*(𝑁)), одер-

жуємо

𝑝𝑁 +
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)𝐶(𝑠)𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁)) >

> 𝑝0
√︀
𝜆𝑚𝑎𝑥 (Θ(𝑁)Θ*(𝑁)) + ||𝑏−Θ(𝑁)𝑎||.

Отже, якщо параметри задачi задовiльняють одержанiй оцiнцi, то дис-
кретна система (1) буде керованою зi всiєї множини 𝑀0 на множину 𝑀𝑁 при
0 6 𝑘 6 𝑁 .

3. Керованiсть з множини на всю множину. Результати даного пункту
статтi будуються на такому означеннi.

Означення 3. Система (1) називається керованою на iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁
множини 𝑀0 на всю множину 𝑀𝑁 , якщо для будь-якого стану 𝑥𝑁 ∈𝑀𝑁 iснує
точка 𝑥0 ∈𝑀0 i допустиме керування 𝑢(𝑘) ∈ 𝑈(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 − 1 такi, що
𝑥(𝑁, 𝑥0, 𝑢(0)) = 𝑥𝑁 .

Функцiя

𝑍(𝜓) = 𝑐(𝑀0,Θ
*(𝑁)𝜓)− 𝑐(𝑀𝑁 , 𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓)

називається функцiєю керованостi в системи (1) з множини 𝑀0 на всю множину
𝑀𝑁 на iнтервалi 0 6 𝑘 6 𝑁 , де 𝜓 ∈ R𝑛. Має мiсце така теорема.

Теорема 3. Для того, щоб система (1) була керованою на iнтервалi 0 6 𝑘 6
𝑁 з множини 𝑀0 на всю множину 𝑀𝑁 необхiдно i достатньо, щоб 𝑍(𝜓) > 0
для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 .

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що система (1) є керованою з мно-
жини 𝑀0 на всю множину 𝑀𝑁 . Тодi з означення 3 випливає, що

𝑋(𝑁, 𝑥0) ⊃𝑀𝑁 .
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Використовуючи властивостi опорних функцiй [4], одержуємо

𝑐(𝑋(𝑁,𝑀0), 𝜓)− 𝑐(𝑀𝑁 , 𝜓) > 0,∀𝜓 ∈ 𝑆.

Пiдставемо в останню нерiвнiсть формулу (3)

𝑐(𝑀0,Θ
*(𝑁)𝜓)− 𝑐(𝑀𝑁 , 𝜓) +

𝑁−1∑︁
𝑠=0

𝑐(𝑈(𝑠), 𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆.

Це означає, що 𝑍(𝜓) > 0 для всiх 𝜓 ∈ 𝑆.
Достатнiсть обґрунтовується аналогiчно до необхiдностi з використанням вла-

стивостей опорної функцiї в зворотному порядку. Теорему доведено.

Приклад 3. Знайдемо функцiю керованостi в умовах прикладу 1. Тодi

𝑍(𝜓) = 𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+ < 𝑎,Θ*(𝑁)𝜓 > −𝑝𝑁 ||𝜓||− < 𝑏, 𝜓 > +

+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓||, 𝜓 ∈ R𝑛.

З того, що 𝑍(𝜓) > 0, 𝜓 ∈ 𝑆, випливає, що

𝑝0||Θ*(𝑁)𝜓||+
𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)||𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁, 𝑠+ 1)𝜓|| >

> 𝑝𝑁+ < 𝑏−Θ(𝑁)𝑎, 𝜓 >,𝜓 ∈ 𝑆.

Ця нерiвнiсть виконується, якщо

𝑝0
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)Θ*(𝑁)) +

𝑁−1∑︀
𝑠=0

𝑞(𝑠)
√︀
𝜆𝑚𝑖𝑛 (Θ(𝑁)𝐶(𝑠)𝐶*(𝑠)Θ*(𝑁))

> 𝑝𝑁 + ||𝑏−Θ(𝑁)𝑎||.

Отже, якщо параметри задачi задовiльняють наведенiй оцiнцi, то система (1)
буде керованою з множини 𝑀0 на всю множину 𝑀𝑁 при 0 6 𝑘 6 𝑁 .

Висновки. В роботi обґрунтовано необхiднi i достатнi умови керованостi
для лiнiйних нестацiонарних дискретних систем у трьох випадках: з множини
початкових станiв на термiнальну множину; зi всiєї множини початкових умов
на термiнальну множину; з множини початкових умов на всю термiнальну мно-
жину. Для кожного з них побудовано функцiї керованостi та наведено приклади
їх застосування.
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Пичкур В. В., Собчук В. В., Таирова М. С., Башняков А. Н.
Критерии управляемости из множества начальных состояний на терминаль-
ное множество для линейных дискретных систем

Резюме

В статье рассматриваются условия управляемости для линейных нестационарных дис-
кретных систем из множества начальных состояний на терминальное множество. Введе-
но определение трех видов управляемости: из множества в множество; со всего множе-
ства начальных условий на терминальное множество; из множества начальных условий
на все терминальное множество. Для каждого из них построены функции управляемо-
сти, обоснованы необходимые и достаточные условия управляемости, а также приведе-
ны соответствующие примеры.
Ключевые слова: дискретные системы, управляемость, управление, функция управ-
ляемости .

Pichkur V. V., Sobchuk V. V., Tairova M. S., Bashnyakov O. M.
Linear discrete systems controllability from a set of initial states to a ter-
minal set

Summary

In the article we consider controllability conditions from an initial set to a terminal set for

a linear non-homogenous discrete system. We introduce three types of controllability: from

an initial set to a terminal set; from a whole set of initial conditions to a terminal set; from

a set of initial conditions to an entire terminal set. Necessary and sufficient conditions of

controllability are proved using controllability function.

Key words: discrete systems, controllability, control, controllability function.

References

1. Katsuhiko Ogata (1995). Discrete-Time Control Systems. University of Minnesota, 760 p.

2. Krabs W. & Pickl S. (2010). Dynamical Systems: Stability, Controllability and Chaotic
Behavior. Springer, 249 p.

3. Blagodatskikh V. I. (1977). Zadacha upravlyaemosti dlya lineynykh sistem [Controlabi-
lity problem for linear systems]. Trudy MIAN, vol. 143, pp. 57–67.

4. Blagodatskikh V. I. (2001). Vvedenie v optimalnoe upravlenie [Introoduction to Optimal
Control]. Moscow, «Vysshaya shkola», 239 p.



Дослiдження в математицi i механiцi. – 2018. – Т. 23, вип. 1(31). – С. 88–94

УДК 539.3

О. В. Реут
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

ДИФРАКЦIЯ ХВИЛЬ НА КОНIЧНОМУ ДЕФЕКТI,
РОЗТАШОВАНОМУ В АКУСТИЧНОМУ СЕРЕДОВИЩI

У статтi побудовано розривний розв’язок хвильового рiвняння для конiчного дефекту,
розташованого в акустичному середовищi, на яке дiє квазiстатичне динамiчне наванта-
ження. Пiд дефектом вважається частина поверхнi, при переходi через яку терплять
розриви неперервностi першого роду iз заданими стрибками хвильовий потенцiал та
його нормальна до поверхнi дефекту похiдна. Розривний розв’язок хвильового рiвнян-
ня — це такий розв’язок, що задовiльняє рiвняння у всiй областi визначення невiдомоi
функцiї за винятком точок поверхнi дефекту, де шукана функцiя та iї похiдна мають
заданi стрибки. Для побудови такого розв’язку застосовано метод iнтегральних пере-
творень за класичною схемою та за узагальненою схемою вiдносно змiнної, за якою
функцiя є розривною. Отримано граничнi значення хвильового потенцiалу. За вiдомою
схемою методу розривних розв’язкiв на основi отриманих спiввiдношень для хвильового
потенцiалу та його нормальної похiдноi можливо вивести подання розривних розв’язкiв
динамiчних рiвнянь руху для конiчного дефекту у випадку квазiстатичних коливань.
MSC: 35L05, 74J20.
Ключовi слова: конiчний дефект, акустичне середовище, дифракцiя хвиль .
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Вступ. Актуальнiсть проблеми дифракцiї хвиль пояснюється необхiднiстю
враховувати значну кiлькiсть неоднорiдностей пiд час розробки нових композит-
них матерiалiв, геофiзичних та сейсмологiчних дослiджень, де явища протiка-
ють пiд динамiчними навантаженнями. Для полегшення процесiв проектування
потрiбнi попереднi розрахунки на основi вiдповiдних математичних моделей, що
надають можливiсть проаналiзувати вплив таких концентраторiв динамiчних на-
пружень, як включення, порожнина, вирiз, трiщина та iнше [1]– [3].

З iншого боку, задачi дифракцiї акустичних та пружних хвиль є одними з кла-
сичних задач механiки деформiвних тiл. Побудова їх аналiтичних розв’язкiв, ана-
лiз хвильових полiв в околi дефектiв складають широкий клас задач, розв’язання
яких потребують залучення складного математичного апарату.

Розвиток цього математичного апарату проведено багатьма вченими ( [4]-
[14]). Одним з потужних методiв розв’язання задач дифракцiї хвиль на дефектах
рiзної форми є метод розривних розв’язкiв. Цей метод було створено Г. Я. Попо-
вим [15] — їм було дано означення розривного розв’язку диференцiального рiвня-
ння, а саме: розривним розв’язком певного диференцiального рiвняння є такий
його розв’язок, що задовольняє це рiвняння у всiй областi визначення невiдомої
функцiї, за винятком поверхнi дефекту, пiд час переходу якої невiдома функцiя
терпить розриви неперервностi iз заданими стрибками самої невiдомої функцiї
та її нормальної похiдної. Цi стрибки функцiї та її похiдної або задано умовами
вихiдної задачi, або встановлено за певних умов на розв’язок. Пiд дефектом вва-
жається частина поверхнi (математичний розрiз по поверхнi), при переходi через
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яку функцiя та її нормальна похiдна терплять розриви 1-го роду. Г. Я. Поповим
був запропонований метод побудови таких розв’язкiв для дефектiв та тiл, що опи-
суються в ортогональних криволiнiйних системах координат. Суть його полягає
в побудовi розривного розв’язку хвильового рiвняння (або рiвняння Лапласа для
статичної постановки задачi) та подальшiй побудовi розривних розв’язкiв рiвнянь
Ламе. Це реалiзовано завдяки формулам взаємозв’язку хвильових потенцiалiв та
перемiщень i напружень. У [15] їм було запропоновано метод побудови розривних
розв’язкiв статичних задач теорiї пружностi для лiнiйних, кругових, сферичних
та цилiндричних дефектiв.

Цей метод було поширено на задачi дифракцiї хвиль наприклад, у робо-
тах [16]– [18]. У роботi [19] метод розривних розв’язкiв поширено на дефекти
довiльної форми.

У данiй роботi пропонується побудова розривного розв’язку рiвняння Гельм-
гольца для випадку дефекту конiчної форми.

Основнi результати. Нехай в акустичному середовищi мiститься конiч-
ний дефект, поверхня якого описується у сферичнiй системi координат спiввiд-
ношеннями:

0 < 𝑟 <∞, 0 < 𝜃 < 𝜔,−𝜋 < 𝜙 < 𝜋. (1)

Середовище знаходиться пiд впливом усталених коливань, що описуються рiвня-
нням Гельмгольца(︁

𝑟2Φ̃′(𝑟, 𝜃, 𝜙)
)︁′

−∇Φ̃(𝑟, 𝜃, 𝜙)− (𝑟𝑞)2Φ̃(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 0, (2)

тут Φ(𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝑡) = Φ̃(𝑟, 𝜃, 𝜙)𝑒𝑖𝜔𝑡, 𝑐 — швидкiсть хвиль в акустичному середовищi.
Тут i далi введемо наступнi позначення: ∇Φ(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 1

sin2 𝜃

[︁
𝜕2Φ
𝜕𝜙2 − (sin 𝜃Φ.(𝑟, 𝜃, 𝜙))

.
]︁
,

𝑞2 =
(︀
𝑖𝜔
𝑐

)︀2
= −𝜔2

𝑐2 , 𝜔 — частота падаючої хвилi; тут штрих позначає похiдну за
змiнною 𝑟, точка над лiтерою — похiдну за другою змiнною 𝜃.

Застосуємо до рiвняння (2) iнтегральне перетворення Фур’є за змiнною 𝜙:

Φ𝑛(𝑟, 𝜃) =

ˆ 𝜋

−𝜋
𝑒𝑖𝑛𝜙Φ(𝑟, 𝜃, 𝜙)𝑑𝜙. (3)

У просторi трансформант (3) рiвняння (2) набуває вигляду:(︀
𝑟2Φ′

𝑛(𝑟, 𝜃)
)︀′ −∇𝑛Φ𝑛(𝑟, 𝜃)− 𝑟2𝑞2Φ𝑛(𝑟, 𝜃) = 0, (4)

де ∇𝑛𝑓𝑛(𝑟, 𝜃) =
𝑛2

sin2 𝜃
− [sin 𝜃𝑓 ′

𝑛(𝑟,𝜃)]
.

sin2 𝜃
.

Зробимо у рiвняннi (4) замiну змiнних 𝑟 = 𝑥
𝑞 , у нових змiнних рiвняння (4)

запишеться у формi(︂
𝑥2Φ′

𝑛

(︂
𝑥

𝑞
, 𝜃

)︂)︂′

−∇𝑛Φ𝑛

(︂
𝑥

𝑞
, 𝜃

)︂
− 𝑥2Φ𝑛

(︂
𝑥

𝑞
, 𝜃

)︂
= 0. (5)

Застосуємо до (5) iнтегральне перетворення Канторовича—Лебєдєва за змiн-
ною 𝑥:

Φ𝑛𝜏 (𝜃) =

ˆ ∞

0

𝐾𝑖𝜏 (𝑥)√
𝑥

Φ𝑛

(︂
𝑥

𝑞
, 𝜃

)︂
𝑑𝑥. (6)
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У просторi трансформант (6) маємо

𝜏2Φ𝑛𝜏 (𝜃) +

(︂
1

4
+∇𝑛

)︂
Φ𝑛𝜏 (𝜃) = 0. (7)

Застосувати iнтегральне перетворення Лежандра до рiвняння (7) за загаль-
ною схемою неможливо, оскiльки при 𝜃 = 𝜔 мають мiсце розриви функцiї Φ𝑛𝜏 (𝜃)
та її похiдної зi стрибками:⟨

Φ
(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔, 𝜙

)︁⟩
= Φ

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔 − 0, 𝜙

)︁
− Φ

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔 + 0, 𝜙

)︁
,⟨

Φ′
(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔, 𝜙

)︁⟩
=

𝜕Φ( 𝑥
𝑞 ,𝜃,𝜙)
𝜕𝜃 |𝜃=𝜔−0 −

𝜕Φ( 𝑥
𝑞 ,𝜃,𝜙)
𝜕𝜃 |𝜃=𝜔+0.

(8)

Застосуємо до рiвняння (7) iнтегральне перетворення Лежандра за узагаль-
неною схемою [15]:

Φ𝑛𝜏𝑘 =

ˆ 𝜋

0

Φ𝑛𝜏 (𝜃)𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜃. (9)

Це приведе до лiнiйного алгебраїчного рiвняння у просторi трансформант (3,
6, 9):

Φ𝑛𝜏𝑘
(︀
𝜏2 + (𝑘 + 1/2)2

)︀
= sin𝜔

(︁
⟨Φ.𝑛𝜏 (𝜃)⟩𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)− ⟨Φ𝑛𝜏 (𝜃)⟩ 𝑃 |𝑛|.

𝑘 (cos 𝜃)
⃒⃒⃒
𝜃=𝜔

)︁
.

Далi будемо записувати 𝑑𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)

𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜔

=
𝑑𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)

𝑑𝜔 . Тут

⎛⎝ ⟨Φ𝑛𝜏 (𝜔)⟩

⟨Φ.𝑛𝜏 (𝜔)⟩

⎞⎠ =

ˆ 𝜋

−𝜋

ˆ ∞

0

𝐾𝑖𝜏 (𝑥)√
𝑥

𝑒𝑖𝑛𝜙

⎛⎝ ⟨
Φ(𝑥𝑞 , 𝜔, 𝜙)

⟩
⟨
Φ.(𝑥𝑞 , 𝜔, 𝜙)

⟩
⎞⎠ 𝑑𝜙𝑑𝑥.

Остаточно отримаємо вираз трансформанти шуканої функцiї Φ𝑛𝜏𝑘 через транс-
форманту її стрибка та стрибка її нормальної похiдної:

Φ𝑛𝜏𝑘 =

sin𝜔

(︂
⟨Φ.𝑛𝜏 (𝜃)⟩𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)− ⟨Φ𝑛𝜏 (𝜃)⟩

𝑑𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)

𝑑𝜔

)︂
𝜏2 + (𝑘 + 1/2)2

. (10)

Застосуємо до виразу (10) обернене перетворення Лежандра

Φ𝑛𝜏 (𝜃) =

∞∑︁
𝑘=|𝑛|

𝜎𝑘𝑛𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)Φ𝑛𝜏𝑘, (11)

де 𝜎𝑘𝑛 = (𝑘+1/2)(𝑘−𝑛)!
(𝑘+|𝑛|)! . До отриманого виразу (11) застосуємо обернене перетво-

рення Канторовича—Лебєдєва:

Φ𝑛

(︂
𝑥

𝑞
, 𝜃

)︂
=

ˆ ∞

0

𝜏 sinh𝜋𝜏
𝐾𝑖𝜏 (𝑥)√

𝑥
Φ𝑛𝜏 (𝜃)𝑑𝜏.
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Вiзьмемо до уваги, що вирази для трансформант стрибкiв хвильового потенцiала
та його нормальної похiдної мають подання⎡⎣ ⟨Φ𝑛𝜏 (𝜔)⟩

⟨Φ.𝑛𝜏 (𝜔)⟩

⎤⎦ =

ˆ ∞

0

⎡⎣ ⟨Φ𝑛 (︁ 𝜉𝑞 , 𝜔)︁⟩⟨
Φ.𝑛

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
⎤⎦ 𝐾𝑖𝜏 (𝜉)√

𝜉
𝑑𝜉.

У просторi трансформант Фур’є вираз для хвильового потенцiалу набуває
вигляду

Φ𝑛

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜃
)︁
= sin𝜔

∑︀∞
𝑘=|𝑛| 𝜎𝑘𝑛𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)

´∞
0

´∞
0

𝜏 sinh𝜋𝜏
[𝜏2+(𝑘+1/2)2]

𝐾𝑖𝜏 (𝑥)√
𝑥

𝐾𝑖𝜏 (𝜉)√
𝜉[︁

𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)

⟨
Φ.𝑛𝜏

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
− 𝑃

|𝑛|.
𝑘 (cos𝜔)

⟨
Φ𝑛𝜏

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩]︁
𝑑𝜏𝑑𝜉

(12)

Iнтеграл, що входить до виразу (12), дорiвнює [2.16.52(11), [20]]:

𝐼𝑘(𝑥, 𝜉) =
2

𝜋

ˆ ∞

0

𝜏𝐾𝑖𝜏 (𝑥)𝐾𝑖𝜏 (𝜉)

(sinh𝜋𝜏)−1 (𝜏2 + (𝑘 + 1/2)2)
𝑑𝜏 =

=
𝜋𝑖

2
√
𝑥𝜉

⎧⎨⎩ 𝐽𝜈(𝜉𝑞)𝐻
(1)
𝜈 (𝑥𝑞), 𝜉 < 𝑥

𝐽𝜈(𝑥𝑞)𝐻
(1)
𝜈 (𝜉𝑞), 𝜉 > 𝑥

, 𝜈 = 𝑘 + 1/2.

де 𝐽𝜈(𝑥), 𝐻
(1)
𝜈 (𝑥) — функцiї Бесселя та Ханкеля першого роду вiдповiдно.

Отже, отримано подання розривного розв’язку рiвняння Гельмгольца для
дефекта (1)

Φ𝑛

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜃
)︁
= sin𝜔

´∞
0

[︁⟨
Φ.𝑛

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉; 𝜃, 𝜔)−

⟨
Φ𝑛

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
𝜕
𝜕𝜔𝐺𝑛(𝑥, 𝜉; 𝜃, 𝜔)

]︁
𝑑𝜉,

𝑥 = 𝑟𝑞, 𝜉 = 𝜌𝑞,

𝐺𝑛(𝑥, 𝜉; 𝜃, 𝜔) =
∑︀∞
𝑘=|𝑛| 𝜎𝑘𝑛𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)𝐼𝑘(𝑥, 𝜉).

Як це встановлено ранiше, граничнi значення хвильового функцiонала при
пiдходi до берегiв дефекту 𝜔 = 𝜃 ± 0 мають вигляд

Φ𝑛

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔 ∓ 0

)︁
= ± 1

2

⟨
Φ𝑛

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
− sin𝜔

´∞
0

(︁⟨
Φ𝑛

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
𝜕
𝜕𝜔𝐺𝑛(𝑥, 𝜉; 𝜃, 𝜔)

⃒⃒
𝜃=𝜔∓0

−⟨
Φ.𝑛

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉; 𝜃, 𝜔)|𝜃=𝜔∓0

)︁
𝑑𝜉,

𝑥 = 𝑟𝑞, 𝜉 = 𝜌𝑞.

Цi формули отримано за рахунок використання вiдомих фактов теорiї потен-
цiалу (розривнiсть потенцiалу подвiйного шару та нормальної похiдної простого
шару). Застосування оберненого iнтегрального перетворення Фур’є завершує по-
будову розривного розв’язку рiвнянь Гельмгольца.

Висновки. В роботi нами отриманi наступнi результати.

1. Побудовано розривний розв’язок рiвняння Гельмгольца для конiчного де-
фекту.

2. Отриманий розривний розв’язок рiвняння Гельмгольца дозволяє побудува-
ти розривнi розв’язки рiвнянь Ламе для випадку усталених коливань для
конiчного дефекту.



92 Реут О. В.

1. Di Cocco V. Ductile cast irons: Microstructure influence on the damaging mi-
cromechanisms in overloaded fatigue cracks / V. Di Cocco, F. Iacoviello // Engineering
Failure Analysis. – 2017.

2. Toribio J. Crack tip field in circumferentially-cracked round bar (CCRB) in tension
affected by loss of axial symmetry / J. Toribio, B. Gonzales, J.C. Matos // Frattura ed
Integrita Strutturale. – 2017. – Vol. 41. – P. 139–142. DOI: 10.3221/IGF-ESIS, 42.21

3. Peron M. Notch stress intensity factors under mixed mode loadings; an overview of
recent advanced methods for rapid calculation / M. Peron, S.M.J. Razavi, F. Berto, J.
Torgersen // Frattura ed Integrita Strutturale. – 2017. – Vol. 42. – P. 196–204. DOI:
10.3221/IGF-ESIS.42.21

4. Grinchenko V.T. Harmonical oscillations and waves in elastic bodies (in Russian) /
V.T. Grinchenko, V.V. Meleshko. – Kyiv: Naukova dumka, 1981.

5. Guz A.N. Difraction of elastic waves (in Russian) / A.N. Guz, V.D. Kubenko, M.A.
Cherevko. – Kyiv: Naukova dumka, 1978.

6. Babeshko V.A. On the method of block element / V.A. Babeshko, O.M.
Babeshko, O.V. Evdokimova // Mechanics of Solids. – 2010. – Vol. 45. – P. 437–444.
10.3103/SOO25654410030143

7. Mykhas’kiv V. 3-D dynamic interaction between a penny-shaped crack and a thin
interlayer joining two elastic half-spaces / V. Mykhas’kiv, V. Stankevych, I. Zhbadynskyi,
Ch. Zhang // International Journal of Fracture. – 2009. – Vol. 159, No. 2. – P. 137–149.

8. Slepyan I.I. Mechanics of cracks / I.I. Slepyan. – Leningrad: Sudostroenie, 1990.

9. Mnev E.N. Hydroelasticity of shells (in Russian) / E.N. Mnev, A.K. Perzev. –
Leningrad: Sudostroenie, 1970.

10. Vilde M.V. Boundary and interfacial resonance effects in elasticity bodies (in Russian)
/ M.V. Vilde, Yu.D. Kaplunov, I.Yu. Kossovich. – Moscow: Fizmatgiz, 2010.

11. Kit G.S. Method of potentials in three-dimensional problems for thermoelasticity
bodies with cracks (in Russian) / G.S. Kit, M.V. Khay. – Kyiv: Naukova dumka, 1989.

12. Sladek V. Transient elastodynamic three- dimensional problems in cracked bodies /
V. Sladek, J. Sladek // Applied Mathematical Modelling. – 1984. – Vol. 8, No. 1. – P.
2–10.

13. Guz A.N. Stress-intensity factors for materials with interface cracks under harmonic
loading / A.N. Guz, I.A. Guz, A.V. Men’shikov, V.A. Men’shikov // Int. Appl. Mech. –
2011. – Vol. 46. – P. 1093. https://doi.org/ 10.1007/ s10778 -011-0401-1

14. Savruk M.P. Numerical analysis in plane problems of the crack’s theory (in Russian)
/ M.P. Savruk, P.N. Osiv, I.V. Prokopchuk. – Kyiv: Naukova dumka, 1989.

15. Popov G.Ya. The elastic stress’ concentration around dies, cuts, thin inclusions and
reinforcements (in Russian) / G.Ya. Popov. – Moscow: Nauka, 1982.

16. Popov V.G. Interaction of a plane harmonic Rayleigh wave with a thin rigid edge
inclusion coupled with an elastic medium / V.G. Popov // Applied Mathematics and
Mechanics. – 1997. – Vol. 61, No. 2. – P. 245–252.

17. Vaysfel’d N.D. Time-dependent problems of the concentration of elastic stress neat
a conical defect / N.D. Vaysfel’d // Journal of Applied Mathematics and Mechanics. –
2005. – Vol. 69, No. 3. – P. 427–437.



Дифракция волн на коническом дефекте в акустической среде 93

18. Vaysfel’d N.D. The stress concentration around a semi-infinite cylindrical crack
during the shock loading of an elastic medium by a centre of rotation / N.D. Vaysfel’d,
G.Ya. Popov // Journal of Applied Mathematics and Mechanics. – 2001. – Vol. 65, No.
3. – P. 509–518.

19. Reut V.V. Orthogonal polynomials method and its generalization at some new
problems of fracture mechanics / V.V. Reut, H.O. Fesenko, N.D. Vaysfel’d, Z. Zhuravlova
// Conference 14-th Intern. Conference on Fracture (ICF 14), Rhodes, Greece, 2017.

20. Prudnikov A.P. Integrals and series: Special functions (in Russian) / A.P. Prudnikov,
Yu.A. Brychkov, O.M. Marichev. – Moscow: Nauka, 1983.

Реут Е. В.
Дифракция волн на коническом дефекте, расположенном в акустической
среде

Резюме

В статье построено разрывное решение волнового уравнения для конического дефекта,
расположенного в акустической среде, на которую действует квазистатическая дина-
мическая нагрузка. Под дефектом понимается часть поверхности, при переходе через
которую терпят разрывы непрерывности первого рода с заданными скачками волновой
потенциал и его нормальная к поверхности дефекта производная. Разрывное решение
волнового уравнения — это такое решение, которое удовлетворяет уравнению во всей
области определения неизвестной функции за исключением точек поверхности дефек-
та, где искомая функция и её производная имеют заданные скачки. Для построения
такого решения применён метод интегральных преобразований по классической схеме
и по обобщённой схеме относительно переменной, по которой функция является разрыв-
ной. Получены граничные значения волнового потенциала. По известной схеме метода
разрывных решений на основе полученных соотношений для волнового потенциала и
его нормальной производной можно вывести представление разрывных решений ди-
намических уравнений движения для конического дефекта в случае квазистатических
колебаний.
Ключевые слова: конический дефект, акустическая среда, дифракция волн .

Reut O. V.
Diffraction of wave on the conical defect in the acoustic environment

Summary

The discontinuous solution of the wave equation for a conical defect in acoustic environment

under the quasistatic dynamic load is constructed in the article. The defect is the part of

the surface when passing through it the wave potential and its normal to the defect’s surface

derivative are discontinuous with the given jumps. The integral transformation method by

the classic scheme and generalized scheme relatively to the variable on which the function

is discontinuous was applied for the construction of the solution. The boundary values of

the wave potential are obtained. The representations for the discontinuous solutions of the

dynamic movement equations for the conical defect in the case of quasistatic fluctuations

could be derived by the known scheme of the discontinuous solutions’s method based on the

obtained relations for the wave potential and its normal derivative.

Key words: conical defect, acoustic environment, diffraction of waves.
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СУПЕРСИНГУЛЯРНIСТЬ ЕЛIПТИЧНИХ КРИВИХ I КРИВИХ
ЕДВАРДСА НАД 𝐹𝑃𝑁

Ми розглядаємо алгебраїчнi кривi у формi Едвардса i елiптичнi кривi Монтгомерi над
скiнченним полем 𝐹𝑝𝑛 , якi на даний час є одним з найбiльш швидких i перспективиих
носiїв груп, що на даний час мають багато застосувань. В роботi знайдено умови су-
персингулярностi кривих Едвардса i великого класу скручених кривих Едвардса над
полем 𝐹𝑝𝑛 характеристики 𝑝 ≡ 3 mod 4. Показано, що проективна крива Едвардса не є
елiптичною. Дослiджено деякi цiкавi властивостi групи точок цих кривих. Побудовано
кривi заданого порядку з мiнiмальним кофактором. Пiдраховано род скрученої кривої
Едвардса. Знайдено умови мiнiмальностi кофактора скрученої кривої Едвардса та її
род.
MSC: 11G20, 11G07.
Ключовi слова: суперсингулярнi кривi, скiнченне поле, елiптична криптографiя, крива
Едвардса, елiптичнi кривi з малим степенем занурення в поле .
DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134622.

Вступ. Крива Едвардса 𝐸𝑑 вперше була представлена Едвардсом в ро-
ботi [6] i потiм детальнiше дослiджена в роботi Бернштейна i Ланге [7]. Вiдо-
мо, що суперсингулярнi кривi, на вiдмiну вiд несуперсингулярних, над алгебраї-
чно замкненим полем, зокрема над C, мають не комутативне кiльце ендоморфi-
змiв 𝐸𝑛𝑑 (C). Внаслiдок чого суперсингулярнi кривi, окрiм 𝑛-мультиплiкативного
множення, надiленi ще i комплексним множенням. Ще бiльш складнi властивостi
суперсингулярнi кривi мають над скiнченними полями. Цi властивостi ще далеко
не повнiстю вивчено, а класи суперсинулярних кривих над F𝑝𝑛 ще не знайдено.
Цi властивостi викликають iнтерес як з точки зору теорiї кiлець едоморфiзмiв,
так i з точки зору алгебраїчної геометрiї. Їх дослiдження є одною з цiлей даної
роботи.

Перевагою 𝐸𝑑 є простота групової операцiї, унiверсальнiсть закона додаван-
ня, симетричнiсть точок i представлення нейтрального елемента групи точкою в
афiнних координатах. Цi властивостi помiченi i обґрунтованi вже в першiй робо-
тi [10] вiдомих фахiвцiв з алгебраїчної геометрiї.

З точки зору алгебраїчної геометрiї, крива Едвардса не є елiптичною, бо є
сингулярною. Кривi Едвардса, також як i скрученi кривi Едвардса, мають афiн-
не представлення, iзоморфне деякiй афiннiй частинi елiптичної кривої, що має в
порядку групи кривої множник 4. Актуалiнiсть даного питання полягає в тому,
що в елiптичнiй криптографiї дуже важливо знати тi кривi, якi є суперсингуляр-
ними, бо вони є крипографiчно слабкими. Суперсингулярнiсть кривих Едвардса
ранiше дослiджувалася лише в [18] i лише для простих полiв F𝑝, при цьому авто-
ри обмежилися доведенням суперсингулярностi лише для кривої з коефiцiєнтами
𝑑 = 2, 𝑑 = 2−1, де пiзнiше при пiдрахунках у полi характеристики 𝑝 = 8𝑘 + 7 у
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них виявлена неточнiсть, тому задача дослiдження її над скiнченим алгебраїчним
розширенням, тобто F𝑝𝑛 , є новою.

Одною з головних задач даного дослiдження є узагальнення результата про
суперсингулярнiсть кривої отриманого в [18] для коефiцiєнтiв 𝑑 = 2, 𝑑 = 2−1 над
F𝑝 на випадок довiльного не простого поля F𝑝𝑛 та виправлення неточностi у кiль-
костi точок афiнної кривої Едвардса над полем характеристики 𝑝 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑8), яка
була в теоремi 3 з [18]. Окрiм цього метою нашого дослiдження є пошук всiєї мно-
жини параметрiв, при яких крива 𝐸𝑑 стає суперсингулярною. Не менш важливою
метою цiєї роботи є проведення аналогiчного дослiдження для елiптичних кривих
у формах Монтгомерi i Веєрштрасса.

Дуже часто виникає задача про знаходження кривих, якi мають нульовий
𝑗(𝐸)-iнварiант над полем характеристики 𝑝 = 2, тобто є суперсингулярними, бо
вони допускають побудову гомоморфiзму у мультиплiкативну групу скiнченного
поля з невеликим степенем розширення.

Метою работи є не тiльки аналiз умов суперсингулярностi кривої Едвардса i
кривої Монтгомерi, а ще й знаходження умов мiнiмальностї кофактора скрученої
кривої Едвардса [21].

Цiкавою є можливiсть побудови скрученої кривої Едвардса порядку 𝑁𝐸 =
4𝑝, 𝑝 ∈ P, тобто такої, яка має мiнiмальний кофактор 4 [10, 15]. Зараз в алго-
ритмах доведення без розголошення активно використовуються кривi з малим
степенем занурення 𝑘 [30] їх групи в поле 𝐹𝑝𝑘 , а суперсингулярнi кривi володi-
ють цiєю властивiстю завдяки спарюванню Тейта. Тому ми дослiджуємо їх серед
кривих Едвардса. Частково викладенi результати представлено в тезах [23,27,28].

Основнi результати
1. Обґрунтування основних результатiв
1.1. Аналiз особливостей скрученої кривої Едвардса. Скручена крива

Едвадрса [7] 𝐸a,d має вигляд:

𝑎𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑑𝑥2𝑦2, 𝑎, 𝑑 ∈ 𝐹𝑝
*, ad(a-d) ̸= 0, d ̸= 1, 𝑝 ̸= 2. (1)

При 𝑎 = 𝑑 перетворимо криву 𝑎𝑥2+𝑦2 = 1+𝑎𝑥2𝑦2 до вигляду 𝑎𝑥2−𝑎𝑥2𝑦2−1+𝑦2 =
0 або 𝑎𝑥2(1 − 𝑦2) − (1 − 𝑦2) = 0, отже, крива розкладається у добуток двох пар
прямих (𝑎𝑥2−1)(𝑦2−1) = 0. З умови гладкостi знаходимо особливi точки афiнної
кривої ⎧⎨⎩

𝐹 (𝑥,𝑦)
𝜕𝑥 = 0,

𝐹 (𝑥,𝑦)
𝜕𝑦 = 0,

⎡⎣ (0, 0),(︁
±
√︁

1
𝑑 ,±

√︀
𝑎
𝑑

)︁
.

Але точка (0, 0) кривiй 𝐸a,d не належить не залежно вiд поля i вiд 𝑑. При

𝑎 ̸= 𝑑 точка
(︁
±
√︁

1
𝑑 ,±

√︀
𝑎
𝑑

)︁
не належить кривiй (1), при (𝑑𝑝 ) = −1 її не iснує.

Тому в афiнному представленнi особливих точок не має, залишилося перевiрити
їх iснування в проективному представленнi.

Як вiдомо, [11] проективна крива дала можливiсть отримати бiльш швидкi
операцiї над точками кривої. Тому дослiдимо цю криву у проективнiй формi.

Проаналiзуємо особливi точки в проективному замиканнi кривої (1). Для цьо-
го зробимо проективiзацiю кривої (1). Нехай 𝑥 = 𝑋

𝑍 , 𝑦 = 𝑋
𝑍 , тодi 𝑎𝑥

2

𝑧2 + 𝑦2

𝑧2 =
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1+ 𝑑𝑥
2𝑦2

𝑧4 , звiдси 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑥2𝑧2 + 𝑦2𝑧2 − 𝑧4 − 𝑑𝑥2𝑦2. Перевiримо умови гладко-
стi (для алгебраїчних кривих поняття гладкостi i нормальностi збiгаються [9]):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐹 (𝑥,𝑦,𝑧)
𝜕𝑥 = 2𝑎𝑥𝑧2 − 2𝑑𝑥𝑦2 = 0,

𝜕𝐹 (𝑥,𝑦,𝑧)
𝜕𝑦 = 2𝑦𝑧2 + 2𝑑𝑥2𝑦 = 0,

𝜕𝐹 (𝑥,𝑦,𝑧)
𝜕𝑦 = 2𝑎𝑧𝑥2 + 2𝑧𝑦2 − 4𝑧3 = 0.

Тут розв’язком очевидно є (0, 0, 0), але ця точка не належить P2. А при 𝑧 = 0
розв’язками є точки (𝑥0, 0, 0) = (1, 0, 0) i (0, 𝑦0, 0) = (0, 1, 0). Тобто маємо 2 особли-
вi точки 𝑝 = (1, 0, 0) i 𝑝′ = (0, 1, 0). Це простi особливостi. Отже, розв’язками є ли-
ше особливi точки (нескiнченно вiддаленi точки) (1, 0, 0) i (0, 1, 0), тому маємо осо-
бливостi на нескiнченностi у вiдповiдних афiнних компонентах 𝐴1 : 𝑎𝑧2+ 𝑦2𝑧2 =
𝑧4 + 𝑑𝑦2 i 𝐴2 : 𝑎𝑥2𝑧2 + 𝑧2 = 𝑧4 + 𝑑𝑥2.

Проаналiзуємо будову локального кiльця 𝒪𝑝 в точках 𝑝 i 𝑝′. Позначимо 𝛿𝑝 =
dim

̃︀𝒪𝑝/𝒪𝑝
розмiрнiсть фактора як векторного простору або кратнiсть особливої

точки. Оскiльки базис розширення – ̃︀𝒪𝑝 над локальним кiльцем точки 𝒪𝑝 скла-
дається з одного елемента, то 𝛿𝑝 = 1. Тут ̃︀𝒪𝑝 – цiлозамкнене кiльце. Оскiльки
додали два новi елементи, кожен з яких вiдповiдає своєму локальному кiльцю
особливої точки, яких теж двi, тому 𝛿𝑝 = 1 i 𝛿𝑝′ = 1. Пiдрахуємо геометричний
род (взагалi род кривої — це кiлькiсть ЛНЗ регулярних диференцiалiв) кривої
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑥2𝑧2+𝑦2𝑧2−𝑧4−𝑑𝑥2𝑦2. При 𝑎 ̸= 𝑑 ми маємо нерозкладну проектив-
ну криву степеня 4, тодi згiдно з [9,12], геометричний род алгебраїчної незвiдної
проективної кривої:

𝜌*(𝐶) = 𝜌𝛼(𝐶)−
∑︁
𝑝∈𝐸

𝛿𝑝 =
(𝑛− 1)(𝑛− 2)

2
−
∑︁
𝑝∈𝐸

𝛿𝑝 = 3− 2 = 1,

де 𝜌𝛼(𝐶) — арифметичний род кривої 𝐶, параметр 𝑛 = 𝑑𝑒𝑔𝐶 = 4. Оскiльки во-
на роду 1, то вона iзоморфна плоскiй кубiчнiй кривiй але не є елiптичною, бо
має особливостi в проективнiй частинi. Крива Едварса, як i скручена крива Еда-
варса, iзоморфна деякiй афiннiй частинi елiптичної кривої. Нормалiзацiя кривої
Едвардса — елiптична крива 𝐸𝑀 : 𝐵𝑢2 = 𝑣3 +𝐴𝑣2 + 𝑣, що запропонована Монт-
гомерi [7]. З наявностi особливих точок 𝑝 i 𝑝′ одразу слiдує наступна властивiсть.

Проективнi кривi 𝐸a,d i 𝐸𝑀 не є iзоморфними як алгебраїчнi множини [13].
2. Суперсингулярнiсть кривої Едвардса, кривi з малим кофактором
2.1. Класи суперсингулярностi кривих Едвардса i їх порядки. На-

гадаємо, що саме Коблiц [15] запропонував суперсингулярнi кривi зi скiнченою
кiлькiстю |#𝐸(𝐺𝐹 (𝑞))| = 𝑞 + 1 точок на кривiй над скiнченним полем 𝐹𝑞. Саме
кривi з таким порядком ми i виявляємо в сiмействi кривих Едвардса. Суперсин-
гулярнi кривi, запропонованi Коблiцем, у силу наявностi на них комплексного
множення допускали побудову гомоморфiзму в скiнченне поле [16].

Виявлення суперсингулярних кривих рiвносильне пошуку параметрiв, при
яких крива i вiдповiдна їй крива зi cкрутом мають однаковi кiлькостi розв’язкiв.
Як показано в [7], крива 𝐸1,𝑑 є кривою кручення для 𝐸1,𝑑−1 . Також в бiльш за-
гальному випадку для кривої 𝐸𝑎,𝑑 перехiд до кривої кручення задається вiдобра-
женням (�̄�, 𝑦) ↦→ (𝑥, 𝑦) =

(︁
�̄�, 1𝑦

)︁
[7]. Тому скористаємося цим вiдображенням для
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пошуку суперсингулярних кривих. Ми виявили неточнiсть в роботi [18], в умовi
суперсингулярностi для кривої Едвардса 𝐸𝑑. Бiльш точно, якщо 𝑝 ≡ −3(mod8),
то не маємо виродженої (суперсингулярної) пари кривих, незважаючи на те, що
це стверджується в теоремi 3 з [18]. Крiм того, якщо 𝑝 ≡ 7(mod8), то поряд-
ки пари скручених кривих є наступними 𝑁𝐸2 = 𝑁𝐸2−1 = 𝑝 − 3, що не збiгає-
ться з 𝑝 + 1, як це стверджується в теоремi 3 з [18]. Наприклад, якщо 𝑝 = 31,
то 𝑁𝐸2

= 𝑁𝐸2−1 = 28 = 31 − 3, що не дорiвнює 𝑝 + 1. Також для випад-
ку 𝑝 ≡ 7(mod8) при 𝑝 = 7, 𝑑 = 2−1 ≡ 4(mod7) крива має наступнi 4 точки:
(0, 1); (0, 6); (1, 0); (6, 0), якщо 𝑝 = 7, 𝑑 = 2(mod7), то крива теж має 4 точки:
(0, 1); (0, 6); (1, 0); (6, 0). Отже, цi порядки вiдповiдають числу 𝑝 − 3, а не числу
𝑝 + 1, як це стверджується у вище згаданiй теоремi з [18]. Обчислимо порядки
пари кривих для 𝑝 ≡ −3(mod8) i коефiцiєнтiв 𝑑 = 2, 𝑑 = 2−1 ≡ 7(mod8), згiдно
з теоремою 3 з [18] це вироджена пара кривих, але обчислення свiдчять, що поря-
док кривої для 𝑝 = 13, 𝑑 = 2 це 𝑁𝐸(2)

= 8 i для 𝑝 = 13, 𝑑 = 7 це 𝑁𝐸(7)
= 20, отже

насправдi не маємо виродженої пари кривих. Множина точок над полем 𝐹13 при
𝑑 = 2 є наступною (0, 1); (0, 12); (1, 0); (4, 4); (4, 9); (9, 4); (9, 9); (12, 0), а для 𝑑 = 7
це {(0, 1); (0, 12); (1, 0); (2, 4); (2, 9); (4, 2); (4, 11); (5, 6); (5, 7); (6, 5); (6, 8);
(7, 5); (7, 8); (8, 6); (8, 7); (9, 2); (9, 11); (11, 4); (11, 9); (12, 0)}.

Аналогiчно для 𝑝 = 29 ≡ −3(mod 8) i 𝑑 = 2 маємо 𝑁𝐸(15)
= 20 але 𝑝 = 29 ≡

−3(mod 8) i 𝑑 = 15 маємо 𝑁𝐸(15)
= 20, що знову пiдтверджує нашi зауваження

до теореми 3 з [18]. Наведемо обчислення для випадку 𝑝 = 23 ≡ 7(mod 8) 𝑑 = 12
на кривiй будуть точки {(0, 1); (0, 22); (1, 0); (5, 10); (5, 13); (6, 11); (6, 12); (10, 5);
(10, 18); (11, 6); (11, 17); (12, 6); (12, 17); (13, 5); (13, 18); (17, 11); (17, 12); (18, 10);
(18, 13); (22, 0)} тому 𝑁𝐸(12)

= 20. Також 𝑁𝐸(2)
= 20 це точки {(0, 1); (0, 22); (1, 0);

(2, 7); (2, 16); (4, 9); (4, 14); (7, 2); (7, 21); (9, 4); (9, 19); (14, 4); (14, 19); (16, 2); (16, 21);
(19, 9); (19, 14); (21, 7); (21, 16); (22, 0)}.

Сформулюємо теорему про умови суперсингулярностi кривої Едвардса, по-
передньо навiвши допомiжнi твердження.

Зауваження 1. Має мiсце симетрiя квадратiв лишкiв:
(𝑝−1

2 − 𝑘)
2 ≡ (𝑝−1

2 + 1 + 𝑘)
2
(m
¯
𝑜𝑑𝑝), 0 6 𝑘 6 𝑝−1

2 .

Справдi, виконується конгруенцiя (𝑝−1
2 )−𝑘 = 𝑝−((𝑝−1

2 )+1+𝑘) ≡ −((𝑝−1
2 )+1+

𝑘)(mod𝑝). Отже, (𝑝−1
2 − 2)

2 ≡ (𝑝−1
2 + 3)

2
, . . . , (𝑝−1

2 − 𝑘)
2 ≡ (𝑝−1

2 + 𝑘 + 1)
2
(mod

𝑝). Без квадратiв маємо антисиметричну конгруенцiю (𝑝−1
2 − 𝑘) ≡ −(𝑝−1

2 + 1 +
𝑘)(𝑚𝑜𝑑𝑝).

Нагадаємо лему про суму степенiв [19].

Лема 1. Якщо 𝑝 ∈ P i 𝑛 ∈ N0, то

𝑝−1∑︁
𝑘=1

𝑘𝑛 ≡

{︃
0 (𝑚𝑜𝑑𝑝), (𝑝− 1) - 𝑛,
−1 (𝑚𝑜𝑑𝑝), (𝑝− 1) | 𝑛.

Теорема 1. Якщо 𝑝 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4) i 𝑝 — просте, то для 𝑑 = 2 i 𝑑 = 2−1

кiлькостi точок кривої 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑑𝑥2𝑦2 та кривої 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑑−1𝑥2𝑦2 над
𝐹𝑝 збiгаються i дорiвнюють 𝑁𝐸 = 𝑝 + 1, якщо 𝑝 ≡ 3(mod8) та 𝑁𝐸 = 𝑝 − 3,
якщо 𝑝 ≡ 7(mod8).
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Над полем 𝐹𝑝𝑛 , де 𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑2), порядки вищевказаних кривих 𝑁𝐸 = 𝑝𝑛 + 1,
якщо 𝑝 ≡ 3(mod8) i 𝑁𝐸 = 𝑝𝑛 − 3, якщо 𝑝 ≡ 7(mod8).

Доведення. Розглянемо криву

𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 2𝑥2𝑦2. (2)

Перетворимо рiвняння (2) на 𝑦2 = 𝑥2−1
2𝑥2−1 . Множина розв’язкiв цього рiвняння

збiгається з множиною розв’язкiв рiвняння (2), бо значення 𝑥0 = (
√
2)−1, яке пе-

ретворює на 0 вираз 2𝑥2−1, не є коренем (2), оскiльки чисельник 𝑥2−1 не набуває
при цьому значення 0. У випадку 𝑝 ≡ 3(mod 8) вираз 2𝑥2−1 зi знаменника 𝑥2−1

2𝑥2−1 ,
який отримано бiрацiональним перетворенням з еквiвалентного рiвняння до рiв-
няння початкової кривої 𝑦2(2𝑥2 − 1) = 𝑥2 − 1, не може бути нулем, бо ( 2𝑝 ) ≡ −1.
Тому за умови 𝑝 ≡ 3(mod 8) крива 𝑦2 = (𝑥2−1)(2𝑥2−1) має стiльки ж точок 𝑁2,
що i крива (2), тобто 𝑁2 = 𝑁𝐸 , бо для кожного 𝑥 з 𝐹𝑝 символ Лежандра елемен-
тiв (𝑥2−1)/(2𝑥2−1) та (𝑥2−1)(2𝑥2−1) є однаковим, але множини цих розв’язкiв
можуть не збiгатися. У випадку 𝑝 ≡ 7(mod 8) крива 𝑦2 = (𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1) буде
мати на 2 точки бiльше, нiж (2), оскiльки з’являться точки ( 1√

2
, 0) i (− 1√

2
, 0), бо

( 2𝑝 ) ≡ 1. Отже, потрiбно показати, що число 𝑁2, рiвне кiлькостi точок на кривiй

𝑦2 = (𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1), (3)

задовiльняє умову 𝑁2 ≡ 1(mod 𝑝) для 𝑝 ≡ 3(mod 8) i 𝑁2 ≡ −1(mod 𝑝) для 𝑝 ≡
7(mod 8). Тодi матимемо 𝑁2 = 𝑝+ 1 для 𝑝 ≡ 3 (mod 8) та 𝑁2 = 𝑝− 1 для 𝑝 ≡
7(mod 8). (Випадки 𝑁2 = 1 або 𝑁2 = 2𝑝− 1 неможливi, бо 𝑁2 > 2 i 𝑁2 6 2𝑝− 2).
Звiдси випливає твердження про кiлькiсть точок на початковiй кривiй (2).

Покажемо, що кiлькiсть розв’язкiв рiвняння 𝑦2 = (𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1), тобто 𝑁2,
порiвняна з (−𝑎2𝑝−2 − 𝑎𝑝−1)(mod𝑝), де 𝑎2𝑝−2, 𝑎𝑝−1 — коефiцiєнти многочлена

(𝑥2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ... + 𝑎2𝑝−2𝑥

2𝑝−2 пiсля розкриття дужок i
застосування леми 1 про суму степенiв [19] зi зведенням за модулем 𝑝.

Для фiксованого значення 𝑥 кiлькiсть розв’язкiв рiвняння (3) дорiвнює 1 +(︁
(𝑥2−1)(2𝑥2−1)

𝑝

)︁
, де

(︁
𝑎
𝑝

)︁
— символ Лежандра. Як вiдомо,

(︁
𝑎
𝑝

)︁
= 𝑎

𝑝−1
2 (mod𝑝),

тому для фiксованого 𝑥 кiлькiсть розв’язкiв рiвняння (3) порiвнянна за моду-

лем 𝑝 з 1 + ((𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1))
𝑝−1
2 . Отже, пiдсумовуючи за всiма 𝑥, маємо 𝑁2 ≡

𝑝−1∑︀
𝑥=0

1 + ((𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1))
𝑝−1
2 ≡𝑝+

𝑝−1∑︀
𝑥=0

(𝑥2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 (mod 𝑝). Розкривши

дужки в (𝑥2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 , отримуємо, що 𝑎2𝑝−2 = 1

𝑝−1
2 · 2

𝑝−1
2 ≡ ( 2𝑝 )(mod

𝑝). Отже, використавши лему 1, маємо

𝑁2 ≡ −(
2

𝑝
)− 𝑎𝑝−1(mod 𝑝). (4)

Нам потрiбно було довести, що 𝑁2 ≡ 1( mod 𝑝) при 𝑝 ≡ 3(mod 8) i 𝑁2 ≡ −1( mod
𝑝) при 𝑝 ≡ 7(mod 8). Тобто треба було показати, що 𝑁2 ≡ −( 2𝑝 ) − 𝑎𝑝−1(mod 𝑝)

для 𝑝 ≡ 3 ( mod 4). Це випливатиме з (3), якщо ми покажемо, що 𝑎𝑝−1 ≡ 0( mod
𝑝). Визначимо згiдно з формулою бiнома Ньютона коефiцiєнт 𝑎𝑝−1 при 𝑥𝑝−1
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многочлена утвореного з добутку (𝑥2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 . Вiн дорiвнює 𝑎𝑝−1 =

(−1)
𝑝−1
2

𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

2𝑗(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
. Справдi,

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

2𝑗(𝐶
𝑝−1
2 −𝑗

𝑝−1
2

)(−1)
𝑝−1
2 −( 𝑝−1

2 −𝑗) · 2𝑗(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
(−1)

𝑝−1
2 −𝑗

=

= (−1)
𝑝−1
2

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

2𝑗𝐶
𝑝−1
2 −𝑗

𝑝−1
2

· 𝐶𝑗𝑝−1
2

=(−1)
𝑝−1
2

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

2𝑗(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
.

Покажемо, що за умови 𝑝 ≡ 3(mod4) виконуватиметься
𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

2𝑗(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
≡ 0 (mod 𝑝).

Домножимо кожен бiномiальний коефiцiєнт у попереднiй сумi на (𝑝−1
2 )!. Отри-

муємо

(
𝑝− 1

2
)!𝐶𝑗𝑝−1

2

=
(𝑝−1

2 )(𝑝−1
2 − 1)...(𝑝−1

2 − 𝑗 + 1)(𝑝−1
2 )!

1 · 2 · ... · 𝑗
=

= (
𝑝− 1

2
)(
𝑝− 1

2
− 1)...(

𝑝− 1

2
− 𝑗 + 1)[(

𝑝− 1

2
)(
𝑝− 1

2
− 1)...(𝑗 + 1)].

Застосовуємо рiвностi з зауваження 1 : (𝑝−1
2 − 𝑘)

2 ≡ (𝑝−1
2 + 1 + 𝑘)

2
(𝑚𝑜𝑑𝑝), 0 6

𝑘 6 𝑝−1
2 до множникiв у квадратних дужках [(𝑝−1

2 )(𝑝−1
2 −1)...(𝑗+1)], отримаємо:

(𝑝−1
2 )(𝑝−1

2 − 1)...(𝑝−1
2 − 𝑗 + 1)[(𝑝−1

2 + 1)...(𝑝−1
2 + 𝑝−1

2 − 𝑗)](−1)
𝑝−1
2 −𝑗 .

Переставивши множники бачимо, що з зауваження 1 випливає: (𝑝−1
2 )!𝐶𝑗𝑝−1

2

=

(𝑝−1
2 − 𝑗 + 1)(𝑝−1

2 − 𝑗 + 2)...(𝑝−1
2 )(𝑝−1

2 + 1)...(𝑝− 𝑗 − 1)(−1)
𝑝−1
2 −𝑗 .

Пiднiсши двi частини до квадрату, отримаємо:(︂(︂
𝑝− 1

2

)︂
!𝐶𝑗𝑝−1

2

)︂2

≡
(︂
𝑝− 1

2
− 𝑗 + 1

)︂2(︂
𝑝− 1

2
− 𝑗 + 2

)︂2

. . . (𝑝− 𝑗 − 1)
2
(mod𝑝).

(5)
Покажемо, як обчислити 𝑁2(mod𝑝). Помiтимо, що для заданого 𝑥 кiлькiсть роз-
в’язкiв рiвняння 𝑦2 = (𝑥2−1)(2𝑥2−1)( mod 𝑝) конгруентна значенню суми виразiв

1 + ((𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1))
𝑝−1
2 (mod 𝑝) по 𝑥 вiд 0 до 𝑝− 1. Отже,

𝑁2 ≡
∑︁𝑝−1

𝑥=0
1 + (𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 ≡ 𝑝+

∑︁𝑝−1

𝑥=0
(𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2

≡
∑︁𝑝−1

𝑥=0
(𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 (mod𝑝).

Вираз (𝑥2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 — це деякий многочлен 𝑎2𝑝−2𝑥

𝑝−1+𝑎2𝑝−3𝑥
𝑝−2+

... + 𝑎1𝑥 + 𝑎0. Для всiх 𝑖 = 0, 1..., 2𝑝 − 2, окрiм 𝑖 = 2𝑝 − 2 i 𝑖 = 𝑝 − 1, сума
𝑝−1∑︀
𝑥=0

𝑥𝑖

рiвна 0 за модулем 𝑝.
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Для 𝑖 = 2𝑝− 2 i 𝑖 = 𝑝− 1 ця сума порiвняна з −1, що слiдує з леми про суму
степенiв. Тому

∑︀𝑝−1
𝑥=0 (𝑥

2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 ≡ −𝑎2𝑝−2 − 𝑎𝑝−1(mod𝑝).

Має мiсце конгруенцiя суми коефiцiєнтiв з iндексами, кратними 𝑝− 1,

−𝑎2𝑝−2 − 𝑎𝑝−1(mod𝑝) ≡

{︃
1, 𝑝 ≡ 3(mod8)

−1, 𝑝 ≡ 7(mod8).

Для доведення цього залишилося обчислити 𝑎2𝑝−2 i 𝑎𝑝−1. Очевидно, 𝑎2𝑝−2 рiвний
2

𝑝−1
2 ≡ ( 2𝑝 )(mod𝑝). А коефiцiєнт 𝑎𝑝−1 виражається як

𝑎𝑝−1 =
∑︁ 𝑝−1

2

𝑗=0
(𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
2𝑗(−1)

𝑝−1
2 ,

тому що це коофiцiєнт у многочленi⎛⎝ 𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗𝑝−1
2

(𝑥2)
𝑗
(−1)

𝑝−1
2 −𝑗

⎞⎠⎛⎝ 𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗𝑝−1
2

2𝑗(𝑥2)
𝑗
(−1)

𝑝−1
2 −𝑗

⎞⎠

при 𝑥𝑝−1. Оскiльки 𝑝 ≡ 3( mod 4), то (−1)
𝑝−1
2 = −1 i 𝑎𝑝−1 = −

𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2𝑗 .

Тому

𝑁2 ≡ −𝑎2𝑝−2 − 𝑎𝑝−1 ≡ −(
2

𝑝
) +

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2𝑗(mod𝑝).

Нагадуємо, що (︂
2

𝑝

)︂
≡

{︃
−1, 𝑝 ≡ 3(mod 8)

1, 𝑝 ≡ 7(mod 8).

Отже, в обох випадках треба довести спiввiдношення 𝑃 (2) =
𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2𝑗 ≡

0(mod𝑝), з якого слiдувало б 𝑁2 ≡ −1(mod𝑝) при 𝑝 ≡ 7(mod8) i 𝑁2 ≡ 1(mod𝑝)
при 𝑝 ≡ 3(mod8).

Залишилося довести, що

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2𝑗 ≡ 0(mod 𝑝)

при 𝑝 ≡ 3( mod 4). Взагалi, для випадку довiльного 𝑑 ∈ 𝐹 *
𝑝 , мiркуючи аналогiчно,

отримали б, що при 𝑝 ≡ 3(mod 4) 𝐸𝑑 є суперсингулярною, якщо i тiльки якщо
виконано спiввiдношення

𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
𝑑𝑗 ≡ 0(mod 𝑝). (6)
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Розглянемо допомiжний полiном 𝑃 (𝑡) = (𝑝−1
2 !)

2∑︀ 𝑝−1
2

𝑗=0 (𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
𝑡𝑗 . Використо-

вуючи (5), можна показати

𝑎𝑝−1 = 𝑃 (𝑡) = (
𝑝− 1

2
!)
2∑︁ 𝑝−1

2

𝑗=0
(𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
𝑡𝑗 =

∑︁ 𝑝−1
2

𝑗=0
(𝑘 + 1)2(𝑘 + 2)2 . . . (

𝑝− 1

2
+𝑘)2𝑡𝑘

над 𝐹𝑝. Тут у суму (6), яка визначає 𝑎𝑝−1, замiсть 𝑑 пiдставили 𝑡 для дослiдження
узагальненої задачi.

Помiтимо, що 𝑃 (𝑡) = 𝜕
𝑝−1
2 (𝜕

𝑝−1
2 (𝑄(𝑡)𝑡

𝑝−1
2 )𝑡

𝑝−1
2 ) над 𝐹𝑝, де 𝑄(𝑡) = 𝑡𝑝−1 + · · ·+

𝑡 + 1, а 𝜕
𝑝−1
2 позначають 𝑝−1

2 -шу похiдну по змiннiй, 𝑡 — це нова змiнна, а не
координата кривої. Помiтимо, що 𝑄(𝑡) = 𝑡𝑝−1

𝑡−1 ≡ (𝑡−1)𝑝

𝑡−1 = (𝑡− 1)
𝑝−1

(𝑚𝑜𝑑𝑝), тому

в 𝐹𝑝 виконується 𝑃 (𝑡) = (((𝑡− 1)
𝑝−1

𝑡(
𝑝−1
2 ))𝑡

𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

. Нехай 𝜃 = 𝑡− 1. Позначимо
𝑅(𝜃) = 𝑃 (𝑡). Для випадку 𝑡+ 1 = 2 отримаємо 𝜃 = 1, бо 𝜃 = 𝑡− 1. Ця замiна зво-
дить многочлен 𝑃 (𝑡) вiд 2 до многочлена 𝑅(𝑡− 1) вiд 1, тобто 𝑃 (𝑡+1) = 𝑅(𝑡), що
зручно зокрема i для дифернцiювання, можна вважати, що 𝑅(𝑡) — це многочлен
𝑃 (𝜃 − 1) вiд нової змiнної 𝜃, 𝜃 = 𝑡 − 1. Зауважимо, що в силу лiнiйностi замiни,
диференцiювання за 𝜃 i за 𝑡 збiгаються. Диференцiювання потрiбне для перетво-
рення многочлена 𝑅(𝜃) до такого вигляду, де явно видно потрiбний коефiцiєнт

𝑎𝑝−1. Тодi 𝑅(𝜃) = 𝑃 (𝑡) = ((𝜃𝑝−1(𝜃 + 1)
𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

(𝜃 + 1)
𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

. Для доведення
спiввiдношення 𝑎𝑝−1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝) достатньо показати, що 𝑅(𝜃) = 0 при 𝜃 = 1 над

𝐹𝑝. Помiтимо, що (𝜃𝑝−1(𝜃 + 1)
𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

=

= (𝜃𝑝−1 + 𝐶1
𝑝−1
2

𝜃𝑝 + 𝐶2
𝑝−1
2

𝜃𝑝+1 + ...+ 𝐶
𝑝−1
2

𝑝−1
2

𝜃𝑝−1+ 𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

= (𝜃𝑝−2)
( 𝑝−1

2 )
= (𝑝−1)(𝑝−

2)...(𝑝−1
2 + 1)𝜃

𝑝−1
2 . Всi доданки, окрiм першого, стали рiвними 0. Тому

𝑅(𝜃) =
(𝑝− 1)!

(𝑝−1
2 )!

(𝜃
𝑝−1
2 (𝜃 + 1)

𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

=
(𝑝− 1)!

(𝑝−1
2 )!

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)...(𝑗 +
𝑝− 1

2
)𝜃𝑗𝐶𝑗𝑝−1

2

.

Потрiбно показати, що 𝑃 (1 + 1) = 𝑅(1) ≡ 0(mod𝑝) а тому i 𝑎𝑝−1 ≡ 0(mod𝑝).
Маємо

𝑅(1) = (𝑝−1)!

( 𝑝−1
2 )!

∑︀ 𝑝−1
2

𝑗=0 𝐶
𝑗
𝑝−1
2

(𝑗 + 1)...(𝑗 + 𝑝−1
2 ). (7)

Помiчаємо, що (𝑝−1
2 − 𝑗 + 2)...(𝑝−1

2 − 𝑗 + 𝑝−1
2 ) = (−1)

𝑝−1
2 (𝑗 + 1)...(𝑗 + 𝑝−1

2 ) =

−1(𝑗 + 1)...(𝑗 + 𝑝−1
2 ), Через те симетричнi доданки в (7) скорочуються. Тут ми

використовуємо те, що (−1)
𝑝−1
2 = −1, так як 𝑝 =𝑀𝑘+3 i 𝑝−1

2 = 2𝑘+1. Значить,
𝑃 (2) = 𝑅(1) = 0, тобто 𝑎𝑝−1 ≡ 0(mod𝑝), що i потрiбно було довести. Отже,∑︀ 𝑝−1

2
𝑗=0 (𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
≡ 0(mod𝑝), що завершує доведення основної частини теореми.

Аналогiчний результат матиме мiсце для кривої 𝑥2+𝑦2 = 1+2−1𝑥2𝑦2. Дiйсно,
для доведення аналогiчного твердження щодо кривої 𝑥2+𝑦2 = 1+2−1𝑥2𝑦2 потрi-

бно показати, що
𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2−𝑗 ≡ 0(mod 𝑝). Для отримання останньої формули
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враховуємо, що ( 2𝑝 ) = ( 2
−1

𝑝 ) слiдує з вже доведеного
𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2𝑗 ≡ 0(mod𝑝)

якщо домножити останнє на 2−
𝑝−1
2 . Тобто

∑︀ 𝑝−1
2

𝑗=0 (𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2−𝑗 ≡ 0 так як

2
𝑝−1
2

∑︁ 𝑝−1
2

𝑗=0
(𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
2−𝑗 =

∑︁ 𝑝−1
2

𝑗=0
(𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
2

𝑝−1
2 −𝑗 =

∑︁ 𝑝−1
2

𝑗=0
(𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
2𝑗 .

наприкладi, для параметрiв 𝑝 = 8𝑘 + 7 = 23 i 𝑑 = 12 = 2−1 маємо 𝑁𝐸(12) = 20 =
𝑝− 3, а для 𝑑 = 2 маємо 𝑁𝐸(2) = 20 = 𝑝− 3, отже, обидва рази 20 пар точок, що
пiдтверджує нашу теорему.

Розглянемо розширення базового поля до F𝑝𝑛 , тодi отримуємо кiлькiсть то-
чок вищевказаної кривої 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑑𝑥2𝑦2 з врахуванням того, що кiлькiсть
розв’язкiв рiвняння 𝑦2 = 𝑃 (𝑥), де 𝑃 (𝑥) – многочлен степеня 𝑚 > 2 з коефi-
цiєнтами з F𝑝, над F𝑝𝑛 . Цей многочлен має вигляд 𝑝𝑛 + 𝜔𝑛1 + ... + 𝜔𝑛𝑚−1, де
𝜔1, ..., 𝜔𝑚−1 ∈ C залежать лише вiд 𝑥 (i не залежать вiд 𝑛) [20]. Оскiльки су-
персингулярнiсть кривої 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑑𝑥2𝑦2 рiвносильна, тому що елiптична
крива 𝑣2 = (𝑑−1)𝑢3+2(𝑑+1)𝑢2+(𝑑−1)𝑢 має рiвно 𝑝 звичайних (не нескiнченно
вiддалених) точок, ми можемо застосувати даний результат для 𝑚 = 3. Згiдно з
цим кiлькiсть розв’язкiв рiвняння 𝑣2 = (𝑑 − 1)𝑢3 + 2(𝑑 + 1)𝑢2 + (𝑑 − 1)𝑢 над F𝑝𝑛
задається виразом 𝑝𝑛+𝜔𝑛1 +𝜔𝑛2 . Оскiльки для 𝑛 = 1 виходить рiвно 𝑝 розв’язкiв,
то маємо 𝜔1 + 𝜔2 = 0, тому 𝑝𝑛 + 𝜔𝑛1 + 𝜔𝑛2 = 𝑝𝑛, при 𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑2).

Нагадаємо, що елiптична крива у формi Монтгомерi 𝐸𝑀 : 𝑣2 = 𝑢3 + 6𝑢2 + 𝑢
є бiрацiонально еквiвалентною до кривої 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 2𝑥2𝑦2 над 𝐹𝑝𝑘 .

Покажемо, що для непарних степенiв 𝑘 розширень поля 𝐹𝑝 до 𝐹𝑝𝑘 порядок
групи кривої Монтгомерi 𝐸𝑀 є наступним: 𝑁𝑀 = 𝑝𝑘.

Позначимо кiлькiсть точок на кривiй Монтгомерi над F𝑝𝑘 як𝑁𝑀,𝑘, а на кривiй
Едвардса як 𝑁𝐸,𝑘. Порядок 𝑁𝑀,𝑘 групи кривої Монтгомерi 𝑣2 = 𝑢3 +6𝑢2 +𝑢 над
𝐹𝑝𝑘 , яка є бiрацiонально еквiвалентною до кривої 𝑥2+𝑦2 = 1+2𝑥2𝑦2, обчислюється
за допомогою теорем Степанова [20] i Делiня [15]: 𝑁𝑀 = 𝑝𝑘 + 𝜔𝑘1 + 𝜔𝑘2 , де 𝜔𝑘𝑖 ∈ C
i 𝜔𝑘1 = −𝜔𝑘2 , |𝜔𝑖| =

√
𝑝, 𝑖 ∈ 1, 2. Згiдно з теоремою Делiня: |𝜔𝑖| =

√
𝑝. А для

елiптичної кривої виконується 𝜔1 = �̄�2 [15], тому, враховуючи, що виведене вище
𝜔1 + 𝜔2 = 0, яке слiдувало з 𝑁𝑀,1 = 𝑝, маємо 𝜔1 = 𝑖

√
𝑝, 𝜔2 = −𝑖√𝑝. Звiдси для

парних 𝑘 маємо, що 𝑁𝑀,𝑘 = 𝑝𝑘 + 2(−𝑝)
𝑘
2 . Для непарних 𝑘 маємо 𝜔𝑘1 + 𝜔𝑘2 = 0,

тому 𝑁𝑀,𝑘 = 𝑝𝑘.
В силу того, що при 𝑘 ≡ 1(mod 2) кiлькiсть афiнних точок 𝑁𝑀,1 = 𝑝 рiвна 𝑝𝑘

маємо, що кiлькiсть афiнних точок у образi при вiдображеннi з 𝐸𝑀 на (3) рiвна
𝑁𝐸,𝑘 = 𝑝𝑘 − 2 для 𝑝 ≡ 3(mod4) i 𝑘 ≡ 1(mod2). Це так, бо вiдображення 𝑦 =
(𝑢−1)/(𝑢+1) вiдображає 2 точки 4-го порядку, кривої Монтгомерi, з координатою
𝑢 = −1 на нескiнченнiсть, тобто не у точку з афiнної площини. Звiдси маємо
𝑁𝐸 = 𝑝𝑘 − 3 при 𝑝 ≡ 7(mod 8), 𝑁𝐸 = 𝑝 при 𝑝 ≡ 3(mod 8) i 𝑘 ≡ 1(mod 2).

Крива Едвардса в афiннiй формi над F𝑝, 𝑝 ≡ 7(mod 8) має тiльки 𝑁𝐸 = 𝑝− 3
точок замiсть очiкуваних 𝑝 + 1. Це так, оскiльки наявнi на проективнiй кривiй
Едвардса 2 особливi точки 𝑝 = (1, 0, 0) i 𝑝′ = (0, 1, 0) пiсля її нормалiзацiї шля-
хом бiрацiонального вiдображення 𝑢 = (1 + 𝑦)/(1 − 𝑦), 𝑣 =

√
𝐴𝑢/𝑥 [7, 10], мають

по 2 образи. Властивостями, вказаними в означеннi бiрацiонального iзоморфi-
зму в [13], володiють i вiдображення 𝑥 = 𝑢

𝑣 , 𝑦 = 𝑢−1
𝑢+1 з [7] та оберненим (𝑢, 𝑣) =
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((𝑦+1)/(𝑦−1), 𝑥(𝑦+1)/(𝑦−1) ) зi спецiальними точками цього рацiонального вiд-
ображення, де 𝑣 = 0 або 𝑢 = −1. В них вiдображення не визначено. Особливi то-
чки скрученої кривої Едвардса при вiдображеннi нормалiзацiї переходять в саме
цi спецiальнi точки вiдображення бiрацiональної еквiвалентностi 𝑥 = 𝑢

𝑣 , 𝑦 = 𝑢−1
𝑢+1

заданого в [7]. Точки, де 𝑣 = 0, це ((−𝐴 ±
√︀

(𝐴+ 2)(𝐴− 2))/2, 0), що мають
порядок 2 на кривiй Монтгомерi, i точки, де 𝑢 = −1 — це точки порядку 4 з коор-
динатами (−1,±(𝐴− 2)/𝐵) на кривiй Монтгомерi. При цьому цi особливi точки
переходять в не особливi точки нормалiзованої кривої 𝐸𝑀 . Тому нормалiзована
крива Едвардса мiстить вже на 4 точки бiльше, а саме (𝑝− 3) + 4 = 𝑝+ 1 точок.
Зауважимо, що за умови (𝑎𝑝 ) = 1 крива 𝐸𝑑 iзоморфна кривiй (1), цей iзомор-
фiзм задається вiдображенням 𝑋 = 𝑥√

𝑎
, 𝑌 = 𝑦, тому в цьому випадку результати

теореми поширюються на криву (1).

Наслiдок 1. Якщо коефiцiєнт 𝑑 кривої 𝐸𝑑 задовольняє рiвняння суперсин-

гулярностi
𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
𝑑𝑗 ≡ 0(mod 𝑝), наведене в доведенi теоремi 1, то 𝐸𝑑 має

𝑝−1−2(𝑑𝑝 ) точок над 𝐹𝑝, а бiрацiонально еквiвалентна [12,13] їй крива 𝐸𝑀 має
𝑝+ 1 точку над 𝐹𝑝.

Доведення. З доведення теореми 1 слiдує, що конгруенцiя (6) а саме

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
𝑑𝑗 ≡ 0(mod 𝑝)

є визначальною для виконання умови суперсингулярностi. З вище сказаного слi-
дує, що суперсингулярнiсть кривої Едвардса рiвносильна тому, що рiвняння (1)
або рiвносильне йому 𝑦2

(︀
𝑑𝑥2 − 1

)︀
= 𝑥2−1 має в F𝑝 рiвно 𝑝−1−2

(︁
𝑑
𝑝

)︁
розв’язкiв.

Це випливає з формули кiлькостi точок (4), виведеної у теоремi 1, i умови 𝑎𝑝−1 ≡
0(𝑚𝑜𝑑𝑝), що забезпечує виконання умови суперсингулярностi (6), при цьому вра-
ховано наявнiсть 2 особливих точок у проективної кривої 𝐹 (𝑥; 𝑦; 𝑧), що знайденi
у роздiлi 1. А це рiвносильно тому, що узагальнене рiвняння (3), яке має вигляд

𝑦2 = (𝑑𝑥2 − 1)(𝑥2 − 1), (8)

має рiвно 𝑝−
(︁
𝑑
𝑝

)︁
розв’язкiв. Справдi, кожний розв’язок рiвняння (1) вiдповiдає

розв’язку рiвняння (8), але (8) має ще розв’язки, при яких 𝑑𝑥2−1 ≡ 0. Їх стiльки,
скiльки є квадратних коренiв з 𝑑 в F𝑝, тобто їх 1+

(︁
𝑑
𝑝

)︁
. Отже суперсингулярнiсть

кривої Едвардса рiвносильна тому, що рiвняння (8) має 𝑝− 1− 2
(︁
𝑑
𝑝

)︁
+1+

(︁
𝑑
𝑝

)︁
=

𝑝−
(︁
𝑑
𝑝

)︁
розв’язкiв.

Як показано вище, кiлькiсть розв’язкiв (2) конгруентна −(𝑎2𝑝−2−𝑎𝑝−1)𝑚𝑜𝑑𝑝,

де коефiцiєнти многочлена
(︀
𝑑𝑥2 − 1

)︀ 𝑝−1
2
(︀
𝑥2 − 1

)︀ 𝑝−1
2 = 𝑎2𝑝−2𝑥

2𝑝−2 + ...+ 𝑎0. Тому

якщо −𝑎2𝑝 − 𝑎𝑝−1 ≡ 𝑝 −
(︁
𝑑
𝑝

)︁
mod 𝑝 тобто 𝑎𝑝−1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝), то крива Едвардса є

суперсингулярною. Випадки 𝑁𝐸𝑑
= −

(︁
𝑑
𝑝

)︁
i 𝑁𝐸𝑑

= 2𝑝 −
(︁
𝑑
𝑝

)︁
є неможливими, в
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силу нерiвностi 2 6 𝑁𝐸𝑑
6 2𝑝−2. Дiйсно, вона має хоч 2 розв’язки 𝑦 = 0, 𝑥 = ±1,

а бiльше нiж 2𝑝 − 2 розв’язкiв вона мати не може, бо для 𝑥 = ±1 є iснує один
можливий 𝑦 = 0, а для iнших значень 𝑥 не бiльше нiж 2 можливих 𝑦.

Отже, результат теореми 1 можна розповсюдити на всi 𝑑 ∈ 𝐹 *
𝑝 , що його за-

довольняють (6). Суперсингулярнiй кривiй 𝐸𝑑 вiдповiдає суперсингулярна крива
𝐸𝑀 , що має 𝑝+ 1 точок, серед яких 1 нескiнченно вiддалена.

2.2. Cуперсингулярнiсть елiптичних кривих

Наслiдок 2. Якщо виконується умова
𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
𝑑𝑗 ≡ 0( mod 𝑝), то крива

Монтгомерi 𝑢2 = (𝑑− 1) 𝑣3 + 2(𝑑 + 1)𝑣2 + (𝑑− 1) 𝑣 для непарних 𝑘 має рiвно 𝑝𝑘
афiнних точок над F𝑝𝑘 .

Доведення. Як доведено в теоремi 3.4 [2], кожна крива Монтгомерi над
скiнченим полем 𝑘, 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑘) ≡ 3(mod4) є бiрацiонально еквiвалентною кривiй
Едвардса. З формули бiрацiонального вiдображення над 𝑘, 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑘) ̸= 2 кривої
𝐸𝑎,𝑑 в 𝐸𝑀 були отриманi коефiцiєнти кривої 𝐸𝑀 :𝐴 = 2 (𝑎+𝑑)

(𝑎−𝑑) i𝐵 = 4
𝑎−𝑑 [2]. Отже,

образом знайденої нами супeрсингулярної кривої 𝐸𝑑, де коефiцiєнт 𝑑 задовольняє
вказану в умовi конгруенцiю, є крива 𝐸𝑀 : 4

𝑎−𝑑𝑢
2 = 𝑣3+2𝑎+𝑑𝑎−𝑑𝑣

2+ 𝑣. Враховуючи,
що 𝑎 = 1, отримуємо елiптичну криву у формi Монтгомерi 4

1−𝑑𝑢
2 = 𝑣3+2 1+𝑑

1−𝑑𝑣
2+

𝑣, з вiдповiдними коефiцiєнтами 𝐵 = 4
1−𝑑 , 𝐴 = 2 1+𝑑

1−𝑑 . Оскiльки 𝑑 ̸= 1, маємо
рiвняння еквiвалентної елiптичної кривої 4𝑢2 = (1− 𝑑)𝑣3 + 2(1 + 𝑑)𝑣2 + (1− 𝑑)𝑣.

З умови наслiдку 1 i теореми 1 легко отримується, що властивiстю суперсин-
гулярностi володiють i кривi 𝐸𝑑 з коефiцiєнтами 𝑑 = 17 + 12

√
2 i 𝑑 = 17 − 12

√
2

при 𝑝 ≡ 7(mod 8). Випадок 𝑝 ≡ 3(mod 8) неможливий в силу неiснування
√
2.

Наслiдок 3. Якщо коефiцiєнт кривої Едвардса 𝑑 = 2 i 𝑝𝑘 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑4), то в
полi 𝐹𝑝𝑘 кiлькiсть розв’язкiв 𝑦2 = 𝑢3 + 6𝑢2 + 𝑢 рiвна 𝑝𝑘. Вiдповiдно крива (1)
має 𝑝𝑘 + 1 при 𝑝𝑘 ≡ 3(mod 4) i 𝑝𝑘 − 3 при 𝑝𝑘 ≡ 7(mod 8).

Доведення цього наслiдку слiдує безпосередньо з наслiдкiв 1 i 2 та дослiдже-
ної в теоремi 1 кiлькостi розв’язкiв рiвняння 𝑦2 = (𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1), яка рiвна
𝑝𝑘 + 1 при 𝑝𝑘 ≡ 3( mod 8) i 𝑝𝑘 − 1 при 𝑝𝑘 ≡ 7(mod 8). Тобто має рiвно 𝑝𝑘 −

(︁
𝑑
𝑝

)︁
розв’язкiв над 𝐹𝑝𝑘 , що випливає з наслiдку 1, бо −𝑎2𝑝−𝑎𝑝−1 ≡ 𝑝𝑘−

(︁
𝑑
𝑝

)︁
( mod 𝑝𝑘),

де 𝑎𝑝−1 ≡ 0(mod 𝑝𝑘).
Сформулюємо спосiб знаходження суперсингулярної елiптичної кривої у фор-

мi Веєрштрасса.

Зауваження 2. Суперсингулярнiй елiптичнiй кривiй у канонiчнiй формi
Веєрштрасса 𝑦2 = 𝑥3+𝑎𝑥+𝑏 iзоморфна суперсингулярна елiптична крива Монт-
гомерi 𝐸𝑀 .

Для зведення кривої 𝐸𝑀 до канонiчної форми Веєрштрасса подiлимо рiвня-
ння кривої 4𝑢2 = (1 − 𝑑)𝑣3 + 2(1 + 𝑑)𝑣2 + (1 − 𝑑)𝑣 на 4 i до отриманної кривої
𝑢2 = 4−1((1 − 𝑑)𝑣3 + 2(1 + 𝑑)𝑣2 + (1 − 𝑑)𝑣) = 𝑎𝑣3 + 𝑏𝑣2 + 𝑎𝑥 застосуємо замiну
𝑡 = 𝑣 − 𝑏

3𝑎 , де 𝑎 = (𝑑 − 1)4−1, 𝑏 = 2−1(1 + 𝑑). Ця крива буде суперсингулярною
елiптичною кривою у формi Веєрштрасса.
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Зауваження 3. Скручена крива Едварса допускає кофактор 4.

Доведення. Менше нiж 4 кофактор бути не може, бо точки 4-го порядку
iснують на кожнiй кривiй Едвардса. Доведення їх iснування дає прикдад такої
кривої. Так якщо 𝑝 = 2192−264−1, то скручена крива Едвардса 𝐸102,47 : 102𝑥2+
𝑦2 = 1 + 47𝑥2𝑦2 має кофактор 4 [7].

Наслiдок 4. Умова неiснування точки 8-го порядку є необхiдною умовою
мiнiмальностi кофактора [14] кривої Едвардса.

Доведення. Справдi, вiдомо, що порядок групи точок кривих 𝐸𝑑 з мiнiмаль-
ним кофактором рiвний 4𝑝 [7], тобто не дiлиться на 8. Тому необхiдна i достатня
умова подiльностi на 8, яка дослiджена у властивостi 4, виключає максималь-
нiсть порядку в разi її виконання i забезпечує мiнiмальнiсть кофактора кривої в
разi її невиконання, iнакше в силу циклiчностi групи точок даної кривої в нiй би
iснувала мультиплiкативна пiдгрупа 𝐶8, яка породжувалась би елементом 8-го
порядку, необхiдна i достатня умова iснування якого дослiджена автором в [28],
внаслiдок чого порядок кривої був би 8𝑝.

Наступна властивiсть дає спосiб побудови кривої з заданою циклiчною пiд-
групою простого порядка 𝑞 i мiнiмальним кофактором — 4.

Зауваження 4. Якщо 𝑝 = 8𝑘 + 7, де 𝑝, 𝑞 ∈ P i 𝑝 − 3 = 4𝑞, а коефiцiєнт 𝑑
задовольняє умову суперсингулярностi (6) кривої 𝐸1,𝑑 над 𝐹𝑝, то 𝐸1,𝑑 має мi-
нiмальний кофактор 4 i мiстить просту циклiчну пiдгрупу порядка 𝑞. Якщо
𝑝 = 8𝑘 + 3, де 𝑝, 𝑞 ∈ P i 𝑝 + 1 = 4𝑞, а коефiцiєнт 𝑑 задовольняє умову супер-
сингулярностi (6) кривої 𝐸1,𝑑 над 𝐹𝑝, то 𝐸1,𝑑 має мiнiмальний кофактор 4 i
мiстить циклiчну пiдгрупу простого порядка 𝑞.

Доведення. Доведення слiдує з теореми 1 про порядок суперсингулярної
кривої над вiдповiдним 𝐹𝑝 i того факту, що точка порядку 4 [7] завжди iснує на
𝐸1,𝑑. Окрiм того проcтота пiдгрупи 𝐶𝑞 слiдує з того, що циклiчна група порядку
𝑞 не мiстить не тривiальних пiдгруп.

Висновки. Отже, знайдено необхiднi i достатнi умови суперсингулярностi
кривих 𝐸𝑎,𝑑 i елiптичних кривих для полiв 𝐹𝑝𝑛 характеристики 𝑝 = 4𝑘+3. Запро-
поновано теоретичне пiдґрунтя для нового методу перевiрки елiптичних кривих
у формi Монтгомерi i у нормальнiй формi Веєрштрасса на суперсингулярнiсть,
що ґрунтується на бiрацiональному iзоморфiзмi елiптичної кривої i дослiдженної
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Скуратовский Р. В.
Суперсингулярность эллиптических кривых и кривых Эдвардса над 𝐹𝑝𝑛

Резюме

Мы рассматриваем алгебраические кривые в форме Эдвардса и эллиптические кри-
вые Монтгомери над конечным полем 𝐹𝑝𝑛 , которые в настоящее время являются од-
ним из самых быстрых и перспективиих носителей групп, на настоящее время имеют
много применений. В работе найдены условия суперсингулярности кривых Эдвардса и
большого класса скрученных кривых Эдвардса над полем 𝐹𝑝𝑛 характеристики 𝑝 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣3
mod 4. Показано, что проективная кривая Эдвардса не является эллиптической. Иссле-
дованы некоторые интересные свойства группы точек этих кривых. Построение кривой
заданного порядка с минимальным кофактором. Подсчитан род скрученной кривой
Эдвардса. Сделан анализ ее классов суперсингулярних кривых. Найдены условия ми-
нимальности кофактора скрученной кривой Эдвардса и его род.
Ключевые слова: суперсингулярные кривые, конечное поле, эллиптическая криптогра-
фия, кривая Эдвардса, эллиптические кривые с малой степенью погружения в поле .

Skuratovskii R. V.
Supersingularity of elliptic and Edwards curves over 𝐹𝑝𝑛

Summary

We consider the algebraic curves which have form of Edwards and elliptic curves with coor-

dinates in 𝐹𝑝𝑛 . These curves are most effective support for a cyclic group of points which

have many applications now. In this paper it was found conditions of supersingularity for

Edwards curve and same case of twisted Edwards and Montgomery curves over 𝐹𝑝𝑛 where

𝑝 ≡ 3𝑚𝑜𝑑4. There was proved that projective twisted Edwards curve is not elliptic. Some

properties of this curve were investigated. Conditions of minimal cofactor of twisted Ed-

wards curve were founded. Construction of a curve with given order and minimal cofactor

was made.

Key words: supersingularity, finite field, elliptic cryptography, Edwards curve, pairing-friendly

elliptic curves.
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КОНТАКТНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПIВНЕСКIНЧЕННОГО ШАРУ

Розв’язано контактну задачу про втискування з ексцентриситетом кругового штам-
па у пiвнескiнченний пружний шар, що спирається на абсолютно жорстку основу без
тертя. На бiчнiй та нижнiй гранях пiвшару задано умови гладкого контакту. Пiд час
розв’язання використано вертикальне перемiщення точок шару, пiд дiєю зосередженої
на верхнiй межi шару сили. Отримано сингулярне iнтегральне рiвняння вiдносно невiдо-
мого контактного напруження. Розв’язок рiвняння розшукується у виглядi розвинення
за системою косинусiв у силу парностi контактного напруження вiдносно полярного
кута. В подальшому проведено ортогоналiзацiю за системою косинусiв, що приводить
до системи парних iнтегральних рiвнянь. Рiвняння розв’язано методом ортогональних
многочленiв i зведено до нескiнченної двовимiрної системи алгебраїчних рiвнянь, яку
розв’язано методом редукцiї. Отриманi осадка штампа i момент сили, що забезпечує
поступальний рух штампа, iз умов рiвноваги.
MSC: 74G05.
Ключовi слова: контактна задача, круговий штамп, пiвнескiнченний шар, сингулярне
iнтегральне рiвняння, метод редукцiї .
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Вступ. Дослiдження контактної взаємодiї твердих тiл розпочинається з
класичних робiт Ж. Буссинеска та Г. Герца [1, 2]. Г. Герцем було створено до-
статньо загальну теорiю контакта пружних тiл з гладкою поверхнею. Ж. Бус-
синеском фактично було побудовано розв’язок контактної задачi про втискува-
ння кругового штампа у пружний пiвпростiр. Велику кiлькiсть робiт присвяче-
но розв’язку просторових контактних задач для пружного шару. У цьому класi
бiльш складних задач не знайдено точних розв’язкiв, але запропоновано ефе-
ктивнi методи наближених. М. Н. Лебєдєвим та Я. С. Уфляндом у [3] розв’язано
задачу про втискування кругового штампа у пружний шар. Розв’язок побудо-
вано за допомогою iнтегрального перетворення Ханкеля та зведено до рiвняння
Фредгольма з симетричним ядром. У роботi I. I. Воровича та Ю. А. Устинова
[4] було запропоновано асимптотичний розв’язок цiєї задачi для товстого шару.
Пiзнiше В. М. Александровим та I. I. Воровичем було розроблено асимптотичнi
методи, що дозволяють знаходити розв’язки як для товстого, так i для тонкого
шару [5].

Втискування штампа невiсьовою силою у пружний шар розглянуто у робо-
тах К. Є. Єгорова [6], А. Л. Флоренса [7]. Бiльш проста задача про кручення
шару круговим штампом дослiджена Я. С. Уфляндом [8], А. Л. Флоренсом [7],
Д. В. Грилицьким [9]. У роботах Р. Лоу [10], К. Срiвастави та В. Саксени [11]
розглянуто вiсьосиметричнi контактнi задачi для пружного шару, що стискає-
ться парою штампiв кругової або кiльцевої форми. Г. Я. Поповим у роботi [12]
наближено розв’язано контактну задачу з круговою областю контакту у випадку
пружної основи загального типу. К. Є. Єгоровим розглянуто контактну задачу
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для пружного шару за дiї невiсьової вертикальної сили на круговий штамп, де
розв’язок задачi роздiлено на двi частини вiдповiдно для центральної сили та
пари сил з моментом. Задачу зведено до системи парних iнтегральних рiвнянь
Фредгольма [6]. У роботi [13] розглянуто невiсьосиметричну контактну задачу
для кругового штампа на пружнiй основi. Iнтегральне рiвняння завдяки ортого-
налiзацiї за системою косинусiв зведено до окремих iнтегральних рiвнянь вiдно-
сно контактних напружень пiд штампом, що розв’язанi методом ортогональних
многочленiв [14] та зведенi до нескiнченних систем лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь, що розв’язанi методом редукцiї. Проте вiдмiтимо, що проблеми збiжностi
двовимiрних нескiнченних систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь практично не
дослiджувались. Основний внесок тут зроблено Г. Я. Поповим у роботi [15].

Дослiдження робiт, присвячених контактним задачам теорiї пружностi для
шару за дiї кругового штампа, показало, що залишається вiдкритою проблема
дослiдження напруженого стану пiвнескiнченного шару за дiї кругового штампу
з ексцентриситетом. Не встановлено момент сили, що забезпечує поступальний
рух штампа.

Основнi результати
1. Постановка задачi та її розв’язання. У пiвнескiнченну пружну плиту

(модуль зсуву 𝐺, коефiцiєнт Пуассона 𝜇) скiнченної товщини ℎ, що спирається
на абсолютно жорстку основу без тертя, що описується у декартовiй системi
координат спiввiдношеннями 0 < 𝑥 < ∞, −∞ < 𝑦 < ∞, 0 < 𝑧 < ℎ пiд дiєю
зовнiшньої сили 𝑃 на гранi 𝑧 = ℎ втискується абсолютно жорсткий круговий у
планi штамп (рис.) ( 𝐴 — радiус штампа, 𝐵 — вiдстань вiд початку координат
до центра штампа), причому лiнiя дiючої на штамп сили не збiгається з його
вiссю. Приймаємо також, що тертя мiж штампом та плитою вiдсутнє. По торцю
пiвшару i на нижнiй гранi задано умови гладкого контакту. Потрiбно знайти
такий момент 𝑀 прикладення зосередженої сили 𝑃 , що штамп буде рухатися
поступально на невiдому величину осадки 𝛿.

Рис. Постановка задачi
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При розв’язуваннi використовується формула вертикального перемiщення то-
чок пiвшару пiд дiєю сили 𝑃 , що дiє у довiльнiй точцi (𝑎, 𝑏) гранi 𝑧 = ℎ, аналiти-
чне подання якого отримано у роботi [16]

𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 𝜇−1
1

4𝜋𝐺

∞̂

0

𝐽*
0 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏)𝐹 (ℎ𝑡)𝑑𝑡, 𝐹 (ℎ𝑡)

𝑐ℎ(2ℎ𝑡)− 1

𝑠ℎ(2ℎ𝑡) + 2ℎ𝑡
, 𝜇1 = (2−2𝜇)−1,

𝐽*
0 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 𝐽0

(︁
𝑡
√︀

(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2
)︁
+ 𝐽0

(︁
𝑡
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2
)︁
, (1)

𝐽0(𝑡) — функцiя Бесселя.
Видiлимо асимптотику пiдiнтегральної функцiї виходячи з того, що

lim
𝑡→0

𝐽0(𝑡) = 1, lim
𝑡→∞

𝐹 (𝑡) = 1,

за наступним правилом: 𝐹 (𝑡)− 1 + 1 = 𝑅(𝑡) + 1, де

𝑅(ℎ𝑡) =
2𝑒−4ℎ𝑡 − 2𝑒−2ℎ𝑡 − 4ℎ𝑡𝑒−2ℎ𝑡

1 + 4ℎ𝑡𝑒−2ℎ𝑡 − 𝑒−4ℎ𝑡
=
𝑒−2ℎ𝑡 − 2ℎ𝑡− 1

𝑠ℎ(2ℎ𝑡)
+ 2ℎ𝑡. (2)

Для того щоб перейти до кругового штампа 0 < 𝑟 < 𝐴, −𝜋 < 𝜑 < 𝜋, виконаємо
замiну до полярної системи координат

𝑥 = 𝐵 + 𝑟 cos𝜑, 𝑦 = 𝑟 sin𝜑, 𝑎 = 𝐵 + 𝜌 cos𝜓, 𝑏 = 𝜌 sin𝜓, (3)

де 𝐵 — вiдстань вiд початку координат до центра штампа.
Тодi замiсть функцiї 𝐽*

0 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) у (1) отримаємо

𝐽*
0 (𝑡, 𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓,𝐵) = 𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
+

+𝐽0

(︁
𝑡
√︀
4𝐵2 + 4𝐵(𝑟 cos𝜑+ 𝜌 cos𝜓) + 𝑟2 + 𝜌2 + 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
.

Введемо наступне позначення

𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) =
∞́

0

𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
(1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝑡,

𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)𝐵 =
∞́

0

𝐽0(𝑡
√︀

4𝐵2 + 4𝐵(𝑟 cos𝜑+ 𝜌 cos𝜓) + 𝑟2 + 𝜌2 + 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓))·

·(1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝑡.

Тодi перемiщення пiд дiєю розподiленого по круговому штампу навантаження
отримаємо у виглядi

𝑤𝑝(𝑟, 𝜑) = − 𝜇−1
1

4𝜋𝐺

�̂�

0

�̂�

−𝜋

[𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) +𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)𝐵 ] 𝑝(𝜌, 𝜓)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜓, (4)

де 𝑝(𝜌, 𝜓) — iнтенсивнiсть дiючого навантаження. Навантаження задамо таким
чином, що функцiя перемiщень буде являти собою площину, причому паралельну
осi 𝑦

𝐴𝑥+ 𝐶𝑧 +𝐷 = 0 V 𝑧 = −𝐴
𝐶
𝑥− 𝐷

𝐶
. (5)
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З iншого боку, якщо 𝛿 — вiдстань, на яку втискується штамп, 𝜔 — кут по-
вороту штампа навколо осi 𝑂𝑦, то, розглянувши локальную систему координат,
отримаємо

𝑤 = −𝛿 − 𝑥* sin𝜔, 𝑥 = 𝑥* +𝐵 ⇒ 𝑥* = 𝑥−𝐵,

а значить
𝑤 = −𝛿 − (𝑥−𝐵) sin𝜔 = −𝑥 sin𝜔 − (𝛿 −𝐵 sin𝜔).

Тодi iз (5), прирiвнявши коефiцiєнти

𝐴

𝐶
= sin𝜔,

𝐷

𝐶
= 𝛿 −𝐵 sin𝜔, 𝑧 = −𝛿 − (𝑥−𝐵) sin𝜔,

запишемо рiвняння перемiщень точок штампа

𝑤0(𝑟, 𝜑) = −𝛿 + (𝐵 + 𝑟 cos𝜑−𝐵) sin𝜔 = −𝛿 − 𝑟 cos𝜑 sin𝜔. (6)

Перемiщення верхньої межi шару (4) покладемо рiвними перемiщенням штам-
па (6) пiд дiєю на нього сили постiйної iнтенсивностi. У результатi отримаємо
iнтегральне рiвняння вiдносно невiдомого контактного напруження.

Запишемо у загальному виглядi iнтегральне рiвняння

𝑤𝑝(𝑟, 𝜑) = 𝑤0(𝑟, 𝜑), 0 < 𝑟 < 𝐴, −𝜋 < 𝜑 < 𝜋. (7)

Зробимо наступну замiну змiнних

𝑟 = 𝑟′𝐴, 𝑟′ ∈ [0, 1] 𝜌 = 𝜌′𝐴, 𝜌′ ∈ [0, 1], 𝑑𝜌 = 𝐴𝑑𝜌′,

𝑡 = 𝑡′/𝐴, 𝑑𝑡 = 𝑑𝑡′/𝐴, 𝑎 = ℎ/𝐴.
(8)

Отримаємо для (4) вираз

𝑤𝑝(𝑟
′𝐴, 𝜑) = −𝜇

−1
1 𝐴

4𝜋𝐺

1ˆ

0

�̂�

−𝜋

∞̂

0

𝐽*
0 (𝑡

′, 𝑟′, 𝜌′, 𝜑, 𝜓,𝐵/𝐴)(1 +𝑅(𝑡′𝑎))𝑝(𝜌′𝐴,𝜓)𝜌′𝑑𝜌′𝑑𝜓𝑑𝑡′.

У подальшому штрихи не пишимо. З урахуванням вигляду 𝐽*
0 можна записати

так:

𝑤𝑝(𝑟, 𝜑) = −𝜇
−1
1 𝐴

4𝜋𝐺

1ˆ

0

�̂�

−𝜋

[︀
𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) +𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)

]︀
𝑝(𝜌, 𝜓)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜓.

Тодi iнтегральне рiвняння (7) запишемо у формi

−𝜇−1
1 𝐴
4𝜋𝐺

1́

0

�́�

−𝜋

[︀
𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) +𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)

]︀
𝑝(𝜌, 𝜓)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜓 =

= −𝛿 − 𝑟𝐴 cos𝜑 sin𝜔, 0 < 𝑟 < 𝐴, −𝜋 < 𝜑 < 𝜋.

(9)

Враховуючи те, що силу прикладено симетрично вiдносно штампа, площина
𝑧𝑂𝑦 є площиною симетрiї, та тому контактне напруження буде парним вiдносно
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полярного кута та можна задавати його у виглядi розвинення у ряд по системi
косинусiв

𝑝(𝜌, 𝜓) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌) cos𝜓. (10)

Пiдставимо (10) у рiвняння (9)

−𝜇−1
1 𝐴
4𝜋𝐺

∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

[︀
𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) +𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)

]︀
cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓 =

=
∞∑︀
𝑛=0

𝑓𝑛 cos𝑛𝜑, 0 < 𝑟 < 𝐴, −𝜋 < 𝜑 < 𝜋.

(11)

Тут праву частину також розкладено у ряд за системою косинусiв, причому,
враховуючи вигляд правої частини у (9), виконуються рiвностi

𝑓0(𝑟) = −𝛿, 𝑓1 = −𝑟𝐴 sin𝜔.

Введемо позначення

𝐼1 =
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋
𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓 =

=
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

∞́

0

𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
(1 +𝑅(ℎ𝑡)) cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝑡.

(12)

𝐼2 =

∞∑︁
𝑛=0

1ˆ

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)

�̂�

−𝜋

𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓. (13)

Тодi iнтегральне рiвняння (11) приймає вигляд

−𝜇
−1
1 𝐴

4𝜋𝐺
[𝐼1 + 𝐼2] =

∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑟) cos𝑛𝜑. (14)

Розглянемо у спiввiдношеннi 𝐼1, що визначено формулой (12), iнтеграл

�̂�

−𝜋

𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
𝑝(𝜌, 𝜓)𝑑𝜓 =

0ˆ

−𝜋

+

�̂�

0

(𝐽0 · 𝑝(𝜌, 𝜓))𝑑𝜓,

де пiсля виконання у другому iнтегралi замiни 𝜓′ = −𝜓 отримаємо
�̂�

0

[︁
𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
+ 𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑+ 𝜓)

)︁]︁
𝑝(𝜌, 𝜓)𝑑𝜓.

Пiсля застосування теореми додавання для функцiї Бесселя (8.531 [23]) маємо
�̂�

0

[︃
2𝐽0(𝑡𝑟)𝐽0(𝑡𝜌) + 4

∞∑︁
𝑘=1

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌) cos 𝑘𝜑 cos 𝑘𝜓

]︃
𝑝(𝜌, 𝜓)𝑑𝜓. (15)
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Пiдставимо отриманий вираз (15) у вихiдний iнтеграл 𝐼1 (12)

𝐼1 =
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

0

cos𝑛𝜓
∞́

0

[2𝐽0(𝑡𝑟)𝐽0(𝑡𝜌)+

+4
∞∑︀
𝑘=1

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌) cos 𝑘𝜑 cos 𝑘𝜓](1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝑡

та обчислимо iнтеграли по 𝜓, враховуючи формулу (858.517 [27]).

∞∑︀
𝑛=0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

0

cos𝑛𝜓

[︂
2𝐽0(𝑡𝑟)𝐽0(𝑡𝜌) + 4

∞∑︀
𝑘=1

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌) cos 𝑘𝜑 cos 𝑘𝜓

]︂
𝑑𝜓 =

= 2𝜋𝑝0(𝜌)𝐽0(𝑡𝑟)𝐽0(𝑡𝜌) + 2𝜋
∞∑︀
𝑛=1

𝑝𝑛(𝜌)𝐽𝑛(𝑡𝑟)𝐽𝑛(𝑡𝜌) cos𝑛𝜑 =

= 2𝜋
∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)𝐽𝑛(𝑡𝑟)𝐽𝑛(𝑡𝜌) cos𝑛𝜑.

Запишемо остаточний вигляд перетворенного iнтеграла з рiвняння (14)

𝐼1 = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=0

1ˆ

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)

∞̂

0

𝐽𝑛(𝑡𝑟)𝐽𝑛(𝑡𝜌)(1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝜌𝑑𝑡 · cos𝑛𝜑. (16)

Розглянемо iнтеграл 𝐼2, визначений у (13)

𝐼1 = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=0

1ˆ

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)

�̂�

−𝜋

𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓, (17)

де

𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) =

∞̂

0

𝐽0 (𝑡 ·𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)) (1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝑡, (18)

𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) =

=
√︀

4(𝐵/𝐴)2 + 4(𝐵/𝐴)(𝑟 cos /𝑝ℎ𝑖+ 𝜌 cos𝜓) + 𝑟2 + 𝜌2 + 2𝑟𝜌 cos(𝜑+ 𝜓).

(19)

Розглянемо iнтеграл (18)

𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) =
∞́

0

𝐽0 (𝑡 ·𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)) 1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝑡 =

= 1
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

∞́

0

𝐽0 (𝑡 ·𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓))𝑅(ℎ𝑡)𝑑𝑡.
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Тут було використано формулу (6.511[23]), у другому iнтегралi пiдiнтегральна
функцiя 𝑅(ℎ𝑡), що визначена у (2), експоненцiально спадає. Пiдставимо iнте-
гральне подання функцiї Бесселя [14]

𝐽0

(︁
𝑡
√︀
(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2

)︁
=

2

𝜋

𝑝𝑖/2ˆ

0

cos [𝑡(𝑥+ 𝑎) cos 𝜉] cos [𝑡(𝑦 − 𝑏) sin 𝜉] 𝑑𝜉

в останнiй iнтеграл, враховуючи замiну змiнних (13), (8)

𝑊𝐵/𝐴 =
1

𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)
+

+
2

𝜋

∞́

0

𝑅(𝑡𝑎)
𝜋/2´
0

cos [𝑡(2𝐵/𝐴+ 𝑟 cos𝜑+ 𝜌 cos𝜓) cos 𝜉]×

× cos [𝑡(𝑟 sin𝜑− 𝜌 sin𝜓) sin 𝜉] 𝑑𝜉 𝑑𝑡.

(20)

Пiсля застосування формул (401.03., 401.04. [27]), знайдемо

cos[𝑡𝑐(𝑥+ 𝑎)] cos[𝑡𝑠(𝑦 − 𝑏)] =

= cos(𝑡𝑐𝑥) cos(𝑡𝑐𝑎) cos(𝑡𝑠𝑦) cos(𝑡𝑠𝑏) + cos(𝑡𝑐𝑥) cos(𝑡𝑐𝑎) sin(𝑡𝑠𝑦) sin(𝑡𝑠𝑏)−

− sin(𝑡𝑐𝑥) sin(𝑡𝑐𝑎) cos(𝑡𝑠𝑦) cos(𝑡𝑠𝑏)− sin(𝑡𝑐𝑥) sin(𝑡𝑐𝑎) sin(𝑡𝑠𝑦) sin(𝑡𝑠𝑏).

Тут використанi позначення

𝑡 cos 𝜉 = 𝑡𝑐, 𝑡 sin 𝜉 = 𝑡𝑠.

Пiдставимо отриманий вираз (20) у 𝐼2, що визначено у (17),

𝐼2 = 𝐴

1ˆ

0

𝜌

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)

�̂�

−𝜋

cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓

𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)
+

+ 2𝐴
𝜋

∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) cos𝑛𝜓
𝜋/2´
0

𝐹 *𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝑡𝑑𝜉,

(21)

де

𝐹 * = cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)] cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] +

+ cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)] sin [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)]−

− sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)] cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)]−

− sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)] sin [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] .
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В iнтегралi (21) використаємо парнiсть пiдiнтегральної функцiї 𝐹 * за змiнною 𝜉
та зробимо в отриманому iнтегралi замiну

sin 𝜉 = 𝜏, cos 𝜉 =
√︀
1− 𝜏2, 𝑑𝜉 =

𝑑𝜏√
1− 𝜏2

.

Застосуємо квадратурну формулу Гаусса [36] до отриманого iнтеграла

1

2

𝜋/2ˆ

−𝜋/2

𝐹 *𝑑𝜉 =
1

2

1ˆ

−1

𝐹 *(𝜏)𝑓𝑟𝑎𝑐𝑑𝜏
√︀
1− 𝜏2 =

1

2

𝜋

𝑁

1∑︁
−1

𝐹 *(𝜏𝑁𝑖 ),

𝜏𝑖 = cos 2𝑖−1
2𝑁 𝜋, 𝑖 = 1, 𝑁 – нулi многочлена Чебишева першого роду. Тодi iнтеграл

(21) перетвориться до вигляду

𝐼2 = 𝐴
1́

0

𝜌
∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+𝐴
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) cos𝑛𝜓 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

𝐹 *(𝜏𝑁𝑖 )𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝑡.

(22)

Змiнимо порядок iнтегрування та розглянемо

�́�

−𝜋
𝐹 *(𝜏𝑁𝑖 ) cos𝑛𝜓𝑑𝜓 =

= cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

−𝜋
cos𝑛𝜓 cos

[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓+

+cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

−𝜋
cos𝑛𝜓 cos

[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓−

− sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

−𝜋
cos𝑛𝜓 sin

[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓−

− sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

−𝜋
cos𝑛𝜓 sin

[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓.

Видно, що у другому та четвертому iнтегралах пiдiнтегральнi функцiї непарнi, а
значить, цi iнтеграли дорiвнюють нулю. У першому та третьому – парнi, значить
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можемо записати

�́�

−𝜋
𝐹 *(𝜏𝑁𝑖 ) cos𝑛𝜓𝑑𝜓 =

= 2 cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

0

cos𝑛𝜓 cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓−

−2 sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

0

cos𝑛𝜓 sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓.

Таким чином, для другого доданка (22) з урахуванням замiни sin 𝜉 = 𝜏 маємо

2𝐴

∞∑︁
𝑛=0

1ˆ

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)

∞̂

0

𝑅(𝑡𝑎)
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐹 **(𝜏𝑁𝑖 )𝑑𝜌𝑑𝑡, (23)

де

𝐹 **(𝜏𝑁𝑖 ) = cos
[︁
𝑡
√︀
1− 𝜏2𝑖 (

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑]×

×
�́�

0

cos𝑛𝜓 cos
[︁
𝑡
√︀
1− 𝜏2𝑖 (

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜓] 𝑑𝜓−

− sin
[︁
𝑡
√︀
1− 𝜏2𝑖 (

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑]×

×
�́�

0

cos𝑛𝜓 sin
[︁
𝑡
√︀
1− 𝜏2𝑖 (

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜓] 𝑑𝜓.

Використаємо формули (401.03., 401.01. [27]). Введемо позначення

𝐼
(1)
𝑛𝑖 (𝜌) =

�́�

0

cos𝑛𝜓 cos
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (
𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜓] 𝑑𝜓,

𝐼
(2)
𝑛𝑖 (𝜌) =

�́�

0

cos𝑛𝜓 sin
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (
𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜓] 𝑑𝜓.

(24)

Пiсля виконання перетворень, отримаємо вираз для доданка (23)

2𝐴
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

{cos
[︁
𝑡
√︀
1− 𝜏2𝑖 (2

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(1)𝑛𝑖 (𝜌)−

− sin
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (2
𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(2)𝑛𝑖 (𝜌)}𝑑𝜌𝑑𝑡.

(25)
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Запишемо остаточний вираз для iнтеграла 𝐼2

𝐼2 = 𝐴
1∑︀
0
𝜌

∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+2𝐴
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

{cos
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (2
𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(1)𝑛𝑖 (𝜌)−

− sin
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (2
𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(2)𝑛𝑖 (𝜌)}𝑑𝜌𝑑𝑡.

(26)

У результатi проведених перетворень iнтегральне рiвняння (14), враховуючи (16),
запишемо у формi

−𝜇−1
1 𝐴
4𝜋𝐺 [2𝜋

∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝐽𝑛(𝑡𝑟)𝐽𝑛(𝑡𝜌)(1 +𝑅(𝑡𝑎))𝑑𝜌𝑑𝑡 · cos𝑛𝜑+

+
1́

0

𝜌
∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+2
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

{cos
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (2
𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(1)𝑛𝑖 (𝜌)−

− sin
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (2
𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(2)𝑛𝑖 (𝜌)}𝑑𝜌𝑑𝑡] =

=
∞∑︀
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑟) cos𝑛𝜑,

(27)

де функцiю 𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) визначено у (19), 𝑅(𝑡𝑎) у (2) з замiною ℎ на 𝑎, 𝐼(𝑖)𝑛𝑖 (𝑝),
𝑖 = 0, 1 – у спiввiдношеннях (24).

Домножимо рiвняння (27) на cos 𝑘𝜑, 𝑘 = 0, 1, 2, ... та проiнтегруємо на промiж-
ку 𝜑 ∈ [0, 𝜋] з використанням ортогональностi системи косинусiв. Для першого
доданка

𝐼1 = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=0

1ˆ

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)

∞̂

0

𝐽𝑛(𝑡𝑟)𝐽𝑛(𝑡𝜌)(1 +𝑅(𝑡𝑎))𝑑𝜌𝑑𝑡 · cos𝑛𝜑

отримаємо

𝐼1 = 𝜋2𝛿*𝑘

1́

0

𝜌𝑝𝑘(𝜌)
∞́

0

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌)(1 +𝑅(𝑡𝑎))𝑑𝜌𝑑𝑡,

𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝛿*𝑘 =

⎧⎨⎩2, 𝑘 = 0

1, 𝑘 6 1

(28)
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Для другого доданка рiвняння (27) будемо мати

𝐼2 =
1́

0

𝜌
∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

�́�

0

cos𝑛𝜓·cos 𝑘𝜑𝑑𝜌𝑑𝜓
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑓𝑛𝑘(𝑅, 𝜌)𝑑𝜌𝑑𝑡,

(29)

де
𝑓𝑛𝑘(𝑅, 𝜌) = cos

[︁
2𝐵𝐴 𝑡

√︀
1− 𝜏2𝑖

]︁{︁
𝐼
(1)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(1)
𝑘𝑖 (𝑟)− 𝐼

(2)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(2)
𝑘𝑖 (𝑟)

}︁
−

− sin
[︁
2𝐵𝐴 𝑡

√︀
1− 𝜏2𝑖

]︁{︁
𝐼
(1)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(2)
𝑘𝑖 (𝑟)− 𝐼

(2)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(2)
𝑘𝑖 (𝑟)

}︁
.

Якщо ввести позначення

𝐹 *
𝑛𝑘(𝑟, 𝜌) =

1
2

1́

0

𝜌
∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

�́�

0

cos𝑛𝜓·cos 𝑘𝜑𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝜑
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑓𝑛𝑘(𝑅, 𝜌)𝑑𝜌𝑑𝑡,

(30)

iнтегральне рiвняння (27) пiсля ортогоналiзацiї за системою косинусiв, врахову-
ючи (28), (29), запишеться у виглядi

−𝜇−1
1 𝐴
2𝜋𝐺

[︂
𝜋2𝛿*𝑘

1́

0

𝜌𝑝𝑘(𝜌)
∞́

0

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌)(1 +𝑅(𝑡𝑎))𝑑𝜌𝑑𝑡+ 𝐹 *
𝑛𝑘(𝑟, 𝜌)

]︂
= 𝑓𝑘(𝑟),

𝑘 = 0, 1, 2, ...

(31)

Для правої частини будемо мати

𝑓𝑘(𝑟) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑟)
�́�

0

cos 𝑘𝜑 cos𝑛𝜑𝑑𝜑 =

= 𝑓0(𝑟)
�́�

0

cos 𝑘𝜑𝑑𝜑+ 𝑓1(𝑟)
�́�

0

cos 𝑘𝜑 cos𝜑𝑑𝜑 = 𝜋𝛿𝑘0𝑓0(𝑟) +
𝜋
2 𝛿𝑘1𝑓1(𝑟).

Використаємо результат роботи [70]

𝑊 𝜈
𝜇,𝛾(𝑥, 𝑦) =

∞̂

0

𝑡𝜈𝐽𝜇(𝑡𝑥)𝐽𝛾(𝑡𝑦)𝑑𝑡, 𝑅𝑒𝜈 < 1, 𝑅𝑒(𝜈 + 𝜇+ 𝛾) > −1,

де у нашому випадку iнтеграл Вебера—Шафхейтлiна приймає вигляд

𝑊𝑘,𝑘(𝑟, 𝜌) =
∞́

0

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌)𝑑𝑡, 𝜈 = 0, 𝜇 = 𝛾 = 𝑘

2𝜎+ = 1− 𝜈 − (𝛾 − 𝜇) = 1, 2𝜎− = 1− 𝜈 + (𝛾 − 𝜇) = 1 ⇒

𝜎± = 1
2 , 2𝜎− = 1 + 𝜈 + 𝛾 + 𝜇 = 1 + 2𝑘 ⇒ 𝜎 = 1

2 + 𝑘.
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Виходячи iз спектрального спiввiдношення [70]
∞̂

0

𝑊𝑘,𝑘(𝑥, 𝑦)√︀
1− 𝑦2

𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝑦2)𝑌 𝑘+1𝑑𝑦 = 𝜎𝑚𝑘𝑥

𝑘𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝑥2), (32)

де 𝜎𝑚𝑘 =
Γ(𝑚+ 1

2 )Γ(𝑚+𝑘+ 1
2 )

2𝑚!Γ(𝑚+𝑘+1) , 𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1−2𝑦2) – многочлени Якобi, розв’язок рiвня-

ння (31) будемо шукати у виглядi

𝑝𝑘(𝜌) =
𝜌𝑘√︀
1− 𝜌2

∞∑︁
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2). (33)

Пiдставимо розв’язок (33) у перший iнтеграл рiвняння (31) та використаємо спiв-
вiдношення (32)

1́

0

𝜌𝑘+1√
1−𝜌2

∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2)𝑊𝑘,𝑘)(𝑟, 𝜌)𝑑𝜌 =

∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚
1́

0

𝑊𝑘,𝑘)(𝑟,𝜌)√
1−𝜌2

𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2)𝜌𝑘+1𝑑𝜌 =

∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝜎𝑘𝑚𝑟
𝑘𝑃

𝑘,− 1
2

𝑚 (1− 2𝜌2).

Пiсля пiдстановки розв’язку до другого iнтеграла рiвняння (31) отримаємо

∞∑︁
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚

1ˆ

0

∞̂

0

𝜌𝑘+1√︀
1− 𝜌2

𝑅(𝑡𝑎)𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌)𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2)𝑑𝜌𝑑𝑡.

У залишених доданках будемо пiдставляти розвинення

𝑝𝑛(𝜌) =
𝜌𝑛√︀
1− 𝜌2

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝑃
𝑛,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2).

Пiсля пiдстановки розв’язку (33) рiвняння (31) буде мати вигляд

−𝜇−1
1 𝐴
2𝜋𝐺 [𝜋2𝛿*𝑘{

∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝜎𝑚𝑘𝑟
𝑘𝑃

𝑘,− 1
2

𝑙 (1− 2𝜌2)+

+
∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚
1́

0

∞́

0

𝜌𝑘+1√
1−𝜌2

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌)𝑃
𝑘,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2)𝑑𝜌𝑑𝑡}+ 𝐹 *
𝑛𝑘𝑙(𝑟, 𝜌)] = 𝑓𝑘(𝑟),

𝑘 = 0, 1, 2, ...

(34)
де

𝐹 *
𝑛𝑘𝑙(𝑟, 𝜌) =

1
2

∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑛+1√
1−𝜌2

∞∑︀
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝑃
𝑘,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2)
�́�

−𝜋

�́�

0

cos𝑛𝜓·cos 𝑘𝜑𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝜑
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑛+1√
1−𝜌2

∞∑︀
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝑃
𝑘,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑓𝑛𝑘(𝑟, 𝜌)𝑑𝜌𝑑𝑡.
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Виконаємо ортогоналiзацiю за многочленами Якобi. Скористаємося форму-
лою (7.391(1), [23]) з наступною замiною змiнних

𝑥 = 1− 2𝑦2, 𝑑𝑥 = −4𝑦𝑑𝑦, 𝑥 = −1 → 𝑦 = 1, 𝑥 = 1 → 𝑦 = 0.

Врахуємо, що 𝛽 = − 1
2 , 𝛼 = 𝑘. Тодi отримаємо формулу ортогональностi

1ˆ

0

𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2)𝑃

𝑘,− 1
2

𝑗 (1− 2𝜌2)√︀
1− 𝜌2

𝑦2𝑘+1𝑑𝑦 = 𝜎*
𝑗𝑘𝛿𝑗𝑚, (35)

де 𝜎*
𝑗𝑘 =

Γ(𝑗 + 1
2 )Γ(𝑘 + 𝑗 + 1)

2𝑗!Γ(𝑚+ 𝑘 + 1
2 )(𝑘 + 2𝑗 + 1

2 )
, 𝛿𝑗𝑚 — символ Кронекера.

Виходячи iз формули (35) проiнтегруємо за змiнною 𝑟 на промiжку [0, 1] рiв-
няння (34) з вагою 𝑟𝑘+1(1− 𝑟2)−

1
2𝑃

𝑘,− 1
2

𝑗 (1− 2𝑟2)

1ˆ

0

𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2)𝑃

𝑘,− 1
2

𝑗 (1− 2𝜌2)√︀
1− 𝜌2

𝑟2𝑘+1𝑑𝑟 = 𝜎*
𝑗𝑘𝛿𝑚𝑗 ;

∞∑︁
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚

1ˆ

0

1ˆ

0

∞̂

0

𝑅(𝑡𝑎)𝐽𝑘𝐽𝑘(𝑡𝜌)
𝜌𝑛+1𝑃

𝑛,− 1
2

𝑚 (1− 2𝜌2)√︀
1− 𝜌2

𝜌𝑛+1𝑃
𝑛,− 1

2
𝑗 (1− 2𝜌2)
√
1− 𝑟2

𝑑𝜌𝑑𝑟𝑑𝑡 =

=

∞∑︁
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝐴
(𝑘)
𝑚𝑗 ;

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙

1ˆ

0

𝜌𝑛+1𝑃
𝑛,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2)√︀
1− 𝜌2

1ˆ

0

𝜌𝑛+1𝑃
𝑛,− 1

2
𝑗 (1− 2𝜌2)
√
1− 𝑟2

�̂�

−𝜋

�̂�

0

cos𝑛𝜓 · cos 𝑘𝜑𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝜑
𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)

=

=

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝐶
(𝑘)
𝑗𝑛𝑙;

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙

1ˆ

0

𝜌𝑛+1𝑃
𝑛,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2)√︀
1− 𝜌2

1ˆ

0

𝜌𝑛+1𝑃
𝑛,− 1

2
𝑗 (1− 2𝜌2)
√
1− 𝑟2

∞̂

0

𝑅(𝑡𝑎)
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑓𝑛𝑘(𝑟, 𝜌)𝑑𝜌𝑑𝑡 =

=

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝐵
(𝑘)
𝑗𝑛𝑙.

Для правої частини рiвняння запишемо

𝑓𝑘𝑗 = −
1ˆ

0

[︂
𝛿𝑘0𝛿 +

1

2
𝛿𝑘1𝑟𝐴 sin𝜔

]︂
𝜌𝑘+1𝑃

𝑘,− 1
2

𝑗 (1− 2𝑟2)
√
1− 𝑟2

.
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Отримано нескiнченну двовимiрну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

−𝜇−1
1 𝐴
2𝐺 [𝜋2𝛿*𝑘

{︂
𝜎𝑘𝑗𝜎

*
𝑘𝑗𝑝𝑘𝑗 +

∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝐴
(𝑘)
𝑚𝑗

}︂
+

+ 1
𝜋2

∞∑︀
𝑛=0

∞∑︀
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙(𝐶
(𝑘)
𝑗𝑛𝑙 +𝐵

(𝑘)
𝑗𝑛𝑙)] = 𝑓𝑘𝑗 , 𝑘, 𝑗 = 0,∞.

(36)

Регуляризируємо її, привiвши до стандартного вигляду нескiнченної двовимiрної
системи [69]

𝑥𝑘𝑗 −
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑡𝑘𝑗𝑛𝑙𝑥𝑛𝑙 = 𝑓𝑘𝑗 , 𝑘, 𝑗 = 0,∞.

Позначимо
Λ𝑘𝑗 = 𝜎*

𝑘𝑗 · 𝜎𝑘𝑗 .

Перетворимо доданок у (36)

∞∑︁
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝐴
(𝑘)
𝑚𝑗 =

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑘𝑙𝐴
(𝑘)
𝑙𝑗 =

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝛿𝑛𝑘𝐴
(𝑘)
𝑙𝑗 =

∞∑︁
𝑙=0

𝐴
(𝑘)
𝑙𝑗

∞∑︁
𝑛=0

𝛿𝑛𝑘𝑝𝑛𝑙 =

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑘𝑙𝐴
(𝑘)
𝑙𝑗 .

Тодi

1

2
𝛿𝑘

{︃
Λ𝑘𝑗𝑝𝑘𝑗 +

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝛿𝑛𝑘𝐴
(𝑘)
𝑙𝑗 𝛿𝑛𝑘

}︃
+

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝐵
*(𝑘)
𝑗𝑛𝑙 =

2𝐺𝜇1

𝐴
𝑓𝑘𝑗 ,

де 𝐵*(𝑘)
𝑗𝑛𝑙 = 1

𝜋2 (𝐶
(𝑘)
𝑗𝑛𝑙 +𝐵

(𝑘)
𝑗𝑛𝑙). Запишемо нескiнченну систему (36) у виглядi

Λ𝑘𝑗𝑝𝑘𝑗 −
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

[︁
−𝐴(𝑘)

𝑛𝑙 𝛿𝑛𝑘 − 𝛿*𝑘𝐵
*(𝑘)
𝑗𝑛𝑙

]︁
𝑝𝑛𝑙 = 𝛿*𝑘

2𝐺𝜇1

𝐴
𝑓𝑘𝑗 , (37)

де 𝛿*𝑘 =

⎧⎨⎩1, 𝑘 = 0

2, 𝑘 6 1
. Для запису системи у стандартнiй формi знайдемо асимпто-

тику Λ𝑘𝑗 .

𝜎𝑘𝑗 =
1
2𝑗

− 1
2

(︁
1 +𝑂( 1𝑗 )

)︁
1

(𝑗+𝑘)
1
2

(︁
1 +𝑂( 1

𝑗+𝑘 )
)︁
,

𝜎*
𝑘𝑗 =

1
2𝑗

− 1
2

1
𝑘+2𝑗+ 1

𝑗

(︁
1 +𝑂( 1𝑗 )

)︁
(𝑗 + 𝑘)

1
2

(︁
1 +𝑂( 1

𝑗+𝑘 )
)︁
,

таким чином,

Λ𝑘𝑗 =
1

4

𝑗−1

𝑘 + 2𝑗 + 1
2

(︂
1 +𝑂(

1

𝑗
)

)︂(︂
1 +𝑂(

1

𝑗 + 𝑘
)

)︂
.

Зробимо замiну
𝑝*𝑘𝑗 =

√︀
Λ𝑘𝑗𝑝𝑘𝑗 ,
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пiсля чого роздiлимо обидвi частини рiвняння (37) на
√︀
Λ𝑘𝑗 та запишемо нескiн-

ченну систему у стандартнiй формi

𝑝*𝑘𝑗 −
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑇𝑛𝑙𝑘𝑗𝑝
*
𝑘𝑗 = 𝑓*𝑘𝑗 , (38)

де

𝑇𝑛𝑙𝑘𝑗 = − 1√︀
Λ𝑘𝑗

√
Λ𝑛𝑙

[︁
𝐴

(𝑘)
𝑙𝑗 𝛿𝑛𝑘 + 𝛿*𝑘𝐵

*(𝑘)
𝑗𝑛𝑙

]︁
, (39)

Λ𝑛𝑙 =

[︂
Γ(𝑙 + 1

2 )

2𝑙!

]︂2
1

𝑛+ 2𝑙 + 1
2

, 𝑓*𝑘𝑗 = 𝛿*𝑘
2𝐺𝜇1

𝐴

𝑓𝑘𝑗√︀
Λ𝑘𝑗

, 𝛿*𝑘 =

⎧⎨⎩1, 𝑘 = 0

2, 𝑘 6 1

Будемо вважати, що штамп пiд дiєю прикладеної з ексцентриситетом е сили
рухається поступально, тобто кут повороту 𝜔 = 0. Необхiдно визначити ексцен-
триситет, що забезпечить таке перемiщення. Права частина рiвняння (38) у цих
припущеннях запишеться у формi

𝑓*𝑘𝑗 = 𝛿*𝑘 · 𝛿𝑘0
2𝐺𝜇1

𝐴

𝛿√︀
Λ𝑘𝑗

1ˆ

0

𝑟𝑘+1𝑃
𝑘,− 1

2
𝑗 (1− 2𝑟2)
√
1− 𝑟2

.

Матриця коефiцiєнтiв має вигляд (39), де

𝐴𝑘𝑙𝑗 =
1́

0

1́

0

𝜌𝑘+1√
1−𝜌2

· 𝑃 𝑘,−
1
2

𝑙 (1− 2𝜌2) · 𝑟𝑘+1
√
1−𝑟2 · 𝑃 𝑘,−

1
2

𝑗 (1− 2𝑟2)·

·
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) · 𝐽𝑘(𝑡𝜌) · 𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝑑𝜌𝑑𝑟𝑑𝑡,

𝑅(𝑡𝑎) =
𝑒−2𝑡𝑎 − 1− 2𝑡𝑎

𝑠ℎ2𝑡𝑎+ 2𝑡𝑎
, 𝑎 =

ℎ

𝐴
,

𝐵
*(𝑘)
𝑗𝑛𝑙 =

1

𝜋2

[︀
𝐶𝑘𝑗𝑛𝑙 −𝐵𝑘𝑗𝑛𝑙

]︀
,

𝐶𝑘𝑗𝑛𝑙 =
1
2

1́

0

1́

0

𝜌𝑛+1√
1−𝜌2

· 𝑃𝑛,−
1
2

𝑙 (1− 2𝜌2) · 𝑟𝑘+1
√
1−𝑟2 · 𝑃 𝑘,−

1
2

𝑗 (1− 2𝑟2)·

·
�́�

−𝜋

�́�

0

𝐹 (𝜓, 𝜑; 𝑟, 𝜌)𝑑𝜌𝑑𝑟𝑑𝜓𝑑𝜑,

𝐹 (𝜓, 𝜑; 𝑟, 𝜌) =
cos𝑛𝜓 · cos 𝑘𝜑√︀

4𝑏2 + 4𝑏(𝑟 cos𝜑+ 𝜌 cos𝜓)2𝑟2 + 𝜌2 + 2𝑟𝜌 cos(𝜑+ 𝜓)
,

𝐵𝑘𝑗𝑛𝑙 =
1
2

1́

0

1́

0

𝜌𝑛+1√
1−𝜌2

· 𝑃𝑛,−
1
2

𝑙 (1− 2𝜌2) · 𝑟𝑘+1
√
1−𝑟2 · 𝑃 𝑘,−

1
2

𝑗 (1− 2𝑟2)·

·
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

𝐹 *(𝑡, 𝜏𝑖, 𝜌, 𝑟), 𝑑𝜌𝑑𝑟𝑑𝑡,

𝐹 *(𝑡, 𝜏, 𝜌, 𝑟) = cos[2𝑡𝐵𝐴 sin 𝜏𝑖] ·
{︁
𝐼
(1)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(1)
𝑘𝑖 (𝑟)− 𝐼

(2)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(2)
𝑘𝑖 (𝑟)

}︁
−

− sin[2𝑡𝐵𝐴 sin 𝜏𝑖] ·
{︁
𝐼
(1)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(2)
𝑘𝑖 (𝑟)− 𝐼

(2)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(1)
𝑘𝑖 (𝑟)

}︁ ,
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𝐼
(1)
𝑛𝑖 =

�̂�

0

cos(𝑛𝜓) · [𝑡 · 𝜌 · cos 𝜏𝑖 · sin𝜓] · cos(𝑛𝜓) · [𝑡 · 𝜌 · sin 𝜏𝑖 · cos𝜓] 𝑑𝜓,

𝐼
(2)
𝑛𝑖 =

�̂�

0

cos(𝑛𝜓) · [𝑡 · 𝜌 · cos 𝜏𝑖 · sin𝜓] · sin(𝑛𝜓) · [𝑡 · 𝜌 · sin 𝜏𝑖 · cos𝜓] 𝑑𝜓,

𝜏𝑖 =
2𝑖− 1

2𝑁
𝜋; 𝑖 = 1, 𝑁.

Систему (38) розв’язано методом редукцiї. У задачi є два невiдомих параме-
три: 𝛿 — величина поступальної осадки штампа пiд дiєю нецентральної верти-
кальної сили; 𝑀 – момент сили, що забезпечує необхiдне перемiщення. Шуканi
параметри знайдемо з умов рiвноваги штампа:

1. Сума проекцiй усiх сил, що прикладено до тiла, дорiвнює нулю.

2. Сума моментiв усiх сил, що прикладено до тiла, дорiвнює нулю.
�̂�

0

�̂�

0

𝑝(𝜌, 𝜓)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜓 = 𝑃,

�̂�

0

�̂�

0

𝑝(𝜌, 𝜓)𝜌2𝑠𝑖𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓 =𝑀.

2. Результати розрахункiв та їх аналiз. Числовi розрахунки проведено
для шару з мiдi (𝜇 = 1/3, 𝐺 = 44.7 ГПа) товщиною ℎ = 1 в залежностi вiд 𝐵
– вiдстанi вiд бiчної стiнки пiвшару до центра штампа, радiуса 𝐴 = 1. У таблицi
наведено значення осадки штампа i момента сили при вiдстанi вiд бiчної стiнки
пiвшару до центра кругового штампа, що дорiвнює 𝐵 = 1, 𝐵 = 5, 𝐵 = 10
вiдповiдно, для рiзних значень 𝑁 в редукцiї двовимiрної нескiнченної системи.

Таблиця

Осадка штампа та момент сили

𝛿 𝑀

𝐵 = 1
𝑁 = 1(4× 4) 0.00310 0.50046

𝑁 = 2(9× 9) 0.00291 0.51493

𝐵 = 5
𝑁 = 1(4× 4) 0.00274 0.51527

𝑁 = 2(9× 9) 0.00235 0.51406

𝐵 = 10
𝑁 = 1(4× 4) 0.00312 0.51303

𝑁 = 2(9× 9) 0.00290 0.51301

Висновки.

1. Розв’язано контактну задачу про втискування кругового жорсткого штам-
па невiсьовою силою у пружний пiвнескiнченний шар.

2. Побудовано наближенi формули для визначення осадки штампа та момен-
та сили, що забезпечує поступальний рух штампа. Проблему зведено до
сингулярного iнтегрального рiвняння вiдносно невiдомого контактного на-
пруження, що розв’язано методом ортогональних многочленiв i зведено до
нескiнченної двовимiрної системи алгебраїчних рiвнянь, яку розв’язано ме-
тодом редукцiї.
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Фесенко А. А.
Контактная задача для полубесконечного слоя

Резюме

В работе рассмотрена контактная задача о вдавливании с эксцентриситетом кругового
штампа в полубесконечный упругий слой, опирающийся на абсолютно жесткое основа-
ние без трения. На боковой и нижней гранях полуслоя заданы условия гладкого кон-
такта. При решении использовано вертикальное перемещение точек слоя под действи-
ем сосредоточенной на верхней границе слоя силы. Получено сингулярное интеграль-
ное уравнение относительно неизвестного контактного напряжения. Решение уравнения
разыскивается в виде разложения по системе косинусов в силу четности контактного
напряжения относительно полярного угла. В дальнейшем проведена ортогонализация
по системе косинусов, что приводит к системе парных интегральных уравнений. Сингу-
лярное интегральное уравнение решено методом ортогональных многочленов и сведено
к бесконечной двумерной системе алгебраических уравнений, которая решена методом
редукции. Получены осадка штампа и момент силы, который обеспечивает поступа-
тельное движение штампа, из условий равновесия.
Ключевые слова: контактная задача, круговой штамп, полубесконечный слой, сингу-
лярное интегральное уравнение, метод редукции .

Fesenko A. A.
The contact problem for an elastic semi-infinite layer

Summary

It is solved the contact problem on the action of a circular stamp with an extra-central power

on the elastic semi-infinite layer. On the lateral and lower side of the layer the conditions

of the smooth contact are given. The solution of the elastic problem for the semi-infinite

layer when concentrated force was situated on the upper side of the layer was used. This

problem was solved by the new method which is based on the reduction of Lame’s equations

system to two together and one independent solved equations relatively to the new unknown

functions associated with the displacements. Using of the integral transformations reduces

the problem to a one-dimensional vector boundary value problem that to be solved exactly by

the apparatus of the matrix differential calculus. The singular integral equation with respect

to unknown contact pressure was obtained. The problem was reduced to the singular integral

equation which was solved by the method of the orthogonal polynomials and was reduced

to the infinite two-dimensional system of algebraic equations. These equations were solved

by the reduction method. As a result the eccentricity and precipitation of the stamp that

provide its forward movement were determined.

Key words: contact problem, circular stamp, semi-infinite layer, singular integral equation,

reduction method.
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OSCILLATION CRITERIA FOR HIGHER ORDER SUBLINEAR
DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS

The results of this paper were reported at International Workshop “Nonlinear
Analysis and Nonautonomous Ordinary Differential Equations”, Odesa, Ukraine,
June 23-27, 2017.

In the interval [𝑎,+∞[ , the sublinear differential equations of order 𝑛 > 2 are considered.
A solution of such equation is called proper if it is not identically equal to zero in any
neighbourhood of +∞. The proper solution is called oscillatory if it changes its sign in
any neighbourhood of +∞. We say that the equation has property 𝐴 if every its proper
solution for 𝑛 even is oscillatory, and for 𝑛 odd either oscillatory or monotone and vanishing
at infinity together with their derivatives up to order 𝑛− 1, inclusive.

To investigate oscillatory properties of the above-mentioned equations the sets
𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R) and ̃︁𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R) of sublinear with respect to the second argument
continuous functions 𝑓 : [𝑎,+∞[×R → R are introduced (see Definitions 1 and 2).

In the case when 𝑓 ∈𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R), for the differential equation

𝑢(𝑛)(𝑡) = 𝑓
(︀
𝑡, 𝑢(𝜏(𝑡))

)︀
the criterion of the existence of property 𝐴 and in the case when 𝑓 ∈ ̃︁𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R) the
criterion of oscillation of all proper solutions are established.

As an example, the delay differential equation

𝑢′′(𝑡) = 𝑝(𝑡)
[︀
ln(1 + |𝑢(𝜏(𝑡))|)

]︀𝜇
sgn(𝑢(𝜏(𝑡)))

is considered, where 𝜇 is a positive constant, while 𝑝 : [𝑎,+∞[→ ]−∞, 0] and 𝜏 : [𝑎,+∞[→
[1,+∞[ are continuous functions. It is stated that if 𝑛 is even, or 𝑛 is odd and

lim sup
𝑡→+∞

𝜏(𝑡)

𝑡
< 1,

then for all proper solutions of that equation to be oscillatory, it is necessary and sufficient
that the equality

+∞ˆ

𝑎

[ln(𝜏(𝑡))]𝜇𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 = −∞

be satisfied.
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Key words: delay differential equation, nonautonomous, sublinear, proper solution, oscilla-

tory solution, property 𝐴, oscillation criterion.
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Introduction. The problem on the oscillation of solutions of nonautonomous
ordinary differential and functional differential equations has long been attracting the
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attention of mathematicians and is the subject of numerous studies (see, e.g., [1–18]
and the references therein). Nevertheless, this problem for some classes of sublinear
equations still remains unsolved. The results of the present paper fill up to some
extent the existing gap.

On the infinite interval [𝑎,+∞[ consider the differential equation

𝑢(𝑛)(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝜏(𝑡)), (1)

where 𝑛 > 2, 𝑎 > 1, while 𝑓 : [𝑎,+∞[×R → R and 𝜏 : [𝑎,+∞[→ R are continuous
functions such that

𝑓(𝑡, 𝑥)𝑥 6 0 for 𝑡 > 𝑎, 𝑥 ∈ R, (2)

1 < 𝜏(𝑡) 6 𝑡 for 𝑡 > 𝑎, lim
𝑡→+∞

𝜏(𝑡) = +∞. (3)

Let 𝑡0 > 𝑎. The 𝑛-times continuously differentiable function 𝑢 : [𝑡0,+∞[→ R is
said to be a solution of equation (1) defined on the interval [𝑡0,+∞[ if there
exists a continuous function 𝑢0 : ]−∞, 𝑡0] such that

𝑢(𝑛)(𝑡) = 𝑓
(︀
𝑡, 𝑤(𝑢)(𝜏(𝑡))

)︀
for 𝑡 > 𝑡0,

where

𝑤(𝑢)(𝑡) =

{︃
𝑢(𝑡) for 𝑡 > 𝑡0,

𝑢0(𝑡) for 𝑡 6 𝑡0.

A solution 𝑢 of equation (1) defined on some infinite interval [𝑡0,+∞[⊂ [𝑎,+∞[
is said to be proper if it is not identically equal to zero in any neighborhood of +∞.

A proper solution 𝑢 : [𝑡0,+∞[→ R of equation (1) is said to be:

• oscillatory if it changes its sign in any neighbourhood of +∞ and nonoscil-
latory, otherwise;

• Kneser solution if there exists 𝑡1 > 𝑡0 such that

(−1)𝑖−1𝑢(𝑖−1)(𝑡)𝑢(𝑡) > 0 for 𝑡 > 𝑡1;

• vanishing at infinity if
lim

𝑡→+∞
𝑢(𝑡) = 0.

Following [16], we say that equation (1) has property 𝐴 if every its proper
solution for 𝑛 even is oscillatory, and for 𝑛 odd either is oscillatory or is vanishing at
infinity Kneser solution.

Besides these definitions generally accepted in the oscillation theory, we apply
also the following two definitions.

Definition 1. The function 𝑓 : [𝑎,+∞[×R → R belongs to the set
𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R) if there exist numbers 𝜆 ∈ [0, 1[ , 𝑟0 > 0, 𝑟 > 1 and a nonde-
creasing function 𝛿 : ]0, 𝑟0] → ]0, 1] such that

|𝑓(𝑡, 𝑦)| > 𝛿(|𝑥|)|𝑓(𝑡, 𝑥)| for 𝑡 > 𝑎, 𝑥𝑦 > 0, |𝑥| 6 |𝑦| 6 𝑟0,

|𝑦|−𝜆|𝑓(𝑡, 𝑦)| 6 𝑟|𝑥|−𝜆|𝑓(𝑡, 𝑥)| for 𝑡 > 𝑎, 𝑥𝑦 > 0, |𝑦| > |𝑥| > 𝑟0.
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Definition 2. The function 𝑓 : [𝑎,+∞[×R → R belongs to the set̃︁𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R) if there exist numbers 𝜆 ∈ ]0, 1[ and 𝑟 > 1 such that

|𝑦|−𝜆|𝑓(𝑡, 𝑦)| 6 𝑟|𝑥|−𝜆|𝑓(𝑡, 𝑥)| for 𝑡 > 𝑎, 𝑥𝑦 > 0, |𝑦| > |𝑥|.

The oscillatory criteria below deal with the cases, where

𝑓 ∈𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R), (4)

or

𝑓 ∈ ̃︁𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R). (5)

In both cases we have

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑡, 𝑥)

𝑥
= 0.

Consequently, equation (1) is sublinear.
The above-considered classes of sublinear equations contain, for example, the

equations

𝑢(𝑛)(𝑡) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘(𝑡)
(︀
1 + |𝑢(𝜏(𝑡))|

)︀𝜇𝑘 |𝑢(𝜏(𝑡))|𝜆𝑘 sgn(𝑢(𝜏(𝑡))), (6)

𝑢(𝑛)(𝑡) = 𝑝(𝑡)
[︀
ln
(︀
1 + |𝑢(𝜏(𝑡))|

)︀]︀𝜇
sgn(𝑢(𝜏(𝑡))), (7)

𝑢(𝑛)(𝑡) = 𝑝(𝑡) exp
(︀
− |𝑢(𝜏(𝑡))|

)︀
|𝑢(𝜏(𝑡))|𝜇 sgn(𝑢(𝜏(𝑡))), (8)

where 𝑝𝑘 : [𝑎,+∞[→ ]−∞, 0] (𝑘 = 1, . . . ,𝑚), 𝑝 : [𝑎,+∞[→ ]−∞, 0] and 𝜏 : [𝑎,+∞[→
R are continuous functions, while 𝜆𝑘, 𝜇𝑘 (𝑘 = 1, . . . ,𝑚) and 𝜇 are constants.

Theorem 1. Let conditions (2)–(4) be fulfilled. Then equation (1) has property
𝐴 if and only if the equalities

+∞ˆ

𝑎

𝑡𝑛−1|𝑓(𝑡, 𝑥)| 𝑑𝑡 = +∞,

+∞ˆ

𝑎

⃒⃒
𝑓
(︀
𝑡, [𝜏(𝑡)]𝑛−1𝑥

)︀⃒⃒
𝑑𝑡 = +∞ for 𝑥 ̸= 0 (9)

hold.

Remark 1. According to condition (4) the equality

+∞ˆ

𝑎

|𝑓(𝑡, [𝜏(𝑡)]𝑛−1𝑥)| 𝑑𝑡 = +∞ for 𝑥 ̸= 0 (10)

implies the equality

+∞ˆ

𝑎

𝑡𝑛−1|𝑓(𝑡, 𝑥)| 𝑑𝑡 = +∞ for |𝑥| > 𝑟0
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for some sufficiently large 𝑟0 > 0. However, the equality

+∞ˆ

𝑎

𝑡𝑛−1|𝑓(𝑡, 𝑥)| 𝑑𝑡 = +∞ for 𝑥 ̸= 0

does not follow from (10). Consequently, in Theorem 1 condition (9) cannot be
replaced by condition (10).

As an example, consider the case, where

𝑓(𝑡, 𝑥)

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑔(𝑡)𝑥 for |𝑥| 6 1,

𝑔(𝑡)
[︀
1+(|𝑥|−1)|𝑔(𝑡)| exp(𝑡)

]︀−1
+ℎ(𝑡)(|𝑥|−1)𝜆 sgn𝑥 for 1< |𝑥|<2,

𝑔(𝑡)
[︀
1+(|𝑥|−1)|𝑔(𝑡)| exp(𝑡)

]︀−1
+ℎ(𝑡)

(︁ |𝑥|
2

)︁𝜆
sgn𝑥 for |𝑥|>2,

(11)

where 𝜆 ∈ ]0, 1[ , and 𝑔 : [𝑎,+∞[→ ]−∞, 0] and ℎ : [𝑎,+∞[→ ]−∞, 0] are continuous
functions. Then condition (9) is equivalent to the condition

+∞ˆ

𝑎

𝑡𝑛−1𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = −∞,

+∞ˆ

𝑎

[𝜏(𝑡)](𝑛−1)𝜆ℎ(𝑡) 𝑑𝑡 = −∞, (12)

whereas condition (10) is equivalent to the condition

+∞ˆ

𝑎

[𝜏(𝑡)](𝑛−1)𝜆ℎ(𝑡) 𝑑𝑡 = −∞.

Remark 2. If the function 𝑓 is of form (11), then, by Theorem 1, equation (1)
has property 𝐴 if and only if equalities (12) hold.

From the above theorem, for equations (6)–(8) we have the following corollaries.

Corollary 1. Let

𝜆𝑘 > 0, 𝜇𝑘 + 𝜆𝑘 < 1 (𝑘 = 1, . . . ,𝑚)

and condition (3) hold. Then equation (6) has property 𝐴 if and only if

+∞ˆ

𝑎

(︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

+∞ˆ

𝑎

[𝜏(𝑡)](𝑛−1)(𝜆𝑘 + 𝜇𝑘)𝑝𝑘(𝑡)

)︂
𝑑𝑡 = −∞. (13)

Corollary 2. Let 𝜇 > 0 and condition (3) hold. Then equation (7) has property
𝐴 if and only if

+∞ˆ

𝑎

[ln(𝜏(𝑡))]𝜇𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 = −∞. (14)
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Corollary 3. Let 𝜇 > 0 and condition (3) hold. Then equation (8) has property
𝐴 if and only if

+∞ˆ

𝑎

[𝜏(𝑡)](𝑛−1)𝜇 exp
(︀
− 𝑥[𝜏(𝑡)]𝑛−1

)︀
𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 = −∞ for 𝑥 ̸= 0. (15)

Remark 3. If

lim inf
𝑡→+∞

[𝜏(𝑡)]𝑛−1

ln 𝑡
> 0

and the function
𝑝0(𝑡) = [𝜏(𝑡)]1−𝑛 ln

(︀
[𝜏(𝑡)](𝑛−1)𝜇|𝑝(𝑡)|

)︀
is nondecreasing, then (15) is fulfilled if and only if

lim
𝑡→+∞

𝑝0(𝑡) = +∞.

The following theorem is specific for differential equations with delay and concerns
the case where the function 𝜏 satisfies the condition

1 < 𝜏(𝑡) < 𝑡 for 𝑡 > 𝑎, lim
𝑡→+∞

𝜏(𝑡) = +∞, lim sup
𝑡→+∞

𝜏(𝑡)

𝑡
< 1. (16)

Theorem 2. Let 𝑛 be odd and conditions (2), (5) and (16) be fulfilled. Then
every proper solution of equation (1) is oscillatory if and only if equality (10) holds.

Unlike the oscillation theorems of Chanturia–Koplatadze [17], Theorems 1 and 2
cover the case, where

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑡, 𝑥)

|𝑥|𝜀
= 0 for any 𝜀 > 0,

or
lim

|𝑥|→+∞
|𝑥|𝛾𝑓(𝑡, 𝑥) = 0 for any 𝛾 > 0.

From Theorem 2, just as from Theorem 1, follow new oscillation criteria for equa-
tions (6)–(8).

Corollary 4. Let 𝑛 be odd,

0 < 𝜆𝑘 < 1, 𝜇𝑘 + 𝜆𝑘 < 1 (𝑘 = 1, . . . ,𝑚),

and condition (16) be fulfilled. Then every proper solution of equation (6) is oscillatory
if and only if equality (13) holds.

Corollary 5. Let 𝑛 be odd,
0 < 𝜇 < 1, (17)

and condition (16) be fulfilled. Then every proper solution of equation (7) is oscillatory
if and only if equality (14) holds.

Corollary 6. Let 𝑛 be odd and conditions (16), (17) be fulfilled. Then every
proper solution of equation (8) is oscillatory if and only if equality (15) holds.
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5. Bartušek, M., Cecchi, M., Došlá, Z. and Marini, M. (2006) On oscillatory solutions of
quasilinear differential equations. J. Math. Anal. Appl., Vol. 320, №1, P. 108–120.
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Кiгурадзе I., Кiгурадзе Т.
Критерiй осциляцiї для сублiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запiзненням

Резюме

Розглядається сублiнiйне диференцiальне рiвняння порядку 𝑛 > 2 на iнтервалi [𝑎,+∞[.
Розв’язок такого рiвняння називається правильним, якщо вiн не дорiвнює нулевi в будь-
якому околi +∞. Правильний розв’язок називається осцилюючим, якщо вiн змiнює свiй
знак в будь-якому околi +∞. Казатимемо, що рiвняння володiє властивiстю 𝐴, якщо
кожний його правильний розв’язок для парного 𝑛 є осцилюючим, а для непарного 𝑛 або
осцилюючим, або таким, що монотонно наближається до нуля на нескiнченностi разом
iз своїми похiдними до 𝑛− 1-го порядку включно.

Щоб дослiдити осциляцiйнi властивостi таких рiвнянь, вводяться двi множини —
𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R) та ̃︁𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R) — сублiнiйних за другим аргументом неперерв-
них функцiй 𝑓 : [𝑎,+∞[×R → R.

У випадку, коли 𝑓 ∈𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R), для диференцiального рiвняння

𝑢(𝑛)(𝑡) = 𝑓
(︀
𝑡, 𝑢(𝜏(𝑡))

)︀
отримано критерiй iснування властивостi 𝐴, а для випадку, коли 𝑓 ∈ ̃︁𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R),
отримано критерiй осциляцiї усiх правильних розв’язкiв.

В якостi прикладу розглянуто диференцiальне рiвняння iз запiзненням

𝑢′′(𝑡) = 𝑝(𝑡)
[︀
ln(1 + |𝑢(𝜏(𝑡))|)

]︀𝜇
sgn(𝑢(𝜏(𝑡))),

де 𝜇 є позитивною константою, 𝑝 : [𝑎,+∞[→ ] − ∞, 0] та 𝜏 : [𝑎,+∞[→ [1,+∞[ є непе-
рервними функцiями. Стверджується, що, якщо 𝑛 парне або 𝑛 непарне та одночасно

lim sup
𝑡→+∞

𝜏(𝑡)

𝑡
< 1,

то для того, щоб усi правильнi розв’язки рiвняння були осцилюючими, необхiдно i до-
статньо виконання рiвностi

+∞ˆ

𝑎

[ln(𝜏(𝑡))]𝜇𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 = −∞.

Ключовi слова: диференцiальне рiвняння iз запiзненням, неавтономне, сублiнiйне, пра-
вильний розв’язок, осцилюючий розв’язок, властивiсть 𝐴, критерiй осциляцiї .

Кигурадзе И., Кигурадзе Т.
Критерий осцилляции для сублинейных дифференциальных уравненний с за-
паздыванием

Резюме

Рассматривается сублинейное дифференциальное уравнение порядка 𝑛 > 2 на интерва-
ле [𝑎,+∞[. Решение такого уравнения называется правильным, если оно не равно нулю
в любой окрестности +∞. Правильное решение называется осциллирующим, если оно
меняет свой знак в любой окрестности +∞. Будем говорить, уравнение обладает свой-
ством 𝐴, если каждое его правильное решение для четного 𝑛 является осциллирующим,
а для нечетного 𝑛 либо осциллирующим, либо стремящимся к нулю на бесконечности
вместе со своими производными до 𝑛− 1-го порядка включительно.
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Чтобы исследовать осцилляционные свойства таких уравнений, вводятся два мно-
жества — 𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R) и ̃︁𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R) — сублинейных по второму аргументу
непрерывных функций 𝑓 : [𝑎,+∞[×R → R.

В случае, когда 𝑓 ∈𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R), для дифференциального уравнения

𝑢(𝑛)(𝑡) = 𝑓
(︀
𝑡, 𝑢(𝜏(𝑡))

)︀
получен критерий выполнения условия 𝐴, а для случая, когда 𝑓 ∈ ̃︁𝑀𝑠𝑢𝑏([𝑎,+∞[×R),
получен критерий осцилляции всех правильных решений.

В качестве примера рассмотрено дифференциальное уравнение с запаздыванием

𝑢′′(𝑡) = 𝑝(𝑡)
[︀
ln(1 + |𝑢(𝜏(𝑡))|)

]︀𝜇
sgn(𝑢(𝜏(𝑡))),

где 𝜇 — положительная константа, 𝑝 : [𝑎,+∞[→ ]−∞, 0] и 𝜏 : [𝑎,+∞[→ [1,+∞[ являют-
ся непрерывными функциями. Утверждается, что, если либо 𝑛 четное, либо 𝑛 нечетное
и одновременно

lim sup
𝑡→+∞

𝜏(𝑡)

𝑡
< 1,

то для того, чтобы все правильные решения уравнения были осциллирующими, необ-
ходимо и достаточно выполнения равенства

+∞ˆ

𝑎

[ln(𝜏(𝑡))]𝜇𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 = −∞.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение с запаздыванием, неавтономное, субли-
нейное, правильное решение, осциллирующее решение, свойство 𝐴, критерий осцилля-
ции .
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Introduction. Let ℳ be a subset of integers with positive density, e. g.

lim
𝑁→∞

1

𝑁

∑︁
𝑛∈ℳ,
𝑛6𝑁

1 > 0,

and 𝑒(𝑛) — its characteristic function. Multiplicative partition of an integer 𝑛 > 1 is
a representation of n as any product of numbers from ℳ, greater than 1. Number
of such representations is denoted as 𝑓*(𝑛,ℳ) (or simply 𝑓*(𝑛) if it is clear what ℳ
is selected). A sign * shows that we mean the multiplicative partition. MacMahon
[8] first studied a distribution of 𝑓*(𝑛) at the set ℳ = N, as multiplicative analog
of Ramanujan partitions. He built an asymptotic formula for a sum

∑︀
𝑛6𝑥

𝑓*(𝑛). Soon

thereafter Oppenheim ([9], [10]) improved the result of MacMahon, obtaining a rep-
resentation of the summation function

∑︀
𝑛6𝑥

𝑓*(𝑛) as a series on values of a Bessel’s

function of the first kind 𝐼𝑘(𝑧):

∑︁
𝑛6𝑥

𝑓*(𝑛) = 𝑥

∞∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘
𝐼𝑘+1(2

√
log 𝑥)

√
log 𝑥

𝑘+1
+𝑂

(︃
𝑥
𝑒
√
log 𝑥

(log 𝑥)
3
8

)︃
, (1)

where 𝑑𝑘 are the coefficients of Taylor’s series expansion by the powers of a (𝑠 − 1)

of the function 1
𝑠𝐹 (𝑠)𝑒

− 1
𝑠−1 , where 𝐹 (𝑠) – generating series of the sequence {𝑓*(𝑛)}.

Then other improvements of the remaining term in the formula (1) followed (see [5],
[11], [7]), as well as various generalizations of a choice of the set ℳ(see [1], [12],
[13], [4]). In [2], an order of the growth of 𝑓*(𝑛) has been studied. The authors
demonstrated that there is an infinite sequence of ”highly factorable numbers” 𝑛, at
which 𝑓*(𝑛) takes maximal positive values:

Received 06.03.2018 ©Korchevskiy A., Vorobyov Ya., 2018
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𝑓*(𝑛) = 𝑛 · exp
(︂
− log 𝑛 log log log 𝑛

log log 𝑛
+ 𝑜 (1)

)︂
.

In a work of Warlimont[13], various examples of factorizations of integers are
explored (e.g., different ℳ sets).

In this paper, we will study another type of factorization of integers, which wasn’t
included in the list of the types of factorizations in [13].

Main Results

1. Statement of the problem. Let 𝑛 = 𝑝𝑎11 𝑝
𝑎2
2 . . . 𝑝𝑎𝑟𝑟 > 1 and let 𝛼 =

𝐺𝑆𝐷(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑟). We say that 𝑛 is a ”sonor” number (or integer non-power), if
𝛼 = 1. The unity (1) apparently is not classifiable as either sonor or integer power.
We will denote the set of sonor numbers as 𝑆 and integer powers as 𝑄. Because
N = 𝑆 ∪ 𝑄 and 𝑆 ∩ 𝑄 = ∅, taking into consideration that amount of integer powers
6 𝑥 is 𝑂(𝑋1/2), the density of 𝑆 is 1. Also, for convenience, we will use an expanded
set of sonor numbers, 𝑆′,

𝑆′ = 𝑆 ∪ {1} .

Denoting the number of sonors 6 𝑥 as 𝑘(𝑥) and number of integer powers as 𝑝(𝑥),
we can get

𝑘(𝑥) + 𝑝(𝑥) + 1 = [𝑥],

and therefore
𝑘(𝑥) = 𝑥− 𝑥

1
2 − 𝑥

1
3 +𝑂

(︁
𝑥

1
2+𝜀
)︁
.

A generating series 𝐸(𝑠) for sonor numbers

𝐸(𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1,
𝑛∈𝑆

1

𝑛𝑠
= 𝜁(𝑠)− 𝜁(2𝑠)− 𝜁(3𝑠) + 𝑔(𝑠),ℜ𝑠 > 1,

where 𝑔(𝑠) is regular in a half-plane ℜ𝑠 > 1
5 allows to investigate the function 𝑘(𝑥).

Besides that, we can obtain an equality

∞̂

2

𝑘(𝑥)𝑥𝑠−1

(𝑥𝑠 − 1)
2 𝑑𝑥 =

𝜁(𝑠)− 1

𝑠
(ℜ𝑠 > 1),

that is an interesting analogy of a well-known formula

∞̂

2

𝜋(𝑥)

𝑥(𝑥𝑠 − 1)
𝑑𝑥 =

ln 𝜁(𝑠)

𝑠
(ℜ𝑠 > 1),

relating the function 𝜋(𝑥) and Reimann’s zeta-function. In general, sonor numbers
can be seen as an analogy for prime numbers (with prime numbers being a subset of
sonors).

Further in this paper, we will explore some arithmetical functions associated with
the sequence of sonor numbers.
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Each integer number greater than 1 can be represented as a product of ”expanded”
sonor numbers (if 1 is included into the set of sonor numbers), but this representation
is not unique. For example,

𝑛 = 𝑝21𝑝
2
2 = 𝑝1 · 𝑝1 · 𝑝2 · 𝑝2 = 𝑝1(𝑝1𝑝

2
2) = 𝑝2(𝑝2𝑝

2
1) = (𝑝1 · 𝑝2) · (𝑝1 · 𝑝2).

Further we will take ”expanded” 𝑆′ as an example of ℳ for the problems of
multiplicative representations. Our attention will be focused on an investigation of
three functions:

𝑓*(𝑛) =
∑︁

𝑛=𝑛1···𝑛𝑘,
𝑛𝑖∈𝑆′

1, 𝑓*0 (𝑛) =
∑︁

𝑛=𝑛1···𝑛𝑘,
𝑛𝑖∈𝑆′,

1<𝑛1<···<𝑛𝑘

1, 𝑑(𝑛) =
∑︁

𝑛=𝑛1𝑛2,
𝑛1,𝑛2∈𝑆′

1.

2. Notation and supporting corollaries. Throughout we will use the follow-
ing notation. The letter 𝑝 denotes a prime number. We write 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) = (𝑎, 𝑏) for
the greatest common divisor of 𝑎 and 𝑏. For any 𝑡 ∈ R we write exp (𝑡) = 𝑒𝑡. For
𝑠 ∈ C we denote ℜ𝑠 = 𝜎, ℑ𝑠 = 𝑡, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡. 𝜁(𝑠) is the Riemann zeta-function.
𝑓(𝑥) = 𝑂(𝑔(𝑥)) means |𝑓(𝑥)| 6 𝑐𝑔(𝑥) for 𝑥 > 𝑥0 and some absolute constant 𝑐 > 0.
Here 𝑓(𝑥) is the complex function of the real 𝑥 and 𝑔(𝑥) is a positive function of 𝑥
for 𝑥 > 𝑥0. 𝑓(𝑥) ≪ 𝑔(𝑥) means the same as 𝑓(𝑥) = 𝑂(𝑔(𝑥)). 𝑓(𝑥) = 𝑜(1) means that
lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = 0.

Now we shall consider some assertions which will be necessary furthermore.

Corollary 7. For |𝑡| > 3 uniformly at 𝜎 we have

𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡) ≪

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 𝑖𝑓 𝜎 > 5

4 ,

log |𝑡| 𝑖𝑓 1 6 𝜎 6 5
4 ,

|𝑡| 1−𝜎
3 log |𝑡| 𝑖𝑓 1

2 6 𝜎 < 1,

𝜁(1 + 𝑖𝑡) ≪ log |𝑡|.

Corollary 8. For any 𝑇 > 3 we have

�̂�

1

⃒⃒⃒⃒
𝜉

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡≪ 𝑇 log 𝑇.

Those corollaries are well known.

Let then 𝑒(𝑛) be an arbitrary arithmetical function (not necessary a characteris-
tic function of ℳ). We shall assume that 𝑒(𝑛) > 0, 𝑒(𝑛) 6 𝑛𝜀 for every small 𝜀.

Therefore, the series
∞∑︀
1

𝑒(𝑛)
𝑛𝑠 absolutely converges in the half-plane ℜ𝑠 > 1, and the

following equality is true:

∞∏︁
𝑛=2

(︂
1− 𝑒(𝑛)

𝑛𝑠

)︂−1

=

∞∑︁
𝑛=1

𝑓*(𝑛)

𝑛𝑠
, (2)



Multiplicative partition function 141

where 𝑓*(𝑛) =
∑︀

𝑛=𝑛1···𝑛𝑘

𝑒(𝑛1 · · · 𝑒(𝑛𝑘), 𝑓*(1) = 1.

If 𝑒(𝑛) = 0 for 𝑛 /∈ ℳ, then

𝑓*(𝑛) =
∑︁

𝑛=𝑛1···𝑛𝑘,
1<𝑛𝑖∈ℳ

𝑒(𝑛1) · · · 𝑒(𝑛𝑘), 𝑓*(1) = 1.

Let’s denote as 𝑓*0 (𝑛) the number of representation of 𝑛 as a product of different
elements 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘, greater than 1, from ℳ, that is

𝑓*0 (𝑛) =
∑︁

𝑛=𝑛1···𝑛𝑘,
1<𝑛1<···<𝑛𝑘,

𝑛𝑖∈ℳ

𝑒(𝑛1) · · · 𝑒(𝑛𝑘).

In this case we have

∞∏︁
𝑛=2

(︂
1 +

𝑒(𝑛)

𝑛𝑠

)︂
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑓*(𝑛)

𝑛𝑠
. (3)

If ℳ is the expanded set of sonor numbers (including 1), functions 𝑓*(𝑛) and 𝑓*0 (𝑛),

generally speaking, are not multiplicative. The function 𝑑(𝑛) defined above as a
number of representations of 𝑛 as a product of two sonor numbers (including 1 as a
potential co-factor), also is not multiplicative. Indeed, we have

𝑑 (𝑝𝑎) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, 𝑖𝑓 𝑎 = 0

2, 𝑖𝑓 𝑎 = 1

1, 𝑖𝑓 𝑎 = 2,

0, 𝑖𝑓 𝑎 > 3.

However,

𝑑
(︀
𝑝21𝑝

3
2

)︀
= #

⎧⎨⎩ 𝑝1 · 𝑝1𝑝32; 𝑝1𝑝
3
2 · 𝑝1; 𝑝1𝑝

2
2 · 𝑝1𝑝2;

𝑝1𝑝2 · 𝑝1𝑝22; 𝑝21𝑝
3
2 · 1; 1 · 𝑝21𝑝32

⎫⎬⎭ = 6,

𝑑
(︀
𝑝21
)︀
· 𝑑
(︀
𝑝32
)︀
= 0.

We will investigate the function 𝑓*0 (𝑛) introduced above using a theorem proved
by Y. Katai, M. Subbarao.

Corollary 9 ([7). , Th. 5.1] Let the sequences {𝑒(𝑛)} and {𝑓(𝑛)} satisfy to
equation (3) with 𝑒(1) = 𝑓(1) = 1 and let the function 𝐸(𝑠) given for ℜ𝑠 > 1 by the
equation

𝐸(𝑠) :=

∞∑︁
𝑛=1

𝑒(𝑛)

𝑛𝑠

satisfies for two assumptions
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(i) there exist the positive constants 𝐴 and 𝛽 such that

𝐸(𝑠) =
𝐴

(𝑠− 1)𝛽
+𝐺(𝑠),

where 𝐺(𝑠) be regular in the semi-plane ℜ𝑠 > 1
2 ;

(ii) there exists a positive constant 𝐴0 such that

|𝐸(1 + 𝑖𝑡)| 6 𝐴0 log |𝑡|, 𝑖𝑓 |𝑡| > 3.

Then for any natural number 𝑁 the asymptotic formula

𝑇 (𝑥) :=
∑︁
𝑛6𝑥

𝑓(𝑛) = exp

⎛⎝𝑐0(log 𝑥) 𝛽
𝛽+1

⎧⎨⎩∑︁
(ℎ,𝜈)

*
𝐻(ℎ, 𝜈)(log 𝑥)−

2ℎ+𝜈𝛽
2𝛽+2 ×

×
[︂
1 + 𝑐0(log 𝑥)

− 1
𝛽+1 − 2ℎ+ 𝜈𝛽

2𝛽
(log 𝑥)−1

]︂
+𝑂

(︁
(log 𝑥)−

2𝑁+4+𝛽
2𝛽+2

)︁}︂)︂
,

holds, where 𝑐0 is a computable constant depended only on 𝐴 and 𝛽; 𝑁 is any fixed
natural number; 𝐻(ℎ, 𝜈) are the suitable constants do not depended on 𝑥 and 𝑁 ;
the sign * for

∑︀
(ℎ,𝜈)

means that summation passes over all pairs (ℎ, 𝜈), 1 6 ℎ 6 𝑁 ,

𝜈 = 1, 2, . . ., for which ℎ+ 1
2𝜈𝛽 6 𝑁 + 2 + 1

2𝛽.

3. Function of divisors 𝑑(𝑛). The function of divisors 𝑑(𝑛), as we mentioned
above, is not multiplicative, dissimilar to the classical divisor function of Dirichlet.
We have for ℜ𝑠 > 1.

∞∑︁
𝑛=1

𝑑(𝑛)

𝑛𝑠
=

(︃∑︁
𝑚∈𝑆′

1

𝑚𝑠

)︃2

=

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝑠
−
∑︁
𝑞∈𝑄

1

𝑞𝑠

⎞⎠2

:= (𝜁(𝑠)− 𝑔0(𝑠))
2
=

=

(︃
𝜁(𝑠)−

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2𝑠
+ 𝑔1(𝑠)

)︃2

,

(4)

where 𝑔1(𝑠) is regular in the half-plane ℜ𝑠 > 1
3 .

Theorem 1. With 𝑥→ ∞, the following asymptotical formula is true:

𝐷(𝑥) :=
∑︁
𝑛6𝑥

𝑑(𝑛) = 𝑥 log 𝑥+𝐴1𝑥+𝑂
(︁
𝑥

1
2 log 𝑥

)︁
with a computable constant 𝐴1 and an absolute constant in the symbol ”O”.

Proof. The Perron’s formula for the coefficient of Dirichlet series and the
statement (4) yields:

𝐷(𝑥) =

= 1
2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇´
𝑐−𝑖𝑇

(︁(︀
𝜁2(𝑠)− 2𝜁(𝑠)

)︀
(𝜁(2𝑠)− 𝑔1(𝑠)) + (𝜁(2𝑠)− 𝑔1(𝑠))

2
)︁
𝑥𝑠

𝑠 𝑑𝑠+

+𝑂
(︁
𝑥1+𝜀

𝑇

)︁
,

(5)
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where 𝑐 > 1, 𝑇 > 1 will be chosen later.
Let’s analyze a closed contour consisting of 8 parts:

Γ0 : [𝑐− 𝑖𝑇, 𝑐+ 𝑖𝑇 ] , Γ4 :
[︀
1
4 − 3𝑖, 1

4 + 3𝑖
]︀
,

Γ1 :
[︀
1
2 + 𝑖𝑇, 𝑐+ 𝑖𝑇

]︀
, Γ5 :

[︀
1
4 − 3𝑖, 1

2 − 3𝑖
]︀
,

Γ2 :
[︀
1
2 + 3𝑖, 1

2 + 𝑖𝑇
]︀
, Γ6 :

[︀
1
2 − 𝑖𝑇, 1

2 − 3𝑖
]︀
,

Γ3 :
[︀
1
4 + 3𝑖, 1

2 + 3𝑖
]︀
, Γ7 :

[︀
1
2 − 𝑖𝑇, 𝑐− 𝑖𝑇

]︀
.

In this case, the Cauchy’s residue theorem yields:

1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ0

=+
1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ1

+
1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ2

+
1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ3

+
1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ4

−

− 1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ5

− 1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ6

− 1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ7

+ res
𝑠= 1

2

+ res
𝑠=1

,

where integrated functions under all integrals, and also functions for which the residues
are being determined, are equal to the function(︁(︀

𝜁2(𝑠)− 2𝜁(𝑠)
)︀
(𝜁(2𝑠)− 𝑔1(𝑠)) + (𝜁(2𝑠)− 𝑔1(𝑠))

2
)︁ 𝑥𝑠
𝑠
.

All the integrals, except integrals on contours Γ3 and Γ6, could be estimated using
Corollary 1 as 𝑂

(︀
𝑥2
)︀
, and those integrals in its turn, following the Corollary 2, are

estimated as ⃒⃒⃒⃒ˆ
Γ3

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒ˆ
Γ6

⃒⃒⃒⃒
≪ 𝑥2 log2 𝑥, (6)

if we take 𝑐 = 1 + 1
log 𝑥 , 𝑇 = 𝑥

3
4 .

Besides that, it is easy to see that

res
𝑠= 1

2

+ res
𝑠=1

= 𝑥 log 𝑥+𝐴1𝑥, (7)

where 𝐴1 is a suitable constant.
From (5)-(4), the corollary’s statement follows.
4. Functions 𝑓*(𝑛) and 𝑓*0 (𝑛) of multiplicative partitions of integers.

To build an asymptotical formula for the average meaning of the function 𝑓*(𝑛)
introduced above, determining a number of multiplicative partitions of integers on
the set of sonor numbers, we will use the Oppenheim’s method [10].

Let’s look at a modified Bessel’s function of the first kind 𝐼𝑛(𝑧), 𝑧 ∈ C, 𝑧 ̸= 0,
defined by a series

𝐼𝑛(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝑧
2

)︀2𝑘+𝑛
Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑘 + 𝑛+ 1)

, (8)
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where Γ(𝑢) is the Euler’s gamma function.
For a real positive 𝑥, the modified function 𝐼𝑛(𝑥) has an integral representation

as

𝐼𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖∞ˆ

𝑐−𝑖∞

𝑒𝑠+
𝑥2

4𝑠

𝑠𝑛+1
𝑑𝑠, (9)

where 𝑐 is any positive number.

Besides that, for 𝐼𝑛(𝑥) there is an asymptotic representation

𝐼𝑛(𝑥) =
𝑒𝑥√
2𝜋𝑥

(︂
1− 4𝑛2 − 1

8𝑥
+𝑂

(︀
𝑥−2

)︀)︂
. (10)

(More about the function 𝐼𝑛(𝑥) see in [3]).

Theorem 2. With 𝑥→ ∞, we have

∑︁
𝑛≪𝑥

𝑓*(𝑛) = 𝑥

∞∑︁
𝑛=0

𝑑𝑛
𝐼𝑛+1(2

√
log 𝑥)

(
√
log 𝑥)𝑛+1

+𝑂(𝑥), (11)

where coefficients 𝑑𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . can be expressed through coefficients of Taylor’s
series on powers (𝑠− 1) of a function, defined below in an equality (16).

Proof. Let 𝐹 (𝑠) is the generating series for 𝑓*(𝑛):

𝐹 (𝑠) :=

∞∑︁
𝑛=1

𝑓*(𝑛)

𝑛𝑠
.

It is clear that for ℜ𝑠 > 1 we have

𝐹 (𝑠) =

∞∏︁
𝑛=2

(︂
1− 𝑒(𝑛)

𝑛𝑠

)︂−1

,

where 𝑒(𝑛) is a characteristic function of the set of expanded sonor numbers 𝑆.

From here,

log𝐹 (𝑠) =
∑︁
𝑚∈𝑆′

log

(︂
1− 1

𝑚𝑠

)︂
=
∑︁
𝑚∈𝑆′

𝑚−𝑠 + 𝐹1(𝑠), (12)

where 𝐹1(𝑠) is regular in a half-plane ℜ𝑠 > 1
2 .

From (12) we conclude that log𝐹 (𝑠) = 𝜁(𝑠) + 𝐹2(𝑠), where 𝐹2(𝑠) is regular for
ℜ𝑠 > 1

2 . Therefore,

𝐹 (𝑠) = exp (𝜁(𝑠) + 𝐹2(𝑠)) = exp

(︂
1

𝑠− 1
+ 𝐹3(𝑠)

)︂
,

where 𝐹3(𝑠) is regular for ℜ𝑠 > 1
2 and in particular is a circle |𝑠− 1| < 1

2 .
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Let we have in this circle a decomposition

exp (𝐹3(𝑠)) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘(𝑠− 1)𝑘.

Then
𝐹 (𝑠) = 𝑑1𝑒

1
𝑠−1

(︁
1 + 𝑏1 (𝑠− 1) + 𝑏2 (𝑠− 1)

2
+ · · ·

)︁
,

where 𝑑1 = 𝑒𝐹3(1), 𝑏𝑘 = 𝑑𝑘
𝑑1
, 𝑘 = 2, 3, . . ..

For deriving an asymptotic formula for summation function
∑︀
𝑛≪𝑥

𝑓*(𝑛), we will

utilize Landau’s method, building first an asymptotic representation of a sum∑︁
𝑛≪𝑥

𝑓*(𝑛)(𝑥− 𝑛),

and then based on asymptotic differentiation will find the necessary formula for the
sum

∑︀
𝑛≪𝑥 𝑓

*(𝑛).

We have

∑︁
𝑛≪𝑥

𝑓*(𝑛)(𝑥− 𝑛) =
1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖∞ˆ

𝑐−𝑖∞

𝐹 (𝑠)

𝑠(𝑠+ 1)
𝑥𝑠+1𝑑𝑠, (𝑐 > 1).

Because 𝐹 (𝑠) doesn’t have singularities in the half-plane ℜ𝑠 > 1 expect the point
𝑠 = 1, we shall replace the integration contour (𝑐− 𝑖∞, 𝑐+ 𝑖∞) by a composition of
three contours,

Γ1 : line segment (1− 𝑖∞, 1− 𝑖𝑎],

Γ2 : semicircle of radius a 1 + 𝑎𝑒𝑖𝜃, −𝜋
2
6 𝜃 6

𝜋

2
, 0 < 𝑎 6 1,

Γ3 : line segment [1 + 𝑖𝑎, 1 + 𝑖∞).

From the estimation of 𝜁(𝑠) on the unit line (see Corollary 1), we obtain that the
integrals on Γ1 and Γ3 are evaluated as 𝑂

(︀
𝑥2
)︀
. On the semicircle Γ2 we will make a

change of variable 𝑠 = 1 + 1
𝑧 , so that 𝑧 = 𝑎−1𝑒𝑖𝜃 and 𝜃 changes from −𝜋

2 to 𝜋
2 . We

will contract the semicircle Γ2 to a point. Then we get that for any 𝑏 > 0

1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ2

𝐹 (𝑠)
𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =

1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ2

𝐹 (𝑠)
𝑥𝑠−1+2

𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =

= 𝑐1𝑥
2 · 1

2𝜋𝑖

𝑏+𝑖∞ˆ

𝑏−𝑖∞

𝑥
1
𝑧 𝑒𝑧

(𝑧 + 1)(2𝑧 + 1)
𝑒𝐹2(1+ 1

𝑧 )𝑑𝑧 +𝑂
(︀
𝑥2
)︀
=

= 𝑐1𝑥
2 · 1

2𝜋𝑖

𝑏+𝑖∞ˆ

𝑏−𝑖∞

𝑒𝑧+
log 𝑥

𝑧

(𝑧 + 1)(2𝑧 + 1)

(︂
1 +

𝑏1
𝑧

+
𝑏2
𝑧2

+ · · ·
)︂
𝑑𝑧 +𝑂

(︀
𝑥2
)︀
.
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Now, by virtue of a definition of the modified Bessel’s function 𝐼𝑛(𝑧), we imme-
diately get

1

2𝜋𝑖

ˆ
Γ2

𝐹 (𝑠)
𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =

=
𝑐1𝑥

2

2
· 1

2𝜋𝑖

𝑏+𝑖∞ˆ

𝑏−𝑖∞

𝑒𝑧+
log 𝑥

𝑧

𝑧2

(︂
1 +

𝑏′1
𝑧

+
𝑏′2
𝑧2

+ · · ·
)︂
𝑑𝑧 +𝑂

(︀
𝑥2
)︀
=

=
𝑐1𝑥

2

2

∞∑︁
𝑛=0

𝑏′𝑛

𝑏+𝑖∞ˆ

𝑏−𝑖∞

𝑒𝑧+
log 𝑥

𝑧 𝑧−𝑛−2𝑑𝑧 +𝑂
(︀
𝑥2
)︀
=

=
𝑐1𝑥

2

2

∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛𝐼𝑛+1(2
√︀
log 𝑥)(log 𝑥)−

𝑛+1
2 +𝑂

(︀
𝑥2
)︀
.

Now, using asymptotic differentiation, we come to the statement of the theorem.
Note. The relation (10) shows that the asymptotic formula, obtained in the

Theorem 2, is nontrivial.
Now we are going over to an investigation of the sum:

𝐷0(𝑥) :=
∑︁
𝑛6𝑥

𝑓*0 (𝑛).

From (3) it follows that for ℜ𝑠 > 1

𝐸(𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑒(𝑛)

𝑛𝑠
=
∑︁
𝑚∈𝑆′

1

𝑚𝑠
= 𝜁(𝑠) + 𝐹0(𝑠),

where 𝐹0(𝑠) is regular in a half-plane ℜ𝑠 > 1
2 .

Therefore, all conditions of the Katai-Subbarao theorem are satisfied with a pa-
rameter 𝛽 = 1. Hence the following assertion is true.

Theorem 3. Let 𝑓*0 (𝑛) be a number of representation of n as a product of sonor
numbers. Then,

𝐷0(𝑥) = 𝑒𝑐0
√
log 𝑥

{︁∑︀*
(ℎ,𝑣)𝐻(ℎ, 𝑣)(log 𝑥)−

2ℎ+𝑣
4

(︁
1 + 𝑐0(log 𝑥)

− 1
2 − 2ℎ+𝑣

2 (log 𝑥)−1
)︁
+

+𝑂
(︁
(log 𝑥)−

2𝑁+5
4

)︁}︁
,

where sign * at the sum
∑︀

(ℎ,𝑣)

means that the summation is performed for all pairs

(ℎ, 𝑣), 1 6 ℎ 6 𝑁 , 𝑣 = 1, 2 . . ., for which ℎ+ 1
2𝑣 6 𝑁 + 5

2 .

Conclusion. The proved theorems show that the problems of a multiplicative
partition of integer numbers on the set of sonor numbers can be researched by methods
of investigation of similar problems for multiplicative partitions on the set of N, and
it is possible to assume the correctness of an analogy regarding the maximum order
of the functions 𝑓*(𝑛) and 𝑓*0 (𝑛).
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А. Корчевський, Я. Воробйов
Про мультиплiкативну функцiю розбиття

Резюме

Ми вивчаємо кiлькiсть зображень 𝑛 = 𝑠1 · · · 𝑠𝑚, де 𝑠𝑗 — сонорнi числа, тобто для ко-
жного 𝑠𝑗 не iснує натуральних чисел 𝑛 i 𝑘, таких що 𝑠𝑗 = 𝑛𝑘, 𝑘 > 2. Зчитуюча функцiя
𝑓(𝑛) таких зображень є мультиплiкативним аналогом адитивної функцiї розбиттiв 𝑛.
Ми будуємо асимптотичну формулу для суматорної функцiї для 𝑓(𝑛) i дослiджуємо
розподiлення значень узагальненої функцiї дiльникiв 𝐿(𝑛) (кiлькiсть зображень 𝑛 у ви-
глядi добутку двох сонорних чисел).
Ключовi слова: мультиплiкативна функцiя розбиттiв, сонорнi числа, асимптотична
формула, ряди Дiрiхле .
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А. Корчевский, Я. Воробьёв
О мультипликативной функции разбиения

Резюме

Мы изучаем количество представлений 𝑛 = 𝑠1 · · · 𝑠𝑚, где 𝑠𝑗 — сонорные числа, т. е. для
каждого 𝑠𝑗 не существуют натуральные числа 𝑛 и 𝑘, такие что 𝑠𝑗 = 𝑛𝑘, 𝑘 > 2. Счи-
тывающая функция 𝑓(𝑛) таких представлений является мультипликативным аналогом
аддитивной функции разбиения 𝑛. Мы строим асимптотическую формулу для сумма-
торной функции для 𝑓(𝑛) и исследуем распределение значений обобщенной функции
делителей 𝐿(𝑛) (количество представлений 𝑛 в виде произведения двух сонорных чи-
сел).
Ключевые слова: мультипликативная функция разбиений, сонорные числа, асимпто-
тическая формула, ряды Дирихле .
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The analogue of the well known in the theory of the linear differential systems Floquet’s–

Lyapunov’s theorem are constructed by the certain condidtions for the linear differential
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Introduction. In the theory of linear systems of differential equations is well
known the Floquet–Lyapunov theorem [1]. The fundamental matrix 𝑋(𝑡) of the linear
homogeneous system

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑡 ∈ R, (1)

where 𝐴(𝑡) – is a continuous 𝑇 -periodic matrix, has a kind:

𝑋(𝑡) = 𝐹 (𝑡) 𝑒𝑡𝐾 , (2)

where 𝐹 (𝑡) – is a 𝑇 -periodic matrix, and 𝐾 – is a constant matrix.
There exists many analogues of this theorem for the linear systems of different

types, for example, for the systems with quasiperiodic coefficients [2], for the countable
systems of differential equations [3], for the differential equations in the Banach spaces
[4] and other.

The purpose of this paper is to obtain of analogue of Floquet-Lyapunov theorem
for the linear systems of differential equations whose coefficients are represented as
an absolutely and uniformly convergent Fourier-series with slowly varying coefficients
and frequency. Here we make substantial use of the results of our paper [5].

Notation. Let 𝐺(𝜀0) = {𝑡, 𝜀 : 0 < 𝜀 < 𝜀0, −𝐿𝜀−1 6 𝑡 6 𝐿𝜀−1, 0 < 𝐿 < +∞}.
Definition 1. We say, that a function 𝑝(𝑡, 𝜀) belong to class 𝑆(𝑚; 𝜀0)

(𝑚 ∈ N ∪ {0}), if
1) 𝑝 : 𝐺(𝜀0) → C, 2) 𝑝(𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶𝑚(𝐺(𝜀0)) with respect 𝑡;
3) 𝑑𝑘𝑝(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡𝑘 = 𝜀𝑘𝑝*𝑘(𝑡, 𝜀) (0 6 𝑘 6 𝑚),

‖𝑝‖𝑆(𝑚;𝜀0)
𝑑𝑒𝑓
=

𝑚∑︁
𝑘=0

sup
𝐺(𝜀0)

|𝑝*𝑘(𝑡, 𝜀)| < +∞.

Under the slowly varying function we mean a function of class 𝑆(𝑚; 𝜀0).

Received 20.09.2017 © Shchogolev S. A., 2018
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Definition 2. We say, that a function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) belong to class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃)
(𝑚 ∈ N ∪ {0}), if this function can be represented as:

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

and:
1) 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0);
2)

‖𝑓‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)
𝑑𝑒𝑓
=

∞∑︁
𝑛=−∞

‖𝑓𝑛‖𝑆(𝑚;𝜀0) < +∞,

3) 𝜃(𝑡, 𝜀) =
�́�

0

𝜙(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏 , 𝜙(𝑡, 𝜀) ∈ R+, 𝜙(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), inf
𝐺(𝜀0)

𝜙(𝑡, 𝜀) = 𝜙0 > 0.

State some properties of functions of classes 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) (the proofs are
given in [6]). Let 𝑘 = const, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Then 𝑘𝑝, 𝑝 ± 𝑞, 𝑝𝑞
belongs to class 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑘𝑢, 𝑢± 𝑣, 𝑢𝑣 belongs to class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), and

1) ‖𝑘𝑝‖𝑆(𝑚;𝜀0) = |𝑘| · ‖𝑝‖𝑆(𝑚;𝜀0);
2) ‖𝑝± 𝑞‖𝑆(𝑚;𝜀0) 6 ‖𝑝‖𝑆(𝑚;𝜀0) + ‖𝑞‖𝑆(𝑚,𝜀0);
3) ‖𝑝𝑞‖𝑆(𝑚;𝜀0) 6 2𝑚‖𝑝‖𝑆(𝑚;𝜀0)‖𝑞‖𝑆(𝑚;𝜀0);
4) ‖𝑘𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) = |𝑘| · ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃);
5) ‖𝑢± 𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) + ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃);
6) ‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃);
7) let 𝑢 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), and the function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑢) belongs to class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃)

with respect 𝑡, 𝜀, 𝜃 and analytic with respect 𝑢, if |𝑢| < 𝑟, means

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑢) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑢
𝑘,

where 𝑓𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Then by the condition

2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 𝑟0 < 𝑟,

the function 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑢) belongs to class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), and

‖𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑢)‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6
∞∑︁
𝑘=0

‖𝑓𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)𝑟
𝑘
0 .

Particularly, all polynomies with respect 𝑢 with the coefficients from 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃),
functions exp𝑢, sin𝑢, cos𝑢 belongs to class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). For function exp𝑢 we have:

‖ exp𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 2−𝑚 exp
(︀
2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)

)︀
.

Statement of the Problem. We consider the next system of differential equa-
tions:

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝜆𝑗(𝑡, 𝜀)𝑥𝑗 + 𝜇

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑥𝑘, 𝑗 = 1, 𝑁, (3)
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where 𝜆𝑗(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑝𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁), 𝜇 ∈ (0, 𝜇0) ⊂ R+.
We study the problem about the structure of fundamental system of solutions

𝑥𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇) (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁) of system (3).

Auxiliary arguments.

Lemma 1. Let the function

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀))

belongs to class 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃). Then the function

𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) = 𝜀

𝑡ˆ

0

𝑓(𝜏, 𝜀, 𝜃(𝜏, 𝜀))𝑑𝜏

belongs to class 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃) also, and there exists 𝐾1 ∈ (0,+∞), that does not
depend on the function 𝑓 , such, that

‖𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃) 6 𝐾1‖𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃).

The proof are given in the paper [5].
Lemma 2. Let we have the linear nonhomogeneous first-order differential equa-

tion:
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜆(𝑡, 𝜀)𝑥+ 𝜀𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)), (4)

where 𝜆(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃). Let holds the condition |Re𝜆(𝑡, 𝜀)| ≥
𝛾0 > 0. Then equation (4) has a particularly solution 𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃),
and there exists 𝐾2 ∈ (0,+∞), that does not depend on the function 𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃), such
that

‖𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃) 6
𝐾2

𝛾0
‖𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃). (5)

The proof are given in the paper [7].
Lemma 3. Let the system (3) such, that

|Re(𝜆𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆𝑘(𝑡, 𝜀))| ≥ 𝛾1 > 0, (𝑗 ̸= 𝑘). (6)

Then there exists 𝜇1 ∈ (0, 𝜇0), such, that for all 𝜇 ∈ (0, 𝜇1) there exists the Lyapunov’s
transformation of kind

𝑥𝑗 = 𝑦𝑗 + 𝜇

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜓𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑦𝑘, 𝑗 = 1, 𝑁, (7)

where 𝜓𝑗𝑘 ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃), reducing the system (3) to kind:

𝑑𝑦𝑗
𝑑𝑡

= (𝜆𝑗(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇))𝑦𝑗 + 𝜇𝜀

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑣𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑦𝑘, 𝑗 = 1, 𝑁, (8)
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where 𝑢𝑗 ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑣𝑗𝑘 ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁).
The proof are given in the paper [5].
Lemma 4. Let holds the condidtion (6). Then there exists 𝜇2 ∈ (0, 𝜇1) (𝜇1

are defined in Lemma 3) such, that for all 𝜇 ∈ (0, 𝜇2) there exists the Lyapunov’s
transformaion of kind

𝑦𝑗 = 𝑧𝑗 + 𝜇

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑞𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑧𝑘, 𝑗 = 1, 𝑁, (9)

where 𝑞𝑗𝑘 ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃), reducing the system (8) to the pure diagonal form:

𝑑𝑧𝑗
𝑑𝑡

= 𝑑𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑧𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁, (10)

where
𝑑𝑗 = 𝜆𝑗(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜇𝜀𝑣𝑗𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝜀

𝑁∑︁
𝑘=1
(𝑘 ̸=𝑗)

𝑣𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑞𝑘𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), 𝑗 = 1, 𝑁. (11)

Proof. Wemake in the system (8) the substitution (9) and using the condidtion of
diagonality of transformed system. We obtain the next system of differential equations
for coefficients 𝑞𝑗𝑘:

𝑑𝑞𝑗𝑘
𝑑𝑡

= (𝜆𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆𝑘(𝑡, 𝜀) + 𝜇(𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝑢𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇))) 𝑞𝑗𝑘+

+𝜇𝜀 (𝑣𝑗𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)− 𝑣𝑘𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) 𝑞𝑗𝑘 + 𝜀𝑣𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝜀
∑︁
𝑠=1

(𝑠 ̸=𝑗,�̸�=𝑘)

𝑣𝑗𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑞𝑠𝑘 − 𝜇2𝜀𝑞𝑗𝑘
∑︁
𝑠=1
(𝑠 ̸=𝑘)

𝑣𝑘𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑞𝑠𝑘,

𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁, 𝑗 ̸= 𝑘. (12)

It is easy to see, that the system (12) is divided into 𝑁 independent (𝑁−1)-order
subsystems.

Together with the system (12) we consider the linear nonhomogeneous system:

𝑑𝑞
(0)
𝑗𝑘

𝑑𝑡
= (𝜆𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆𝑘(𝑡, 𝜀) + 𝜇(𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝑢𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇))) 𝑞

(0)
𝑗𝑘 +

+𝜀𝑣𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁, 𝑗 ̸= 𝑘. (13)

We denote 𝑢*(𝜇) = max
𝑗,𝑘

‖𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝑢𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇)‖𝑆(𝑚;𝜀0 . We choose a parameter 𝜇 so

small that 𝜇𝑢*(𝜇) < 𝛾1. Then⃒⃒
Re (𝜆𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆𝑘(𝑡, 𝜀) + 𝜇(𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝑢𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇)))

⃒⃒
≥ 𝛾1 − 𝜇𝑢*(𝜇) > 0. (14)

The system (13) is a set of 𝑁(𝑁 − 1) independent linear nonhomogeneous equa-
tions each of which has form (4). By virtue unequality (14) each of which theese
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equations is satisfied to condidtions of Lemma 2. Therefore the system (13) has a

particular solution 𝑞
(0)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃), and there exists 𝐾3 ∈ (0,+∞)

such, that⃦⃦
𝑞
(0)
𝑗𝑘

⃦⃦
𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

6
𝐾3

𝛾1 − 𝜇𝑢*(𝜇)

⃦⃦
𝑞
(0)
𝑗𝑘

⃦⃦
𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

(𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛; 𝑗 ̸= 𝑘). (15)

We seek the solution from class 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃) of system (12) by the method of

successive approximations, defifning the initial approximation 𝑞
(0)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) (𝑗, 𝑘 =

1, 𝑁 ; 𝑗 ̸= 𝑘), and the subsequent approximations defining as solutions from class
𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) of the linear nonhomogeneous systems:

𝑑𝑞
(𝜈+1)
𝑗𝑘

𝑑𝑡
= (𝜆𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆𝑘(𝑡, 𝜀) + 𝜇(𝑢𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝑢𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜇))) 𝑞

(𝜈+1)
𝑗𝑘 +

+𝜇𝜀 (𝑣𝑗𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)− 𝑣𝑘𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) 𝑞
(𝜈)
𝑗𝑘 + 𝜀𝑣𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝜀
∑︁
𝑠=1

(𝑠 ̸=𝑗,�̸�=𝑘)

𝑣𝑗𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑞
(𝜈)
𝑠𝑘 − 𝜇2𝜀𝑞

(𝜈)
𝑗𝑘

∑︁
𝑠=1
(𝑠 ̸=𝑘)

𝑣𝑘𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑞𝑠𝑘,

𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁, 𝑗 ̸= 𝑘; 𝜈 = 0, 1, 2, . . . . (16)

We denote 𝑉 = max
𝑗,𝑘

‖𝑣𝑗𝑘‖𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃). Then by (15):

‖𝑞(0)𝑗𝑘 ‖𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃) 6
𝐾3𝑉

𝛾1 − 𝜇𝑢*(𝜇)
(𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁 ; 𝑗 ̸= 𝑘). (17)

We denote

Ω =
{︁
𝑞𝑗𝑘 ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) : ‖𝑞𝑗𝑘 − 𝑞

(0)
𝑗𝑘 ‖𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃) 6 𝜌

}︁
,

where 𝜌 ∈ (0,+∞).
Using techniques contraction mapping principle [8] it is easy to show that for

sufficiently small values of 𝜇 all approximations 𝑞
(𝜈)
𝑗𝑘 (𝜈 = 0, 1, 2, . . .) belongs to Ω.

And process (16) is convergent to solution from class 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃) of the system
(12).

Lemma 4 are proved.

Main Results.

Theorem. Let for the system (3) the condition (6) is holds. Then there exists
𝜇3 ∈ (0, 𝜇0) such, that for all 𝜇 ∈ (0, 𝜇3) the system (3) has a fundamental system of
solutions of kind:

𝑥𝑗𝑘 = 𝑟𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) exp

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝜎𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜇)𝑑𝑠

⎞⎠ , 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁 (18)

( 𝑗 – the number of solution, 𝑘 – the number of component), where 𝑟𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈
𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃), 𝜎𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇) ∈ 𝑆(𝑚− 1; 𝜀0).
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Proof. The fundamental system of solutions (FSS) of the system (10) has a kind:

𝑧𝑗𝑘 = 𝛿𝑘𝑗 exp

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝑑𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜃(𝑠, 𝜀), 𝜇)𝑑𝑠

⎞⎠ , 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁 (19)

(𝑗 – the number of solution, 𝑘 – the number of component, 𝛿𝑘𝑗 – the symbol of
Kronecker). By virtue (9) FSS of system (8) has a kind:

𝑦𝑗𝑘 = ̃︀𝑞𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) exp
⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝑑𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜃(𝑠, 𝜀), 𝜇)𝑑𝑠

⎞⎠ , 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁, (20)

where ̃︀𝑞𝑗𝑘 = 𝛿𝑘𝑗 + (1− 𝛿𝑘𝑗 )𝜇𝑞𝑗𝑘 (𝑗 – the number of solution, 𝑘 – the number of compo-
nent). By virtue (7) FSS of system (3) has a kind:

𝑥𝑗𝑘 =

(︃
𝑁∑︁
𝑙=1

̃︀𝜓𝑘𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)̃︀𝑞𝑙𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))︃ exp

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝑑𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜃(𝑠, 𝜀), 𝜇)𝑑𝑠

⎞⎠ , 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁,

(21)

where ̃︀𝜓𝑗𝑘 = 𝛿𝑘𝑗 + 𝜇𝜓𝑗𝑘 (𝜓𝑗𝑘 are defined in Lemma 3).
Consider:

𝑡ˆ

0

𝑑𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜃(𝑠, 𝜀), 𝜇)𝑑𝑠 =

𝑡ˆ

0

𝜆𝑗(𝑠, 𝜀) + 𝜇𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜇))𝑑𝑠+

+𝜇𝜀

𝑡ˆ

0

𝑤𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜃(𝑠, 𝜀), 𝜇)𝑑𝑠,

where 𝑤𝑗 = 𝑣𝑗𝑗 +
∑︀𝑁
𝑘=1 𝜓𝑗𝑘𝑞𝑘𝑗 ∈ 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃). We represent the functions 𝑤𝑗 as

𝑤𝑗 = 𝑤*
𝑗 (𝑡, 𝜀, 𝜇) + ̃︀𝑤𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), where

𝑤*
𝑗 (𝑡, 𝜀, 𝜇) = 𝑤𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) =

1

2𝜋

2𝜋ˆ

0

𝑤𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑑𝜃 ∈ 𝑆(𝑚− 1; 𝜀0).

Accordingly ̃︀𝑤𝑗 ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃), and ̃︀𝑤𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ≡ 0. Then

exp

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

𝑑𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜃(𝑠, 𝜀), 𝜇)𝑑𝑠

⎞⎠ = exp

⎛⎝ 𝑡ˆ

0

(︀
𝜆𝑗(𝑠, 𝜀) + 𝜇𝑢𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜇) + 𝜇𝜀𝑤*

𝑗 (𝑠, 𝜀, 𝜇)
)︀⎞⎠×

× exp

(︂
𝜇𝜀

ˆ 𝑡

0

̃︀𝑤𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜃(𝑠, 𝜀), 𝜇)𝑑𝑠)︂ . (22)

By virtue Lemma 1 we concluding, that

𝜀

𝑡ˆ

0

̃︀𝑤𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜃(𝑠, 𝜀), 𝜇)𝑑𝑠 ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) (𝑗 = 1, 𝑁).
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It follows by virtue the property 7) of functions from class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), that

𝑔𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) = exp

(︂
𝜇𝜀

ˆ 𝑡

0

̃︀𝑤𝑗(𝑠, 𝜀, 𝜃(𝑠, 𝜀), 𝜇)𝑑𝑠)︂ ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) (𝑗 = 1, 𝑁). (23)

By virtue (21), (22), (23) we obtain the statement of the Theorem.
Obviously, the formula (18) is an analogue of Floquet-Lyapunov theorem for the

systems of kind (3).

Conclusion. Thus, the analogue of the Floquet-Lyapunov theorem, well known
in the theory of linear homogeneous systems of the differential equations, are obtained
for the linear homogeneous systems, whose coefficients are represented as an absolutely
and uniformly convergent Fourier-series with slowly varying coefficients and frequency.
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Щоголев С. А.
Аналог теореми Флоке—Ляпунова для лiнiйних диференцiальних систем спе-
цiального вигляду

Резюме

Аналог добре вiдомої в теорiї лiнiйних диференцiальних систем з перiодичними кое-
фiцiєнтами теореми Флоке—Ляпунова побудовано за певних умов для лiнiйної дифе-
ренцiальної системи, коефiцiєнти якої зображуванi абсолютно та рiвномiрно збiжними
рядами Фур’є з повiльно змiнними коефiцiєнтами та частотою.
Ключовi слова: лiнiйнi диференцiальнi системи, ряди Фур’є, повiльно змiннi параме-
три.

Щёголев С. А.
Аналог теоремы Флоке—Ляпунова для линейных дифференциальных систем
специального вида

Резюме

Аналог хорошо известной в теории линейных дифференциальных систем с периодиче-
скими коэффициентами теоремы Флоке—Ляпунова построен при определённых усло-
виях для линейной дифференциальной системы, коэффициенты которой представимы
абсолютно и равномерно сходящимися рядами Фурье с медленно меняющимися коэф-
фициентами и частотой.
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ющиеся параметры.
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