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Вступ

Подiбно тому, як дослiджувалися рiмановi простори другого наближення

𝑉𝑛 для рiманова простору 𝑉𝑛, в роботi побудовано наближення 𝐴𝑛 для

простору афiнної зв’язностi 𝐴𝑛. Обчисленi деякi геометричнi об’єкти

простору𝐴𝑛: тензори кривини, Рiччi, Вейля, проективнi параметри Томаса

i знайдено умови, коли𝐴𝑛 є проективно-пласким простором афiнної зв’язностi,

у виглядi рiвномiрно i абсолютно збiжного степеневого ряду, отримано

вектор змiщення нескiнченно малих рухiв в 𝐴𝑛. Дослiдження ведуться

локально тензорними методами [1, 2].

Основнi результати

1. Наближення першого порядку для афiннозв’язного простору

𝐴𝑛 та його геометричнi об’єкти.

Розглянемо афiннозв’язний простiр 𝐴𝑛, вiднесений до координат

{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} з об’єктом зв’язностi Γℎ𝑖𝑗(𝑥) i довiльну точку 𝑀0(𝑥
𝑛
0 ) цього

простору. Побудуємо новий простiр 𝐴𝑛, вiднесений до координат

{𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛}, зi своїм об’єктом зв’язностi Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦), який має вигляд

Γ̃ℎ𝑖𝑗 = −1

3
𝑅
0

ℎ
·(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙, (1.1)

де 𝑅
0

ℎ
·𝑖𝑗𝑙 = 𝑅ℎ·𝑖𝑗𝑙 (𝑀0) - компоненти тензора кривини простору 𝐴𝑛 в точцi𝑀0,

круглi дужки позначають симетрування без дiлення за вмiщеними у них

iндексами. Простiр 𝐴𝑛 будемо називати наближенням першого порядку

для афiннозв’язного простору 𝐴𝑛 [15, 16].

Якщо в 𝐴𝑛 перейти до канонiчної системи кооринат з початком в точцi

𝑀0 та розкласти об’єкт зв’язностi Γℎ𝑖𝑗(𝑥) в ряд Тейлора в околi даної точки,

то побачимо, що простiр 𝐴𝑛 реалiзує наближення першого порядку для

𝐴𝑛 i тому вiдображає його геометричнi властивостi з деяким ступенем

точностi. Неважко обчислити наступнi геометричнi об’єкти простору 𝐴𝑛
[5, 8].

Тензор кривини

𝑅̃ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅
0

ℎ
.𝑖𝑗𝑘 +

1

9

(︁
𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

−𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 . (1.2)
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Тензор Рiччi

𝑅̃𝑖𝑗 = 𝑅
0
𝑖𝑗 +

1

9

(︁
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝛼·(𝑖𝑗)𝑙1𝑅𝛼𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 . (1.3)

Проективнi параметри Томаса

𝑇 ℎ𝑖𝑗 = − 1

3

[︂
𝑅ℎ·(𝑖𝑗)𝑙 +

1

𝑛+ 1

(︁
𝑅𝑖𝑙𝛿

ℎ
𝑗 +𝑅𝑗𝑙𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︂ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙 (1.4)

Тензор проктивної кривини (тензор Вейля)

𝑊̃ ℎ
.𝑖𝑗𝑘 =𝑊

0

ℎ
.𝑖𝑗𝑘 +

1

9

[︂
𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

−𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

− 1

𝑛− 1
×

×
[︁(︁
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1𝑅𝛼𝑙2

)︁
𝛿ℎ𝑘 −

(︁
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 + 𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅𝛼𝑙2

)︁
𝛿ℎ𝑗

]︁]︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 .

(1.5)

Перевiримо чи є простiр 𝐴𝑛 проєктивно плоским.

Означення 1. Простiр афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 називається проєктивно

пласким (проєктивно евклiдовим), якщо вiн допускає нетривiальне геодезичне

вiдображення на плоский простiр 𝐴𝑛.

Вiдома наступна теорема [17]:

Теорема 1. Простiр афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 є проєктивно пласким тодi i

тiльки тодi, коли його тензор Вейля тотожно дорiвнює нулю.

Оскiльки у спiввiдношеннi 𝑊̃ ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 0, тодi кожний зведений коефiцiєнт

правої частини дорiвнює нулю, значить

𝑊
0

ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 0 (1.6){︁

𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙2𝑅
ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

−𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

−𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙2𝑅
ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙1

−

− 1

𝑛− 1
×
[︁(︁
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1 +𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1𝑅𝛼𝑙2 +𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙2𝑅𝛼𝑙1

)︁
𝛿ℎ𝑘−

−
(︁
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1 +𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅𝛼𝑙2 +𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙2𝑅𝛼𝑙1

)︁
𝛿ℎ𝑗

]︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0.

(1.7)

Але якщо 𝑊̃ ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 0, то й 𝑊 ℎ

.𝑖𝑗𝑘 = 0, тому з (1.5) виходить, що

𝑅ℎ.𝑖𝑗𝑘 =
1

𝑛− 1

(︁
𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗

)︁
(1.8)
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Пiдставимо це в спiввiдношення (1.7).

𝑅ℎ.(𝑖𝑗)𝑘 =
1

𝑛− 1

(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑘𝛿

ℎ
𝑖

)︁
𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

=
1

(𝑛− 1)2
(︀
2𝑅𝑖𝑘𝛿

𝛼
·𝑙1 −𝑅𝑖𝑙1𝛿

𝛼
𝑘 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

𝛼
𝑖

)︀
×

×
(︁
2𝑅𝛼𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝛼𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝛼

)︁
=

1

(𝑛− 1)2

[︁
2𝑅𝑖𝑘

(︁
2𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1

)︁
−

−𝑅𝑖𝑙1
(︁
2𝑅𝑘𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑘

)︁
−𝑅𝑘𝑙1

(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁

Тому (1.7) набуває наступного вигляду:

{︂
1

(𝑛− 1)2

[︁
2𝑅𝑖𝑘

(︁
2𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1

)︁
−𝑅𝑖𝑙1

(︁
2𝑅𝑘𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑘

)︁
−

−𝑅𝑘𝑙1
(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁
+

1

(𝑛− 1)2

[︁
2𝑅𝑖𝑘

(︁
2𝑅·𝑙2𝑗𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅·𝑙2𝑙1𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
−

−𝑅𝑖𝑙2
(︁
2𝑅𝑘𝑗𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑘

)︁
−𝑅𝑘𝑙2

(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁
− 1

(𝑛− 1)2
×

×
[︁
2𝑅𝑖𝑗

(︁
2𝑅·𝑙1𝑘𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1

)︁
−𝑅𝑖𝑙1

(︁
2𝑅𝑗𝑘𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑗

)︁
−𝑅𝑗𝑙1×

×
(︁
2𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁
− 1

(𝑛− 1)2

[︁
2𝑅𝑖𝑗

(︁
2𝑅·𝑙2𝑘𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅·𝑙2𝑙1𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
−

−𝑅𝑖𝑙2
(︁
2𝑅𝑗𝑘𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑗

)︁
−𝑅𝑗𝑙2

(︁
2𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁
−

− 1

𝑛− 1

[︂(︂
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1 +

1

𝑛− 1
(2𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2 −𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 −𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2+

+2𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙2𝑙1 −𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1 −𝑅𝑗𝑙2𝑅𝑖𝑙1)) 𝛿
ℎ
𝑘 −

(︂
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1 +

1

𝑛− 1
×

× (2𝑅𝑖𝑘𝑅·𝑙1𝑙2 −𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 −𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2 + 2𝑅𝑖𝑘𝑅·𝑙2𝑙1 −𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1 −𝑅𝑘𝑙2𝑅𝑖𝑙1) 𝛿
ℎ
𝑗

]︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0
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Зведемо подiбнi у попередньому спiввiдношеннi:{︂
1

(𝑛− 1)2

[︁
2𝑅𝑖𝑘

(︁
−2𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 +𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
−𝑅𝑘𝑙1

(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑖

)︁
−

−𝑅𝑘𝑙2
(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑖

)︁
− 2𝑅𝑖𝑗

(︁
−2𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 +𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
+

+𝑅𝑗𝑙1

(︁
2𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑖

)︁
+𝑅𝑗𝑙2

(︁
2𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁
−

− 1

𝑛− 1

[︁
(𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑘 − (𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑗

]︁
−

− 1

(𝑛− 1)2

[︁
(4𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2 − 2𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 − 2𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2) 𝛿

ℎ
𝑘−

− (4𝑅𝑖𝑘𝑅·𝑙1𝑙2 − 2𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 − 2𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2) 𝛿
ℎ
𝑗

]︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0.

Продовжуючи цей процес, отримаємо:{︂
1

(𝑛− 1)2

[︁
−4𝑅𝑖𝑘𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 + 4𝑅𝑖𝑘𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 + 4𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑘−

− 4𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2𝛿
ℎ
𝑘 +𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 + 4𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑖 −𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑖 +

4𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙1𝛿
ℎ
𝑙2 − 4𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2 − 4𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑘𝑙2𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑖 −𝑅𝑘𝑙2𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑖

]︁
−

− 1

𝑛− 1

[︁
(𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑘 − (𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑗

]︁}︂ ⃒⃒⃒
0

= 0.

Далi {︂
1

(𝑛− 1)2

[︁
4 (𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2) 𝛿

ℎ
·𝑙1 + 4 (𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙1 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑙2−

(𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2) 𝛿
ℎ
𝑗 + (𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2) 𝛿

ℎ
𝑘

]︁
− (𝑛− 1)×

×
[︁
(𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑘 − (𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑗

]︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0.

Таким чином, одержимо:{︂
1

(𝑛− 1)2

[︁
4𝑅𝑖𝑘

(︁
𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
− 4𝑅𝑖𝑗

(︁
𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
− (1− 𝑛+ 1)×

× (𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2) 𝛿
ℎ
𝑗 + (𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2) 𝛿

ℎ
𝑘 (1− 𝑛+ 1)

]︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0

Оскiльки розмiрнiсть простору 𝑛 не може дорiвнювати нулю, то отримаємо
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наступне спiввiдношення:{︁
4
[︁
𝑅𝑖𝑘

(︁
𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
−𝑅𝑖𝑗

(︁
𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁]︁
+

+(𝑛− 2)
(︁
(𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2) 𝛿

ℎ
𝑗 − (𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2) 𝛿

ℎ
𝑘

)︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0
(1.9)

Просумуємо (1.9) за iндексами ℎ та 𝑘 :{︀
4
[︀
𝑅𝑖𝛼

(︀
𝑅𝑗𝑙2𝛿

𝛼
·𝑙1 +𝑅𝑗𝑙1𝛿

𝛼
𝑙2

)︀
−𝑅𝑖𝑗

(︀
𝑅𝛼𝑙2𝛿

𝛼
·𝑙1 +𝑅𝛼𝑙1𝛿

𝛼
𝑙2

)︀]︀
+

(𝑛− 2)
(︀
(𝑅𝛼𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝛼𝑙2) 𝛿

𝛼
𝑗 − (𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2) 𝛿

𝛼
𝛼

)︀}︀ ⃒⃒⃒
0

= 0

Тодi:

{4 (𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1 −𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2)+

+(𝑛− 2) (𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 − 𝑛𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2 − 𝑛𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2)}
⃒⃒⃒
0

= 0

Звiдси випливає, що {︀
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2

(︀
4 + 𝑛− 2− 𝑛2 + 2𝑛

)︀
+

+𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1
(︀
4 + 𝑛− 2− 𝑛2 + 2𝑛

)︀
− 8𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2

}︀ ⃒⃒⃒
0

= 0

Помноживши попередне спiввiдношення на -1 , отримаємо{︀(︀
𝑛2 − 3𝑛− 2

)︀
(𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1) + 8𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2

}︀ ⃒⃒⃒
0

= 0. (1.10)

Наразi просумуємо (1.9) за iндсксами ℎ i 𝑙1 :{︀
4
[︀
𝑅𝑖𝑘

(︀
𝑅𝑗𝑙2𝛿

𝛼
𝛼 +𝑅𝑗𝛼𝛿

𝛼
𝑙2

)︀
−𝑅𝑖𝑗

(︀
𝑅𝑘𝑙2𝛿

𝛼
𝛼 +𝑅𝑘𝛼𝛿

𝛼
𝑙2

)︀]︀
+

(𝑛− 2)
(︀
(𝑅𝑘𝛼𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝛼𝑅𝑘𝑙2) 𝛿

𝛼
𝑗 − (𝑅𝑗𝛼𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝛼𝑅𝑗𝑙2) 𝛿

𝛼
𝑘

)︀}︀ ⃒⃒⃒
0

= 0

Тодi:
{4 (𝑛𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 − 𝑛𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2)+

+(𝑛− 2) (𝑅𝑘𝑗𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2 −𝑅𝑗𝑘𝑅𝑖𝑙2 −𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2)}
⃒⃒⃒
0

= 0.

Звiдси випливає, що

{4(𝑛+ 1) [𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2 ]− (𝑛− 2) (𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2)}
⃒⃒⃒
0

= 0
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Врештi-решт, отримали

{(𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2) (3𝑛+ 6)}
⃒⃒⃒
0

= 0

Оскiльки 3𝑛+ 6 ̸= 0, то

𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 = 𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2 . (1.11)

3 урахуванням (1.11) спiввдношення (1.10) набуває наступного виду{︀(︀
𝑛2 − 3𝑛− 2

)︀
(𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2 +𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2) + 8𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2

}︀ ⃒⃒⃒
0

= 0

(︀
2𝑛2 − 6𝑛+ 4

)︀
𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2 = 0 (1.12)

Так як
(︀
2𝑛2 − 6𝑛+ 4

)︀
̸= 0, то виходить, що 𝑅𝑖𝑗 = 0. Таким чином,

доведена наступна

Теорема 2. Якщо простiр афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 є проективно пласким,

то простiр 𝐴𝑛 - плаский.

Властивостi просторiв в залежностi вiд виду тензора Рiччi вивчались

в роботах [7, 9].

2. Нескiнченно малi рухи в 𝐴𝑛.

Означення 2. Вiдображення простору 𝐴𝑛 на себе, яке зберiгає об’єкт

Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦), називаеться рухом даного простору афiнної зв’язностi.

Будемо дослiджувати перехiд вiд координат 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 до нових

координат 𝑦′1, 𝑦′2, . . . , 𝑦′𝑛 на лiнiйному перетвореннi вiдносно приросту параметра

𝑡

𝑦
′ℎ = 𝑦ℎ + 𝜉ℎ(𝑦)𝛿𝑡, (2.1)

де 𝜉ℎ(𝑦) - вектор змiщення рухiв.

Компоненти вектора змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) будемо шукати в такому

виглядi:

𝜉ℎ(𝑦) = 𝑎ℎ. +𝑎
ℎ
.𝑙1𝑦

𝑙1+𝑎ℎ.𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2+𝑎ℎ.𝑙1𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3+. . .+𝑎ℎ.𝑙1𝑙2...𝑙𝑘𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑘+. . .

або

𝜉ℎ(𝑦) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎ℎ.
𝑘

, (2.2)

де введено позначення

𝑎ℎ.
𝑝
= 𝑎ℎ·𝑙1𝑙2...𝑙𝑝𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑝 . (2.3)
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Зауваження 1. У (2.3) 𝑎ℎ. , 𝑎
ℎ
·𝑙1𝑙2...𝑙𝑝 - деякi постiйнi, причому 𝑎

ℎ
·𝑙1...𝑙𝑝(𝑝 ⩾ 2)

симетричнi за будь-якою парою нижнiх iндексiв.

Введемо позначення:

𝑡ℎ𝛼 =
1

3
𝑅ℎ·𝑙1𝑙2𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 , 𝑡(2)ℎ𝛼 = 𝑡ℎ𝛽𝑡
𝛽
𝛼, . . . (2.4)

Методом повної математичної iндукцiї доведено наступну лему:

Лема 1. Для того, щоб ряди (2.2) визначали компоненти вектора змiщення

рухiв 𝜉ℎ(𝑦) у просторi 𝐴𝑛, необхiдно, щоб члени цих рядiв визначалися з

рекурентних спiввiдношень

𝑎ℎ.
2𝑘

= − 2𝑘 − 3

𝑘(2𝑘 − 1)
𝑎𝛼.

2𝑘−2

𝑡ℎ𝛼 (2.5)

𝑎ℎ.
2𝑘+1

= 0, 𝑘 ∈ N. (2.6)

Доведения. Необхiднiсть. Вiдомо, що векторне поле змiщення рухiв

𝜉ℎ(𝑦) тодi i тiльки тодi переводить об’ект Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦) в себе, коли

𝐿𝜉Γ̃
ℎ
𝑖𝑗(𝑦) = 0 (2.7)

де 𝐿𝜉Γ̃ℎ𝑖𝑗 - похiдна Лi об’екта зв’язностi [4, 10].

Вiдносно компонентiв вектора змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) рiвняння (2.7) представляють

систему диференцiальних рiвнянь другого порядку:

𝜕2𝜉ℎ

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗
+ 𝜉𝛼

𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

+
𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑖
Γ̃ℎ𝛼𝑗 +

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑗
Γ̃ℎ𝛼𝑖 −

𝜕𝜉ℎ

𝜕𝑦𝛼
Γ̃𝛼𝑖𝑗 = 0 (2.8)

Диференцiюемо спiввiдношення (2.2) як степеневу функцiю:

𝜕𝜉ℎ

𝜕𝑦𝑖
= 𝑎ℎ.𝑖 + 2𝑎ℎ.𝑖𝑙𝑦

𝑙 + 3𝑎ℎ.𝑖𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+ (𝑘 + 1)𝑎ℎ.𝑖𝑙1𝑙2...𝑙𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .

Розпишемо перший доданок рiвняння (2.8):

𝜕2𝜉ℎ

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗
= 2𝑎ℎ.𝑖𝑗+2·3𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑦

𝑙1+3·4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2+. . .+(𝑘+1)(𝑘+2)𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑘𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘+. . .
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Тепер розпишемо другий доданок:

𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

= −1

3
𝑅
0

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

𝜉𝛼
𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

= −1

3

[︃(︁
𝑎𝛼. 𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒
0

+
(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 +
(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙𝑙1𝑦
𝑙2+

+ . . .+
(︁
𝑎𝛼.𝑙1...𝑙𝑘𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘

]︃

Третiй доданок має вигляд:

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑖
Γ̃ℎ𝛼𝑗 = −1

3

[︃(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 + 2
(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + 2×

×
(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙3

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+ 𝑘
(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1...𝑙𝑘−1

𝑅ℎ.(𝛼𝑗)𝑙𝑘

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .

]︃

Аналогiчно четвертий доданок:

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑗
Γ̃ℎ𝛼𝑖 = −1

3

[︃(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑅

ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙1

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 + 2
(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + 2×

×
(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙3

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+ 𝑘
(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑙1...𝑙𝑘−1

𝑅ℎ.(𝛼𝑖)𝑙𝑘

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .

]︃

П’ятий доданок:

−𝜕𝜉
ℎ

𝜕𝑦𝛼
Γ̃𝛼𝑖𝑗 =

1

3
𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑚𝑦

𝑚
(︁
𝑎ℎ.𝛼 + 2𝑎ℎ.𝑎𝑙1𝑦

𝑙1 + 2𝑎ℎ.𝑎𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+

+𝑘𝑎ℎ.𝑎𝑙1...𝑙𝑘−1
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘−1 + . . .

)︁
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Отриманi спiввiдношення пiдставляємо в рiвняння (2.8) i зведемо подiбнi:(︂
2𝑎ℎ.𝑖𝑗 −

1

3
𝑎𝛼. 𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︂ ⃒⃒⃒
0

+

[︂
2 · 3𝑎ℎ.𝑗𝑗𝑙1 −

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼.𝑖𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙1

−

−𝑎ℎ.𝛼𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1
)︁]︁ ⃒⃒⃒

0

𝑦𝑙1 +

[︂
3 · 4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2 −

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 2

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+

+𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

− 𝑎ℎ.𝑎𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

)︁)︁]︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+
[︁
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑘𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘−

−1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1...𝑙𝑘𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 𝑘

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1...𝑙𝑘−1

𝑅ℎ.(𝛼𝑗)𝑙𝑘 + 𝑎𝛼.𝑗𝑙1...𝑙𝑘−1
𝑅ℎ.(𝛼𝑖)𝑙𝑘−

−𝑎ℎ.𝛼𝑙1...𝑙𝑘−1
𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙𝑘

)︁)︁]︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘

)︃
= 0

(2.9)

Оскiльки рiвняння (2.9) виконується при будь-яких 𝑦𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑛 , то зведенi

коефiцiенти дорiвнюють нулю.

Спочатку прирiвнюемо нулю доданок першого степеня.[︂
2 · 3𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1 −

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼.𝑖𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙1

− 𝑎ℎ.𝛼𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

)︁]︂ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 = 0

Згортаємо його з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумуємо за iндексами 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

2 · 3𝑎ℎ·𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

1

3

(︁
2𝑎𝛼·𝑙1𝑅

ℎ
·𝑙2𝑙3𝛼 + 2𝑎𝛼·𝑙1𝑅

ℎ
·(𝛼𝑙2)𝑙3 − 2𝑎ℎ.𝛼𝑅

𝛼
·𝑙2𝑙3𝑙1

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

3 властивостi тензора Рiмана випливає, що 𝑅ℎ.𝑎𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 ≡ 0, тому

3𝑎ℎ·𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

1

3

(︁
𝑎𝛼·𝑙1𝑅

ℎ
·𝑙2𝑙3𝛼 + 𝑎𝛼·𝑙1𝑅

ℎ
.𝑎𝑙2𝑙3 + 𝑎𝛼·𝑙1𝑅

ℎ
·𝑙2𝑙3

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

3𝑎ℎ·𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 𝑎𝛼·𝑙1

(︁
𝑅ℎ·𝑙2𝑙3𝛼 −𝑅ℎ·𝑙2𝑙3𝛼

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

𝑎ℎ·𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 0

𝑎
3

ℎ
. = 0

(2.10)

Тепер розглянемо рiвнiсть нулю зведеного коефiцiєнта при 𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 .

4 · 5𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑙3𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 3

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙3

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑙2𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙3

−

−𝑎ℎ.𝑎𝑙1𝑙2𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙3

)︁)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3
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Обидвi частини попереднього спiввiдношення згортаємо з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумуємо

за iндексами 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

4 · 5𝑎
5

ℎ
. =

1

3

(︁
2𝑎
3

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼 + 2 · 3𝑎

3

𝛼
. 𝑅

ℎ
𝑎𝑙1𝑙2 − 2 · 3𝑎

3

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

𝑎
5

ℎ
. = 0

Продовжуючи цей процес, на (2𝑘 − 1)-ому кроцi ми бачимо, що 𝑎ℎ.
2𝑘−1

= 0

виражаються через добуток, у якому присутнiй множник
𝑎ℎ

2𝑘 − 1
= 0, тому

мае мiсце спiввiдношення (2.6). Наразi доведемо (2.5), для цього спочатку

прирiвняемо нулю вiльний член.

2𝑎ℎ.𝑖𝑗 −
1

3
𝑎𝛼𝑅ℎ.(𝑖𝑗)𝛼 = 0

𝑎ℎ.𝑖𝑗 =
1

6
𝑎𝛼𝑅ℎ.(𝑖𝑗)𝛼

Якщо домножити попереднє рiвняння на 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумувати за iндексами

𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, то отримаємо

𝑎
2

ℎ
. = 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼. (2.11)

Легко бачити, що (2.11) можна отримати i з (2.5) при 𝑘 = 1. Розглянемо

тепер рiвнiсть нулю доданка другого степеня вiдносно 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑘.[︂
3 · 4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2 −

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 2

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

−

−𝑎ℎ.𝑎𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

)︁)︁]︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 = 0

3 · 4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 =

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 2

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

− 𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

)︁)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

Лiву та праву частини останнього спiввiдношення згортаємо з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та

пiдсумуемо за iндексами 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

3 · 4𝑎
4

ℎ
. =

1

3

(︁
2𝑎
2

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼 + 4𝑎

2

𝛼
. 𝑅

ℎ
((𝑎𝑙1)𝑙2

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

3 · 4𝑎
4

ℎ
. =

1

3

(︁
2𝑎
2

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼 + 4𝑎

2

𝛼
. 𝑅

ℎ
𝑎𝑙1𝑙2 − 4𝑎

2

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

3 · 4𝑎
4

ℎ
. = −2

3
𝑎
2

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
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Враховуючи рiвняння (2.4), отримаємо

𝑎
4

ℎ
. = −1

6
𝑎
2

𝛼
. 𝑡
ℎ
𝛼 (2.12)

Але до того ж результату приходимо i з (2.5) при 𝑘 = 2. Тепер розглянемо

рiвнiсть нулю зведеного коефiцiєнта при 𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 .

5 · 6𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1...𝑙4𝑦
𝑙1 . . . 𝑦𝑙4 =

1

3

(︁
𝑎𝑎.𝑙1...𝑙4𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 4

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑙2𝑙3𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙4

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑙2𝑙3𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙4

−

−𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑙2𝑙3𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙4

)︁)︁
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙4

Обидвi частини попереднього спiввiдношения згортаємо з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумуємо

за iндексами 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

5 · 6𝑎
6

ℎ
. =

1

3

(︁
2𝑎
4

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼 + 2 · 4𝑎

4

𝛼
. 𝑅

ℎ
𝛼𝑙1𝑙2 − 2 · 4𝑎

4

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

5 · 3𝑎
6

ℎ
. = −4− 1

3
𝑎
4

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼𝑦

𝑙1𝑦𝑙2

𝑎
6

ℎ
. = −1

5
𝑎
4

𝛼
. 𝑡
ℎ
𝛼

(2.13)

Легко бачити, що (2.13) можна отримати i з (2.5) при 𝑘 = 3.

Таким чином, формула (2.5) вiрна для 𝑘 = 1, 2, 3. Нехай вона має мiсце

для 𝑘 = 𝑝, тобто

𝑎
2𝑝

ℎ
. = − 2𝑝− 3

𝑝(2𝑝− 1)
𝑎𝛼
2𝑝−2

𝑡ℎ𝛼.

Доведемо, що вона справедлива i для 𝑘 = 𝑝+ 1. Враховуючи припущення

iндукцiї, отримуємо

𝑎ℎ.
2𝑝+2

= − 2𝑝− 1

(𝑝+ 1)(2𝑝+ 1)
𝑎𝛼
2𝑝
𝑡ℎ𝛼, (2.14)

що й завершує доведення леми.

Ранiше [3, 15] було доведено наступнi двi леми:

Лема 2. Для того, щоб ряди (2.2) визначали компоненти вектора змiщения

рухiв 𝜉ℎ(𝑦) у просторi 𝐴𝑛, необхiдно, щоб виконувалися спiввiдношення

(2.6), а загальнi члени рядiв мали вигляд

𝑎ℎ.
2𝑘

=
(−1)𝑘+1

𝑘!(2𝑘 − 1)
𝑎𝛼. 𝑡

(𝑘)ℎ
𝛼 (2.15)
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Лема 3. Ряди

𝜉ℎ(𝑦) =

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘+1

𝑘!(2𝑘 − 1)
𝑎𝛼. 𝑡

(𝑘)ℎ
𝛼 (2.16)

при ℎ = 1, 2, . . . , 𝑛 сходяться абсолютно i рiвномiрно на множинi⃒⃒⃒
𝑅ℎ·𝑙1𝑙2𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
⃒⃒⃒
<

3

𝑛
.

Знайдемо достатнiсть умов (2.5) та (2.6) леми 1. Вимагатимемо, щоб

ряди (2.2), члени яких знаходяться з (2.5) та (2.6), визначали компоненти

вектора змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) у просторi 𝐴𝑛. З рiвнянь (2.14) випливає, що

(2𝑝+ 2)𝑎ℎ(𝑖𝑗)
2𝑝+1

= − 2𝑝− 1

3(𝑝+ 1)(2𝑝+ 1)

[︂
2𝑘 𝑎

2𝑝−1

𝛼
.(𝑖𝑅𝑗)𝑙1𝑙2𝛼𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 − 𝑎
2𝑝

𝛼
. 𝑅𝛼(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙

]︂
(2.17)

Пiдстановка спiввiдношень (1.1), (2.5), (2.6) i (2.7) в рiвняння (2.9) з

урахуванням (2.4) дає

𝑎𝛼.(𝑖𝑅𝑗)(𝑙1𝑙2)𝛼 + 𝑎𝛼·(𝑙1𝑅 𝑙2)(𝑖𝑗)𝛼 = 0 (2.18)

𝑎𝛼.(𝑖
2𝑝−1

𝑡𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼
2𝑝
Γ𝛼𝑖𝑗 = 0

(𝑝 = 1, 2, . . .)

(2.19)

Таким чином доведена наступна

Лема 4. Для того, щоб ряди (2.2), члени яких визначаються з (2.6) 𝑖

рекурентних спiввiдношень (2.5), визначали компоненти вектора змiщення

рухiв 𝜉ℎ(𝑦) у просторi 𝐴𝑛, достатньо, щоб виконувалися рiвняння (2.17)

i (2.18).

Об’еднуючи лему 1 - лему 4, отримуємо наступну теорему.

Теорема 3. Для того, щоб у просторi 𝐴𝑛 iснував вектор змiщения рухiв

𝜉ℎ(𝑦) виду (2.2), необхiдно та достатньо, щоб виконувалися спiввiдношення

(2.6) i (2.15).

Отриманi результати можуть бути застосованi в загальнiй теорiї вiдносностi

[6, 9], теоретичнiй механiцi [11, 14] та iнших областях геометрiї [12, 13].
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Vashpanova N. V., Pokas S. M.

Some issues of approximation theory for affinely connected spaces

Summary

The idea of studying geometric objects in the neighborhood of an arbitrary

point with a certain order of precision has been partially applied in geometry

and has led to a deeper investigation of these objects. In the theory of curves,

an invariant vector to the tangent arises in the first-order differential neigh-

borhood. This makes it possible to introduce the concept of the arc length

of a curve and to choose it as a parameter. In the second-order differential

neighborhood, the principal normal vector and the curvature of the curve are

constructed. When considering the third-order differential neighborhood, the

torsion of the curve is obtained.

In this work, affine connection spaces without torsion are studied. Meth-

ods for constructing approximate geometric objects have been developed, and

their properties with respect to analogous objects in the given affine connec-

tion space have been examined. The investigation is carried out in a special

coordinate system. The obtained results are applied to the study of motions in

affine connected spaces. The form of the Killing vector in approximate affine

connected spaces has been determined.

Keywords: affine connected space, Riemannian space, Riemann tensor, Ricci

tensor, Lie derivative.
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ПОРЯДКУ З НЕЛIНIЙНОСТЯМИ БЛИЗЬКИМИ ДО

ПРАВИЛЬНО ЗМIННИХ

Для диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями загального ви-

гляду, що є близькими до правильно змiнних, вперше отримано необхiднi та достатнi

умови iснування досить широкого класу швидкозмiнних розв’язкiв. Ця робота розши-

рює та узагальнює класичнi результати, отриманi для рiвнянь Емдена-Фаулера, та до-

зволяє застосувати асимптотичнi методи до бiльш складних моделей. Крiм того, отри-

мано точнi асимптотичнi формули для таких розв’язкiв та їх похiдних першого поряд-

ку. Цi формули є важливим iнструментом для аналiзу якiсної поведiнки розв’язкiв у

залежностi вiд властивостей коефiцiєнтiв рiвняння. Отриманi результати дозволяють

прогнозувати поведiнку розв’язкiв у околi особливої точки, що має велике значення

для прикладних задач у фiзицi, хiмiї та iнших науках.
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Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння, асимптотичний, швидко змiннi розв’язки,

правильно змiннi нелiнiйностi.
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Вступ

З розвитком теорiї правильно змiнних функцiй [1] у роботах В.М.

Євтухова та численних представникiв його наукової школи (див., наприклад,

[3]—[6]) було розроблено теорiю дослiдження достатньо широких класiв

розв’язкiв iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з правильно змiнними

нелiнiйностями. Залишається вiдкритою задача дослiдження рiвнянь бiльш

загального виду, якi можуть виникати при розглядi уточнених моделей

рiзноманiтних природних явищ. Дану роботу присвячено саме таким

Надiйшла 07.07.2024 ©Воробйова А. В., 2024
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типам рiвнянь.

Основнi результати

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦
′), (1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[(−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) – неперервна

функцiя i 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×∆𝑌0 × ∆𝑌1 →]0,+∞[ є неперервно диференцiйовною,

𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}, ∆𝑌𝑖 має вид або [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[
* або ]𝑌𝑖, 𝑦

0
𝑖 ].

Покладемо

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡, то 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, то 𝜔 < +∞.

Вважаємо, що функцiя 𝑓 у (1) задовольняє умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡) · 𝜕𝑓𝜕𝑡 (𝑡, 𝑣0, 𝑣1)
𝑓(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

= 𝛾 рiвномiрно по (𝑣0, 𝑣1) ∈ ∆𝑌0 ×∆𝑌1 (2)

та для кожного 𝑘 ∈ {0, 1}

lim
𝑣𝑘→𝑦𝑘
𝑣𝑘∈Δ𝑌𝑘

𝑣𝑘 · 𝜕𝑓
𝜕𝑣𝑘

(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

𝑓(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)
= 𝜎𝑘 рiвномiрно по 𝑡 ∈ [𝑎,𝑤[ та рiвномiрно по (3)

𝑣𝑗 ∈ ∆𝑌𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑘, 𝜎𝑖 ∈ 𝑅, причому 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1.

Функцiї 𝑓 , що задовольняють умови (2) та (3) є близькими до правильно

змiнних функцiй по кожнiй зi змiнних. Прикладом можуть слугувати

зокрема функцiї виду |𝜋𝜔(𝑡)|𝛾 |𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 exp (|ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦𝑦′||𝜇), 0 < 𝜇 < 1.

Важливою особливiстю таких функцiй є неможливiсть їх навiть асимптотично

зобразити у виглядi добутку функцiї, кожна з яких залежить тiльки вiд

однiєї змiнної.

В силу (2) та (3), 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′) має вигляд

𝑓(𝑡, 𝑣0, 𝑣1) = |𝜋𝜔(𝑡)|𝛾 |𝑦|𝜎0
⃒⃒
𝑦′
⃒⃒𝜎1 ·Θ(𝑡, 𝑦, 𝑦′), (4)

де функцiя Θ задовольняє умову

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡) · 𝜕Θ𝜕𝑡 (𝑡, 𝑣0, 𝑣1)
Θ(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

= 0 рiвномiрно по (𝑣0, 𝑣1) ∈ ∆𝑌0 ×∆𝑌1 , (5)
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а також для кожного 𝑘 ∈ {0, 1}

lim
𝑣𝑘→𝑦𝑘
𝑣𝑘∈Δ𝑌𝑘

𝑣𝑘 · 𝜕Θ𝜕𝑣𝑘 (Θ, 𝑣0, 𝑣1)
𝑓(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

= 0 рiвномiрно по 𝑡 ∈ [𝑎,𝑤[ та рiвномiрно по (6)

𝑣𝑗 ∈ ∆𝑌𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑘.

Розв’язок 𝑦 рiвняння (1) будемо називати 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язком,

якщо вiн заданий на [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ та для кожного 𝑖 ∈ {0, 1}

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖, lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0. (7)

Введемо необхiднi позначення

𝐼2(𝑡) = 𝛼0

∫︁ 𝑡

𝐴2
𝜔

𝑝(𝜏)𝑑𝜏, 𝐴2
𝜔 =

⎧⎨⎩𝑎, якщо
∫︀ 𝜔
𝑎 𝑝(𝜏)𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︀ 𝜔
𝑎 𝑝(𝜏)𝑑𝜏 < +∞,

𝐽4(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝐵4
𝜔

|𝐼2(𝜏)|
1
𝜎0 𝑑𝜏, 𝐵4

𝜔 =

⎧⎨⎩𝑏, якщо
∫︀ 𝜔
𝑏 |𝐼2(𝜏)|

1
𝜎0 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︀ 𝜔
𝑏 |𝐼2(𝜏)|

1
𝜎0 𝑑𝜏 < +∞.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема. Нехай у рiвняннi (1) 𝜎1 = 1. Тодi, для iснування у рiвняння (1)

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв необхiдно, а якщо

𝜎0𝐼2(𝑡) < 0, (8)

то i достатньо виконання умов

𝑦00𝛼0 > 0, 𝜎0𝑦
0
1𝐼2(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[, (9)

lim
𝑡↑𝜔

𝑦00|𝐽4(𝑡)|−1 = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝑦01|𝐽4(𝑡)|−1 = 𝑌1, lim
𝑡↑𝜔

𝐽4(𝑡)𝐼
′
2(𝑡)

𝐽 ′
4(𝑡)𝐼2(𝑡)

= 𝜎0. (10)

Крiм того, для кожного такого розв’язку мають мiсце наступнi асимптотичнi

зображення при 𝑡 ↑ 𝜔

1

𝑦′(𝑡) ·
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀ 1
𝜎0

= −𝐽4(𝑡)|𝜎0|
1
𝜎0 [1 + 𝑜(1)], (11)

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= −𝐽4(𝑡)

𝐽 ′
4(𝑡)

[1 + 𝑜(1)]. (12)
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ R є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0) -

– розв’язком рiвняння (1), для якого 𝜆0 ∈ R∖{0, 1}. Пiдставляючи в (1)

зображення (4) отримуємо рiвнiсть

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡) |𝜋𝜔(𝑡)|𝛾 |𝑦|𝜎0
⃒⃒
𝑦′
⃒⃒
·Θ(𝑡, 𝑦, 𝑦′). (13)

Розглянемо рiвнiсть(︂
𝑦′(𝑡)

|𝑦(𝑡)|𝜎0 |𝑦′(𝑡)|Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︂′
=

𝑦′′(𝑡)

|𝑦(𝑡)|𝜎0 |𝑦′(𝑡)|Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))(︂
− 𝜎0

|𝑦′(𝑡)|2

𝑦′′(𝑡) · 𝑦(𝑡)
−
𝑦′(𝑡) · 𝜕Θ(𝑡,𝑦(𝑡),𝑦′(𝑡))

𝜕𝑣1

Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))
− (𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡) · 𝑦(𝑡)
·
𝑦(𝑡) · 𝜕Θ(𝑡,𝑦(𝑡),𝑦′(𝑡))

𝜕𝑣0

Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))
−

− 𝑦′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡) · 𝑦′′(𝑡)
·
𝜕Θ(𝑡,𝑦(𝑡),𝑦′(𝑡))

𝜕𝑡 · 𝜋𝜔(𝑡)
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︂
(14)

При 𝑡 ↑ 𝜔 попередню рiвнiсть можна записати так:(︂
𝑦′(𝑡)

|𝑦(𝑡)|𝜎0 |𝑦(𝑡)′|Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︂′
= 𝛼0𝑝(𝑡)sign𝑦

0
1(−𝜎0)[1 + 𝑜(1)] (15)

Звiдси маємо

1

|𝑦(𝑡)|𝜎0 ·Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))
= −𝜎0𝐼2(𝑡)[1 + 𝑜(1)]. (16)

Звiдси випливає друга з умов (4). Перепишемо (11) у видi, при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦(𝑡) =
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀− 1
𝜎0 |𝐼2(𝑡)|

− 1
𝜎0 |𝜎0|

− 1
𝜎0 [1 + 𝑜(1)]. (17)

Пiдставимо (12) у третю з умов (7) i отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

(𝑦′(𝑡))2 = 𝑦′′(𝑡)
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀− 1
𝜎0 |𝐼2(𝑡)|

− 1
𝜎0 |𝜎0|

− 1
𝜎0 [1 + 𝑜(1)]. (18)

Звiдси отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦′′(𝑡)

(𝑦′(𝑡))2 ·
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀ 1
𝜎0

= |𝐼2(𝑡)|
1
𝜎0 |𝜎0|

1
𝜎0 [1 + 𝑜(1)]. (19)

Тодi з використанням тверджень 1 i 2 з [7] отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

1

𝑦′(𝑡) ·
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀ 1
𝜎0

= −𝐽4(𝑡)|𝜎0|
1
𝜎0 [1 + 𝑜(1)], (20)



28 Воробйова А. В.

тобто перше з зображень (6).

З (11) i (15) отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= −𝐽4(𝑡)

𝐽 ′
4(𝑡)

[1 + 𝑜(1)], (21)

звiдси має мiсце друге з зображень (6). Крiм того, з урахуванням (6)

виконуються перша та друга умови з (5).

Подiливши (14) на (15) отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

𝐼2(𝑡)

−𝜎0𝐼2(𝑡)
[1 + 𝑜(1)].

Звiдси, з урахуванням (16) i (7) отримаємо третю з умов (5).

Достатнiсть. Нехай 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} та виконуються умови (3)—(5).

Покладемо⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

𝑦′(𝑡) ·
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀ 1
𝜎0

= −𝐽4(𝑡)|𝜎0|
1
𝜎0 [1 + 𝑧1(𝑥)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= −𝐽

′
4(𝑡)

𝐽4(𝑡)
[1 + 𝑧2(𝑥)],

(22)

де

𝑥 = 𝛽 ln |𝐽4(𝑡)|, 𝛽 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 якщо lim

𝑡↑𝜔
𝐽4(𝑡) = +∞,

−1 якщо lim
𝑡↑𝜔

𝐽4(𝑡) = 0.
(23)

Враховуючи (5), оберемо 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[ так, щоб при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ мала мiсце

нерiвнiсть ⃒⃒⃒⃒
⃒𝜋𝜔(𝑡) · 𝜕Θ𝜕𝑡 (𝑡, 𝑣0, 𝑣1)Θ(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1

4

Враховуючи (6), оберемо для кожного 𝑖 ∈ {0, 1} значення 𝑦1𝑖 ∈ ∆𝑌𝑖 так,

щоб ⃒⃒⃒⃒
⃒𝑣𝑖 ·

𝜕Θ
𝜕𝑣𝑖

(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

Θ(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1

4
(24)

де 𝑣𝑖 ∈ ∆1
𝑌𝑖

∆1
𝑌𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
[𝑦1𝑖 , 𝑌𝑖[, при ∆𝑌𝑖 = [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[

]𝑌𝑖, 𝑦
1
𝑖 ], при ∆𝑌𝑖 =]𝑌𝑖, 𝑦

0
𝑖 ].
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Покладемо

𝐷 =

{︂
(𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝑅2 : |𝑧𝑖| <

1

2
, 𝑖 = 1, 2

}︂
.

Розглянемо функцiю

𝐹 (𝑡, 𝑦′, 𝑧1, 𝑧2) =
−1

𝑦′(𝑡) ·
(︀
Θ
(︁
𝑡, −𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

, 𝑦′
)︁ )︀ 1

𝜎0 𝐽4(𝑡)|𝜎0|
1
𝜎0 [1 + 𝑧1]

− 1.

Оскiльки

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
(𝑡, 𝑦, 𝑧1, 𝑧2) =

⎛⎝1−
𝑦′ · 𝜕Θ𝜕𝑣0

(︁
𝑡, −𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

, 𝑦′
)︁

Θ
(︁
𝑡, −𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

, 𝑦′
)︁ −

−𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

· 𝜕Θ𝜕𝑣1
(︁
𝑡, −𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

, 𝑦′
)︁

Θ
(︁
𝑡, −𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

, 𝑦′
)︁

⎞⎠
(︂
Θ
(︁
𝑡, 𝑦, 𝜆0𝑦[1+𝑧2]

(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡)

)︁)︂ 1
𝜎0
𝐽4(𝑡)|𝜎0|

1
𝜎0 [1 + 𝑧1]

то за рахунок (24) на множинi ∆ = [𝑡0, 𝜔[×∆1
𝑌0

× ∆1
𝑌1

за теоремою про

неявну функцiю рiвнiсть

𝐹 (𝑡, 𝑦, 𝑧1, 𝑧2) = 0

задає функцiю 𝑦 = 𝑌0(𝑡, 𝑧1, 𝑧2). Покладемо 𝑌1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) = 𝜆0𝑌 (𝑡,𝑧1,𝑧2)[1+𝑧2]
(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡)

.

Тодi з (5) випливає, що для 𝑖 = 1, 2 маємо

lim
𝑡→𝜔

𝑌𝑖(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) = 𝑌𝑖 рiвномiрно по (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐷. (25)

За допомогою (22) зведемо на множинi ∆ рiвняння (1) до системи

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′1 = 𝛽[1 + 𝑧1]

(︂
𝐺3(𝑡(𝑥)) · [1 + 𝑧1]

−𝜎0 · [1 + 𝑧2]
−𝜎0 +

1

𝜎0

(︂
𝐾0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) ·𝐺4(𝑡(𝑥))−

−𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)[1 + 𝑧2] +𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) ·𝐺3(𝑡(𝑥)) · [1 + 𝑧1]
−𝜎0 · [1 + 𝑧2]

−𝜎0
)︂
+ 1

)︂
;

𝑧′2 = 𝛽[1 + 𝑧2]

(︂
𝐺3(𝑡(𝑥))[1 + 𝑧1]

−𝜎0 [1 + 𝑧2]
−𝜎0 + [1 + 𝑧2]

)︂
,

(26)

де

𝐺3(𝑡) =
−𝐽4(𝑡)𝐼 ′2(𝑡)
𝜎0𝐽 ′

4(𝑡)𝐼2(𝑡)
, 𝐺4(𝑡) =

𝐽4(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′
4(𝑡)

𝐾0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝜋𝜔(𝑡(𝑥))

𝜕Θ
𝜕𝑡 (𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

Θ (𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))
,
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𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)

𝜕Θ
𝜕𝑣0

(𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

Θ (𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))
,

𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)

𝜕Θ
𝜕𝑣1

(𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))))

Θ (𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))
.

В силу (5)

lim
𝑡↑𝜔

𝐺3(𝑡) = −1, lim
𝑡↑𝜔

𝐺4(𝑡) = 0. (27)

З урахуванням (25),(5) та (6) маємо для кожного 𝑖 ∈ {0, 1, 2}

lim
𝑥→+∞

𝐾𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 0 рiвномiрно по (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐷. (28)

Перепишемо систему (26) у виглядi⎧⎨⎩𝑧′1 = 𝐴11𝑧1 +𝐴12𝑧2 +𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2),

𝑧′2 = 𝐴21𝑧1 +𝐴22𝑧2 +𝑅3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅4(𝑥, 𝑧1, 𝑧2),

де

𝐴11(𝑥) = 𝛽𝜎0, 𝐴12(𝑥) = 𝛽𝜎0, 𝐴21(𝑥) = −𝛽𝜎0,

𝐴22(𝑥) = 𝛽(−𝜎0 + 1),

𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽𝐺3(𝑡(𝑥)) +
𝛽

𝜎0

(︂
𝐾0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) ·𝐺4(𝑡(𝑥))−

−𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)[1 + 𝑧2] +𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) ·𝐺3(𝑡(𝑥)) · [1 + 𝑧1]
−𝜎0 · [1 + 𝑧2]

−𝜎0
)︂
+ 𝛽,

𝑅2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
(︀
−[1 + 𝑧1]

−𝜎0 [1 + 𝑧2]
−𝜎0 + 1 + 𝜎0𝑧1 + 𝜎0𝑧2

)︀
,

𝑅3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽[1 + 𝑧2]

(︂
𝐺3(𝑡(𝑥)) + 1

)︂
,

𝑅4(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
(︀
−[1 + 𝑧1]

−𝜎0 [1 + 𝑧2]
−𝜎0+1 + 1 + 𝜎0𝑧1 − (1− 𝜎0)𝑧2 + 𝑧22

)︀
.
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В силу (27) та (28) для 𝑖 ∈ {1, 3}

lim
𝑥→+∞

𝑅𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 0 рiвномiрно за 𝑧1, 𝑧2 : (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐷. (29)

Крiм того, маємо для 𝑖 ∈ {2, 4}

lim
|𝑧1|+|𝑧2|→0

𝑅𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

|𝑧1|+ |𝑧2|
= 0, рiвномiрно за 𝑥 ∈ [𝑥0,+∞[. (30)

Зауважимо, що характеристичне рiвняння матрицi⎛⎜⎝ 𝛽𝜎0 𝛽𝜎0

−𝛽𝜎0 𝛽(−𝜎0 + 1)

⎞⎟⎠
має вид

𝜇2 − 𝛽𝜇+ 𝜎20 = 0 (31)

У цього рiвняння немає коренiв з нульовою дiйсною частиною. Отримуємо,

що у цих випадках для системи диференцiальних рiвнянь (26) виконано всi

умови теореми з [2]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (26) має розв’язки

{𝑧𝑖}2𝑖=1 : [𝑥1,+∞[→ R2 (𝑥1 ≥ 𝑥0), якi прямують до нуля при 𝑥→ +∞. Цим

розв’язкам у силу замiн (22), (23) вiдповiдають розв’язки 𝑦 рiвняння (1),

що допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (6), (7).

Теорему доведено.

Висновки

Для диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями загального

вигляду, що є близькими до правильно змiнних, було отримано необхiднi

та достатнi умови iснування достатньо широкого класу швидкозмiнних

розв’язкiв. Крiм того, знайдено асимптотичнi формули для цих розв’язкiв

та їх похiдних першого порядку.
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2. Evtukhov V.M., Samoilenko A.M. Conditions of existence of disappearing in the

critical point solutions to rear nonautonomous systems of quasilinear differential equa-

tions // Ukrainian Mathematical Journal. – 2010. (рос.)

Список лiтератури



32 Воробйова А. В.

3. Євтухов В.М. Про один клас монотонних розв’язкiв нелiнiйного

диференцiального рiвняння n-го порядку типу Емдена–Фаулера // Повiдомл.

АН Грузiї. – 1992. – Т. 145, №2. – С. 269–273 (рос.)

4. Євтухов В.М., Бiлозерова М.О. Асимптотичнi представлення розв’язкiв

суттєво нелiнiйних неавтономних диференцiальних рiвнянь другого порядку //

Укр. мат. журн. – 2008. – Т. 60, №3. – С. 310–331 (рос.)

5. Євтухов В.М., Кусик Л.I. Асимптотичнi представлення розв’язкiв

диференцiальних рiвнянь другого порядку // Дифференц. рiвняння. – 2013.

– Т. 49, №4. – С. 424–438 (рос.)

6. Гержановська Г.А. Асимптотичнi представлення швидкозмiнних розв’язкiв

суттєво нелiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку // Нелiнiйнi

коливання. – 2017. – Т. 20, №3. – С. 329–345 (рос.)
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Asymptotic properties of rapidly-varying solutions to second-

order differential equations with nonlinearities close to reg-

ularly varying

Summary

For second-order differential equations with general nonlinearities that are

close to regularly varying, we have for the first time obtained necessary and

sufficient conditions for the existence of a sufficiently wide class of rapidly-

varying solutions. This work expands upon and generalizes the classical results

obtained for Emden-Fowler equations, allowing for the application of

asymptotic methods to more complex models. Furthermore, we have obtained

precise asymptotic formulas for these solutions and their first-order

derivatives. These formulas are an important tool for analyzing the qualitative

behavior of solutions de-pending on the properties of the equation’s

coefficients. The results obtained allow for the prediction of the behavior of

solutions in the vicinity of a singular point, which is of great importance for

applied problems in physics, chemistry, and other sciences.

Keywords: differential equations, asymptotic, rapidly-varying solutions, regu-

larly varying nonlinearities.
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вих, форма яких визначається поведiнкою iнтегральних траєкторiй системи. Результа-

ти роботи мають значення для теорiї сингулярних рiвнянь i якiсного аналiзу

динамiчних систем.
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Вступ

Вiдомо, що сингулярнi диференцiальнi рiвняння та системи в загальному

випадку не пiддаються точному аналiтичному розв’язанню. Однак можна

iдентифiкувати точки або об’єкти, у яких не виконуються умови теореми

Пiкара-Кошi, що унеможливлює застосування класичних методiв розв’язання.

Вивчення поведiнки розв’язкiв поблизу таких сингулярностей становить

iстотну наукову проблему, для розв’язання якої застосовуються якiснi

методи. Цi методи дозволяють аналiзувати властивостi розв’язкiв без

необхiдностi їх явного знаходження, зосереджуючись на геометричнiй структурi

диференцiальних рiвнянь.
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Серед якiсних пiдходiв особливе мiсце займають геометричнi методи,

зокрема використання кривих i поверхонь без контакту. Вибiр таких

кривих i поверхонь є важливим етапом дослiдження, оскiльки їхня форма

суттєво залежить вiд поведiнки iнтегральних кривих системи та її загальної

структури. Вiдповiдний пiдбiр цих геометричних об’єктiв ускладнюється

тим, що вiн вимагає глибокого розумiння динамiки системи, i тому часто

розглядається як мистецтво.

У данiй роботi дослiджуються системи, особливi кривi та поверхнi яких

є прямими та площинами. Основною метою є встановлення iснування

розв’язкiв, якi можна продовжити до особливої точки на заданий промiжок,

та одержання оцiнок цих розв’язкiв. Результати роботи можуть знайти

застосування в теорiї сингулярних диференцiальних рiвнянь та якiсному

аналiзi динамiчних систем.

Основнi результати

Нехай𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 — дискретнi множини з R (скiнченнi або нескiнченнi).

Розглядається система сингулярних диференцiальних рiвнянь⎧⎨⎩𝑔𝑘(𝑥) 𝑞𝑘(𝑦𝑘) 𝑦′𝑘 = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛),

𝑘 = 1, 𝑛,
(1)

у якiй 𝑔𝑘, 𝑞𝑘 i 𝑓𝑘 задовольняють наступним умовам:

(а) 𝑔𝑘 ∈ C(0; ℓ], де ℓ є меншою за мiнiмальну вiдстань вiд нуля до

найближчого нуля функцiй 𝑔𝑘, або до найближчої точки, у якiй хоча

б одна з функцiй 𝑔𝑘 визначена (якщо ж такої точки немає, то ℓ —

довiльно велике число); 𝑔𝑘(+0) = 0, 𝑔𝑘(𝑥) > 0;

(б) 𝑞𝑘 ∈ C1(R ∖ 𝐴𝑘), 𝑞𝑘(𝑦𝑘) > 0; причому для будь-якого 𝑎𝑘𝑖𝑘 ∈ 𝐴𝑘

(𝑖𝑘 — не бiльше максимальної кiлькостi елементiв множини 𝐴𝑘): або

𝑞𝑘(𝑎𝑘𝑖𝑘) = 0, або 𝑞𝑘(𝑎𝑘𝑖𝑘) не визначено;

(в) 𝑓𝑘 ∈ C0,1
𝑥,𝑦1,...,𝑦𝑛(𝐷), де𝐷 = [(0; ℓ]× (R ∖𝐴1)× . . .× (R ∖𝐴𝑛)] ; причому

для будь-якого 𝑎𝑘𝑖𝑘 ∈ 𝐴𝑘: або 𝑓𝑘(𝑥, 𝑎1𝑖1 , . . . , 𝑎𝑛𝑖𝑛) ̸≡ 0, або 𝑓𝑘(𝑥, 𝑎1𝑖1 , . . . , 𝑎𝑛𝑖𝑛)

не визначена.
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Крiм того, будемо припускати, що серед первiсних функцiй 𝜙𝑘(𝑥) =∫︀
𝑑𝑥
𝑔𝑘(𝑥)

iснують такi, що lim𝑥→+0 𝜙𝑘(𝑥) = 0 (очевидно, що lim𝑥→+0 𝜙
′
𝑘(𝑥) =

+∞).

За зроблених припущень для кожної точки областi𝐷 локально виконуються

умови теореми Пiкара–Кошi. Тому через кожну точку областi𝐷 проходить

єдина неперервна iнтегральна крива.

Зауваження 1. Вимога, що накладена на первiснi 𝜙𝑘(𝑥), значно звужує

клас функцiй 𝑔𝑘(𝑥).

Задача. Знайти достатню умову iснування розв’язкiв системи рiвнянь

(1) на промiжку (0; ℓ], причому таких, що⎧⎨⎩𝑦𝑘(+0) = 𝑐𝑘,

𝑘 = 1, 𝑛,

де 𝑐𝑘 = const /∈ 𝐴𝑘 (тут 𝑐𝑘 поки не визначенi).

Дослiдимо поведiнку розв’язкiв системи рiвнянь (1), якi перетинають

поверхнi виду: ⎧⎨⎩𝑦𝑘𝑖𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1± 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
,

𝑘 = 1, 𝑛,
(2)

де 𝑐𝑘 /∈ 𝐴𝑘, 𝑥 ∈ (0; ℓ].

Введемо в розгляд область 𝐺𝑖1...𝑖𝑛 , обмежену поверхнями (2):

𝐺𝑖1...𝑖𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 < 𝑥 ≤ ℓ

𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘

(︀
1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
при 𝑐𝑘𝑖𝑘 > 0

або

𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘

(︀
1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
при 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 0

𝑘 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Для кожного фiксованого 𝑥′ ∈ (0; ℓ] у перерiзi𝐺𝑖1...𝑖𝑛 (𝑥 = 𝑥′) отримуємо

деяку замкнену область, яка при 𝑥′ → +0 стягується в точку 𝑃𝑖1...𝑖𝑛(0; 𝑐1𝑖1 ; . . . ; 𝑐𝑛𝑖𝑛).

Границею областi𝐺𝑖1...𝑖𝑛 є кусочно-гладка поверхня 𝜕𝐺𝑖1...𝑖𝑛 =
⋃︀𝑛
𝑘=1 𝜕𝐺

𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛

,
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де:

𝜕𝐺𝑘𝑖𝑘𝑖1...𝑖𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 < 𝑥 ≤ ℓ

𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1± 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 > 0

або

𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 < 0

𝑚 ̸= 𝑘, 𝑚 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Оскiльки 𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑎𝑘𝑖𝑘 ∈ 𝐴𝑘 у просторi R𝑛+1 задають особливi гiперплощини,

то поверхнi (2) не повиннi з ними перетинатися.

Для цього пiдберемо 𝜆𝑘𝑖𝑘(ℓ) > 0 настiльки малими, щоб виконувались

умови:

� 𝑐𝑘𝑖𝑘(1−𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) > 𝑎𝑘𝑖𝑘 , якщо 0 ≤ 𝑎𝑘𝑖𝑘 < 𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
𝑐𝑘𝑖𝑘(1+𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) >

𝑎𝑘𝑖𝑘 , якщо 𝑎𝑘𝑖𝑘 < 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 0
)︀
;

� 𝑐𝑘𝑖𝑘(1+𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) < 𝑎𝑘𝑖𝑘 , якщо 0 < 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 𝑎𝑘𝑖𝑘
(︀
𝑐𝑘𝑖𝑘(1−𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) <

𝑎𝑘𝑖𝑘 , якщо 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 𝑎𝑘𝑖𝑘 ≤ 0
)︀
.

Оскiльки 𝜙′
𝑘(𝑥) > 0, то звiдси випливає, що 𝜙𝑘(𝑥)— зростаюча функцiя.

Тодi, очевидно, 𝜆𝑘𝑖𝑘(ℓ) → 0 або при ℓ → +∞, або при ℓ → ℓ0, де ℓ0 —

найближча до нуля особлива точка.

Розглянемо скалярний добуток вектора нормалi 𝑁
𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 , спрямованого

назовнi вiдносно областi 𝐺𝑘𝑖𝑘𝑖1...𝑖𝑛 , на 𝑔𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘)𝑇
𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 , де 𝑇

𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 — вектор

поля, визначений системою рiвнянь (1) у тiй же точцi.

Тодi 𝑁
𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 = (∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘𝜙′

𝑘(𝑥); 0; . . . ; 0; 1𝑘−те; 0; . . . ; 0).

Оскiльки 𝑔𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘) > 0, то добуток 𝑔𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘)𝑇
𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 не змiнює

напрямку вектора поля 𝑇
𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 .
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Тодi(︁
𝑔𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘)𝑇

𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 , 𝑁

𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛

)︁
= 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑦𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)∓

∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘𝜙′
𝑘(𝑥)𝑔𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘) = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑦𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)∓

∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘𝜙′
𝑘(𝑥) ·

𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘 )

𝜙′
𝑘(𝑥)

= 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑦𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)∓

∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘) = 𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘)
[︁
∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘 +

𝑓𝑘(𝑥,𝑦1,...,𝑦𝑘−1,𝑦𝑘𝑖𝑘 ,𝑦𝑘+1,...,𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘 )

]︁
=

= 𝑞𝑘

(︁
𝑐𝑘𝑖𝑘

[︀
1± 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

]︀)︁ [︂
∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘 +

𝑓𝑘(𝑥,𝑦1,...,𝑦𝑘−1,𝑐𝑘𝑖𝑘 [1±𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)],𝑦𝑘+1,...,𝑦𝑛)

𝑞𝑘

(︀
𝑐𝑘𝑖𝑘 [1±𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)]

)︀ ]︂
.

Нехай для будь-якого 𝑎𝑘𝑖𝑘 ∈ 𝐴𝑘 iснує

lim
𝑝𝑘𝑖𝑘→𝑎𝑘𝑖𝑘+0

𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑝𝑘𝑖𝑘)
= 0 (3)

(︂
lim

𝑝𝑘𝑖𝑘→𝑎𝑘𝑖𝑘−0

𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑝𝑘𝑖𝑘)
= 0

)︂
(3′)

рiвномiрно вiдносно 𝑥 ∈ (0; ℓ] i вiдносно 𝑦𝑠𝑖𝑠 ∈ R ∖𝐴𝑠 (𝑠 ̸= 𝑘, 𝑠 = 1, 𝑛). Тодi

покажемо, що iснує таке достатньо мале додатне число 𝑐+𝑘𝑖𝑘(ℓ)
(︀
𝑐−𝑘𝑖𝑘(ℓ)

)︀
, що

для будь-якого 𝑐𝑘 ∈
(︀
𝑎𝑘𝑖𝑘 ; 𝑎𝑘𝑖𝑘 + 𝑐+𝑘𝑖𝑘

]︀ (︀
𝑐𝑘 ∈

[︀
𝑎𝑘𝑖𝑘 − 𝑐−𝑘𝑖𝑘 ; 𝑎𝑘𝑖𝑘

)︀)︀
виконується

умова:

sgn
[︁
∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘 +

𝑓𝑘(𝑥,𝑦1,...,𝑦𝑘−1,𝑐𝑘𝑖𝑘 [1±𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)],𝑦𝑘+1,...,𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑐𝑘𝑖𝑘 [1±𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)])

]︁
=

= sgn[∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘 ];

(4)

причому, коли ℓ зростає в областi допустимих значень, то 𝑐+𝑘𝑖𝑘(ℓ) → 0,

𝑐−𝑘𝑖𝑘(ℓ) → 0.

Геометрично це означає, що поверхнi (2) на промiжку (0; ℓ] складаються

з точок строгого виходу з областi 𝐺𝑖1...𝑖𝑛 при зменшеннi 𝑥.

Скористаємося топологiчним принципом Важевського [1].
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Тут:

Ω = 𝐺𝑖1...𝑖𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 < 𝑥 ≤ ℓ

𝑐𝑘𝑖𝑘(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) ≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) при 𝑐𝑘𝑖𝑘 > 0

або

𝑐𝑘𝑖𝑘(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) ≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) при 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 0

𝑘 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑆 = Ω∩(𝑥 = ℓ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥 = ℓ

𝑐𝑘𝑖𝑘(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) ≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) при 𝑐𝑘𝑖𝑘 > 0

або

𝑐𝑘𝑖𝑘(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) ≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) при 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 0

𝑘 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ω𝑠𝑒 = 𝜕Ω =

=

𝑛⋃︁
𝑘=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 < 𝑥 ≤ ℓ

𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1± 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 > 0

або

𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 < 0

𝑚 ̸= 𝑘, 𝑚 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Тодi

𝑆 ∩ Ω𝑠𝑒 =

=

𝑛⋃︁
𝑘=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥 = ℓ

𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1± 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 > 0

або

𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 < 0

𝑚 ̸= 𝑘, 𝑚 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Перевiримо виконання умов принципу Важевського.

1) Cпочатку покажемо, що iснує неперервне вiдображення Ω𝑠𝑒 на 𝑆 ∩
Ω𝑠𝑒.

Для цього розглянемо довiльну точку 𝑃 ′(𝑥̄, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ Ω𝑠𝑒. Тодi iснує

таке 𝑘 ∈ 1, 𝑛, що⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 < 𝑥̄ < ℓ,

𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑐𝑘𝑖𝑘

(︁
1 + 𝜃𝑘𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥̄)

)︁
, |𝜃𝑘| = 1, 𝜃𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑦𝑚𝑖𝑚 = 𝑐𝑚𝑖𝑚

(︁
1 + 𝜂𝑚𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥̄)

)︁
, |𝜂𝑚| ≤ 1, 𝜂𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑚 ̸= 𝑘, 𝑚 = 1, 𝑛.

Розглянемо наступне неперервне перетворення:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̄ ≤ 𝑥 < ℓ,

𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑐𝑘𝑖𝑘

(︁
1 + 𝜃𝑘𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︁
, |𝜃𝑘| = 1, 𝜃𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑦𝑚𝑖𝑚 = 𝑐𝑚𝑖𝑚

(︁
1 + 𝜂𝑚𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)

)︁
, |𝜂𝑚| ≤ 1, 𝜂𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑚 ̸= 𝑘, 𝑚 = 1, 𝑛.

Спрямовуючи 𝑥→ ℓ−0, отримаємо, що точка 𝑃 ′, залишаючись на Ω𝑠𝑒,

неперервно вiдобразиться в точку

𝑃 ′′(︀ℓ; 𝑐1𝑖1(1+𝜂1𝜆1𝑖1𝜙1(ℓ)); . . . ; 𝑐𝑘𝑖𝑘(1+𝜃𝑘𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)); . . . ; 𝑐𝑛𝑖𝑛(1+𝜂𝑛𝜆𝑛𝑖𝑛𝜙𝑛(ℓ))
)︀
,

яка належить 𝑆∩Ω𝑠𝑒. Отже, в силу неперервностi функцiй 𝜙𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 𝑛,

iснує неперервне вiдображення Ω𝑠𝑒 на 𝑆 ∩ Ω𝑠𝑒.

2) З топологiї вiдомо, що область, гомеоморфну замкненiй кулi, не

можна неперервно вiдобразити на свою границю, залишаючи її нерухомою.

У нашому випадку замкнена область 𝑆 — 𝑛-вимiрний замкнений «паралелепiпед»,

тобто область, гомеоморфна замкненiй кулi. Тому 𝑆 не можна неперервно

вiдобразити на свою границю, якою є 𝑆 ∩ Ω𝑠𝑒, зберiгаючи її нерухомою.

Таким чином, всi умови iз принципу Важевського виконуються. Тому

iснує принаймнi одна точка 𝑠 ∈ 𝑆 така, що вiдповiдна їй iнтегральна крива

при зменшеннi 𝑥 продовжується на промiжку (0; ℓ] i залишається всерединi

областi 𝐺𝑖1...𝑖𝑛 . Тобто iснує принаймнi один неперервний розв’язок системи
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рiвнянь (1), який на промiжку (0; ℓ] задовольняє нерiвностям:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∨ 𝑐𝑘
(︀
1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
≤ 𝑦𝑘 ≤ 𝑐𝑘

(︀
1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
(при 𝑐𝑘𝑖𝑘 > 0),

∨ 𝑐𝑘
(︀
1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
≤ 𝑦𝑘 ≤ 𝑐𝑘

(︀
1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
(при 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 0),

𝑦𝑘(+0) = 𝑐𝑘,

𝑘 = 1, 𝑛.

(5)

Таким чином, на основi отриманих результатiв сформулюємо теорему.

Теорема. Нехай у системi рiвнянь (1) функцiї 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), де

𝑘 = 1, 𝑛, задовольняють умову (3) ((3′)). Тодi iснують такi достатньо

малi додатнi числа 𝑐+𝑘𝑖𝑘(ℓ)
(︁
𝑐−𝑘𝑖𝑘(ℓ)

)︁
, що для будь-яких 𝑐𝑘 ∈

(︁
𝑎𝑘𝑖𝑘 ; 𝑎𝑘𝑖𝑘 +

𝑐+𝑘𝑖𝑘

]︁ (︁
𝑐𝑘 ∈

[︁
𝑎𝑘𝑖𝑘 − 𝑐

−
𝑘𝑖𝑘

; 𝑎𝑘𝑖𝑘

)︁)︁
iснує хоча б один розв’язок системи рiвнянь

(1), який на (0; ℓ] задовольняє нерiвностям (5).

Зауваження 2. Припустимо, що для множини 𝐴𝑘 значення 𝑦𝑘 = +∞(︁
𝑦𝑘 = −∞

)︁
не є граничним. Крiм того, припустимо, що для елементiв

множин 𝐴𝑗
(︁
𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗 = 1, 𝑛

)︁
виконано граничне спiввiдношення (3) ((3′)).

Тодi iснує таке число 𝑚+
𝑖𝑘
> max 𝑎𝑘𝑖𝑘

(︀
𝑚−
𝑖𝑘
< min 𝑎𝑘𝑖𝑘

)︀
, що в смузi 𝑚+

𝑖𝑘
≤

𝑦𝑘 < +∞
(︀
−∞ < 𝑦𝑘 ≤ 𝑚−

𝑖𝑘

)︀
немає елементiв з 𝐴𝑘.

Якщо

lim
𝑝𝑘𝑖𝑘→+∞

𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑝𝑘𝑖𝑘)
= 0 (6)

(︂
lim

𝑝𝑘𝑖𝑘→−∞

𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑝𝑘𝑖𝑘)
= 0

)︂
(6′)

рiвномiрно вiдносно 𝑥 ∈ (0; ℓ] i вiдносно 𝑦𝑠𝑖𝑠 ∈ R ∖ 𝐴𝑠 (𝑠 ̸= 𝑘, 𝑠 = 1, 𝑛), то

iснують такi достатньо великi за модулем додатнi числа 𝑐+∞
𝑘𝑖𝑘

(ℓ)
(︀
вiд’ємнi

числа 𝑐−∞
𝑘𝑖𝑘

(ℓ)
)︀
, що для будь-яких 𝑐𝑘 ∈ [𝑐+∞

𝑘𝑖𝑘
; +∞)

(︀
𝑐𝑘 ∈ (−∞; 𝑐−∞

𝑘𝑖𝑘
]
)︀
виконується

умова (4).

Не виключено, що для деяких (або всiх) множин 𝐴𝑗 значення 𝑦𝑗 = +∞(︀
𝑦𝑗 = −∞

)︀
також не є граничним.

Тодi всерединi областi 𝐺𝑖1...𝑖𝑛 iнтегральнi кривi продовжуванi на (0; ℓ]

i перетинають гiперплощину 𝑥 = 0 у точцi 𝑃 (0; 𝑐1; . . . ; 𝑐𝑛).



Про продовжуванiсть розв’язкiв системи сингулярних ДР-1 43

Зауваження 3. Якщо множини 𝐴𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, мiстять бiльше нiж один

елемент i граничнi спiввiдношення або (3) ((3′)), або (6) ((6′)) справедливi,

тодi всерединi областi, де

𝑐𝑘𝑖𝑘(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) < 𝑦𝑘 < 𝑐𝑘𝑖𝑘+1
(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘+1

𝜙𝑘+1(𝑥)), 0 < 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 𝑐(𝑘+1)𝑖𝑘+1(︀
𝑐𝑘𝑖𝑘(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) < 𝑦𝑘 < 𝑐𝑘𝑖𝑘+1(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘+1

𝜙𝑘+1(𝑥)), 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 𝑐(𝑘+1)𝑖𝑘+1
< 0
)︀
,

𝑘 = 1, 𝑛,

будь-який розв’язок буде визначений на промiжку (0; ℓ], але iснування

граничницi цього розв’язку при 𝑥→ +0 стверджувати не можна.

Зауваження 4. Якщо множини 𝐴𝑘 = {−∞; +∞}, 𝑘 = 1, 𝑛, i граничнi

спiввiдношення (6) ((6′)) справедливi, то iнтегральнi кривi, що проходять

через будь-яку точку областi, де 𝑥 ∈ (0; ℓ], 𝑦𝑘 ∈ R, продовжуванi на (0; ℓ],

причому деякi з них мають скiнченну границю при 𝑥→ +0, iншi ж, взагалi

кажучи, можуть її i не мати.

Приклад. ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 ln2 1

𝑥 · 𝑦41 · 𝑦′1 = sin6 𝑦1 (2 + sin 𝑦2) + 𝑒
− 1
𝑦21 ,

𝑥
1√
2 · sin2 𝑦2 · 𝑦′2 = 𝑒

− 1
sin4 𝑦2 (4 + arctg 𝑦1).

Тут 𝑥 = 0, 𝑥 = 1 — сусiднi особливi точки.

𝑞1(𝑦1) = 𝑦41, 𝐴1 = {−∞; 0;+∞};
𝑞2(𝑦2) = sin2 𝑦2, 𝐴2 = {𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z}.

Дослiджується продовжуванiсть по 𝑥 розв’язкiв цiєї системи рiвнянь

на промiжок (0; 1− 𝛿], де 𝛿 — додатне як завгодно мале число.

Звiдси:

𝜙1(𝑥) =

∫︁
𝑑𝑥

𝑥 ln2 1
𝑥

=
1

ln 1
𝑥

, 𝜙2(𝑥) =

∫︁
𝑑𝑥

𝑥
1√
2

=
𝑥
1− 1√

2

1− 1√
2

.

𝐺𝑖1𝑖2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 < 𝑥 ≤ 1− 𝛿

𝑐1𝑖1

(︂
1∓ 𝜆1𝑖1

ln
1
𝑥

)︂
≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐1𝑖1

(︂
1± 𝜆1𝑖1

ln
1
𝑥

)︂
,

𝑐2𝑖2

(︃
1∓ 𝜆2𝑖2

1− 1√
2

· 𝑥1−
1√
2

)︃
≤ 𝑦2𝑖2 ≤ 𝑐2𝑖2

(︃
1± 𝜆2𝑖2

1− 1√
2

· 𝑥1−
1√
2

)︃
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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де 𝑖1, 𝑖2 — фiксованi.

У результатi маємо, що яким би малим не було 𝛿 > 0, усi точки на

границi областi 𝐺𝑖1𝑖2 з вiдповiдними константами

𝑐1 ∈
(︀
−∞;−𝑐−1(−∞)

)︀
∪
[︀
−𝑐−10; 0

)︀
∪ (0; 𝑐+10] ∪

(︀
𝑐+1(+∞); +∞

)︀
,

𝑐2 ∈
(︁ ⋃︁
𝑘≥0, 𝑘∈Z

(︁
(𝜋𝑘;𝜋𝑘 + 𝑐+2𝑘] ∪ [𝜋(𝑘 + 1)− 𝑐−2𝑘;𝜋(𝑘 + 1))

)︁)︁
∪

∪
(︁ ⋃︁
𝑘<0, 𝑘∈Z

(︁
(𝜋(𝑘 + 1);𝜋(𝑘 + 1) + 𝑐+2𝑘] ∪ [𝜋𝑘 − 𝑐−2𝑘;𝜋𝑘)

)︁)︁
,

є точками строгого виходу при зростаннi 𝑥. Отже, всерединi областi 𝐺𝑖1𝑖2
лежить хоча б одна iнтегральна крива, продовжувана на промiжок (0; 1−𝛿]
i спрямована в точку 𝑃𝑖1𝑖2(0; 𝑐1; 𝑐2).

Iнтегральнi кривi, що проходять мiж областями𝐺0±𝑖+2
i𝐺±∞𝑖−2

, продовжуванi

на (0; 1−𝛿], але iснування границi цих розв’язкiв при 𝑥→ +0 стверджувати

не можна.

Висновки

У роботi дослiджено сингулярнi диференцiальнi системи з особливими

кривими та поверхнями у виглядi прямих i площин. Отримано критерiї

iснування розв’язкiв, якi можна продовжити до особливої точки на заданий

промiжок, та доведено їх якiснi оцiнки. Запропоновано геометричний

пiдхiд на основi методу кривих i поверхонь без контакту, який дозволяє

аналiзувати поведiнку iнтегральних траєкторiй без явного розв’язання

системи.

Результати роботи мають теоретичне значення для розвитку теорiї

сингулярних диференцiальних рiвнянь i можуть бути застосованi в якiсному

аналiзi динамiчних систем. Подальшi дослiдження можуть бути спрямованi

на узагальнення методу для нелiнiйних особливих поверхонь та розширення

класу аналiзованих систем.

1. Hartman P. Hartman P. Ordinary Differential Equations / P. Hartman. – Baltimore:

Johns Hopkins Press, 1964. – Р. 278-280.
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On the continuability of solutions of a system of first-order

singular differential equations to an interval of predetermined

length

Summary

The article investigates singular differential systems whose special curves

and surfaces are straight lines and planes. The question of the existence of

solutions that can be extended to a singular point over a given interval and

obtaining their qualitative estimates is analyzed. The study employs

geometric methods, particularly the concept of contactless curves and

surfaces. The main focus is on the method of selecting such curves, whose

shape is determined by the behavior of the system’s integral trajectories. The

results of the work are significant for the theory of singular equations and the

qualitative analysis of dynamical systems.
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of solutions, qualitative estimates, geometric methods, contactless curves, con-

tactless surfaces, integral trajectories, qualitative analysis.
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АРЕАЛЬНА НЕСКIНЧЕННО МАЛА ДЕФОРМАЦIЯ ПОВЕРХНI

ГАУДI

Дана стаття присвячена дослiдженню нескiнченно малих ареальних деформацiй по-

верхнi Гаудi. Цi поверхнi, якi були названi на честь вiдомого каталонського архiтектора

Антонiо Гаудi, використовуються в архiтектурi як покрiвельнi конструкцiї, елементи

декорування тощо. Ранiше Velimirovic L. S., Cvetkovic M. D. та iншi дослiджували не-

скiнченно малi згинання поверхнi Гаудi. У цiй статтi доведено, що поверхня Гаудi допу-

скає довiльну ареальну нескiнченно малу деформацiю, яка описується через двi довiльнi

неперервно диференцiйовнi функцiї, i наведено явний вираз вектора змiщення у декар-

тових координатах. Окремо розглянуто випадок тангенцiальної ареальної деформацiї

з отриманням вiдповiдного вектора змiщення. Крiм того, доведено iснування дiйсної

ортогональної сiтки лiнiй стацiонарної довжини на поверхнi Гаудi та виведено дифе-

ренцiальне рiвняння для її побудови.

MSC: 57R30.

Ключовi слова: рiмановий простiр, метричний тензор, об’єкт афiнної зв’язностi, не-

скiнченно мала деформацiя, кривина, диференцiальнi рiвняння.
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Вступ

З безлiчi рiзних математичних поверхонь видiляють лiнiйчатi поверхнi,

якi називають поверхнями Гаудi. Свою назву вони отримали на честь

вiдомого каталонського архiтектора Антонiо Гаудi, який використовував

схожi форми у своїх проектах. Зараз вони також є популярними як

елементи архiтектури та покрiвельних конструкцiй.

Ранiше у статтях Velimirovic L.S. та iнших авторiв [1; 2] були дослiдженi

нескiнченно малi згинання поверхнi Гаудi.
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Дана робота присвячена дослiдженню ареальних нескiнченно малих

деформацiй поверхонь Гаудi. Також в статтi дослiджується iснування

сiтки лiнiй стацiонарної довжини при ареальних нескiнченно малих деформацiях.

Основнi результати

1. Диференцiально-геометричнi характеристики поверхнi

Гаудi

Поверхнi Гаудi описуються рiвнянням:

𝑧 = 𝑚𝑥 sin
𝑦

𝑎
,

де 𝑚, 𝑎 — деякi параметри. Оскiльки при 𝑥 = 0 та 𝑦 = 𝜋𝑎𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍,

поверхня Гаудi вироджується, то будемо розглядати це рiвняння за умови

𝑥 ̸= 0 та 𝑦 ̸= 𝜋𝑎𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍.

Параметризуємо рiвняння поверхнi Гаудi i запишемо його у векторному

виглядi:

𝑟 =
(︁
𝑥, 𝑦,𝑚𝑥 sin

𝑦

𝑎

)︁
.

Наведемо iнформацiю про диференцiально-геометричнi характеристики

поверхнi Гаудi [1].

Перша квадратична форма поверхнi Гаудi має вигляд:

𝐼(𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = 𝑑𝑟2 =
(︁
1 +𝑚2 sin2

𝑦

𝑎

)︁
𝑑𝑥2+

(︂
𝑚2𝑥

𝑎
sin

2𝑦

𝑎

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦+

(︂
1 +

𝑚2𝑥2

𝑎2
cos2

𝑦

𝑎

)︂
𝑑𝑦2.

Визначник матрицi, яка складена з коефiцiєнтiв першої квадратичної

форми, дорiвнює:

𝑔 = 1 +𝑚2 sin2
𝑦

𝑎
+
𝑚2𝑥2

𝑎2
cos2

𝑦

𝑎
.

Друга квадратична форма даної поверхнi має вигляд:

𝐼𝐼(𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = 𝑑2𝑟 · 𝑛 =
2𝑚

𝑎
√
𝑔
cos

𝑦

𝑎
𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝑚𝑥

𝑎2
√
𝑔
sin

𝑦

𝑎
𝑑𝑦2.

Гаусова кривина поверхнi Гаудi:

𝐾 = − 𝑚2

𝑎2𝑔2
cos2

𝑦

𝑎
,
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очевидно, не додатна при будь-якому значеннi параметрiв 𝑚 i 𝑎. Це

означає, що поверхня Гаудi є поверхнею гiперболiчного типу.

Вираз для середньої кривини:

𝐻 = −
𝑚𝑥 sin 𝑦

𝑎

2𝑎2𝑔
√
𝑔

(︁
1 +𝑚2 sin2

𝑦

𝑎
+ 2𝑚2 cos2

𝑦

𝑎

)︁
.

З точки зору рiманової геометрiї поверхня Гаудi є двовимiрним рiмановим

простором 𝑉2, метричний тензор якого має компоненти:

𝑔11 = 1 +𝑚2 sin2
𝑦

𝑎
; 𝑔12 =

𝑚2𝑥

2𝑎
sin

2𝑦

𝑎
; 𝑔22 = 1 +

𝑚2𝑥2

𝑎2
cos2

𝑦

𝑎
.

Тодi об’єкт афiнної зв’язностi Γℎ𝑖𝑗 на 𝑉2 задається символами Крiстофеля

другого роду. В нашому випадку вони мають вигляд:

Γ1
11 = 0; Γ2

11 = 0;

Γ1
12 =

𝑚2

𝑎𝑔
sin

𝑦

𝑎
cos

𝑦

𝑎
; Γ2

12 =
𝑚2𝑥

𝑎2𝑔
cos2

𝑦

𝑎
;

Γ1
22 = −𝑚

2𝑥

𝑎2𝑔
sin2

𝑦

𝑎
; Γ2

22 = −𝑚
2𝑥2

𝑎3𝑔
sin

𝑦

𝑎
cos

𝑦

𝑎
.

2. Поняття ареальної нескiнченно малої деформацiї поверхнi

1∘. Спочатку розглянемо поняття про нескiнченно малу деформацiю

поверхнi. Нехай 𝑆 — поверхня, гомеоморфна деякiй областi 𝐺 площини

𝑥𝑂𝑦 :

𝑆 : 𝑟 = 𝑟(𝑥, 𝑦), 𝑟 ∈ 𝐶3. (1)

Припустимо, що починаючи з деякого моменту, пiд впливом яких-небудь

причин iз плином часу вона змiнює свою форму. Нехай множина всiх

поверхонь 𝑆*, якi отриманi таким чином, описується рiвнянням

𝑟* = 𝑟*(𝑥, 𝑦, 𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Поверхню 𝑆*, яку отримують в будь-який момент часу 𝑡 описаного вище

процесу, називають нескiнченно малою деформацiєю поверхнi 𝑆 [3].

Якщо в кожнiй точцi (𝑥, 𝑦) має мiсце розклад:

𝑟*(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑟(𝑥, 𝑦) + 𝑡𝑢(1)(𝑥, 𝑦) + 𝑡2𝑢(2)(𝑥, 𝑦) + · · ·+ 𝑡𝑛𝑢(𝑛)(𝑥, 𝑦) + . . . ,
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то деформацiю називають аналiтичною, а функцiї 𝑢(1)(𝑥, 𝑦), 𝑢(2)(𝑥, 𝑦), . . .

— полями змiщення вiдповiдно першого, другого i т. д. порядкiв [3].

Нескiнченно малою деформацiєю першого порядку поверхнi 𝑆 називається

деформацiя вигляду

𝑟*(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑟(𝑥, 𝑦) + 𝑡𝑢(𝑥, 𝑦), (2)

де 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑟*(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑟(𝑥, 𝑦), властивостi якої розглядаються з точнiстю

нескiнченно малих першого порядку вiдносно параметру деформацiї 𝑡→ 0

[3]. При цьому малими величинами 𝑡2 i бiльш високого порядку нехтуємо.

Векторну функцiю 𝑢(𝑥, 𝑦) називають полем змiщення нескiнченно малої

деформацiї першого порядку [3].

2∘. Припустимо, що𝑅(𝑥, 𝑦) i𝑅*(𝑥, 𝑦, 𝑡)— деяка геометрична величина

поверхонь 𝑆 i 𝑆* вiдповiдно. Нехай, що 𝑅* можна представити так:

𝑅*(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑅(𝑥, 𝑦) + 𝑡𝛿𝑅(𝑥, 𝑦) + 𝑜(𝑡2).

Величину 𝛿𝑅(𝑥, 𝑦) називають першою варiацiєю геометричної величини

𝑅(𝑥, 𝑦) при нескiнченно малiй деформацiї поверхнi 𝑆 [4].

Геометрична величина 𝑅(𝑥, 𝑦) поверхнi 𝑆 називається стацiонарною

при нескiнченно малiй деформацiї (або такою, що зберiгається), якщо з

точнiстю до нескiнченно малих другого порядку вона збiгається з геометричною

величиною 𝑅*(𝑥, 𝑦, 𝑡) поверхнi 𝑆* :

𝑅*(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑅(𝑥, 𝑦) + 𝑜(𝑡2).

Тобто, якщо 𝑅(𝑥, 𝑦) — стацiонарна геометрична величина, то

𝛿𝑅(𝑥, 𝑦) = 0.

Нескiнченно мала деформацiя поверхнi на кожну геометричну величину

цiєї поверхнi впливає так, що ця величина змiнюється однозначно за деякими

формулами (законами). Змiнювання цiєї величини характеризує її варiацiя.

При нескiнченно малiй деформацiї варiацiя геометричної величини визначається

однозначно.

3∘. Нехай 𝑔𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑟𝑗 — метричний тензор поверхнi 𝑆, а 𝑔*𝑖𝑗 = 𝑟*𝑖 𝑟
*
𝑗 —

метричний тензор здеформованої поверхнi 𝑆*. Знайдемо вираз метричного



50 Євтухов В. М.

тензору 𝑔*𝑖𝑗 здеформованої поверхнi через похiднi радiус-вектора 𝑟𝑖 i 𝑟𝑗
недеформованої поверхнi:

𝑔*𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑟𝑗 + 𝑡(𝑟𝑖𝑢𝑗 + 𝑢𝑖𝑟𝑗) + 𝑡2𝑢𝑖𝑢𝑗 .

Тобто

𝑔*𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 + 𝑡𝛿𝑔𝑖𝑗 + 𝑜(𝑡2). (3)

Позначимо варiацiю метричного тензору через

2𝜖𝑖𝑗 = 𝛿𝑔𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑢𝑗 + 𝑢𝑖𝑟𝑗 . (4)

Тензор 𝜖𝑖𝑗 називають першим тензором деформацiї поверхнi.

Розкладемо векторне поле по базису (𝑟1, 𝑟2, 𝑛):

𝑢 = 𝑢𝛼𝑟𝛼 + 𝑢𝑜𝑛, (5)

де 𝛼 = 1, 2. Продиференцiюємо коварiантно по 𝑥𝑖 :

𝑢𝑖 = 𝑢𝛼,𝑖𝑟𝛼 + 𝑢𝛼𝑟𝛼,𝑖 + 𝑢𝑜,𝑖𝑛+ 𝑢𝑜𝑛𝑖.

Вiдповiдно до деривацiйних формул теорiї поверхонь (𝑟𝑖,𝑗 = 𝑏𝑖𝑗𝑛, 𝑛𝑖 =

−𝑏𝛼𝑖 𝑟𝛼) :
𝑢𝑖 = (𝑢𝛼,𝑖 − 𝑢𝑜𝑏𝛼𝑖 )𝑟𝛼 + (𝑢𝛼𝑏𝑖𝑗 + 𝑢𝑜,𝑖)𝑛.

Тепер знайдену коварiантну похiдну пiдставимо до (3) та спростимо отриманий

вираз, використовуючи властивiсть вектора нормалi:

2𝜖𝑖𝑗 = (𝑢𝛼,𝑖 − 𝑢𝑜𝑏𝛼𝑖 )𝑔𝛼𝑗 + (𝑢𝛼,𝑗 − 𝑢𝑜𝑏𝛼𝑗 )𝑔𝛼𝑖 = 𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖 − 2𝑢𝑜𝑏𝑖𝑗 . (6)

Отже, ми знайшли варiацiю метричного тензора.

4∘. Тепер знайдемо варiацiю елемента площi. Вiдомо, що елемент

площi поверхнi 𝑆 можна визначити за формулою:

𝑑𝜎 =
√
𝑔𝑑𝑥1𝑑𝑥2,

де 𝑔 = 𝑔11𝑔22 − 𝑔212 — визначник матрицi метричних тензорiв поверхнi 𝑆.

Тут i далi 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑦. Тодi елемент площi поверхнi 𝑆* визначається

так: 𝑑𝜎* = =
√
𝑔*𝑑𝑥1𝑑𝑥2.
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Знайдемо варiацiї дискримiнанта першої квадратичної форми поверхнi

𝑆 при загальнiй нескiнченно малiй деформацiї:

𝑔* = 𝑔*11𝑔
*
22 − 𝑔*12

2 = 𝑔 + 2𝑡(𝜖22𝑔11 + 𝜖11𝑔22)− 4𝜖12𝑔12𝑡+ 𝑜(𝑡2).

Запишемо даний вираз дискримiнанта через елементи оберненої до (𝑔𝑖𝑗)

матрицi:

𝑔* = 𝑔 + 2𝑔𝑡(𝜖11𝑔
11 + 𝜖22𝑔

22 + 2𝜖12𝑔
12) + 𝑜(𝑡2) = 𝑔 + 2𝑔𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗𝑡+ 𝑜(𝑡2).

Тодi варiацiя дискримiнанта першої квадратичної форми поверхнi 𝑆 виразиться

так:

𝛿𝑔 = 2𝑔𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗 .

Знайдемо
√
𝑔* :√︀

𝑔* =
√
𝑔 + 𝑡 · 𝜕

√
𝑔*

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑜(𝑡2) =
√
𝑔 + 𝑡

√
𝑔𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗 + 𝑜(𝑡2).

Звiдси, варiацiя кореня з дискримiнанта першої квадратичної форми має

вигляд:

𝛿
√
𝑔 =

√
𝑔𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗 .

Нарештi можемо виписати вираз елемента площi поверхнi 𝑆* :

𝑑𝜎* =
√
𝑔𝑑𝑥1𝑑𝑥2 + 𝑡

√
𝑔𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 + 𝑜(𝑡2).

Тобто:

𝑑𝜎* = 𝑑𝜎 + 𝑡𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗𝑑𝜎 + 𝑜(𝑡2). (7)

А варiацiя елемента площi виразиться так:

𝛿𝑑𝜎 = 𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗𝑑𝜎. (8)

5∘. Наведемо основнi означення, що стосуються ареальної нескiнченно

малої деформацiї, з робiт [5; 6].

Знову розглянемо розклад (5) вектора змiщення через базиснi вектори

𝑟1, 𝑟2 i 𝑛.

Нескiнченно малу деформацiю першого порядку (2), при якiй зберiгається

елемент площi поверхнi 𝑆 з точнiстю до нескiнченно малих величин другого

порядку вiдносно параметра деформацiї, називають ареальною (А-деформацiєю).

З формули (6) можна отримати умову ареальної нескiнченно малої

деформацiї.
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Теорема 1. Для того, щоб нескiнченно мала деформацiя вигляду (2) була

ареальною, необхiдно i достатньо, щоб задовольнялася умова:

𝑢𝛼,𝛼 − 2𝐻𝑢𝑜 = 0, (9)

де 𝑢1, 𝑢2, 𝑢𝑜 — це компоненти вектора змiщення, 𝑢𝛼,𝛼 — коварiантна похiдна

𝑢𝛼, 𝐻 — середня кривина поверхнi 𝑆.

Перепишемо рiвняння (9):

𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛼
+ Γ𝛼𝛼𝛽𝑢

𝛽 − 2𝐻𝑢𝑜 = 0.

Виразимо з отриманого рiвняння 𝑢𝑜 при умовi, що 𝐻 ̸= 0 :

𝑢𝑜 =
1

2𝐻

(︂
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛼
+ Γ𝛼𝛼𝛽𝑢

𝛽

)︂
.

Пiдставляємо цей вираз у (5):

𝑢 = 𝑢1𝑟1 + 𝑢2𝑟2 +
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛼 + Γ𝛼𝛼𝛽𝑢
𝛽

2𝐻
𝑛. (10)

Отриманий вираз являє собою вектор змiщення ареальної нескiнченно

малої деформацiї довiльної поверхнi класу 𝐶3 за умови 𝐻 ̸= 0.

3. Iснування ареальної нескiнченно малої деформацiї поверхнi

Гаудi

Далi визначимо вектор змiщення при довiльнiй ареальнiй нескiнченно

малiй деформацiї поверхнi Гаудi.

Зауважимо, що диференцiальне рiвняння (9) для поверхнi Гаудi у

загальному випадку є дуже громiздким. Тому представимо кiнцевий вираз

для вектора змiщення (10) ареальної нескiнченно малої деформацiї поверхнi

Гаудi:

𝑢 = 𝑢1(1, 0,𝑚 sin
𝑦

𝑎
) + 𝑢2(0, 1,

𝑚𝑥

𝑎
cos

𝑦

𝑎
)+

+

𝜕𝑢1

𝜕𝑥 + 𝜕𝑢2

𝜕𝑦 + 𝑢1 · 𝑚2𝑥
𝑎2𝑔

cos2 𝑦𝑎 + 𝑢2 · 𝑚2

𝑎𝑔

(︁
1− 𝑥2

𝑎2

)︁
sin 𝑦

𝑎 cos
𝑦
𝑎

2
(︁
−𝑚𝑥 sin 𝑦

𝑎
2𝑎2𝑔

√
𝑔

(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀)︁ ·

· 1
√
𝑔

(︁
−𝑚 sin

𝑦

𝑎
,−𝑚𝑥

𝑎
cos

𝑦

𝑎
, 1
)︁
.
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Позначимо координати вектора змiщення так: 𝑢 = (𝐴,𝐵,𝐶), та випишемо

кожну координату отриманого вектора окремо в прямокутнiй декартовiй

системi координат:

I координата:

𝐴 = 𝑢1 ·
1 +𝑚2 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎
+

+𝑢2 · 𝑚2(𝑎2 − 𝑥2)

𝑎𝑥
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀ sin 𝑦
𝑎
cos

𝑦

𝑎
+ (11)

+

(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑦

)︂
· 𝑎2𝑔

𝑥
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀ ;
II координата:

𝐵 = 𝑢1 ·
𝑚2𝑥 cos3 𝑦𝑎

𝑎
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀
sin 𝑦

𝑎

+

+𝑢2 ·

(︃
1 +

𝑚2(𝑎2 − 𝑥2) cos2 𝑦𝑎
𝑎3
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀)︃+ (12)

+

(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑦

)︂
·

𝑎𝑔 𝑐𝑡𝑔 𝑦𝑎
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

;

III координата:

𝐶 = 𝑢1 ·

(︃
𝑚 sin

𝑦

𝑎
−

𝑚 cos2 𝑦𝑎
sin 𝑦

𝑎

(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀)︃+

+𝑢2 ·

(︃
𝑚𝑥

𝑎
cos

𝑦

𝑎
−

𝑚(𝑎2 − 𝑥2) cos 𝑦𝑎
𝑎𝑥
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀)︃− (13)

−
(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑦

)︂
· 𝑎2𝑔

𝑚𝑥
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀
sin 𝑦

𝑎

.

Таким чином, нами доведена

Теорема 2. Поверхня Гаудi допускає довiльну ареальну нескiнченно малу

деформацiю, яка виражається через двi довiльнi функцiї 𝑢1 i 𝑢2 класу

𝐶1. При цьому прямокутнi декартовi координати вектора змiщення 𝑢

мають вигляд (11), (12), (13).

Доведемо ще одну теорему, яка має мiсце для поверхнi Гаудi.



54 Євтухов В. М.

Теорема 3. Поверхня Гаудi допускає тангенцiальну ареальну нескiнченно

малу деформацiю, при якiй прямокутнi декартовi координати вектора

змiщення виражаються через одну довiльну функцiю двох змiнних класу

𝐶2 i мають вигляд:

𝑢 =
1
√
𝑔

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑦
, −𝜕𝜓

𝜕𝑥
,
𝜕𝜓

𝜕𝑦
·𝑚 sin

𝑦

𝑎
− 𝜕𝜓

𝜕𝑥
· 𝑚𝑥
𝑎

cos
𝑦

𝑎

)︂
.

Доведення. Припустимо, що 𝑢𝑜 = 0, тодi вектор змiщення представляється

так: 𝑢 = 𝑢1𝑟1 + 𝑢2𝑟2. Отже, ареальна нескiнченно мала деформацiя буде

тангенцiальною i умова (9) набуває вигляду 𝑢𝛼,𝛼 = 0. Розгорнемо цю умову

(тут: 𝑥 = 𝑥1, 𝑦 = 𝑥2):
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛼
+ Γ𝛼𝛼𝛽𝑢

𝛽 = 0. (14)

Пiдставимо в цю рiвнiсть значення символiв Крiстофеля. Таким чином,

рiвняння ареальної нескiнченно малої деформацiї поверхнi Гаудi при 𝑢𝑜 =

0 набуває вигляду:

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+
𝑚2𝑥1

𝑎2𝑔
cos2

𝑥2

𝑎
𝑢1 +

𝑚2

𝑎𝑔

(︃
1− 𝑥1

2

𝑎2

)︃
sin

𝑥2

𝑎
cos

𝑥2

𝑎
𝑢2 = 0.

Тепер повернемося до рiвностi (14) i, використовуючи формули Фосса-

Вейля, матимемо:
𝜕(
√
𝑔𝑢𝛽)

𝜕𝑥𝛽
= 0, (15)

де 𝛽 = 1, 2.Покладемо 𝜓1 = −√
𝑔𝑢2, 𝜓2 =

√
𝑔𝑢1, де 𝜓𝑖 — деякий коварiантний

вектор. Пiдставивши цi вирази у (15), отримаємо:

𝜕𝜓2

𝜕𝑥1
=
𝜕𝜓1

𝜕𝑥2
.

Тодi 𝜓𝑖 — градiєнтний коварiантний вектор, тобто iснує функцiя 𝜓(𝑥1, 𝑥2) ∈
𝐶2 така, що 𝜕𝜓

𝜕𝑥1
= 𝜓1,

𝜕𝜓
𝜕𝑥2

= 𝜓2, через похiднi якої виражається контрварiантний

вектор 𝑢𝑖, де 𝑖 = 1, 2 :

𝑢1 =
1
√
𝑔
· 𝜕𝜓
𝜕𝑥2

, 𝑢2 = − 1
√
𝑔
· 𝜕𝜓
𝜕𝑥1

. (16)

Отже, для поверхнi Гаудi вектор змiщення ареальної нескiнченно малої

деформацiї буде мати такий вигляд:

𝑢 =
1
√
𝑔

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑦
,−𝜕𝜓

𝜕𝑥
,
𝜕𝜓

𝜕𝑦
·𝑚 sin

𝑦

𝑎
− 𝜕𝜓

𝜕𝑥
· 𝑚𝑥
𝑎

cos
𝑦

𝑎

)︂
. (17)
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В цiй формулi прямокутнi декартовi координати вектора змiщення для

поверхонь Гаудi вираженi через одну довiльну функцiю 𝜓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2. Це

означає, що поверхнi Гаудi допускають тангенцiальнi ареальнi нескiнченно

малi деформацiї.

4. Сiтка лiнiй стацiонарної довжини при А-деформацiї

поверхнi Гаудi

Довжина лiнiї на поверхнi визначається з формули для лiнiйного елемента

поверхнi 𝑆, яка є першою квадратичною формою поверхнi:

𝑑𝑠2 = 𝐼(𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽.

Для поверхнi 𝑆*, вiдповiдно, матимемо:

𝑑𝑠*2 = 𝑔*𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽. (18)

Перетворимо (18) за допомогою формули (3) для метричного тензора

поверхнi 𝑆* :

𝑑𝑠*2 = 𝑑𝑠2 + 2𝑡𝜖𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽 + 𝑜(𝑡2).

Отриманий вираз лiнiйного елемента поверхнi 𝑆* можна переписати, використовуючи

його варiацiю (варiацiю першої квадратичної форми) — 𝛿𝐼 = 2𝜖𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽 :

𝐼* = 𝐼 + 𝑡𝛿𝐼 + 𝑜(𝑡2).

Очевидно, що при А-деформацiї поверхнi в загальному виглядi лiнiйний

елемент змiнюється та залежить вiд точки i напряму на поверхнi. Розглянемо

випадок, коли лiнiйний елемент залишається незмiнним, при цьому варiацiя

буде дорiвнювати 0. Тодi:

𝛿𝐼 = 𝜖11𝑑𝑥
12 + 2𝜖12𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 + 𝜖22𝑑𝑥
22 = 0. (19)

Отримали диференцiальне рiвняння, з якого можна знайти рiвняння тих

кривих, якi складають сiтку на поверхнi, уздовж яких перша квадратична

форма залишається стацiонарною при ареальнiй нескiнченно малiй деформацiї

з точнiстю до величин другого порядку i вище. Геометрична властивiсть

цих лiнiй така: вони не змiнюють свою довжину при А-деформацiї.
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Вiднесемо поверхню до ортогональної системи координат. Це означає,

що в кожнiй точцi на поверхнi координатнi лiнiї будуть взаємно перпендикулярнi.

Тодi 𝑟1𝑟2 = 𝑔12 = 0.

Порахуємо перший тензор деформацiї поверхнi Гаудi, яка задана векторно-

параметричним рiвнянням

𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑥 sin 𝑦),

тобто розглядаємо поверхню Гаудi при значеннях параметрiв 𝑚 = 𝑎 = 1.

Виберемо функцiю 𝜓(𝑥, 𝑦) = −𝑥. За такої умови вектор змiщення (17) буде
мати вигляд:

𝑢 =

(︂
0,

1
√
𝑔
,
𝑥
√
𝑔
cos 𝑦

)︂
.

Використаємо формулу для першого тензора 𝜖𝑖𝑗 = 1
2(𝑟𝑖𝑢𝑗 + 𝑟𝑗𝑢𝑖), де 𝑢𝑖 =

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

, де 𝑖 = 1, 2 :

𝜖11 = 𝑔−
3
2 (1 + sin2 𝑦) sin 𝑦 cos 𝑦;

𝜖12 = −𝑥
2
𝑔−

3
2 (1 + sin2 𝑦) sin2 𝑦;

𝜖22 = −𝑔−
3
2 (1 + 𝑥2) sin 𝑦 cos 𝑦.

Отримали, що 𝜖𝑖𝑗 ̸≡ 0 (так як ми розглядаємо поверхню Гаудi за умови

𝑥 ̸= 0 i 𝑦 ̸= 𝜋𝑎𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍), а це означає, що не виконується достатня

умова тривiальної А-деформацiї. Отже, будь-яка нескiнченно мала А-

деформацiя поверхнi Гаудi є заздалегiдь нетривiальною.

Тепер пiдставимо цi вирази 𝜖𝑖𝑗 у диференцiальне рiвняння (19):

(1 + sin2 𝑦) cos 𝑦 𝑑𝑥2 − 𝑥(1 + sin2 𝑦) sin 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 − (1 + 𝑥2) cos 𝑦 𝑑𝑦2 = 0. (20)

Припустивши, що 𝑑𝑦 ̸= 0, перепишемо отриману рiвнiсть:

(1 + sin2 𝑦) cos 𝑦

(︂
𝑑𝑥

𝑑𝑦

)︂2

− 𝑥(1 + sin2 𝑦) sin 𝑦
𝑑𝑥

𝑑𝑦
− (1 + 𝑥2) cos 𝑦 = 0. (21)

Таким чином, ми отримали алгебраїчне квадратне рiвняння вiдносно

напрямку 𝑑𝑥
𝑑𝑦 , розв’язками якого будуть два рiзних дiйсних коренi, якi

знаходяться за формулами:

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

−𝜖12 +
√︁
𝜖212 +

𝑔11
𝑔22
𝜖222

𝜖11
;

𝛿𝑥

𝛿𝑦
=

−𝜖12 −
√︁
𝜖212 +

𝑔11
𝑔22
𝜖222

𝜖11
.

Отже, ми довели теорему, яка була представлена у тезах [7]:
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Теорема 4. При ареальнiй тангенцiальнiй нескiнченно малiй деформацiї

з полем змiщення (17) (𝑎 = 𝑚 = 1, 𝜓(𝑥, 𝑦) = −𝑥) на поверхнi Гаудi iснує
дiйсна ортогональна сiтка лiнiй стацiонарної довжини, диференцiальне

рiвняння якої має вигляд (20).

Висновки

Доведено, що поверхня Гаудi допускає довiльну ареальну нескiнченно

малу деформацiю, яка виражається через двi довiльнi неперервно диференцiйовнi

функцiї, та отримано явне представлення вектора змiщення у декартових

координатах. Також доведено, що поверхня Гаудi допускає тангенцiальну

ареальну нескiнченно малу деформацiю, що виражається через одну довiльну

функцiю двох змiнних класу 𝐶2 та отримано вiдповiдний вектор змiщення

у декартових координатах. Доведено iснування дiйсної ортогональної

сiтки лiнiй стацiонарної довжини на поверхнi Гаудi та отримано диференцiальне

рiвняння для їх знаходження.
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Evtukhov V. M.

Areal infinitely small deformation of the Gaudi surface

Summary

This article is devoted to the study of infinitesimal areal deformations of the

Gaudi surface. These surfaces, which were named after the famous Catalan

architect Antonio Gaudi, are used in architecture as roofing structures, deco-

rative elements, etc. Previously, Velimirovic L. S., Cvetkovic M. D., and others

studied infinitesimal bendings of the Gaudi surface.

This article proves that the Gaudi surface admits an arbitrary areal in-

finitesimal deformation, which is described by two arbitrary continuously dif-

ferentiable functions, and gives an explicit expression for the displacement

vector in Cartesian coordinates. The case of tangential areal deformation is

considered separately, with the corresponding displacement vector obtained.

In addition, the existence of a real orthogonal grid of lines of stationary length

on the Gaudi surface is proved and a differential equation for its construction

is derived.

Keywords: Riemannian space, metric tensor, affine connection object, in-

finitesimal deformation, curvature, differential equations.
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ПРО КОНФОРМНI ВIДОБРАЖЕННЯ IЗ ЗБЕРЕЖЕННЯМ

ТЕНЗОРА ЕНЕРГIЇ-IМПУЛЬСУ

Вивчаються конформнi вiдображення псевдорiманових просторiв iз збереженням

тензора енергiї-iмпульсу. Розв’язок задачi зведений до розв’язування системи диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку в коварiантних похiдних. Виявлено лакунарнiсть,

наявнiсть заборонених iнтервалiв, у розподiлi кiлькостi розв’язкiв зазначеної системи.

Отримано тензорнi ознаки та вивчено деякi геометричнi властивостi псевдориманових

просторiв, вiдмiнних вiд пласких, що допускають максимальну кiлькiсть розв’язкiв цiєї

системи. Для чотиривимiрних просторiв цi результати дають повний опис псевдорима-

нових просторiв, що допускають вiдображення iз збереженням тензора енергiї-

iмпульсу.

Дослiдження ведуться локально, тензорними методами без обмежень на сигнатуру

та знаковизначеннiсть метричного тензору псевдорiманового простору.
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Вступ

Серед рiзних додаткових передумов i обмежень, що використовуються

для пошуку розв’язкiв рiвнянь Ейнштейна, особливе мiсце займає запропонована

Фрiдманом гiпотеза про конформну вiдповiднiсть мiж реальним простором

i простором-моделлю. Ця гiпотеза дозволила отримати покладене в основу

теорiї розширюваного всесвiту, нестацiонарне рiшення [1] - [3].

Робота присвячена вивченню конформних вiдображень псевдориманових

просторiв iз збереженням тензора енергiї-iмпульсу. Розв’язок задачi зведено

до вивчення системи диференцiальних рiвнянь. Виявлено лакунарнiсть

у розподiлi кiлькостi розв’язкiв зазначеної системи. Отримано тензорнi

ознаки та вивчено деякi геометричнi властивостi псевдориманових просторiв,

вiдмiнних вiд пласких, що допускають максимальну кiлькiсть рiшень. Для

чотиривимiрних просторiв цi результати дають повний опис псевдориманових

просторiв, що допускають конформне вiдображення iз збереженням тензора

енергiї-iмпульсу.

1. Основнi рiвняння теорiї конформних вiдображень риманових

просторiв

Нехай 𝑉𝑛 (𝑛 > 2) псевдориманiв простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥) i

𝑉𝑛 також псевдориманiв простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥). Конформним

вiдображенням називають взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж точками

просторiв 𝑉𝑛 i 𝑉𝑛 таку, що

𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑒2𝜎(𝑥)𝑔𝑖𝑗(𝑥), (1)

тут 𝜎 - деяка функцiя.

Якщо 𝜎 - постiйна, то вiдображення називають гомотетiєю. Надалi,

якщо це не обумовлено окремо, ми обмежимося розглядом вiдображень,

вiдмiнних вiд гомотетичних.

З (1) отримаємо

𝑔𝑖𝑗 = 𝑒−2𝜎𝑔𝑖𝑗 ,

де 𝑔𝑖𝑗 i 𝑔𝑖𝑗 елементи зворотної матрицi метричного тензора 𝑉𝑛 i 𝑉𝑛, вiдповiдно.
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Мають мiсце формули ([4] - [6]):

Γ̄ℎ𝑖𝑗 = Γℎ𝑖𝑗 + 𝛿ℎ𝑖 𝜎𝑗 + 𝛿ℎ𝑗 𝜎𝑖 − 𝜎ℎ𝑔𝑖𝑗 ; (2)

𝑅̄ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 + 𝛿ℎ𝑘𝜎𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝜎𝑖𝑘 + 𝑔ℎ𝛼(𝜎𝛼ℎ𝑔𝑖𝑗 −

− 𝜎𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘) + ∆1𝜎(𝛿
ℎ
𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘);

𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 + (𝑛− 2)𝜎𝑖𝑗 + (∆2𝜎 + (𝑛− 2)∆1𝜎)𝑔𝑖𝑗 ; (3)

𝑅̄ = 𝑒−2𝜎(𝑅+ 2(𝑛− 1)∆2𝜎 + (𝑛− 1)(𝑛− 2)∆1𝜎). (4)

Тут i надалi Γℎ𝑖𝑗 — символи Крiстоффеля другого роду, 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 — тензор

Рiмана, 𝑅𝑖𝑗 - тензор Рiччi, що визначається наступним чином —

𝑅𝑖𝑗
def
= 𝑅𝛼𝑖𝑗𝛼;

𝑅
def
= 𝑅𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 - скалярна кривина, 𝜎𝑖 ≡ 𝜕𝜎
𝜕𝑥𝑖

≡ 𝜎,𝑖, 𝜎ℎ = 𝜎𝛼𝑔
𝛼ℎ,

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎,𝑖𝑗 − 𝜎,𝑖𝜎, 𝑗 ,

∆1𝜎 i ∆2𝜎 - перший i другий параметри Бельтрамi, що визначаються як

∆1𝜎 = 𝑔𝛼𝛽𝜎,𝛼𝜎,𝛽; ∆2𝜎 = 𝑔𝛼𝛽𝜎,𝛼𝛽,

𝛿𝑗𝑖 - символи Кронекера, кома “,“ — знак коварiантної похiдної за зв’язнiстю

𝑉𝑛.

Об’єкти конформно вiдповiдного 𝑉𝑛 простору 𝑉𝑛 будемо позначати

рискою.

Зауважимо, що, якщо 𝑉𝑛 i 𝑉𝑛 пов’язанi конформним вiдображенням, то

вiд коварiантного диференцiювання за зв’язнiстю 𝑉𝑛 можна, використовуючи

(2), перейти до коварiантної похiдної за зв’язнiстю 𝑉𝑛, позначимо її вертикальною

рискою “ | “, тодi для довiльного тензора 𝐴𝑖𝑗 :

𝐴𝑖𝑗, 𝑘 = 𝐴𝑖𝑗|𝑘 + 2𝜎𝑘𝐴𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝐴𝑗𝑘 + 𝜎𝑗𝐴𝑖𝑘 − 𝜎𝛼𝐴𝛼𝑗𝑔𝑘𝑖 − 𝜎𝛼𝐴𝛼𝑖𝑔𝑘𝑗 .
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2. Про конформнi вiдображення iз збереженням тензора

енергiї-iмпульсу

Рiвняння виду

𝑅𝑖𝑗 −
𝑅

2
𝑔𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 (5)

називають рiвнянням Ейнштейна.

Тут 𝑇𝑖𝑗 — деякий тензор, який називають тензором енергiї-iмпульсу.

Для 𝑉𝑛 має мiсце таке ж рiвняння

𝑅̄𝑖𝑗 −
𝑅̄

2
𝑔𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 (6)

Вiднiмаючи з (6) рiвняння (5), отримаємо

(𝑅̄𝑖𝑗 −𝑅𝑖𝑗)−
1

2
(𝑅̄𝑔𝑖𝑗 −𝑅𝑔𝑖𝑗) = 𝑇𝑖𝑗 − 𝑇𝑖𝑗

Враховуючи (3), (4) i (1), будемо мати

𝑇𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 + (𝑛− 2)(𝜎𝑖𝑗 − (∆2𝜎 − 𝑛− 3

2
∆1𝜎)𝑔𝑖𝑗). (7)

Таким чином, має мiсце теорема

Теорема 1. Якщо 𝑉𝑛 i 𝑉𝑛 два конформно вiдповiдних псевдориманових

простори, то їх тензори енергiї-iмпульсу задовольняють спiввiдношенням

(7).

Конформнi вiдображення псевдориманового простору 𝑉𝑛 на 𝑉𝑛, при

якому

𝑇𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 , (8)

називають конформним вiдображенням iз збереженням тензора енергiї-

iмпульсу.

З урахуванням (8) рiвняння (7) приймуть вигляд

𝜎𝑖𝑗 = (∆2𝜎 +
𝑛− 3

2
∆1𝜎)𝑔𝑖𝑗 . (9)

Тодi

𝜎𝑖𝑗 =
∆2𝜎 −∆1𝜎

𝑛
𝑔𝑖𝑗 . (10)



64 Кiосак В.А., Шарай Н.В.

Конформнi вiдображення, при яких iнварiант 𝜎 задовольняє умовам

(10), називають конциркулярними вiдображеннями. Вони характеризуються

тим, що при них геодезичнi кола 𝑉𝑛 переходять у геодезичнi кола 𝑉𝑛 [7; 8].

Геодезичним колом називається крива, перша кривина якої постiйна,

а друга — тотожно дорiвнює нулю.

Таким чином, має мiсце теорема:

Теорема 2. Якщо при конформному вiдображеннi псевдориманових просторiв

𝑉𝑛 зберiгається тензор–енергiї iмпульса, то при ньому зберiгаються i

геодезичнi кола.

З iншого боку, вивчаючи (9) i (10), можна переконатися, що, якщо 𝑉𝑛
допускає конциркулярнi вiдображення i виконується умова

∆2𝜎 = −𝑛− 2

2
∆1𝜎, (11)

то при цьому вiдображеннi зберiгається i тензор енергiї – iмпульсу.

Введемо в розгляд iнварiант 𝑆 такий, що

𝜎 = −𝑙𝑛|𝑆|, (12)

тодi (1) приймуть вигляд

𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑆−2𝑔𝑖𝑗 .

Послiдовно диференцiюючи (12), отримаємо

𝜎, 𝑖 = − 1

𝑆
𝑆, 𝑖

𝜎, 𝑖𝑗 = −(𝑆 · 𝑆, 𝑖𝑗 − 𝑆, 𝑖𝑆, 𝑗) · 𝑆−2

𝜎𝑖𝑗 = −𝑆, 𝑖𝑗 · 𝑆−1

Крiм того,

∆1𝜎 = ∆1𝑆 · 𝑆−2; ∆2𝜎 = (∆1𝑆 − 𝑆∆2𝑆) · 𝑆−2.
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З огляду на це, рiвняння (10) набудуть вигляду

𝑆, 𝑖𝑗 =
∆2𝑆

𝑛
𝑔𝑖𝑗 , (13)

а (11) —

𝑆∆2𝑆 =
𝑛

2
∆1𝑆. (14)

Вектор 𝑆, 𝑖, що задовольняє умовам (13), називають конциркулярним,

а простори, що допускають такi поля – еквiдiстантними [5; 9].

Таким чином, нами доведена теорема:

Теорема 3. Якщо псевдориманiвський простiр 𝑉𝑛 допускає конформнi

вiдображення iз збереженням тензора енергiї-iмпульсу, то 𝑉𝑛 є

еквiдiстантним простором.

При ∆2𝑆 ̸= 0 евiдiстантний простiр будемо вважати належним до

основного типу, а при ∆2𝑆 ≡ 0 — до особливого. Якщо вектор 𝑆, 𝑖

iзотропний, тобто∆1𝑆 = 0, то еквiдiстантний простiр належить за необхiднiстю

до особливого типу. Еквiдiстантнi простори основного типу характеризуються

тим, що в них iснує спецiальна система координат, в якiй метричний тензор

еквiдiстантного простору може бути представлений у виглядi

𝑑𝑠2𝑛 = 𝑑𝑥12 + 𝑓(𝑥1)𝑑𝑠
2
𝑛−1(𝑥2, ..., 𝑥𝑛). (15)

Тут 𝑓(𝑥1) ̸= 0 - деяка функцiя, а 𝑑𝑠2𝑛−1 - метрика (𝑛 − 1) – вимiрного

псевдориманова простору.

З огляду на теорему 3, можна сформулювати

Теорема 4. Якщо псевдориманiв простiр 𝑉𝑛(𝑛 > 2) допускає конформнi

вiдображення iз збереженням тензора енергiї-iмпульсу i ∆2𝑆 ̸= 0, то в

деякiй системi координат його метричний тензор записується у виглядi

(15).

Умови iнтегрованостi рiвнянь (13) мають вигляд

𝑆, 𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = (

∆2𝑆

𝑛
), 𝑘𝑔𝑖𝑗 − (

∆2𝑆

𝑛
), 𝑗𝑔𝑖𝑘. (16)

Множачи останнє на 𝑆𝑖 = 𝑆, 𝛼𝑔
𝛼𝑖 i, згортаючи по 𝑖, переконаємося, що

(
∆2𝑆

𝑛
), 𝑖 = 𝐵𝑆, 𝑖, (17)
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де 𝐵 — деякий iнварiант.

Тодi (16) набуде вигляду

𝑆, 𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝐵(𝑆, 𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑆, 𝑗𝑔𝑖𝑘). (18)

Згортаючи останнє, переконаємося

𝑆, 𝛼𝑅
𝛼
𝑘 = 𝐵(𝑛− 1)𝑆, 𝑘. (19)

З урахуванням (5)

𝑆, 𝛼𝑇
𝛼
𝑘 = (𝐵(𝑛− 1)− 𝑅

2
)𝑆, 𝑘. (20)

Диференцiюючи (8), враховуючи (5), (13) i (20), отримаємо

𝑇𝑖𝑗|𝑘 = 𝑇𝑖𝑗, 𝑘+
1

𝑆
(2𝑆, 𝑘𝑇𝑖𝑗+𝑆, 𝑖𝑇𝑗𝑘+𝑆, 𝑗𝑇𝑖𝑘− (𝐵(𝑛−1)− 𝑅

2
)(𝑆, 𝑗𝑔𝑘𝑖+𝑆, 𝑗𝑔𝑘𝑗)).

Враховуючи бездивергентнiсть тензора енергiї-iмпульсу, переконаємося,

що iнварiант 𝐵, за необхiдностi, дорiвнює нулю, i, отже, (17) та (18)

набувають вигляду

(∆2𝑆), 𝑖 = 0 (21)

i

𝑆, 𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 0.

Таким чином, доведено

Теорема 5. Якщо псевдориманiв простiр 𝑉𝑛(𝑛 > 2) допускає конформнi

вiдображення iз збереженням тензора енергiї-iмпульсу, то в ньому iснує

розв’язок система рiвнянь (13), (21).

Зазначена система являє собою систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

у коварiантних похiдних типу Кошi з коефiцiєнтами, однозначно визначеними

даним простором 𝑉𝑛. Дослiдженню таких систем присвяченi роботи [10] -

[12]. Враховуючи цi роботи та викладене вище, можемо зробити висновок,

що розподiл числа параметрiв, вiд яких залежить загальне рiшення системи

(13), (21), має лакунарний характер. Максимальне число (𝑛+1) допускають

пласкi простори. Не iснує псевдориманових просторiв 𝑉𝑛(𝑛 > 2), вiдмiнних
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вiд пласких, для яких кiлькiсть параметрiв бiльше нiж (𝑛− 2). Простори,

що допускають точно (𝑛− 2) iстотних параметрiв, iснують, для них

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑒(𝑎ℎ𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝑏ℎ)(𝑎𝑗𝑏𝑘 − 𝑎𝑘𝑏𝑗),

де 𝑒 = ±1, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 — деякi взаємно ортогональнi, неколiнеарнi вектори.

Позначимо цю множину 𝑉𝑛(𝐴).

Для тензора Рiччi та скалярної кривизни отримаємо

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = −𝑒(𝑎𝛼𝑎𝛼𝑏𝑖𝑏𝑗 + 𝑏𝛼𝑏𝛼𝑎𝑖𝑎𝑗)(𝑎𝑗𝑏𝑘 − 𝑎𝑘𝑏𝑗),

𝑅 = −2𝑒𝑎𝛼𝑎𝛼𝑏
𝛼𝑏𝛼.

Тут 𝑎𝑖 = 𝑎𝛼𝑔
𝛼𝑖; 𝑏𝑖 = 𝑏𝛼𝑔

𝛼𝑖 [13].

Умова (22) дозволяє розбити множину 𝑉𝑛(𝐴) залежно вiд iзотропностi

або неiзотропностi векторiв 𝑎𝑖 i 𝑏𝑖 на три класи, що не перетинаються:

𝑉𝑛(𝐴1) : 𝑎𝛼𝑎𝛼 ̸= 0; 𝑏𝛼𝑏𝛼 ̸= 0,

𝑉𝑛(𝐴2) : 𝑎𝛼𝑎𝛼 = 0; 𝑏𝛼𝑏𝛼 ̸= 0,

𝑉𝑛(𝐴3) : 𝑎𝛼𝑎𝛼 ̸= 0; 𝑏𝛼𝑏𝛼 = 0.

Для кожного з класiв 𝑉𝑛(𝐴) можна вказати тензорну характеристику

𝑉𝑛(𝐴1) :
𝑅
2 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ𝑘𝑅𝑖𝑗 −𝑅ℎ𝑗𝑅𝑖𝑘,

𝑉𝑛(𝐴2) : 𝑅 = 0; 𝑅𝑖𝑗 = −𝑒𝑏𝛼𝑏𝛼𝑎𝑖𝑎𝑗 ;

𝑏𝛼𝑏𝛼𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑏𝑖𝑏𝑗𝑅ℎ𝑘 − 𝑏𝑖𝑏𝑘𝑅ℎ𝑗 +

+𝑏ℎ𝑏𝑘𝑅𝑖𝑗 − 𝑏ℎ𝑏𝑗𝑅𝑖𝑘,

𝑉𝑛(𝐴3) : 𝑅𝑖𝑗 = 0.
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Зазначимо, що простори 𝑉𝑛(𝐴) є напiвсиметричними, тобто в них

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘, 𝑙𝑚 −𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘, 𝑚𝑙 = 0. (22)

3. Висновки

Таким чином, чотиривимiрнi псевдоримановi простори, що допускають

конформнi вiдображення iз збереженням тензора енергiї-iмпульсу, будуть

або пласкими, або напiвсиметричними, що належать до одного з класiв

𝑉4(𝐴), або допускають одне еквiдiстантне векторне поле. Як випливає з

дослiджень [14], просторiв 𝑉4(𝐴3) не iснує.
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Kiosak V. A., Sharai N. V.

On conformal mappings preserving tensor of stress-energy

Summary

Conformal mappings of pseudo-Riemannian spaces preserving the energy-

momentum tensor are studied. The problem is reduced to solving a system of

first-order differential equations in covariant derivatives. Lacunarity and the

presence of forbidden intervals in the distribution of the number of solutions

of the given system have been identified. Tensorial criteria have been ob-

tained, and certain geometric properties of non-flat pseudo-Riemannian spaces

that admit the maximum number of solutions to this system have been in-

vestigated. For four-dimensional spaces, these results provide a complete de-

scription of pseudo-Riemannian spaces that admit mappings preserving the

energy-momentum tensor.

The study is conducted locally, using tensor methods, without restrictions

on the signature or definiteness of the metric tensor of the pseudo-Riemannian

space.

Key words: pseudo-Riemannian spaces, conformal mappings, tensor of stress-

energy
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Introduction

Differential equation

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′) exp(𝑅(ln |𝑦|, ln |𝑦𝑦′||)), (1)

where 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ (−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞), 𝜙𝑖 : ∆𝑌𝑖 →
]0,+∞[ are continuous functions, 𝑅 :]0; +∞[→]0; +∞[ 𝑅 :]0; +∞[×]0; +∞[→
]0,+∞[ is continuously differentiable function. Here 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}, ∆𝑌𝑖 is

either the interval [𝑦0𝑖 ;𝑌𝑖[,
* or the interval ]𝑌𝑖; 𝑦0𝑖 ] (𝑖 = 0, 1). Moreover, it is

supposed, that every function 𝜙𝑖 (𝑖 = 0, 1) is regularly varying of the order 𝜎𝑖
([1], chapter 1, §1.1, p. 9) as the argument tends to 𝑌𝑖 and 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1.

Moreover, suppose the function 𝑅 satisfy the conditions

lim
(𝑦0,𝑦1)→(+∞,+∞)

𝑅(𝑦0, 𝑦1) = +∞, (2)

Received 01.09.2024 ©Bilozerova M. O., 2024
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lim
𝑦𝑖→+∞

𝑦𝑖
𝜕𝑅

𝜕𝑦𝑖
(𝑦0, 𝑦1)

𝑅(𝑦0, 𝑦1)
= 𝛾𝑖, uniformly by 𝑦𝑗 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑖 ̸= 𝑗, (3)

where 0 < 𝛾0 + 𝛾1 < 1, 𝛾0 ̸= 0.

Definition 1. The solution 𝑦 of equation (1) is called 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0) if it is

defined on [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ and

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0. (4)

Let the function 𝜙 : ∆𝑌 →]0,+∞[ be a regularly varying function of the

order 𝜎 as 𝑧 → 𝑌 (𝑧 ∈ ∆𝑌 ) (𝑌 ∈ {0,∞}, ∆𝑌 is a onesided neighborhood of

𝑌 ). We say that function 𝜙 satisfies the condition 𝑆 if for any slowly varying

as 𝑧 → 𝑌 (𝑧 ∈ ∆𝑌 ) function 𝐿 : ∆𝑌𝑖 →]0; +∞[, such, that

lim
𝑧→𝑌
𝑧∈Δ𝑌

𝑧𝐿′(𝑧)

𝐿(𝑧)
= 0,

the following equality takes place

Θ(𝑧𝐿(𝑧)) = Θ(𝑧)(1 + 𝑜(1)) as 𝑧 → 𝑌, (𝑧 ∈ ∆𝑌 ),

where Θ(𝑧) = 𝜙(𝑧)|𝑧|−𝜎.
Some classes of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions of the equation (1) were investi-

gated before (look, for example, [4]). A class of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solutions of

equations of the type (1) has been considered firstly for cases 𝑅(𝑧) ≡ 0 and

𝜙0(𝑧)|𝑧|−𝜎0 satisfies the condition 𝑆. Later it has turned out to extend the

results on more general cases (look, for example,[3]). But general case of equa-

tion (1), hasn’t been considered before. Let us notice, that the derivative of

every 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solution is a slowly varying function as 𝑡 ↑ 𝜔. It makes
additional difficulties by the investigations.

Main Results

Let introduce subsidiary notations

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡 as 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔 as 𝜔 < +∞,
Θ𝑖(𝑧) = 𝜙𝑖(𝑧)|𝑧|−𝜎𝑖 , (𝑖 = 0, 1)

*If 𝑌𝑖 = +∞(𝑌𝑖 = −∞) we respectively suppose, that 𝑦0
𝑖 > 0 (𝑦0

𝑖 < 0) .
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and in case lim
𝑡↑𝜔

|𝜋𝜔(𝑡)|sign𝑦00 = 𝑌0,

𝑁(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|𝜎0+1Θ0(|𝜋𝜔(𝑡)|sign𝑦00) as 𝑡 ∈ [𝑏, 𝜔[,

𝐼0(𝑡) = 𝛼0

𝑡∫︁
𝐴0

𝜔

𝑝(𝜏)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0Θ0(|𝜋𝜔(𝜏)|sign𝑦00)𝑑𝜏,

𝐴0
𝜔 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑏, as

𝜔∫︀
𝑏

𝑝(𝜏)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0Θ0(|𝜋𝜔(𝜏)|sign𝑦00)𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, as
𝜔∫︀
𝑏

𝑝(𝜏)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0Θ0(|𝜋𝜔(𝜏)|sign𝑦00)𝑑𝜏 < +∞.

Here we choose 𝑏 ∈ [𝑎, 𝜔[ by such a way, that |𝜋𝜔(𝑡)|sign𝑦00 ∈ ∆0 as 𝑡 ∈ [𝑏, 𝜔[.

Theorem 1. The conditions

𝑌0 =

⎧⎪⎨⎪⎩
±∞, as 𝜔 = +∞,

0, as 𝜔 < +∞,

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
0
0𝑦

0
1 > 0 as 𝑡 ∈ [𝑎;𝜔[. (5)

are necessary for the existence of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solutions of the equation (1).

If function 𝜙0 satisfies the condition 𝑆 and

lim
𝑡↑𝜔

𝐼0(𝑡)
1∑︀
𝑖=0

𝛾𝑖| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝛾𝑖−1 𝜕𝑅
𝜕𝑦𝑖

(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||, | ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

𝜋𝜔(𝑡)𝐼 ′0(𝑡)
= 0, (6)

then conditions

𝑦01𝐼0(𝑡)(1− 𝜎0 − 𝜎1) > 0 as 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[,

lim
𝑡↑𝜔

𝑦01|𝐼0(𝑡)|
1

1−𝜎0−𝜎1 = 𝑌1, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′
0(𝑡)

𝐼0(𝑡)
= 0.

(7)

together with conditions (5) are necessary and sufficient for the existence of the

mentioned solutions of the equation (1). Moreover, for each 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

solution of the equation (1) the next asymptotic representations take place as

𝑡 ↑ 𝜔

𝑦′(𝑡)|𝑦′(𝑡)|−𝜎0
𝜙1(𝑦

′(𝑡)) exp(𝑅(ln |𝑦|, ln |𝑦𝑦′||)) = (1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐼0(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

= 1
𝜋𝜔(𝑡)

[1 + 𝑜(1)].

(8)
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Proof. The necessity.

Let function 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ ∆𝑌0 is a 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)−solution of the equation
(1). By (4) it follows from the equality

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)

(𝑦′(𝑡))2
=

(︂
𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)

)︂′
·
(︂
𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)

)︂−2

+ 1,

that (︂
𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)

)︂′
·
(︂
𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)

)︂−2

= −1 + 𝑜(1) as 𝑡 ↑ 𝜔.

From this by (4) the next asymptotic representations take place

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)[1 + 0(1)], 𝑦′′(𝑡) = 𝑜

(︂
𝑦′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)

)︂
as 𝑡 ↑ 𝜔. (9)

From the first formula we get the first one of representations (8) and condition

(5). It also follows from (9), that there exists such a slowly varying continuously

differentiable function 𝐿 : ∆𝑌0 →]0,+∞[, that 𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝜋𝜔(𝑡)). By

condition 𝑆 we obtain Θ0(𝑦(𝑡)) = Θ0(|𝜋𝜔(𝑡)|sign𝑦00)[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔.
Let us rewrite (1) in the form

𝑦′′(𝑡)

𝜙1(𝑦
′(𝑡))|𝑦′(𝑡)|𝜎0

= 𝐼 ′0(𝑡) exp(𝑅(ln |𝑦|, ln |𝑦𝑦′||))[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔. (10)

Now let us suppose the condition (6) takes place and denote

lim
𝑡↑𝜔

𝐼0(𝑡) = 𝐽0.

By conditions (6) and (9) the function exp(𝑅(| ln |𝑦(𝐼−1
0 (𝑧))||, | ln |𝑦(𝐼−1

0 (𝑧))𝑦′(𝐼−1
0 (𝑧))||))

is a slowly varying function as 𝑧 → 𝐽0. Here 𝐼
−1
0 is the inverse function for 𝐼0.

Therefore, using (10) we get

𝑦′(𝑡)|𝑦′(𝑡)|−𝜎0
𝜙1(𝑦

′(𝑡)) exp(𝑅(| ln |𝑦(𝑡)||, | ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
= (1−𝜎0−𝜎1)𝐼0(𝑡)[1+𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔.

(11)

So the representation (8) is grounded. Taking into account sign of the function

𝑦′(𝑡) we obtain the first and the second of conditions (7). Using the second of

relations (9) we have by (11) and (10), that

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′
0(𝑡)𝜙1(𝑦

′(𝑡))

|𝑦′(𝑡)|1−𝜎0
= 0.
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The third of conditions (7) follows from this relation. And thus the necessity

is proved.

The sufficiency. Let’s suppose, that the function 𝜙1 satisfies condition 𝑆

and conditions (5)-(7) of the theorem take place. Let’s denote

𝑔(𝑣0, 𝑣1) = exp(𝑅(| ln |𝑣0||, | ln |𝑣0𝑣1||))𝐿1(𝑣1),

where 𝐿1 : ∆𝑌1 →]0,+∞[ is such slowly varying function as 𝑧 → 𝑌1(𝑧 ∈ ∆𝑌1),

that

𝐿1(𝑧) = Θ1(𝑧)[1 + 𝑜(1)] as 𝑧 → 𝑌1 (𝑧 ∈ ∆𝑌1), lim
𝑧→𝑌𝑖
𝑧∈Δ𝑌1

𝑧𝐿′
1(𝑧)

𝐿1(𝑧)
= 0. (12)

According to properties of the function 𝑅 and (12), we get

lim
𝑣𝑖→𝑌𝑖
𝑣𝑖∈Δ𝑌𝑖

𝑣𝑖
𝜕𝑔
𝜕𝑣𝑖

(𝑣0, 𝑣1)

𝑔(𝑣0, 𝑣1)
= 0 uniformly by 𝑣𝑗 ∈ ∆𝑌𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑖, 𝑗 = 0, 1. (13)

So, we can take ∆̃𝑌𝑖 ⊂ ∆𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) in such a form, that⃒⃒⃒⃒
⃒𝑣𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑣𝑖

(𝑣0, 𝑣1)

𝑔(𝑣0, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜁, (𝑖 = 0, 1) as (𝑣0, 𝑣1) ∈ ∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 . (14)

Here 0 < 𝜁 < |1−𝜎0−𝜎1|
8 , 𝜁 is sufficiently small and

∆̃𝑌𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
{[𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[, if ∆𝑌𝑖 = [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[, 𝑦0𝑖 ≤ 𝑦0𝑖 < 𝑌𝑖;

]𝑌𝑖, 𝑦
0
𝑖 ], if ∆𝑌𝑖 =]𝑌𝑖, 𝑦

0
𝑖 ], 𝑌𝑖 > 𝑦0𝑖 ≥ 𝑦0𝑖 ,

𝑖 = 0, 1.

Let’s consider the function

𝐹 (𝑠0, 𝑠1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
|𝑠1|1−𝜎0−𝜎1
𝑔(𝑠0, 𝑠1)

𝑠1
𝑠0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
on the set ∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 .

Using (13) we get

lim
𝑠1→𝑌1
𝑠1∈Δ̃𝑌1

|𝑠1|1−𝜎0−𝜎1
𝑔(𝑠0, 𝑠1)

= Υ, uniformly by 𝑠0 ∈ ∆̃𝑌0 ,
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Υ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

+∞, if 𝑌1 = ∞ and 1− 𝜎0 − 𝜎1 > 0,

or 𝑌1 = 0 and 1− 𝜎0 − 𝜎1 < 0,

0, if 𝑌1 = ∞ and 1− 𝜎0 − 𝜎1 < 0,

or 𝑌0 = 0 and 1− 𝜎0 − 𝜎1 > 0.

Let us show, that 𝐹 sets one to one correspondence between the set ∆̃𝑌0 ×
∆̃𝑌1 and the set

𝐹 (∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[︁
|𝑦10 |1−𝜎0−𝜎1

𝑔(𝑦00 ,𝑦
1
0)

; Υ
)︁
×∆0, as |𝑦10 |1−𝜎0−𝜎1

𝑔(𝑦00 ,𝑦
1
0)

< Υ,

(︁
Υ;

|𝑦10 |1−𝜎0−𝜎1

𝑔(𝑦00 ,𝑦
1
0)

]︁
×∆0, as |𝑦10 |1−𝜎0−𝜎1

𝑔(𝑦00 ,𝑦
1
0)

> Υ.

(15)

Here

∆0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[
𝑦10
𝑦00
;𝑌 0

0 ), as 𝜆0 < 0,
𝑦10
𝑦00
< 𝑌 0

0 ,

(𝑌 0
0 ;

𝑦10
𝑦00
], as 𝜆0 < 0,

𝑦10
𝑦00
> 𝑌 0

0 ,

(16)

𝑌 0
0 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, as 𝑌0 = 0,

−∞ as 𝑌0 = 0 and 𝜔 < +∞,

+∞ as 𝑌0 = 0 and 𝜔 = +∞.

Let’s consider the behavior of the function |𝑠1|1−𝜎0−𝜎1

𝑔(𝑠0,𝑠1)
on straight lines

𝑠0 = 𝑘𝑠1, 𝑘 ∈ R ∖ {0}. (17)

On every such line we have
|𝑠1|1−𝜎0−𝜎1
𝑔(𝑠0, 𝑠1)

=
|𝑠1|1−𝜎0−𝜎1
𝑔(𝑘𝑠1, 𝑠1)

. Taking into account

(14) we obtain, that

sign

(︂
|𝑠1|1−𝜎0−𝜎1
𝑔(𝑘𝑠1, 𝑠1)

)︂′

𝑠1

= sign(𝑦01(1− 𝜎0 − 𝜎1)).

Therefore the function
|𝑠1|1−𝜎0−𝜎1
𝑔(𝑘𝑠1, 𝑠1)

is strongly monotone on every line of the

type (17). Let suppose, that the correspondence 𝐹 is not a one to one type.

Then

∃(𝑝0, 𝑝1), (𝑞0, 𝑞1) ∈ ∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 , (𝑝0, 𝑝1) ̸= (𝑞0, 𝑞1) : 𝐹 (𝑝0, 𝑝1) = 𝐹 (𝑞0, 𝑞1).
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Taking into account the definitions of the sets ∆̃𝑌0 , ∆̃𝑌1 , the last equality

means, that

|𝑝1|1−𝜎0−𝜎1
𝑔(𝑝0, 𝑝1)

=
|𝑞1|1−𝜎0−𝜎1
𝑔(𝑞0, 𝑞1)

,
𝑝0
𝑝1

=
𝑞0
𝑞1

= 𝑐 ∈ R ∖ {0}. (18)

So, the points (𝑝0, 𝑝1) and (𝑞0, 𝑞1) lie on a line of the type (17). But in

this case equalities (18) can not take place, because the function |𝑠1|1−𝜎0−𝜎1

𝑔(𝑠1,𝑐𝑠1)

is strongly monotone on the line. Therefore, there exists the inverse function

𝐹−1 : 𝐹 (∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1) → ∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 . Taking into account the character of the

function 𝐹 , we have

𝐹−1(𝑤0, 𝑤1) =

⎛⎜⎝ 𝐹−1
1 (𝑤0, 𝑤1)

𝐹−1
0 (𝑤0, 𝑤1)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝐹−1
1 (𝑤0, 𝑤1)

1
𝑤0
𝐹−1
1 (𝑤0, 𝑤1)

⎞⎟⎠ .

Since by (14) Jakobian of the function 𝐹 is different from zero as (𝑠0, 𝑠1) ∈
∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1 , the function 𝐹

−1 is continuously differentiable on 𝐹 (∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1).

Let⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
|𝑦′(𝑡)|1−𝜎0

𝜙1(𝑦′) exp(𝑅(| ln |𝑦(𝑡)||, | ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))
= (1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐼0(𝑡)sign(𝑦

′)[1 + 𝑧1(𝑥)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

1

𝜋𝜔(𝑡)
[1 + 𝑧2(𝑥)],

(19)

where

𝑥 = 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)|, 𝛽 =

{︃
1 as 𝜔 = +∞,

−1 as 𝜔 <∞,

we can reduce the equation (1) to the system⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′1 = 𝛽𝐺0(𝑥)[1 + 𝑧1]

(︂(︂
1− 𝜎0 − 𝜎1 −

Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝐿
′
1(Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))

𝐿1(Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))

)︂
×

× 𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

[1 + 𝑧1]|1 + 𝑧2|𝜎0
−𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

𝑉 (𝑥))

𝐺0(𝑥)

(︂
1 +

𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝐺0(𝑥)

[1 + 𝑧1][1 + 𝑧2]𝜎0−1

)︂
− 1

)︂
,

𝑧′2 = 𝛽[1 + 𝑧2]

(︂
𝐺0(𝑥)𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

(1− 𝜎0 − 𝜎1)[1 + 𝑧1][1 + 𝑧2]𝜎0
− 𝑧2

)︂
,

(20)

where

Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝐹−1
0

(︂
(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐼0(𝑡(𝑋))[1 + 𝑧1(𝑥)],

1

𝜋𝜔(𝑡(𝑥))
[1 + 𝑧2(𝑥)]

)︂
,
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Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝐹−1
1

(︂
(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐼0(𝑡(𝑥))[1 + 𝑧1(𝑥)],

1

𝜋𝜔(𝑡(𝑥))
[1 + 𝑧2(𝑥)]

)︂
,

𝑉 (𝑥) =
1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝛾𝑖−1 𝜕𝑅

𝜕𝑦𝑖
(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||, | ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

𝐺0(𝑥) =
𝜋𝜔(𝑡(𝑥))𝐼

′
0(𝑡(𝑥))

𝐼0(𝑡(𝑥))
,

𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
Θ0(Ψ0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

(1− 𝜎0 − 𝜎1)Θ0(|𝜋𝜔(𝑡(𝑥))|sign𝑦00)
,

𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =

=

1∑︀
𝑖=0

𝛾𝑖|Ψ𝑖(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)|𝛾𝑖−1 𝜕𝑅
𝜕𝑦𝑖

(| ln |Ψ0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))||, | ln |Ψ0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))Ψ1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)||)

𝑉 (𝑥)
.

By (5) it is clear, that

lim
𝑡↑𝜔

1

𝜋𝜔(𝑡)
= 𝑌1.

Moreover, it follows from the first and the second of conditions (7), that

lim
𝑡↑𝜔

(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐼0(𝑡) = Υ.

Therefore, we can choose 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[ in such a form, that⎛⎜⎜⎝
(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐼0(𝑡)[1 + 𝑧1(𝑥)]

1

𝜋𝜔(𝑡)
[1 + 𝑧2(𝑥)]

⎞⎟⎟⎠ ∈ 𝐹 (∆̃𝑌0×∆̃𝑌1) при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, |𝑧𝑖| ≤
1

2
, 𝑖 = 1, 2.

Then we consider the system of differential equations (20) on the set

Ω = [𝑥0,+∞[×𝐷, где 𝑥0 = 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡0)|,

𝐷 = {(𝑧1, 𝑧2) : |𝑧𝑖| ≤
1

2
, 𝑖 = 1, 2}.

Let’s rewrite the system in the form{︃
𝑧′1 = 𝐺0(𝑥)(𝐴11𝑧1 +𝐴12𝑧2 +𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅2(𝑧2)),

𝑧′2 = 𝐴21𝑧1 +𝐴22𝑧2 +𝑅3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅4(𝑧2),
(21)

where

𝐴11 = 𝐴22 = −𝛽, 𝐴12 = −𝛽𝜎0, 𝐴21 = 0,
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𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = −𝛽[1 + 𝑧1]

(︂
𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

𝑉 (𝑥)

𝐺0(𝑥)

(︂
1 +

𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝐺0(𝑥)

(1 + 𝑧1)(1 + 𝑧2)𝜎0−1

)︂
+

+
𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

(1 + 𝑧1)|1 + 𝑧2|𝜎0
Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝐿

′
1(Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))

𝐿1(Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))

)︂
+𝛽

|𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)|(1− 𝜎0 − 𝜎1)− 1

|1 + 𝑧2|𝜎0
,

𝑅2(𝑧2) = 𝛽(|1 + 𝑧2|−𝜎0 + 𝜎0𝑧2),

𝑅3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
[1 + 𝑧2]𝐺0(𝑥)𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

(1− 𝜎0 − 𝜎1)[1 + 𝑧1][1 + 𝑧2]𝜎0
, 𝑅4(𝑧2) = −𝛽𝑧22 .

For (𝑤0, 𝑤1) ∈ 𝐹 (∆̃𝑌0 × ∆̃𝑌1) the next equality

|𝐹−1
1 (𝑤0, 𝑤1)|1−𝜎0−𝜎1

𝑔(𝐹−1
0 (𝑤0, 𝑤1), 𝐹

−1
1 (𝑤0, 𝑤1))

= 𝑤1,

takes place. Since (14), (5) and the second of conditions (6), it follows from

this equality, that as 𝑖 = 0, 1

lim
𝑥→∞

Ψ𝑖(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2) = 𝑌𝑖 uniformly by (𝑧1, 𝑧2) ∈
[︂
−1

2
;
1

2

]︂
×
[︂
−1

2
;
1

2

]︂
.

Therefore by (12) we have

lim
𝑥→∞

Ψ1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)𝐿
′
1(Ψ1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

𝐿1(Ψ1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))
= 0 uniformly by (𝑧1, 𝑧2) ∈

[︂
−1

2
;
1

2

]︂
×
[︂
−1

2
;
1

2

]︂
.

(22)

Moreover, it follows from the properties of the function 𝐹 by conditions

(5)-(7), that the function Ψ1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) is a slowly varying function as 𝑡 ↑ 𝜔

uniformly by (𝑧1, 𝑧2) ∈
[︀
−1

2 ;
1
2

]︀
×
[︀
−1

2 ;
1
2

]︀
. Since

Ψ0(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) =
𝜋𝜔(𝑡)Ψ1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2)

1 + 𝑧2
,

and the function 𝜙0 together with the logarithmic function satisfy the condition

𝑆, we have

lim
𝑥→∞

𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
1

1− 𝜎0 − 𝜎1
uniformly by (𝑧1, 𝑧2) ∈

[︂
−1

2
;
1

2

]︂
×
[︂
−1

2
;
1

2

]︂
,

(23)

lim
𝑥→∞

𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 1 uniformly by (𝑧1, 𝑧2) ∈
[︂
−1

2
;
1

2

]︂
×
[︂
−1

2
;
1

2

]︂
. (24)

Since the function 𝑅 is regularly varying on infinity of the order 𝜇, and

0 < 𝜇 < 1, we obtain

lim
𝑡↑𝜔

𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||) = 0. (25)
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It follows from the third of conditions (7), that

lim
𝑥→∞

𝐺0(𝑥) = 0. (26)

By (6) and (22)–(26) we get as 𝑖 = 2, 4 the next limit relations

lim
|𝑧1|+|𝑧2|→0

𝑅𝑖(𝑧2)

|𝑧1|+ |𝑧2|
= 0 uniformly by 𝑥 : 𝑥 ∈]𝑥0,+∞[,

and as 𝑖 = 1, 3

lim
𝑥→+∞

𝑅𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 0 uniformly by 𝑧1, 𝑧2 : (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐷.

By the definition of the function 𝐺0 it is clear, that
∫︀∞
𝑥0
𝐺0(𝑥)𝑑𝑥 = ∞.

So, for the system of differential equations (21) all conditions of theorem

2.8 from [2] are fulfilled. According to this theorem, the system (21) has at

least one solution {𝑧𝑖}2𝑖=1 : [𝑥1,+∞[→ R2(𝑥1 ≥ 𝑥0), that tends to zero as

𝑥 → +∞. By (19) and (20) this solution is corresponded by such solution

𝑦 of the equation (1), that admit asymptotic representations (8) as 𝑡 ↑ 𝜔.

By the representations and (1) it is clear that the obtained solution is indeed

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solution. The theorem is proved in a whole.

Conclusion

For differential equations with new class of nonlinearity close regularly vary-

ing as arguments tend to critical points, necessary and sufficient conditions of

existence of one class of critical solutions were found. Asymptotic representa-

tions for such solutions to such equations and their first order derivatives are

also established.
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Бiлозерова М. О.

Асимптотичнi зображення одного класу розв’язкiв з повiльно змiнними

похiдними для нелiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку

Резюме

Для iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, що є в деякому сенсi близькими

до рiвнянь типу Емдена-Фаулера було знайдено необхiднi та достатнi умови iснування

одного класу особливих розв’язкiв. Також отримано асимптотичнi зображення для та-

ких розв’язкiв та їх похiдних першого порядку.

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння, асимптотика, повiльно змiннi розв’язки,

правильно змiннi нелiнiйностi, нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння, повiльно змiннi по-

хiднi.
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ХРОНIКА

Пам’ятi професора Варбанця Павла Дмитровича

Одеська математична школа у

представництвi Одеського нацiо-

нального унiверситету iменi I. I.

Мечникова (Iмператорський Но-

воросiйський унiверситет (1865-

1917), Новоросiйський унiверситет

(1917-1920), Одеський державний

унiверситет iменi I. I. Мечнико-

ва (1920-2000) завжди вважалася

однiєю з найкращих. На теренах

унiверситету працювало багато вiдомих науковцiв-математикiв. Серед

них: С.О.Шатуновський,В.Ф.Каган,Г.М.Фiхтенгольц, I.М. Занчевський,

Н. Г. Чеботарьов, Ф. Р. Гантмахер, М. Г. Крейн, Б. Н. Делоне,

М. А. Наймарк, Д. П. Мiльман, М. С. Лiвшиц, I. Ц. Гохберг, Б. Я. Левiн,

В. П. Шмульян, А. П. Артьоменко, В. М. Адамян, Г. Алексеєвич,

В. I. Слешинський, В. А. Циммерман, Б. С. Мiтягiн, Ю. А. Смекалков.

Представником радянської теоретико-числової математичної школи, а та-

кож єдиним представником української теоретико-числової математичної

школи був Варбанець Павло Дмитрович.

Павло Дмитрович Варбанець народився 18 листопада 1936 р. в Одесi у

родинi болгарських переселенцiв, якi проживали в селi Катаржино Оде-

ської областi. В 2007 р. до 200 рiччя народження села болгарський журна-

лiст Олександр Вiзiров випустив фотоальбом «Катаржино» (Одеса, "Чор-

номор’я"), в якому наведенi данi щодо трьох представникiв цiєї родини

– Варбанець Павла Дмитровича, його рiдної сестри Варбанець Людми-

ли Дмитрiвни, їх троюрiдного брата Варбанець Валерiя Пилиповича, вi-

домого в Одесi хiрурга-проктолога, кандидата медичних наук, син якого

Варбанець Сергiй Валерiйович, є вiдомим в Українi кардiохiрургом. Ба-

тько Варбанець Дмитро Костянтинович (1906-1996 рр.) був талановитою

людиною: маючи п’ятикласну освiту, вiн працював начальником статисти-

чного облiку будiвництва в одному з таборiв, де вiдбував строк ув’язнення

Надiйшла 02.05.2024 ©Варбанець С. П., 2024
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в 30-тi рр. Мати Варбанець Надiя Миколаївна (1907-1999 рр.) все своє

життя присвятила дiтям. Тож вихованням П. Д. Варбанця, як i його бра-

та i сестри, займалася мати. Саме завдяки нiй старший брат Костянтин

Дмитрович Варбанець (1929-2015 рр.) став кандидатом економiчних на-

ук, а сестра Людмила Дмитрiвна Варбанець (1940 р. н.) – доктор бiоло-

гiчних наук, професор, зав. вiддiлом бiохiмiї мiкроорганiзмiв Iнституту

мiкробiологiї i вiрусологiї НАН України (Київ), лауреат державної премiї

в областi науки i технiки в 2009 р., лауреат премiї iм. Д. К. Заболотно-

го, має ряд почесних грамот, зокрема Верховної ради України за внесок у

розвиток бiологiчної науки. Дружина П. Д. Варбанця – Свiтлана

Костянтинiвна Варбанець (1945 р. н.) фахiвець у галузi «Автоматика та

телемеханiка» до 2021 року працювала в галузi обчислювальної

математики, викладаючи комп’ютернi дисциплiни в Одеському коледжi

транспортних технологiй (колишньому Одеському технiкумi залiзничного

транспорту iменi Ф. Е. Дзержинського). Син Варбанець Сергiй Павлович

(1983 р. н.) – доктор фiзико-математичних наук, професор кафедри алге-

бри, геометрiї та диференцiальних рiвнянь з жовтня 2023 р. (2006-2007 рр.

– кафедра математичного забезпечення комп’ютерних систем; 2009-2023

рр. – кафедра комп’ютерної алгебри та дискретної математики), в 2010

роцi захистив кандидатську дисертацiю на тему «Генерування послiдов-

ностей iнверсних конгруентних псевдовипадкових чисел» (спецiалiзована

вчена рада, Д 26.001.18, Київського нацiонального унiверситету iменi Та-

раса Шевченка), а в 2021 роцi – докторську дисертацiю «Метод тригоно-

метричних сум в теорiї конгруентних генераторiв псевдовипадкових чисел

та асимптотичних задачах теорiї чисел» (спецiалiзована вчена рада,

Д 26.001.18, КНУ iменi Тараса Шевченка).

У 1959 р. П. Д. Варбанець з вiдзнакою закiнчив Одеський державний унi-

верситет iм. I. I. Мечникова (нинi Одеський нацiональний унiверситет iменi

I. I. Мечникова), його науковими керiвниками були Г. М. Mipaк’ян та М.

I. Гаврилов. По закiнченню унiверситету, Павла Дмитровича Варбанця,

як найкращого студента Одеського унiверситету було запропоновано до-

дати до списку тих, кого обирали до аспiрантури Iнституту математики

АН СРСР iм. В. О. Стеклова (згодом до перелiку був доданий ще один

майбутнiй вiдомий математик – Сергiй Петрович Новiков). I вiдомим є

той факт, що на той час академiк I. М. Виноградов, бувши ключовим
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науковим спiвробiтником iнституту з правом вiдбору аспiрантiв i керiв-

ництва їх науковою пiдготовкою, зокрема в областi теорiї чисел, особисто

обрав Варбанця Павла Дмитровича до свого вiддiлу. Математичний шлях

Павла Дмитровича, як науковця в Одеському унiверситетi, починався з

математичного аналiзу та диференцiальних рiвнянь. Однак iсторична ви-

падковiсть визначила його остаточний напрям математичного iнтересу –

аналiтична теорiя чисел. Поступаючи до аспiрантурi Iнституту матема-

тики АН СРСР iм. В. О. Стеклова, Павло Дмитрович висловив бажання

навчатися пiд керiвництвом професора Постнiкова. Однак на той час в iн-

ститутi працювали два науковцi – М. М. Постнiков i А. Г. Постнiков. Тож,

волею долi, Павло Дмитрович був розподiлений до вiддiлу прикладної ма-

тематики. Навчання в аспiрантурi Iнституту математики АН СРСР iм.

В. О. Стеклова пiд керiвництвом видатних вчених академiка I. М. Ви-

ноградова та професора А. Г. Постнiкова визначило подальший шлях П.

Д. Варбанця. У 1967 р. вiн захистив кандидатську дисертацiю за темою

"Аналiтична теорiя порiвнянь за модулем, рiвним степенi простого числа".

Вже тодi вiн виказував прагнення до пошуку застосувань аналiтичної те-

орiї чисел у рiзних галузях знань. Так, у 60-тi рр. П. Д. Варбанець вико-

нав дослiдження в галузi теорiї кодування, а в 1976-1986 рр. взяв участь

у розробцi методiв розпiзнавання спадкових захворювань людини, також

дослiджував вплив полiмерних матерiалiв на здоров’я людини, розробляв

методи статистичного аналiзу у фонетичних дослiдженнях. Результати йо-

го дослiджень також були використанi в органiзацiї логiстичних процесiв

Одеського порту, а також такiй галузi, як судова експертиза.

В Одеському унiверситетi Павло Дмитрович працював з 1962 р. спочатку

асистентом, старшим викладачем, з 1972 р. – доцентом, а з 1978 р. завi-

дуючим кафедри алгебри та теорiї чисел. З середини 1970х рокiв П. Д.

Варбанець став використовувати свої знання в прикладних задачах мате-

матики. В цей перiод вiн успiшно спiвпрацював з науковцями лабораторiї

експериментальної фонетики Одеського державного унiверситету (керiв-

ник лабораторiї проф. Т. О. Бровченко). Результатом спiвпрацi стала мо-

нографiя «Методи математичної статистики в експериментальнiй фонети-

цi» (автори Т. О. Бровченко, П. Д. Варбанець, В. Г. Таранець). Наприкiнцi

1970х рокiв, при спiвробiтництвi з вiдомим вченим доктором медичних на-

ук, академiком Б. Я. Резником, П. Д. Варбанець запропонував побудованi
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ним дiагностичнi таблицi розпiзнавання характеру захворювання (спад-

ковий або придбаний). Цей метод був пiдтверджений на практицi в однiй

з одеських лiкарень, коли скептичнi до математики медики запропонува-

ли протестувати його на декiлькох пацiєнтах, одною з яких була малень-

ка дiвчинка. Нажаль, пацiєнтка мала важку хворобу i метод професора

Варбанця показав, що вона має померти за тиждень, на що медики були

спантеличенi, тому що за iсторiєю хвороби стан дiвчинки був полiпше-

ний. I через тиждень дiвчинка була ще живою. Це спричинило ще бiльшу

недовiру медичного свiту до математики, що виражалося цитатою «ваша

математика – брехлива наука», кинутою на адресу Павла Дмитровича.

Але наступного дня дiвчинка померла, що пiдтвердило результативнiсть

методу i можливiсть iснування певних, але незначних, похибок при будь-

якому обчисленнi. Пiзнiше метод дiагностичних таблиць застосовувався i в

iнших задачах розпiзнавання образiв (наприклад, в Одеськiй лабораторiї

токсикологiї iнституту гiгiєни водного транспорту, керiвник – доктор ме-

дичних наук Л. М. Шафран). За допомогою того ж методу дiагностичних

таблиць були побудованi ефективнi методики по використанню полiмерних

матерiалiв у замкненому середовищi. Пiд керiвництвом П. Д. Варбанця в

цих розробках приймали участь i iншi спiвробiтники кафедри (Г. С. Бєло-

зьоров, С. В. Федоровський, В. К. Булiтко).

Павла Дмитровича нiколи не цiкавило прагнення до будь-яких посад,

звань чи регалiй. Його головною життєвою метою була наука, прагнення

до отримання нових i покращення iснуючих результатiв та пошуку їх пра-

ктичних застосувань. Тому у 1995 р. за наполегливою пропозицiєю молод-

шої сестри, вже на той час доктора бiологiчних наук, Варбанець Людмили

Дмитрiвни, Павло Дмитрович подав до розгляду свою наукову працю у

спецiалiзованiй вченiй радi Д01.01.01 Київсього державного унiверситету

iм. Тараса Шевченка i захистив докторську дисертацiю "Асимптотичнi за-

дачi теорiї чисел"(опоненти – академiк I. Катаi (Будапешт), професори В.

I. Берник (Мiнськ) та I. В. Протасов (Ки-їв). Цим вiн проклав шлях в

цiй вченiй радi для захисту значної частини його аспiрантiв, а також його

сина, який там захищав як кандидатську, так i докторську дисертацiї.

Велику роль в формуваннi наукової направленостi П. Д. Варбанця вiдi-

грало його наукове стажування в унiверситетi iм. Е. Лоранда (Будапешт),

де вiн мав можливiсть спiлкуватися з видатними математиками XX ст. П.
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Тураном, А. Реньї, П. Ердешем, I. Катаi (1969-1970).

П. Д. Варбанець бiльш, нiж 65 рокiв пропрацював в Одеському нацiо-

нальному унiверситетi iменi I. I. Мечнiкова, 46 рокiв з яких – завiдуючим

кафедрою. П. Д. Варбанець був ведучим i єдиним спецiалiстом з аналi-

тичної теорiї чисел в Українi, а кафедра, що вiн очолював, була єдиною

в Українi, де готували фахiвцiв з аналiтичної теорiї чисел. За пропозицi-

єю П. Д. Варбанця в Iнститутi математики ОДУ iм. I. I. Мечнiкова був

створений факультет iнформативних технологiй на стику математики i

комп’ютерних спецiальностей, а кафедру алгебри та теорiї чисел вiн осу-

часнив i дав назву комп’ютерної алгебри та дискретної математики (2004).

Пiд такою назвою кафедра плiдно працювала протягом 20 рокiв, до во-

сени 2023 р., коли вона була об’єднана з iншою кафедрою iз загальною

назвою кафедра алгебри, геометрiї та диференцiальних рiвнянь. Слово

комп’ютерна було викреслено, хоча саме Павло Дмитрович наполягав,

що в сучасному свiтi спiвiснування математики i iнформацiйних техноло-

гiй є невiд’ємною складовою прогресу. Бiльш того, саме «Комп’ютерна

алгебра», як виключно математична наука, тим не менш пiдкреслюва-

ла важливiсть i невiд’ємнiсть математичних наук, як фундаментальних

гвинтикiв в iснуваннi сучасних iнформацiйних систем. Павло Дмитрович

був автором багатьох курсiв, якi доводили цю тезу, зокрема, таких кур-

сiв, як «Комп’ютерна алгебра», «Криптографiя», «Криптологiя», «Теорiя

iнформацiї i кодування», «Прикладна теорiя цифрових автоматiв», «Лiн-

гвостатистика», «Комп’ютерна лiнгвiстика» i багато iнших. На цiй кафе-

дрi П. Д. Варбанець встиг попрацювати декiлька мiсяцiв. П. Д. Варба-

нець до травня 2024 року був членом Спецiалiзованої вченої ради по за-

хисту докторських дисертацiй (Д41.051.04) в iнститутi математики НАН

України, Спецiалiзованої вченої ради Одеського нацiонального унiверси-

тету iменi I. I. Мечникова (К41.051.05). Також включно до травня 2024

року був членом редколегiї Українського математичного журналу, чле-

ном редколегiї журналу Annales Universitate Scientiarum Budapest, Sectio

Computatorica (Budapest Etvos Lorand University) (Hungary) та членом

редколегiї журналу Research in Mathematics and Mechanics (ОНУ iменi

I. I. Мечникова). П. Д. Варбанець володiв англiйською, мiг спiлкувати-

ся угорською та болгарською мовами. Biн багато рокiв брав участь у ба-

гатьох мiжнародних та вiтчизняних конференцiях та конгресах, а в де-
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яких був спiворганiзатором або входив у програмний комiтет. Зок-рема,

вiн приймав участь в математичних конгресах у 1966 та 1978 рр., 2-му

Європейському математичному конгресi у 1996 р., в двох конгресах бол-

гарських математикiв та iн. У 80-х роках навiть приймав участь у мiж-

народному медичному конгресi, де за проханням академiка Б. Я. Резнi-

ка представив їх спiльну роботу, зокрема розроблений ним метод дiагно-

стичних таблиць розпiзнавання характеру захворювання, за що отримав

оплески стоячi вiд усiх учасникiв. Був постiйним учасником наступних пе-

рiодичних конференцiй: Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка

М. Кравчука (Україна), International Conference in Honour of professor J.

Kubilius (Литва), International Conference dedicated to professor A. Lauri-

ncikas (Литва), International Conference on Analytic Number Theory and

Spatial Tessellations (Україна), Український математичний конгрес (Укра-

їна), International Algebraic Conference in Ukraine (Україна), International

Algebraic Conference "At the End of the Year"(Україна), Numbers, Functions,

Equations (Угорщина), The International Conference "Chaotic Modeling and

Simulation"(Грецiя, Туреччина, Португалiя, Велика Британiя, Францiя),

The International Conference dedicated to the anniversaries of Stefan Banach

(Україна) Vilnius International Conference on Probababilistic Theory (Ли-

тва), The International Algebraic Conference dedicated to the anniversaries of

L.A. Kaluzhnin (Україна), International Conference on Computer Algebra and

Information Technologies (Україна), XII Белорусская математическая кон-

ференция (Беларусь), International Conference Groups and Actions: Geometry

and Dynamics (Україна). В Одеському нацiональному унiверситетi був ке-

рiвником створених ним наукових семiнарiв. Зокрема, «Одеський мiський

семiнар по теорiї графiв», «Семiнар з аналiтичної теорiї чисел Одеського

нацiонального унiверситету iменi I. I. Мечникова».

За часи своєї наукової дiяльностi П. Д. Варбанець встиг пiдготувати ве-

лику кiлькiсть аспiрантiв. Пiд його керiвництвом було випущено бiльше

25 кандидатiв фiзико-математичних наук як з України, так i iнших дер-

жав, зокрема Польщi, Iраку, В’єтнаму, Узбекiстану та Нiмеччини. Також

до останнього вiн спiвпрацював iз своїм докторантом Воробйовим Я. А.,

але через життєвi обставини, не встиг довести це до кiнця.

Спiвпрацював з багатьма унiверситетами та науково-дослiдними iнститу-

тами свiту, зокрема з Будапештським унiверситетом iм. Етвеша Лоранда,
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Iнститутом математики Угорщини, Вiльнюським та Шауляйським унiвер-

ситетами (Литва), Iнститутом математики Польської академiї наук у Вар-

шавi, iз багатьма науково-дослiдними iнститутами та унiверситетами кра-

їн колишнього радянського союзу. Тiсно спiвпрацював з багатьма україн-

ськими науково-дослiдними iнститутами та унiверситетами, зокрема, з Iн-

ститутом математики НАН України, Київським нацiональним унiверсите-

том iм. Тараса Шевченка, Нацiональним педагогiчним унiверситетом iменi

М.П. Драгоманова, Луганським нацiональним унiверситетом iменi Тараса

Шевченка, Харкiвським нацiональним унiверсите-том iменi В. Н. Кара-

зiна, Донецьким нацiональним унiверситетом iменi Василя Стуса, Львiв-

ським нацiональним унiверситетом iменi Iвана Франка, Прикарпатським

нацiональним унiверситетом iменi Василя Стефаника, Iнститутом кiбер-

нетики iменi В. М. Глушкова НАН України, Нацiональним технiчний унi-

верситетом України “КПI Вiнницьким нацiональним технiчним унiверси-

тетом, Київським нацiональним авiацiйним унiверситетом, Iзмаїльським

державним гуманiтарним унiверситетом, Одеським нацiональним полiте-

хнiчним унiверситетом, Одеським нацiональним педагогiчним унiверсите-

том iм. К. Д. Ушинського, Одеським нацiональним медичним унiверси-

тетом. Важливе значення для алгебри та теорiї чисел мають дослiджен-

ня Варбанця П. Д. з розподiлу цiлих точок на рiзних поверхнях, зокре-

ма, його дослiдження проблеми кола в арифметичнiй прогресiї та розпо-

дiлення цiлих точок на круговому конусi. Вiн займався дослiдженнями

проблеми дiльникiв в арифметичнiй прогресiї. Також значними були його

результати в дослiдженнi тригонометричних сум та застосуваннi методу

тригонометричних сум в рiзноманiтних прикладних задачах. Останнi 15

рокiв свого життя вiн, зокрема, присвятив питанню побудови послiдовно-

стей псевдовипадкових чисел, розробцi вiдповiдних генераторiв та застосу-

ванню методу тригонометричних сум щодо оцiнки якостi побудованих по-

слiдовностей, покращуючи iснуючi результати та отримуючи новi i навiть

деякi непокращюванi. Цi результати мають пряме застосування в питан-

нях захисту iнформацiї, а також мають значний вплив на криптографiчнi

застосування. П. Д. Варбанцем було опублiковано бiльше 200 наукових

статей як в провiдних мiжнародних виданнях, так в наукових фахових

виданнях України. Павло Дмитрович був свiтлою ерудованою людиною

з доволi тонким iскрометним гумором. Вiдомо, що вiн був одним з пер-
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ших капiтанiв команди в одеському клубi веселих i кмiтливих, який на

теренах колишнього радянського союзу i навiть пiсля розпаду останньо-

го iсторично став прообразом вiдомого об’єднання студентiв, викладачiв

i науковцiв, якi в змаганнях демонстрували таланти швидкого створен-

ня гумористичних вистав на будь-який несподiваний запит глядачiв цих

змагань. Далеко за межами одеського унiверситету i до нинi вiдомими є

багато його фiлософських, цiкавих i часто гумористичних висловiв, що вiн

видавав пiд час занять. Одним iз таких висловiв, коли Павло Дмитрович

пояснював щось доволi просте i очевидно, було «ясно i їжаку». Студентки

жiночої статi неодноразово демонстрували своє вiдношення до улюбленого

викладача, таємно пишучи на стiнах унiверситету вислови «Варбанець, я

Вас люблю!». Всi, кому хоч раз в життi вдалося поспiлкуватися iз Пав-

лом Дмитровичем, завжди згадують цi спiлкування i зустрiчi з ним лише

теплими словами. Особливими хобi Варбанця Павла Дмитровича були ша-

хи, футбол i баскетбол. Ще в дитинствi власноруч вiн вирiзав свої першi

шахи та зробив шахову дошку. Любов до шахiв привела його до одеського

шахового клубу «Буревiсник», де згодом вiн отримав звання кандидата в

майстри спорту з шахiв. Ця любов залишилася iз Павлом Дмитровичем

до останнiх днiв. Саме гра в шахи дозволяла вiдпочивати помiж науко-

вої та викладацької роботи. Вiдомою є його гра в шахи навiть по теле-

фону без шахiв i тi факти, що за все своє життя вiн не програв жодної

партiї жодному гросмейстеру, з якими йому довелося грати (виграючи

партiї або доводячи їх до нiчиї), i лише одну партiю в своєму життi вiн

уступив одному зi своїх друзiв. П. Д. Варбанець мав ще багато iдей, якi

вiн не встиг втiлити в життя. 11 травня 2024 року в результатi серцевого

нападу, а також недостатнього професiоналiзму мiсцевих лiкарiв i немо-

жливостi у зв’язку iз станом здоров’я транспортування в мiську лiкарню

Одеси або Києва, в палатi iнтенсивної терапiї радiологiчного вiддiлення

Дунайської обласної лiкарнi м. Iзмаїл Одеської областi поряд iз сином i

дружиною перестало битися його серце. До останнiх хвилин свого жит-

тя Павло Дмитрович працював в повнiй свiдомостi, розмiрковуючи про

новi результати, якi вiн планував опублiкувати пiсля одужання. Вмираю-

чи, вiн попросив свого сина, Варбанця Сергiя Павловича, прочитати двi

його останнi лекцiї, видав розпорядження щодо студентiв i аспiрантiв, а та-

кож взяв обiцянку продовжити його наукову i педагогiчну дiяльнiсть, якiй
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Павло Дмитрович присвятив своє життя – теорiї чисел, а також її засто-

сувань в криптографiї та комп’ютернiй алгебрi, i нiколи не зупинятися в

пошуках застосувань математичних теорiй. У 2024 роцi разом угорськими

та литовськими колегами математиками буде опублiкований збiрник нау-

кових праць Annales Universitatis Scientiarum Budapestinensis de Rolando

Eotvos Nominatae, Section Computatorica, volume 57, присвячений пам’ятi

Павла Дмитровича. На прощаннi з Павлом Дмитровичем виступили ряд

його колег, якi вiдмiтили значення його наукових результатiв для розви-

тку вiтчизняної та свiтової математики i тих областей, де вiн залишив

свiй науковий слiд. Iз зворушливою промовою виступив колишнiй ректор

Мiжнародного гуманiтарного унiверситету (Одеса), професор Микола Па-

влович Коваленко, який вiдмiтив, що Павло Дмитрович посiдає почесне

мiсце серед видатних математикiв, якi працювали в Одеському нацiональ-

ному унiверситетi iменi I. I. Мечникова, тому доцiльно було б подбати про

вiдкриття в унiверситетi меморiальної дошки в пам’ять про Павла Дми-

тровича Варбанця.

Видатнi науковi здобутки Павла Дмитровича продовжують розви-

ватися та втiлюватися в нових дослiдженнях його великої наукової роди-

ни, а iм’я Павла Дмитровича Варбанця назавжди залишиться в iсторiї

свiтової математичної науки.

Варбанець С. П.
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