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АСИМПТОТИКА НЕЯВНИХ ФУНКЦIЙ НА НЕОБМЕЖЕНИХ

ОБЛАСТЯХ

Дослiджуються властивостi неявної функцiї, заданої рiвнянням

𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 0 у необмеженiй областi при 𝑡 → +∞ та малих значеннях iнших

змiнних. Ця стаття є узагальненням одного з результатiв роботи [1] на багатовимiрний

випадок та доповнюють результати робiт [2], [3].

Доведено теорему iснування та єдиностi неперервної функцiї 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

яка має неперервнi частиннi похiднi по змiнним 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Встановлено ключову асим-

птотичну властивiсть 𝑦(𝑡, 0, ..., 0) ∼ − 𝐹 (𝑡,0,...,0)
𝐹 ′
𝑦(𝑡,0,...,0)

при 𝑡 → +∞.

Отриманi результати є фундаментальними для асимптотичного аналiзу

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з сингулярностями на нескiнченностi та можуть

знайти застосування в теорiї динамiчних систем i нелiнiйних коливань.

MSC: 34E05.

Ключовi слова: неявна функцiя, необмежена область, асимптотична поведiнка, син-

гулярнiсть, диференцiальнi рiвняння.

DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2024.1(43).342062.

Вступ

Дослiдження властивостей неявних функцiй, що визначаються функцiональними

спiввiдношеннями, є важливим для теорiї диференцiальних рiвнянь. Особливий

iнтерес представляють випадки, коли такi спiввiдношення розглядаються

Надiйшла 02.02.2024 © Євтухов В. М., Кольцова Л. Л., 2024



8 Євтухов В. М., Кольцова Л. Л.

в необмежених областях, де незалежна змiнна прямує до нескiнченностi.

У подiбних ситуацiях виникають нетривiальнi питання щодо iснування,

диференцiйовностi та асимптотичної поведiнки вiдповiдних розв’язкiв на

нескiнченностi.

У данiй роботi розглядається рiвняння

𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 0, (1)

де (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) ∈ 𝐷, 𝐷 = 𝐷0 × [−𝑏; 𝑏], 𝐷0 = [𝑎; +∞) × [−ℎ1;ℎ1] × . . . ×
[−ℎ𝑛;ℎ𝑛], 𝑎, ℎ𝑘, 𝑏 ∈ R, ℎ𝑘 > 0 (𝑘 = 1, 𝑛), 𝑏 > 0. На функцiю 𝐹 накладаються

такi умови:

(i) 𝐹, 𝐹 ′
𝑥𝑘
, 𝐹 ′′

𝑦𝑦 ∈ C(𝐷;R) для всiх 𝑘 = 1, 𝑛;

(ii) lim
𝑡→+∞

𝐹 (𝑡, 0, . . . , 0) = 0;

(iii) lim
𝑡→+∞

𝐹 ′
𝑦(𝑡, 0, . . . , 0) = 𝐴1 ̸= 0;

(iv) sup
𝐷

⃒⃒
𝐹 ′′
𝑦𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)

⃒⃒
= 𝐴2 < +∞.

Метою роботи є доведення iснування єдиної неперервної функцiї

𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), яка задовольняє рiвняння (1) у деякiй пiдобластi

𝐷1 ⊂ 𝐷, та дослiдження її асимптотичної поведiнки при 𝑡→ +∞ i 𝑥𝑘 → 0

(𝑘 = 1, 𝑛).

Основнi результати

Для рiвняння (1) має мiсце наступне твердження.

Теорема. Нехай для функцiї 𝐹 виконуються умови (𝑖)–(𝑖𝑣). Тодi в деякiй

областi 𝐷1 = 𝐷01×[−𝑏0; 𝑏0] , де 𝐷01 = [𝑡0; +∞)×
[︀
−ℎ01;ℎ01

]︀
×. . .×

[︀
−ℎ0𝑛;ℎ0𝑛

]︀
,

𝑡0, ℎ
0
𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛) i 𝑏0 задовольняють нерiвностi 𝑡0 ≥ 𝑎, 0 < ℎ0𝑘 ≤ ℎ𝑘, 𝑏0 ∈

(0; 𝑏0] ,
4𝐴2𝑏0
|𝐴1| < 1, рiвняння (1) визначає єдину неперервну на множенi 𝐷01

функцiю 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), таку що 𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) ≡ 0,
𝜕𝑦
𝜕𝑥𝑘
∈ C (𝐷01;R) (𝑘 = 1, 𝑛), 𝑦(+∞, 0, . . . , 0) = 0 i

𝑦(𝑡, 0, . . . , 0) ∼ − 𝐹 (𝑡, 0, ..., 0)

𝐹 ′
𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)

(𝑡→ +∞) . (2)
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Доведення. Оскiльки функцiя 𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) диференцiйована за

змiнною 𝑦 при (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷0, то, згiдно формули Тейлора iз залишковим

членом у формi Пеано, рiвняння (1) можна записати у виглядi:

𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)+𝐹
′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)·𝑦+𝑅(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 0,

(3)

де 𝑅(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝑟(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) · 𝑦, 𝑟(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)→ 0 при 𝑦 → 0

для будь-якої точки (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷0.

З (3) випливає, що 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – неявна функцiя, яка визначається

спiввiдношенням

𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
− 𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)−𝑅(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))

𝐹 ′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)

.

(4)

Оскiльки

𝑅(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)−𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)−𝐹 ′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)·𝑦,

тодi

𝑅′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝐹 ′

𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)− 𝐹 ′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0).

Розглянемо та оцiнимо при (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷0 i фiксованих 𝑦1, 𝑦2 ∈
[−𝑏; 𝑏] (𝑦1 < 𝑦2) рiзницю 𝐹 ′

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)−𝐹 ′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1) , застосувавши

теорему Лагранжа за змiнною 𝑦:

𝐹 ′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)− 𝐹 ′

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1) = 𝐹 ′′
𝑦𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦

*) · (𝑦2 − 𝑦1) ,

де 𝑦* ∈ (𝑦1; 𝑦2).

Звiдси випливає, що

sup
𝐷0

⃒⃒
𝐹 ′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)− 𝐹 ′

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1)
⃒⃒
≤

≤ sup
𝐷0

⃒⃒
𝐹 ′′
𝑦𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦

*)
⃒⃒
· |𝑦2 − 𝑦1| ≤

≤ sup
𝐷

⃒⃒
𝐹 ′′
𝑦𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)

⃒⃒
· |𝑦2 − 𝑦1| = 𝐴2 · |𝑦2 − 𝑦1| .

Покладаючи 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 𝑦, для будь-якого фiксованого 𝑦 ∈ [−𝑏; 𝑏]
отримаємо:

sup
𝐷0

⃒⃒
𝑅′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)

⃒⃒
≤ 𝐴2 · |𝑦| . (5)
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Аналогiчно розглянемо i оцiнимо при (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷0 i фиксованих

𝑦1, 𝑦2 ∈ [−𝑏; 𝑏] рiзницю𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)−𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1) , застосувавши

теорему Лагранжа за змiнною 𝑦:

𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)−𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1) = 𝑅′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦

**) · (𝑦2 − 𝑦1) ,

де 𝑦** ∈ (𝑦1; 𝑦2).

Враховуючи (5) отримаємо, що

sup
𝐷0

|𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)−𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1)| ≤

≤ sup
𝐷0

⃒⃒
𝑅′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)

⃒⃒
· |𝑦2 − 𝑦1| ≤ 𝐴2 · |𝑦2 − 𝑦1|2 .

Вважаючи 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 𝑦, для будь-якого фiксованого 𝑦 ∈ [−𝑏; 𝑏]
отримаємо:

sup
𝐷0

|𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)| ≤ 𝐴2 · |𝑦|2 . (6)

В силу (6) та властивостей (𝑖𝑖),(𝑖𝑖𝑖) функцiї 𝐹 iснує область 𝐷01 =

[𝑡0; +∞) ×
[︀
−ℎ01;ℎ01

]︀
× . . . ×

[︀
−ℎ0𝑛;ℎ0𝑛

]︀
, 𝐷01 ⊂ 𝐷0, де 𝑡0 ≥ 𝑎, 0 < ℎ0𝑘 ≤ ℎ𝑘

(𝑘 = 1, 𝑛), для якої:

1) sup
𝐷01

|𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)| ≤ 𝑏0|𝐴1|
4 , де 𝑏0 ∈ (0; 𝑏] та 4𝐴2𝑏0

|𝐴1| < 1;

2) inf
𝐷01

⃒⃒
𝐹 ′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)

⃒⃒
> |𝐴1|

2 ;

3) sup
𝐷01

|𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)| ≤ sup
𝐷0

|𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)| ≤ 𝐴2 · |𝑦|2 .

Розглянемо банаховий простiр𝐵 обмежених неперервних у𝐷01 функцiй

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) з нормою ‖𝑦‖ = sup
𝐷01

|𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)| .

У банаховому просторi 𝐵 розглянемо пiдпростiр 𝐵1 ⊂ 𝐵 функцiй 𝑦 ∈
𝐵, для яких ‖𝑦‖ ≤ 𝑏0, i введемо на 𝐵1 оператор

𝑇
(︀
𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

)︀
≡ −𝐹 (𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)−𝑅

(︀
𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛)

)︀
𝐹 ′
𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)

.

(7)

Використовуючи принцип стислих вiдображень, покажемо, що

𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) = 𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) , тобто оператор 𝑇 має

нерухому точку 𝑦 ∈ 𝐵1.

1) Доведемо, що 𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) ∈ 𝐵1 при 𝑦 ∈ 𝐵1.
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Оскiльки 𝑦 ∈ C(𝐷01;R), то в силу структури оператора 𝑇 ∈ C(𝐷01;R).
З ‖𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖ ≤ 𝑏0 випливає, що

‖𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))‖ =
⃦⃦⃦
−𝐹 (𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)−𝑅(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛))

𝐹 ′
𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)

⃦⃦⃦
≤

≤

(︃
sup
𝐷01

|𝐹 (𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)|+sup
𝐷01

|𝑅(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛))|
)︃

inf
𝐷01
|𝐹 ′

𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦)| ≤

≤ 2
|𝐴1|

(︁
𝑏0|𝐴1|

4 +𝐴2 |𝑦|2
)︁
≤ 𝑏0

2 + 𝑏0
2 ≤ 𝑏0.

2) Перевiримо умову стискання.

Оберемо довiльним чином 𝑦1 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦2 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵1, тодi

‖𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))− 𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))‖ =
=
⃦⃦⃦
𝑅(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦2(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛))−𝑅(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦1(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛))

𝐹 ′
𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)

⃦⃦⃦
≤

≤ 𝐴2

inf
𝐷01
|𝐹 ′

𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)| ‖𝑦2 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)− 𝑦1 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖
2 ≤

≤ 2𝐴2(‖𝑦2(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛)‖+‖𝑦1(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛)‖)
|𝐴1| ‖𝑦2 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)− 𝑦1 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖ ≤

≤ 4𝐴2𝑏0
|𝐴1| ‖𝑦2 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)− 𝑦1 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖ .

Тобто оператор 𝑇 вiдображає простiр𝐵1 у себе i є оператором стискання.

Тому згiдно принципу стислих вiдображень iснує єдина функцiя 𝑦 =

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵1, така що

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) .

В силу (7) ця неперервна на множинi 𝐷01 функцiя є єдиним розв’язком

рiвняння (4), що задовольняє умову ‖𝑦‖ ≤ 𝑏0. З урахуванням цiєї умови

i оскiльки 𝐹 ∈ C(𝐷;R), то за локальною теоремою о диференцiюваннi

неявної функцiї можна стверджувати, що 𝑦, 𝜕𝑦𝜕𝑥𝑘 ∈ C (𝐷01;R) (𝑘 = 1, 𝑛).

Доведемо, що функцiя 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) при 𝑥𝑘 = 0 (𝑘 = 1, 𝑛) має властивiсть

(2).

Функцiя 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) задовольняє рiвнянню (3), яке, поклавши 𝑥𝑘 =

0 (𝑘 = 1, 𝑛), можна записати у виглядi

𝐹 (𝑡, 0, . . . , 0)+𝐹 ′
𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)+𝑟 (𝑡, 0, . . . , 0, 𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)) 𝑦(𝑡, 0, . . . , 0) ≡ 0.

Звiдси, враховуючи, що 𝐹 ′
𝑦(+∞, 0, . . . , 0, ) = 𝐴1 ̸= 0,

𝑦(𝑡, 0, . . . , 0) ·
(︂
1 +

𝑟 (𝑡, 0, . . . , 0, 𝑦(𝑡, 0, . . . , 0))

𝐹 ′
𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)

)︂
= − 𝐹 (𝑡, 0, . . . , 0)

𝐹 ′
𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)

.

З останньої рiвностi випливає властивiсть (2).

Теорему доведено



12 Євтухов В. М., Кольцова Л. Л.

Висновки

У данiй роботi доведено iснування єдиної неперервної неявної функцiї

𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), яка задовольняє рiвняння (1) у деякiй пiдобластi 𝐷1 ⊂
𝐷. Встановлено, що ця функцiя є диференцiйовною за змiнними 𝑥𝑘 (𝑘 =

1, 𝑛) i має асимптотичну поведiнку (2) при 𝑡→ +∞.
Отриманi результати створюють основу для асимптотичного аналiзу

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз сингулярностями на нескiнченностi.

Вони вiдкривають перспективи для застосування у дослiдженнi динамiчних

систем, теорiї нелiнiйних коливань та iнших сумiжних галузях, пов’язаних

iз поведiнкою розв’язкiв у необмежених областях.
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Evtukhov V. M., Koltsova L. L.

Asymptotic Behavior of Implicit Functions on Unbounded Do-

mains

Summary

The properties of an implicit function defined by the equation

𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 0 in an unbounded domain as 𝑡 → +∞ and for small

values of the other variables are investigated. This article generalizes one of

the results of [1] to the multidimensional case and supplements the results of

the works [2], [3].

A theorem on the existence and uniqueness of a continuous function 𝑦 =

𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) with continuous partial derivatives with respect to the variables

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 is proved. The key asymptotic property 𝑦(𝑡, 0, ..., 0) ∼ − 𝐹 (𝑡,0,...,0)
𝐹 ′
𝑦(𝑡,0,...,0)

as 𝑡→ +∞ is established.

The obtained results are fundamental for the asymptotic analysis of solu-

tions to differential equations with singularities at infinity and can find appli-

cations in the theory of dynamical systems and nonlinear oscillations.

Keywords: implicit function, unbounded domain, asymptotic behavior, singu-

larity, differential equations.
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ВIДОБРАЖЕННЯ ПСЕВДОРIМАНОВИХ ПРОСТОРIВ З

НАПIВСИМЕТРИЧНОЮ АФIНОРНОЮ СТРУКТУРОЮ

Робота складається з двох частин. У першiй частинi з використанням тензора

деформацiї зв’язностi розглянуто загальнi геометричнi властивостi нетривiальних вiд-

ображень мiж двома просторами афiнної зв’язностi без скруту. Побудовано геометри-

чний об’єкт, що позначає рiзницю коварiантних похiдних довiльного тензора за

зв’язностями простора, на яке вiдбувається вiдображення та його прообраз, яка суттє-

во залежить лише вiд згорток самого тензора та тензора деформацiї. Як наслiдок,

отримана залежнiсть рiзницi коварiантних похiдних тензора деформацiї за двома рi-

зними зв’язностями просторiв, мiж якими вiдбувається вiдображення, яка виражається

через згортки тензора деформацiї з самим собою. Продовжуючи iдею дослiдження за-

гальних властивостей вiдображень, введено в розгляд чотиривалентний тензор, що ви-

значає рiзницю тензорiв Рiмана просторiв, якi залучено у вiдображення, та двовален-

тний тензор, що визначає рiзницю тензорiв Рiччi цих просторiв. Отримано вираз через

диференцiйно-алгебраїчнi доданки тензора деформацiї цих двох тензорiв.

У другiй частинi розглянуто псевдорiмановi простори, якi надiлено антисиметри-

чною майже комплексною напiвсиметричною афiнорною структурою, дослiджено вла-

стивостi довiльних тензорiв у цих просторах загалом та зокрема афiнора, що визначає

структуру. Далi, було придiлено увагу п’яти спецiальним вiдображенням таких просто-

рiв окремо та доведено, що лише тензор деформацiї, що визначає вiдображення першо-

го типу, вiдмiнний вiд нульового тензора. Доведено, що якщо простори, що розглядаю-

ться, допускають вiдображення першого типу, то це 𝐾-простори. Для вiдображень

першого типу побудованi геометричнi об’єкти, що пов’язують коварiантнi похiднi цих

двох просторiв, як у першiй частинi роботи, для цих об’єктiв отримано вираз через

афiнор та його згортки. Враховуючи напiвсиметричнiсть афiнорної структури побу-

довано чотиривалентний геометричний об’єкт як альтернування коварiантної похiдної

тензора деформацiї, що згорнуто з афiнором, який при вiдображеннi стає вiд’ємним зi

змiною послiдовностi iндексiв.

Дослiдження ведуться локально, тензорними методами без обмежень на сигнатуру

та знаковизначеннiсть метричного тензору простору, що розглядається. В роботi ши-

роко застосовується спецiальна операцiя (спряження), що введена для просторiв, якi
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надiлено афiнорною структурою, та її властивостi для тензорiв Рiмана та Рiччi.
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антисиметрична афiнорна структура, майже комплексна афiнорна структура, опе-

рацiя спряження, 𝐾-простiр, геометричний об’єкт.

DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2024.1(43).342063.

Вступ

Зв’язностi в диференцiальнiй геометрiї виникли сто рокiв тому в роботах

Туллiо Левi-Чивiти (1917 рiк), а згодом Г. Вейль (1920 рiк), вивчаючи

питання про паралельне перенесення векторiв, прийшов до просторiв афiнної

зв’язностi.

В теорiї вiдображень працювала велика кiлькiсть вчених як математикiв,

так i фiзикiв, зацiкавлених в застосуваннi результатiв для моделювання

динамiчних процесiв. Як вiдомо, рух деяких типiв механiчних систем,

багато процесiв в гравiтацiйних та електромагнiтних полях, в суцiльних

середовищах протiкають за траєкторiями, якi можна розглядати як геодезичнi

лiнiї афiннозв’язного або псевдорiманового простору, що визначаються

енергетичним режимом, за якого зовнiшнi сили вiдсутнi, або за деякими

кривими, вектор кривини яких – це вектор узагальнених зовнiшнiх сил.

Вивчення вiдображень (морфiзмiв) рiзних типiв геометричних структур

складає актуальну частину сучасної диференцiальної геометрiї. Пiд вiдображенням

в сучаснiй геометрiї розумiють дифеоморфiзм, що зберiгає тi чи iншi

властивостi геометричних об’єктiв. Центральною в сучаснiй геометрiї є

структура афiнної зв’язностi, як така, що має широке застосування.

Основнi результати

1. Деформацiя внутрiшньої геометрiї простору при вiдображеннi.

Означення 1. Простором афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 розмiрностi 𝑛 називають

такий диференцiйований многовид, на кожнiй кривiй якого задана афiнна

зв’язнiсть, що задовольняє умовi лiнiйностi, тобто для кожної точки 𝑀 та

для всякого векторного поля в околi даної точки, абсолютний диференцiал
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вектора, що належить цьому полю, обчислений в точцi 𝑀 для всякої

кривої, що проходить через цю точку, є лiнiйна функцiя вектора елементарного

змiщення по кривiй.

Якщо не зазначено iнше, то розглядаються простори афiнної зв’язностi

𝐴𝑛 без скруту [3], тобто такi, що

Γℎ𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ𝑗𝑖(𝑥) (1)

Простiр𝐴𝑛 належить класу 𝐶𝑟 (𝐴𝑛 ∈ 𝐶𝑟), якщо Γℎ𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐶𝑟 [2]. Розглянемо
два простори афiнної зв’язностi.

Означення 2. Взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж точками просторiв

афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 та 𝐴𝑛 називається вiдображенням, якщо в спiльнiй

за вiдображенням системi координат виконуються умови

Γ̄𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ𝑖𝑗(𝑥) + 𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥). (2)

Спiльною за вiдображенням системою координат [3] називають таку систему

криволiнiйних координат, в якiй координати вiдповiдних точок спiвпадають.

Означення 3. Тензор 𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥) називають тензором деформацiї зв’язностi

при даному вiдображеннi. Якщо

𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥) ̸≡ 0, (3)

то вiдображення називають нетривiальним.

Зауваження 1. Тензор деформацiї симетричний за коварiантними iндексами,

тобто 𝑃 ℎ𝑖𝑗 = 𝑃 ℎ𝑗𝑖, для просторiв афiнної зв’язностi без скруту.

Тут тензор деформацiї є об’єктом, що належить простору 𝑉𝑛, проте

неважко побачити, що

Γℎ𝑖𝑗(𝑥) = Γ̄𝑖𝑗(𝑥)− 𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥), (4)

або, враховуючи означення тензора деформацiї

Γℎ𝑖𝑗(𝑥) = Γ̄𝑖𝑗(𝑥) + 𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥), (5)

тому доведено
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Наслiдок 1. Тензори деформацiї просторiв, мiж якими вiдбувається

вiдображення, мають наступну залежнiсть

𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥) = −𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥) (6)

В випадку тензорного поля 𝑆 типу
(︀
𝑝
𝑞

)︀
коварiантна похiдна по зв’язностi

𝐴𝑛, яку ми будемо позначати ∇, в кожнiй системi координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

визначається наступним чином:

∇𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) = 𝜕𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) + Γ𝑖1𝑘𝛼(𝑥)𝑆
𝛼𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) + . . .+

+Γ
𝑖𝑝
𝑘𝛼(𝑥)𝑆

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝−1𝛼
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− Γ𝛽𝑘𝑗1(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝛽𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− . . .−

−Γ𝛽𝑘𝑗𝑞(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞−1

(𝑥)

(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝; 𝑗1, . . . 𝑗𝑞; 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛)

(7)

Для простору 𝐴𝑛 та коварiантнiй похiдної в ньому ∇̄ будемо мати [4] в

спiльнiй системi координат

∇̄𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) = 𝜕𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) + Γ̄𝑖1𝑘𝛼(𝑥)𝑆
𝛼𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) + . . .+

+Γ̄
𝑖𝑝
𝑘𝛼(𝑥)𝑆

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝−1𝛼
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− Γ̄𝛽𝑘𝑗1(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝛽𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− . . .−

−Γ̄𝛽𝑘𝑗𝑞(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞−1𝛽

(𝑥)

(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝; 𝑗1, . . . 𝑗𝑞; 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛)

(8)

Вiднiмаючи вiд останнього (4) з урахуванням (2), отримаємо

∇̄𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)−∇𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) = 𝑃 𝑖1𝑘𝛼(𝑥)𝑆
𝛼𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) + . . .+

+𝑃
𝑖𝑝
𝑘𝛼(𝑥)𝑆

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝−1𝛼
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− 𝑃 𝛽𝑘𝑗1(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝛽𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− . . .−

−𝑃 𝛽𝑘𝑗𝑞(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞−1𝛽

(𝑥)

(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝; 𝑗1, . . . 𝑗𝑞; 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛)

(9)

Останне справедливе для будь-якого тензора, а для тензора деформацiї

(6) прийме вигляд

∇̄𝑘𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥)−∇𝑘𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥) = 𝑃 ℎ𝑘𝛼(𝑥)𝑃
𝛼
𝑖𝑗(𝑥)− 𝑃𝛼𝑘𝑖(𝑥)𝑃 ℎ𝛼𝑗(𝑥)− 𝑃𝛼𝑘𝑗(𝑥)𝑃 ℎ𝑖𝛼(𝑥). (10)

Альтернуючи останне, отримаємо

∇̄𝑘𝑃 ℎ𝑖𝑗 − ∇̄𝑗𝑃 ℎ𝑖𝑘 −∇𝑘𝑃 ℎ𝑖𝑗 +∇𝑗𝑃 ℎ𝑖𝑘 = −2
(︁
𝑃 ℎ𝑘𝛼𝑃

𝛼
𝑖𝑗 − 𝑃𝛼𝑘𝑖𝑃 ℎ𝛼𝑗

)︁
. (11)
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Закон змiни тензора кривини, що визначається, як

𝑅ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝜕𝑗Γ
ℎ
𝑖𝑘 + Γ𝛼𝑖𝑘Γ

ℎ
𝑗𝛼 − 𝜕𝑘Γℎ𝑖𝑗 − Γ𝛼𝑖𝑗Γ

ℎ
𝑘𝛼, (12)

при вiдображеннi простору 𝐴𝑛 на 𝐴𝑛 запишеться в виглядi

𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ.𝑖𝑗𝑘 + 𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘, (13)

де

𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 = ∇𝑘𝑃 ℎ𝑗𝑖 −∇𝑗𝑃 ℎ𝑘𝑖 + 𝑃 ℎ𝛼𝑘𝑃
𝛼
𝑗𝑖 − 𝑃 ℎ𝛼𝑗𝑃𝛼𝑘𝑖. (14)

Або, з урахуванням (12),

𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 =
1

2

(︁
∇𝑘𝑃 ℎ𝑗𝑖 −∇𝑗𝑃 ℎ𝑘𝑖 + ∇̄𝑘𝑃 ℎ𝑗𝑖 − ∇̄𝑗𝑃 ℎ𝑘𝑖

)︁
. (15)

Тензор Рiччi 𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝛼𝑖𝑗𝛼 змiнюється за законом

𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 + 𝑃𝑖𝑗 . (16)

де

𝑃𝑖𝑗 =
1

2

(︀
∇𝛼𝑃𝛼𝑗𝑖 −∇𝑗𝑃𝛼𝛼𝑖 + ∇̄𝛼𝑃𝛼𝑗𝑖 − ∇̄𝑗𝑃𝛼𝛼𝑖

)︀
. (17)

Теорема 1. При вiдображеннi простору афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 на простiр

афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 тензори Рiмана та Рiччi просторiв 𝐴𝑛 та 𝐴𝑛

в спiльнiй системi координат зв’язанi спiввiдношеннями (15) та (16)

вiдповiдно.

Якщо в просторi афiнної зв’язностi тензор Рiччi є симетричним [5],

тобто

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑗𝑖, то такi простори називають еквiафiнними просторами.

2. Спецiальнi вiдображення афiнор-напiвсиметричних просторiв.

Розглянемо псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥), у

якому iснує тензор 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) [8]. Задля зручностi введемо в 𝑉𝑛 операцiю

спряження:

𝐴...
𝑖...
≡ 𝐴 ...

𝛼...𝐹
𝛼
·𝑖 𝐵𝑖...

... ≡ 𝐵𝛼...
...𝐹

𝑖
𝛼·. (18)

Тут 𝐴 i 𝐵 довiльнi тензори будь-якої валентностi.

Якщо у просторi 𝑉𝑛 iснує тензор 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥), який задовiльняє деяким

умовам, тодi про такi простори кажуть, що вони надiленi афiнорною

структурою [7].
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Означення 4. Простiр 𝑉𝑛 назвемо афiнор-напiвсиметричним, якщо в

ньому iснує напiвсиметрична афiнорна структура 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥), тобто афiнор

𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) задовольняє умовам

∇[𝑘𝑙]𝐹𝑖𝑗 = 0. (19)

Тут iндекс опускається за допомогою метричного тензора

𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
·𝑗 . (20)

Розглянемо афiнор-напiвсиметричний простiр 𝑉𝑛 без скруту з метричним

тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥), афiнорна структура якого додатково задовольняє

𝐹(𝑖𝑗) = 0, (21)

𝐹 ℎ·𝛼𝐹
𝛼
·𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 , (22)

де круглi дужки в iндексах позначають операцiю симетрування, а 𝛿ℎ𝑖 -

символи Кронекера, якi визначаються наступними умовами

𝛿ℎ𝑖 =

{︃
1, 𝑖 = ℎ

0, 𝑖 ̸= ℎ
. (23)

З (21) випливає

𝑔𝛼ℎ∇𝛼𝐹(𝑖𝑗) = ∇ℎ𝐹(𝑖𝑗) = 0. (24)

Афiнорнi структури, якi задовольняють (22) називають майже комплексними

[8]. З урахуванням (18) формула (22) в термiнах операцiї спряження

приймає вид

𝐹 ℎ·𝑖 = −𝛿
ℎ
𝑖 . (25)

Цей вираз коварiантно продифиренцiюємо за напрямком 𝑥𝑘 та врахуємо

коварiантну сталiсть символiв Кронекера

∇𝑘𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑘𝐹 ℎ·𝑖 . (26)

Розглянемо деякi спецiальнi [9–11] вiдображення простору 𝑉𝑛 на 𝑉𝑛 та

їх властивостi.

Дослiджуючи простори, що надiлено афiнорною структурою [12], багато

вiдображень було визначено незалежно багатьма авторами починаючи з

1954 року. Деякi з них, наприклад, Й. А. Схоутен [13] та К. Яно [14],

базуються на геометричних припущеннях, а iншi, такi як П. Лiберман та А.
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Лiхнерович [15], визначають вiдображення неявно, без явних формул для

тензора деформацiї, а також один з них, А. Фрелiхер, наводить вiдображення

без будь-яких пояснень. Т. Уесугi розглянув спiввiдношення мiж цими

вiдображеннями, використовуючи адаптовану систему координат. Продовжуючи

дослiдження цього напрямку, розглянемо вiдображення простору 𝑉𝑛, перераховуючи

тензори деформацiї кожного з вiдображень:

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
𝐹 ℎ𝛼∇𝑖𝐹𝑗𝛼, (27)

2

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= −
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗). (28)

3

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= −
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗). (29)

4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 −

1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −

1

2
∇ℎ𝐹·𝑖𝑗). (30)

5

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 +∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 ). (31)

Кожне з наведених вiдображень будемо називати вiповiдним типом.

2.1. Вiдображення першого типу.

З урахуванням (18) та (21) визначення першого типу приймає вид

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 . (32)

Таким чином, символи Кристофеля при цьому вiдображеннi змiнюються

за формулою

Γ̄ℎ𝑖𝑗 = Γℎ𝑖𝑗 +
1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 . (33)

Оскiльки простiр 𝑉𝑛 без скруту,

1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 =

1

𝑃 ℎ·𝑗𝑖=
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 , (34)

тому

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 . (35)

Вiдомо, що псевдорiманiв простiр, в якому афiнорна структура задовольняє

цiй умовi, називається 𝐾− простором. Доведена
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Теорема 2. Якщо при вiдображеннi майже комплексного простору 𝑉𝑛

з антисимметричною афiнорною структурою на 𝑉𝑛 тензор деформацiї

зв’язностi першого типу, тодi 𝑉𝑛 - це 𝐾− простiр.

Перепишемо вираз (32) беручи до уваги (26)

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 . (36)

Далi, згортаючи з афiнором рiвнiсть (32) за iндексом ℎ та рiвнiсть (36) за

iндексом 𝑗 отримуємо властивiсть для тензора деформацiї

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 , (37)

або, враховуючи симетричнiсть за нижнiми iндексами тензору деформацiї,

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 , (38)

таким чином,
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 . (39)

Звiдси випливає
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= −
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 . (40)

У (7) пiдставимо (36)

∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(∇𝑘𝐹 ℎ·𝛼∇𝑖𝐹𝛼·𝑗 −∇𝑘𝐹

𝛼
·𝑖∇𝛼𝐹

ℎ
·𝑗 −∇𝑘𝐹

𝛼
·𝑗∇𝑖𝐹

ℎ
·𝛼). (41)

Вiдомо, що в 𝐾−просторах виконується

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑗𝐹
ℎ
·𝑖 , (42)

тому, враховуючи цю властивiсть та додатково (26) перепишемо (41)

∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(∇𝑘𝐹 ℎ·𝛼∇𝑖𝐹𝛼·𝑗 −∇𝑘𝐹𝛼·𝑖∇𝛼𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑘𝐹𝛼·𝑗∇𝑖𝐹 ℎ·𝛼). (43)

Розглянемо коварiантну похiдну афiнора за напрямком 𝑥𝑗 за зв’язнiстю

простора 𝑉𝑛
∇̄𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = 𝜕𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 + 𝐹𝛼·𝑖 Γ̄

ℎ
𝛼𝑗 − 𝐹 ℎ·𝛼Γ̄𝛼𝑖𝑗 . (44)
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Тут врахуємо (33) та (38)

∇̄𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 . (45)

Далi, знову коварiантно продиференцiюємо цей вираз за напрямком 𝑥𝑘 за

зв’язнiстю простора 𝑉𝑛 враховуючи закон перетворення символiв Кристофеля

та властивостi афiнора

∇̄𝑘∇̄𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑘∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖,𝑗𝑘 +
1

2
(∇𝑘𝐹

ℎ
·𝛼∇𝑖𝐹𝛼·𝑗 −∇𝑘𝐹

𝛼
·𝑖∇𝛼𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑘𝐹

𝛼
·𝑗∇𝑖𝐹 ℎ·𝛼). (46)

Рiвнiсть (43) спряжiмо за iндексом 𝑘 та вiднiмемо вiд (46)

∇̄𝑘∇̄𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑘∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 . (47)

Альтернуючи отриману рiвнiсть за iндексами 𝑗, 𝑘 та враховуючи афiнор-

напiвсиметричнiсть простору будемо мати

∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇̄𝑗
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘= ∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇𝑗
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘, (48)

або, використовуючи (6)

∇̄𝑗
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘 −∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= ∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇𝑗
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘 . (49)

Цю рiвнiсть згорнемо з афiнором за iндексами 𝑗, 𝑘 та отримаємо

𝑀̄ℎ
·𝑖𝑗𝑘 = −𝑀ℎ

·𝑖𝑘𝑗 , (50)

де

𝑀̄ℎ
·𝑖𝑗𝑘

𝑑𝑒𝑓
= ∇̄𝑗

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘 −∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 (51)

𝑀ℎ
·𝑖𝑗𝑘

𝑑𝑒𝑓
= ∇𝑗

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘 −∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 . (52)

Далi, користуючись (15) закон змiни тензора кривини при вiдображеннi

запишемо як

𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ.𝑖𝑗𝑘+
1

2
(∇𝑘∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 −∇𝑗∇𝑘𝐹

ℎ
·𝑖 )+

1

4
(∇𝛼𝐹 ℎ·𝑘∇𝑗𝐹𝛼·𝑖 −∇𝛼𝐹 ℎ·𝑗∇𝑘𝐹𝛼·𝑖 ), (53)

тодi закон змiни тензора Рiччi, вiдповiдно до (16), буде мати вигляд

𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 +
1

2
(∇𝛼∇𝑗𝐹

𝛼
·𝑖 −∇𝑗∇𝛼𝐹𝛼·𝑖 )−

1

4
∇𝛼𝐹 𝛽·𝑗∇𝛽𝐹

𝛼
·𝑖 . (54)

Доведена
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Теорема 3. Якщо тензор деформацiї при вiдображеннi 𝑉𝑛 −→ 𝑉𝑛 має

вигляд (30) та 𝑉𝑛 надiлено антисиметричною майже комплексною афiнор-

напiвсиметричною структурою, тодi мають мiсце (53), (54)

2.2. Вiдображення другого типу.

Доведемо

Теорема 4. Якщо афiнорна структура антисиметрична при другому

типi вiдображення, тодi вона також є коварiантно сталою, а вiдображення

- тривiальним.

2

𝑃 ℎ·𝑖𝑗≡ 𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 ≡ 𝑃𝑖𝑗 ≡ 0, 𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅.𝑖𝑗𝑘, 𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 . (55)

Доведення. Оскiльки простiр без скруту, будемо мати

−1

2
(∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇ℎ𝐹·𝑗𝑖) =

2

𝑃 ℎ·𝑗𝑖=
2

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= −
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗). (56)

Тому пiсля спряження за iндексом ℎ отримуємо

∇ℎ𝐹·𝑗𝑖 = ∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 , (57)

але враховуючи (24)

∇ℎ𝐹·𝑗𝑖 = 0. (58)

Таким чином, доведена коварiантна сталiсть афiнору, тому виконуються

2

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= 0, 𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅.𝑖𝑗𝑘, 𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 , (59)

i таке вiдображення тривiальне що й треба було довести □.

2.3. Вiдображення третього типу.

Враховуючи симетричнiсть тензора 𝑃 ℎ·𝑖𝑗 будемо мати

−1

2
(∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇ℎ𝐹·𝑗𝑖) =

3

𝑃 ℎ·𝑗𝑖=
3

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= −
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗), (60)

порiвнюючи лiву та праву частинку, з урахуванням антисиметричностi

афiнорної структури випливає

∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0. (61)
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Цю рiвнiсть пiдставимо у визначення тензора деформацiї

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 = 0, (62)

тому це вiдображення є тривiальним i, як наслiдок, виконуються

3

𝑃 ℎ·𝑖𝑗≡ 𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 ≡ 𝑃𝑖𝑗 ≡ 0, 𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅.𝑖𝑗𝑘, 𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 . (63)

Доведена

Теорема 5. Якщо афiнорна структура антисиметрична при третьому

типi вiдображення, тодi таке вiдображення - тривiальне.

2.4. Вiдображення четвертого типу.

Проальтернуємо визначення тензора деформацiї вiдображення цього

типу

2∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 +
1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −

1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0, (64)

спряжiмо за iндексом 𝑖

2∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 +
1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −

1

2
∇𝑖𝐹

ℎ
·𝑗 −∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0, (65)

та врахуємо (26)

2∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 −
1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −

1

2
∇𝑖𝐹

ℎ
·𝑗 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0. (66)

Далi, рiвнiсть (64) спряжiмо за iндексом 𝑗

2∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 +
1

2
∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 −

1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇

ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0, (67)

або, беручи до уваги (26)

2∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 +
1

2
∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 +

1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0. (68)

Порiвнюючи (66) та (68) отримуємо

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇𝑖𝐹
ℎ
·𝑗 +∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 = 0 (69)

Цю рiвнiсть домножимо на 𝐹ℎ𝑘 просумуємо за iндексом ℎ та зробимо

замiну iндексiв 𝑘 −→ ℎ

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑗𝐹ℎ𝑖 = 0 (70)
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зробимо замiну iндексiв ℎ←→ 𝑖

∇𝑗𝐹𝑖ℎ +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇𝑗𝐹𝑖ℎ = 0 (71)

та додамо до (70)

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (72)

Спряжiмо цю рiвнiсть за iндексом 𝑖

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (73)

Вираз (69) домножимо на 𝑔ℎ𝑘 просумуємо за iндексом ℎ та зробимо замiну

iндексiв 𝑘 −→ ℎ

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 = 0 (74)

та додамо до (73)

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (75)

Далi, спряжiмо отриману рiвнiсть за iндексом 𝑖

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0 (76)

та врахуємо (26)

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (77)

Вираз (75) згорнемо з афiнором за iндексом ℎ

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0 (78)

та додамо до (77)

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 − 2∇𝑗𝐹ℎ𝑖 = 0, (79)

або, скориставшись (26)

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 = ∇𝑗𝐹ℎ𝑖, (80)

тому тензор деформацiї можна записати як

4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(
1

2
∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 −

1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗). (81)
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Знов, врахуємо симетрiю тензора деформацiї

1

2
(
1

2
∇ℎ𝐹·𝑗𝑖 −

1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 ). =

4

𝑃 ℎ·𝑗𝑖=
4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(
1

2
∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 −

1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗),

(82)

тобто

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑖𝐹
ℎ
·𝑗 . (83)

Перепишемо цей вираз беручи до уваги (80)

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑖𝐹
ℎ
·𝑗 , (84)

або, згорнувши з афiнором за iндексом 𝑖

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 , (85)

що характерно для 𝐾−просторiв. Таким чином, доведена

Теорема 6. Якщо тензор деформацiї при вiдображеннi 𝑉𝑛 −→ 𝑉𝑛 має

вигляд (30) та 𝑉𝑛 надiлено антисиметричною майже комплексною афiнорною

структурою, тодi 𝑉𝑛 - це 𝐾−простiр.

Врахуємо (85) у визначеннi тензора деформацiї

4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= ∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 , (86)

проте з симетричностi тензора деформацiї та антисиметричностi афiнорної

структури випливає
4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= 0, (87)

i, як наслiдок,

4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗≡ 𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 ≡ 𝑃𝑖𝑗 ≡ 0, 𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅.𝑖𝑗𝑘, 𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 . (88)

тому доведена

Наслiдок 2. Якщо тензор деформацiї при вiдображеннi 𝑉𝑛 −→ 𝑉𝑛

четвертого типу та 𝑉𝑛 надiлено антисиметричною майже комплексною

афiнорною структурою, тодi це тривiальне вiдображеня.
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2.3. Вiдображення п’ятого типу.

Враховуючи симетричнiсть тензору деформацiї будемо мати

1

2
(∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑖𝐹

ℎ
·𝑗 +∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗) =

5

𝑃 ℎ·𝑗𝑖=
5

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 +∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 ), (89)

тому

∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇𝑗𝐹
ℎ
·𝑖 +∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 −∇𝑖𝐹

ℎ
·𝑗 = 0. (90)

У цьому виразi за допомогою метричного тензора опустимо iндекс ℎ

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 = 0 (91)

та згорнемо з афiнором за iндексом ℎ

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 = 0, (92)

або, враховуючи (26)

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑗𝐹ℎ𝑖 = 0. (93)

Перепишемо цю рiвнiсть зробивши замiну iндексiв ℎ←→ 𝑖

∇𝑗𝐹𝑖ℎ −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇𝑗𝐹𝑖ℎ = 0, (94)

додамо її до (93)

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (95)

Далi, виконаємо замiну iндексiв ℎ←→ 𝑗 в (93)

∇ℎ𝐹𝑗𝑖 −∇𝑖𝐹𝑗ℎ −∇𝑖𝐹𝑗ℎ −∇ℎ𝐹𝑗𝑖 = 0. (96)

та перепишемо її з урахуванням антисиметричностi афiнорної структури

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (97)

Цей вираз вiднiмемо вiд (95)

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0 (98)

та врахуємо в ньому (26)

∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0, (99)
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або, згортаючи з афiнором за iндексами ℎ, 𝑖

∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0, (100)

отримуємо, що афiнорна структура при такому вiдображеннi буде коварiантно

сталою, i, як наслiдок, вiдображення буде тривiальним, тобто

5

𝑃 ℎ·𝑖𝑗≡ 𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 ≡ 𝑃𝑖𝑗 ≡ 0, 𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅.𝑖𝑗𝑘, 𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 . (101)

. Доведена

Теорема 7. Якщо тензор деформацiї при вiдображеннi 𝑉𝑛 −→ 𝑉𝑛 п’ятого

типу та 𝑉𝑛 надiлено антисиметричною майже комплексною афiнорною

структурою, тодi це тривiальне вiдображеня.

Висновки

Дослiджено псевдорiмановi простори, якi оснащено антисиметричною

майже комплексною напiвсиметричною афiнорною структурою. Визначено

характеристики довiльних тензорних полiв у таких просторах, зокрема

аналiзується афiнор, що визначає цю структуру. Далi окремо розглянуто

п’ять специфiчних типiв вiдображень мiж такими просторами, серед яких

лише для першого типу тензор деформацiї виявляється ненульовим. Доведено,

що прообраз вiдображення першого типу є 𝐾-простором. Для цього класу

вiдображень побудовано аналогiчнi до першої частини роботи геометричнi

об’єкти, якi пов’язують коварiантнi похiднi рiзних просторiв, та отримано

їхнє подання через афiнор i його згортки. Використавши напiвсиметричнiсть

структури, сконструйовано чотиривалентний об’єкт як результат альтернування

коварiантної похiдної вiд тензора деформацiї, що був згорнутий з афiнором;

при вiдображеннi цей об’єкт змiнює знак, а його два останнi iндекси

мiняються мiсцями.

Розглянуто нетривiальнi вiдображення мiж двома просторами афiнної

зв’язностi без скруту. За допомогою тензора деформацiї виявлено загальнi

геометричнi характеристики таких вiдображень. Визначено об’єкт, який

вiдображає рiзницю коварiантних похiдних довiльного тензора вiдносно

зв’язностей у просторi, який є образом та його прообразом; цей об’єкт

залежить лише вiд згорток самого тензора i тензора деформацiї. Звiдси
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отримано формулу для рiзницi коварiантних похiдних самого тензора деформацiї

вiдносно двох зв’язностей, що виражається через його власнi згортки.

Було введено в розгляд чотиривалентний тензор, який характеризує рiзницю

тензорiв Рiмана вiдповiдних просторiв, та двовалентний тензор, що описує

рiзницю їхнiх тензорiв Рiччi. Для цих нових геометричних об’єктiв отримано

представлення через диференцiйно-алгебраїчнi комбiнацiї доданкiв тензора

деформацiї.
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Soloviov A. А.

Mappings of pseudo-riemannian spaces with semi-symmetric affi-

nor structure

Summary

The work consists of two parts. In the first part, using the deformation

tensor of the connection, the general geometric properties of nontrivial

mappings between two affine connection spaces without torsion are

considered. A geometric object is constructed that represents the difference of

the covariant derivatives of an arbitrary tensor with respect to the connections

of the target space and its preimage. This object essentially depends only on

the contractions of the tensor itself and the deformation tensor. As a

consequence, a relation is obtained for the difference of the covariant

derivatives of the deformation tensor with respect to the two different

connections of the spaces involved in the mapping, which is expressed through

the contractions of the deformation tensor with itself. Continuing the idea of

studying the general properties of mappings, a four-valent tensor is introduced

that characterizes the difference between the Riemann tensors of the spaces

under consideration, as well as a two-valent tensor that characterizes the

difference between their Ricci tensors. Explicit expressions for these two

tensors are obtained in terms of differential-algebraic terms of the deformation

tensor.

In the second part, pseudo-Riemannian spaces endowed with an antisym-

metric almost complex semi-symmetric affinor structure are studied. The prop-

erties of arbitrary tensors in these spaces are investigated in general, and in

particular, the affinor that defines the structure. Further, five special map-

pings of such spaces are examined individually, and it is shown that only the

deformation tensor defining a mapping of the first type is nonzero. It is proven

that if the spaces under consideration admit mappings of the first type, then

they are 𝐾-spaces. For first-type mappings, geometric objects are constructed

that relate the covariant derivatives of the two spaces, similar to the first part

of the work; for these objects, explicit expressions are obtained in terms of the

affinor and its contractions. Taking into account the semi-symmetry of the

affinor structure, a four-valent geometric object is constructed as the alterna-

tion of the covariant derivative of the deformation tensor contracted with the

affinor. Under the mapping, this object becomes negative when the sequence
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of indices is permuted.

The research is carried out locally, using tensor methods without restric-

tions on the signature or definiteness of the metric tensor of the space under

consideration. A special operation (conjugation), introduced for spaces en-

dowed with an affinor structure, is widely applied, and its properties with

respect to the Riemann and Ricci tensors are studied.

Keywords: Riemannian space, pseudo-Riemannian space, Riemann tensor,

Ricci tensor, mapping of spaces, deformation tensor, affine connection spaces,

covariant derivative, affinor, affinor structure, semi-symmetric affinor struc-

ture, antisymmetric affinor structure, almost complex space, conjugation oper-

ation, 𝐾-space, geometric object.
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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-РОЗВ’ЯЗКIВ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ, ЯКЕ

МIСТИТЬ ДОБУТОК РIЗНОГО ТИПУ НЕЛIНIЙНОСТЕЙ, У

ДЕЯКОМУ КРИТИЧНОМУ ВИПАДКУ

Встановлення умов iснування та побудова асимптотичних зображень розв’язкiв

диференцiальних рiвнянь з нелiнiйностями рiзних типiв у правiй частинi є однiєю з

найважливiших задач якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь. Подiбнi рiвняння мають

практичне значення, зокрема, у моделях горiння чи при дослiдженнi електростатично-

го потенцiалу в сферичних або цилiндричних об’ємах плазми продуктiв згоряння. У

данiй роботi розглянуто диференцiальнi рiвняння другого порядку, у правiй частинi

яких мiститься добуток правильно змiнної нелiнiйної функцiї вiд невiдомої функцiї та

швидко змiнної нелiнiйної функцiї вiд її похiдної при прямуваннi аргументiв до нуля

або до нескiнченностi. Отримано необхiднi й достатнi умови iснування повiльно змiн-

них 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, ±∞)-розв’язкiв таких рiвнянь у деякому критичному випадку, а також

побудовано асимптотичнi зображення таких розв’язкiв та їхнiх перших похiдних. При

додаткових обмеженнях на коефiцiєнти характеристичного рiвняння вiдповiдної

еквiвалентної системи квазiлiнiйних рiвнянь встановлено умови iснування

однопараметричної та двопараметричної сiм’ї 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, ±∞)-розв’язкiв. Варто за-

значити, що ранiше аналогiчнi результати були отриманi для рiвнянь, у яких, навпаки,

праву частину становить добуток швидко змiнної функцiї вiд невiдомої функцiї та

правильно змiнної функцiї вiд її похiдної. Для рiвнянь, розглянутих у цiй роботi,

отриманi результати є новими.

MSC: 34A34, 34C41, 34Е99.

Ключовi слова: нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння другого порядку, асимптотичнi зо-

браження розв’язкiв, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язки, швидко змiннi функцiї, правильно змiн-

нi функцiї, повiльно змiннi першi похiднi.

DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2024.1(43).342064.

Надiйшла 11.03.2024 ©Чепок О. О., 2024



𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язки у деякому критичному випадку 35

Вступ

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦
′)𝜙1(𝑦), (1)

у якому 𝛼0 ∈ {−1; 1}, функцiї 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ (−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) та

𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 →]0,+∞[ (𝑖 ∈ {0, 1}) є неперервними у своїх областях визначення,
𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}, промiжок Δ𝑌𝑖 — або [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[, або — ]𝑌𝑖, 𝑦

0
𝑖 ]

* (тобто, деякий

однобiчний окiл точки 𝑌𝑖, 𝑖 ∈ {0, 1} )
Крiм того, будемо вважати, що функцiя 𝜙1 : Δ𝑌1 →]0,+∞[ є правильно

змiнною (див. [1], c. 17) порядку 𝜎1 при прямуваннi аргументу до 𝑌1, а

функцiя 𝜙0 : Δ𝑌0 →]0,+∞[ двiчi неперервно диференцiйовна на Δ𝑌0 та

задовольняє умови:

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙0(𝑦) ∈ {0,+∞}, 𝜙′
0(𝑦) ̸= 0 при 𝑦 ∈ Δ𝑌0 , lim

𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙0(𝑦)𝜙
′′
0(𝑦)(︀

𝜙′
0(𝑦)

)︀2 = 1.

(2)

З умов (2) випливає, що функцiя 𝜙0 та її похiдна першого порядку є

швидко змiнними при прямуваннi аргументу до 𝑌0 (див. [9], С. 91-92).

Отже, диференцiальне рiвняння (1) мiстить у правiй частинi добуток

правильно та швидко змiнних нелiнiйностей вiд невiдомої функцiї та її

похiдної вiдповiдно, при прямуваннi аргументiв до нуля або нескiнченностi.

Iстотно нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння, якi мiстять добуток двох

нелiнiйностей не лише вiд невiдомої функцiї, а й вiд її похiдної, часто

виникають на практицi, наприклад, у теорiї плазми продуктiв згоряння.

Так, наприклад, пiд час розгляду електростатичного потенцiалу в цилiндричному

об’ємi плазми продуктiв згоряння виникає диференцiальне рiвняняння

дослiджуваного типу, у якому 𝜙0(𝑦) = exp(𝜎𝑦), 𝜙1(𝑦
′) = |𝑦′|𝜆, 𝜎 ∈ R, 𝜆 ∈

R, 𝜎 ̸= 0, 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[ → ]0,+∞[ (−∞ < 𝑎, 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) –

неперервно диференцiйовна функцiя. Вiдповiднi результати отримано у

роботах В. М. Євтухова та Н. Г. Дрiк (див. [7])

Особливий iнтерес, як узагальнення попереднiх класiв рiвнiняь, становлять

рiвняння, у правiй частинi яких стоїть добуток функцiй 𝜙0(𝑦) та 𝜙1(𝑦
′), де

𝜙0 є швидко змiнною при 𝑦 → 𝑌0, а 𝜙1 — правильно змiнною при 𝑦′ → 𝑌1.

Вiдповiднi результати були опублiкованi, наприклад, у [2].

*При 𝑌𝑖 = +∞(𝑌𝑖 = −∞) вважаємо, що 𝑦0
𝑖 > 0 (𝑦0

𝑖 < 0) вiдповiдно.
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У данiй роботi ми продовжуємо дослiдження ров’язкiв рiвнянь типу

(1), у яких функцiя 𝜙0 є швидко змiнною функцiєю вiд похiдної невiдомої

функцiї, тодi як 𝜙1 — правильно змiнна функцiя вiд самої невiдомої

функцiї.

Для рiвнянь типу (1) розглянемо наступний клас ров’язкiв.

Означення 1. Розв’язок 𝑦 рiвняння (1), визначений на [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[,

називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язком (−∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞), якщо справедливими

є наступнi твердження

𝑦(𝑖) : [𝑡0, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑖 , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0. (3)

Цей клас розв’язкiв був визначений у роботi В. М. Євтухова та А. М. Самойленка [8]

для диференцiальних рiвнянь 𝑛-го порядку типу Емдена-Фаулера та конкретизований

для рiвняння другого порядку. Завдяки асимптотичним властивостям

функцiй у класi 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв, кожен такий розв’язок належить

до однiєї з чотирьох непересiчних множин вiдповiдно до значення 𝜆0 : 𝜆0 ∈
R∖{0, 1}, 𝜆0 = 0, 𝜆0 = 1, 𝜆0 = ±∞.

У данiй роботi ми дослiджуємо рiвняння (1) щодо умов iснування

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв. Цей клас розв’язкiв для рiвнянь виду (1) є

одним з найскладнiших для вивчення, оскiльки похiдна другого порядку

явно не виражається через похiдну першого порядку.

Для дослiджуваних 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв у роботi [8] було встановлено

наступнi апрiорнi асимптотичнi спiввiдношення:

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= [1 + 𝑜(1)],

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝑜(1) при 𝑡 ↑ 𝜔, (4)

де

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞.

З умов (4) випливає, що 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язки є правильно змiнними

функцiями (див. [1], c. 17) порядку 1 при 𝑡 ↑ 𝜔, а їх похiднi першого

порядку є повiльно змiнними функцiями при 𝑡 ↑ 𝜔. Деякi результати для

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)–розв’язкiв рiвняння (1) у випадку 𝜆0 = ±∞ були отриманi в

роботах [3] та [4].



𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язки у деякому критичному випадку 37

Метою даної роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iснування

у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв, а також знаходження асимптотичних

зображень при 𝑡 ↑ 𝜔 для цих розв’язкiв та їх похiдних першого порядку у

деякому критичному випадку,який у роботах [3] та [4] розглянуто не було.

Основнi результати

Наведемо наступнi означення.

Означення 2. Нехай 𝑌 ∈ {0,∞}, Δ𝑌 — деякий однобiчний окiл 𝑌 .

Неперервно диференцiйовна функцiя 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ називається нормалiзованою

повiльно змiнною функцiєю при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) ( [9], с.2-3), якщо

lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝑦𝐿′(𝑦)

𝐿(𝑦)
= 0.

Означення 3. Говорять, що повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 )

функцiя 𝜃 : Δ𝑌 →]0; +∞[ задовiльняє умову 𝑆 при прямуваннi аргументу

до 𝑌 (див., наприклад, у [8]), якщо для будь-якої нормалiзованої повiльно

змiнної при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) функцiї 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ має мiсце

спiввiдношення

𝜃(𝑦𝐿(𝑦)) = 𝜃(𝑦)(1 + 𝑜(1)) при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ).

Введемо наступнi позначення

𝜇0 = sign𝜙′
0(𝑦

′), 𝜐0 = sign𝑦00, 𝜐1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, якщо Δ𝑌0 = [𝑦00, 𝑌0[,

−1, якщо Δ𝑌0 =]𝑌0, 𝑦
0
0].

Згiдно з означення 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв диференцiального рiвняння

(1) числа 𝜐0, 𝜐1 та 𝛼0 однозначно визначають знаки будь-якого 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

розв’язку, а також його пешої та другої похiдних у деякому околi точки

𝜔. Зауважимо, що умови

𝜐0 · 𝜐1 < 0 при 𝑌0 = 0, 𝜐0 · 𝜐1 > 0 при 𝑌0 = ±∞,

та

𝜐1 · 𝛼0 < 0 при lim
𝑡↑𝜔

𝑦′(𝑡) = 0, 𝛼0 · 𝜐1 > 0 при lim
𝑡↑𝜔

𝑦′(𝑡) = ±∞,

є необхiдними для iснування таких розв’язкiв.
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Тодi, зважаючи на (4), виконуються умови

𝜐0 · 𝜐1𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[,

а також,

𝑌0 = 0 при 𝜔 < +∞, 𝑌0 = ±∞ при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[,

якi є необхiдним умовами iснування у рiвняня (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв.

У роботi [4] також доведено наступну теорему, яка також вказує на

необхiднi умови iснування у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв.

Теорема 1. Нехай 𝜎1 ̸= 1, функцiя 𝜙1(𝑦
′)|𝑦′|−𝜎1 задовольняє умову 𝑆 при

𝑦′ → 𝑌1 (𝑦′ ∈ Δ𝑌1). Тодi, кожен 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞) – розв’язок диференцiального

рiвняння (1) може бути представлений у виглядi

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡), (5)

де 𝐿 : [𝑡0, 𝜔[→ 𝑅 – двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

𝑦00𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡) > 0, 𝐿′(𝑡) ̸= 0 при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ (𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔), (6)

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡) ∈ {0;±∞}, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡) = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
= 0. (7)

При цьому, у випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
, (8)

мають мiсце наступнi спiввiдношення

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
= −1, 𝛼0𝐿

′(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[(𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔), (9)

𝑝(𝑡) =
𝛼0𝐿

′(𝑡)

|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)) · 𝜙0

(︁
𝐿(𝑡)

[︁
1 + 𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︁)︁ [1+𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

(10)

Означення 4. Будемо говорити, що виконується умова 𝑁 , якщо для

деякої неперервно диференцiйовної функцiї 𝐿(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[−→ 𝑅(𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[),

яка задовольняє умови (5)-(7) та (9), має мiсце зображення

𝑝(𝑡) =
𝛼0𝐿

′(𝑡)

|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)) · 𝜙0

(︁
𝐿(𝑡)

[︁
1 + 𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︁)︁ [1 + 𝑟(𝑡)], (14)

де 𝑟(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[−→]− 1;+∞[ – неперервна функцiя, яка прямує до нуля при

𝑡 ↑ 𝜔.
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Введемо наступнi позначення

𝜃1(𝑦) = 𝜙1(𝑦)|𝑦|−𝜎1 , 𝑋(𝑡) = 𝐿(𝑡) · 𝑒1(𝑡),

𝐻(𝑡) =
𝐿2(𝑡)𝜙′

0 (𝑋(𝑡))

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)𝜙0 (𝑋(𝑡))
, 𝑞1(𝑡) =

(︁
𝜙′
0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

)︁′
(︁
𝜙′
0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

)︁2
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=𝑋(𝑡)

, 𝑞2(𝑡) = 𝑦

(︁
𝜙′
0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

)︁′(︁
𝜙′
0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

)︁ ⃒⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑋(𝑡)

,

𝑒1(𝑡) = 1 +
𝜋𝜔(𝑡)𝐿

′(𝑡)

𝐿(𝑡)
, 𝑒2(𝑡) = 2 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
.

Для цих функцiй, у силу (2) та (7) виконуються наступнi твердження:

1)

lim
𝑡↑𝜔

𝑒1(𝑡) = lim
𝑡↑𝜔

𝑒2(𝑡) = 1 (15)

lim
𝑡↑𝜔

𝐻(𝑡) = ±∞, lim
𝑡↑𝜔

𝑞1(𝑡) = 0, (16)

2) якщо iснує границя

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡)

𝐿′(𝑡)
· 𝐻

′(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

,

тодi

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡)

𝐿′(𝑡)
· 𝐻

′(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

= 0. (17)

Дiйсно, в твердження (15) бепосередньо випливають з умов (7) та (9).

Твердження (16) випливають зi справедливостi тверджень:

𝐻(𝑡) =
𝐿(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)
· 𝑋(𝑡)𝜙′

0 (𝑋(𝑡))

𝜙0 (𝑋(𝑡))
· 1

𝑒1(𝑡)
,

𝜙0(𝑋(𝑡))𝜙′′
0(𝑋(𝑡))(︀

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

)︀2 = 1 +

(︂
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

)︂′

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

.

Твердження (17) доводиться аналогiчно до вiдповiдного твердження,

наведеного у роботi Євтухова В.М. та Чернiкової А.Г. [5].

У данiй роботi на вiдмiну вiд [3] та [4] розглянемо випадок, коли

виконується умова
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lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
|𝐻(𝑡)|

1
2 = 0. (18)

У цьому випадку, з урахуванням (17)

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
𝑞1(𝑡)𝐻(𝑡) = −1 + 𝑜(1) при 𝑡 ↑ 𝜔

З виду функцiй 𝐻, 𝑞1, 𝑞2 випливає, що

lim
𝑡↑𝜔

𝑞2(𝑡) = −1,

звiдки, в силу (9) та (10) функцiя 𝜙′
0(𝑦

′)
𝜙0(𝑦′)

є правильно змiнною порядку −1
при 𝑦′ → 𝑌0 (𝑦′ ∈ Δ𝑌0)

Отже, випадок виконання умови (18) є у деякому сенсi критичним.

Будемо надалi вважати, що iснує скiнчення або нескiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

(︂
1 + 𝑞1(𝑡) +

𝑋(𝑡)

𝑒2(𝑡) · 𝐿′(𝑡)

)︂
· (𝑒1(𝑡)− 1) · 𝑒1(𝑡) ·𝐻(𝑡) = 𝛾1. (19)

Зауважимо, що знак 𝛾1 повинен спiвпадати зi знаком 𝛼0 · 𝜐0 · 𝜐1𝜇0(𝑡)

Теорема 2. Нехай 𝜎1 ̸= 1, функцiя 𝜃1 задовольняє умову 𝑆, виконується

умова 𝑁 та (18). Тодi диференцiадльне рiвняння (1) має принаймнi один

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язок, для якого мають мiсце наступнi асимптотичнi

зображення при 𝑡 ↑ 𝜔:

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡)(1 + 𝑜(1)), (20)

𝑦′(𝑡) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· |𝐻(𝑡)|
1
2 · 𝑜(1). (21)

Бiльш того, якщо 𝜔 < +∞, то при виконаннi однiєї з умов

або 1 < 𝛾1 < 0, або 𝛾1 = 0 та 𝛼0 · 𝜇0 > 0,

диференцiальне рiвняння (1) має однопараметричну 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

розв’язкiв з асимптотичними зображеннями (20)-(21), а якщо 𝜔 = +∞,

то таких розв’язкiв iснує двопараметрична сiм’я у випадках, коли

або 1 < 𝛾1 < 0, або 𝛾1 = 0 та 𝛼0 · 𝜇0 < 0,
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i однопараметрична сiм’я у випадках, коли

−∞ < 𝛾1 < −1 або 0 < 𝛾1 < +∞

Доведення. До рiвняння (1) застосуємо перетворення

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡) · [1 + 𝑧1(𝑡)], (22)

𝑦′(𝑡) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧2(𝑡).

У результатi перетворення отримуємо систему диференцiальних рiвнянь

𝑧′1 =
𝑒1(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)
· [−𝑧1 +𝐾(𝑡)𝑧2], (23)

𝑧′2 = 𝐿′(𝑡) · 𝑒2(𝑡) ·
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
×

×
[︂
𝛼0𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡))𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2)) ·𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝐿′(𝑡)𝑒2(𝑡)
· [1 + 𝑧1]

𝜎1 − 1 + 𝑧2 · 𝑞1(𝑡)
]︂
,

де

𝐾(𝑡) =
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝑋(𝑡)𝜙′
0(𝑋(𝑡))

, 𝑁(𝑡, 𝑧1) =
𝜃1(𝑌1(𝑡, 𝑧1))

𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)
,

𝑌1(𝑡, 𝑧1) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡) · [1 + 𝑧1(𝑡)], 𝑌2(𝑡, 𝑧2) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧2(𝑡).

Оскiльки функцiя 𝑌1(𝑡, 𝑧1) є правильно змiнною порядку 1, функцiя 𝜃1
задовольняє умову 𝑆, то

lim
𝑡↑𝜔

𝑁(𝑡, 𝑧1) = 1 рiвномiрно за 𝑧1 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
. (24)

У силу умови 𝑁

𝛼0𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡))𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2))

𝐿′(𝑡)
=
𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2))

𝜙0(𝑋(𝑡))
[1 + 𝑟(𝑡)]. (25)

Розкладаючи праву частину (25) при фiксованому 𝑡 ∈ [𝑡1;𝜔[ за формулою

Маклорена з залишком у формi Лагранжа, маємо,

𝜙0(𝑌1(𝑡, 𝑧1))

𝜙0(𝑋(𝑡))
· [1 + 𝑟(𝑡)] = [1 + 𝑟(𝑡)] · (1 + 𝑧2) +𝑅(𝑡, 𝑧2),
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де

𝑅(𝑡, 𝑧2) = [1 + 𝑟(𝑡)] ·
𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧22 ,

|𝜉| < |𝑧2|.

Оскiльки,

𝑌 (𝑡, 𝑧1) = 𝑋(𝑡)

⎡⎣1 + 1
𝑋(𝑡))𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜉

⎤⎦ ,
то з умов (2) та (7) випливає, що

𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

=

𝜙′2
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

𝜙0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂ · [1 + 𝑑1(𝑡, 𝑧2)],

де

lim
𝑡↑𝜔

𝑑1(𝑡, 𝑧2)= 0 рiвномiрно за 𝑧2 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
.

За лемою 1.2. з [5] так, як 𝜙0,𝜙′
0 ∈ Γ𝑌1(𝑍1) з додатковою функцiєю

𝑔 = 𝜙0

𝜙′
0
, то справедливою є рiвнiсть

𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

=
𝜙′2
0 (𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝑒𝜉[1 + 𝑑1(𝑡, 𝑧2)],

де

lim
𝑡↑𝜔

𝑑1(𝑡, 𝑧2)= 0 рiвномiрно за 𝑧2 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
.

Отже, що для будь-якого 𝜀 > 0 iснують такi

𝑡1 ∈ [𝑡0;𝜔[ та 0 < 𝛿 ≤ 1
2 , що

|𝑅(𝑡, 𝑧2)| ≤ (1 + 𝜀)|𝑧2|2 при 𝑡 ∈ [𝑡1;𝜔[, |𝑧1| ≤ 𝛿. (26)

Вибираємо довiльним чином число 𝜀 > 0 та розглянемо систему (23) на

множинi

Ω = [𝑡1;𝜔[×𝐷, де 𝐷 = {(𝑧1; 𝑧2) ∈ 𝑅2, |𝑧1| ≤ 𝛿, |𝑧2| ≤
1

2
}.
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Система (23) на Ω має вид

𝑧′1 =
𝑒1(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)
· [𝐴11𝑧1 +𝐴12𝑧2], (27)

𝑧′2 = 𝐿′(𝑡)𝑒2(𝑡) ·
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
· [𝐴21(𝑡)𝑧1 +𝐴22(𝑡)𝑧2 +𝑅1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅2(𝑡, 𝑧1, 𝑧2)] ,

(28)

де

𝐴11(𝑡) = −1, 𝐴12 = 𝐾(𝑡), 𝐴21(𝑡) = 𝜎1, 𝐴22(𝑡) = 1 + 𝑞1(𝑡),

𝑅1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) =

(︂
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
− 1

)︂
(1 + 𝜎1𝑧1 + 𝑧2),

𝑅2(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) =
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
(𝜎1𝑧1𝑧2 + (1 + 𝑧2) ((1 + 𝑧1)

𝜎1 − 1− 𝜎1𝑧1))+

+𝑅(𝑡, 𝑧2) ·
(1 + 𝑧2)(1 + 𝑧1)

𝜎1𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
.

Зауважимо, що з урахуванням (2) та (15),

lim
𝑡↑𝜔

𝐴11 = −1, lim
𝑡↑𝜔

𝐴12 = 0.

До системи (27)-(28) застосуємо перетворення

𝑧1(𝑡) = 𝜔1(𝑡)

𝑧2(𝑡) =
𝜔2(𝑡)

𝐾(𝑡)
.

У результатi отримаємо систему

𝜔′
1 = ℎ1(𝑡) · [𝑐11(𝑡)𝜔1 + 𝑐12(𝑡)𝜔2], (29)

𝜔′
2 = ℎ2(𝑡) · [𝑐21(𝑡)𝜔1 + 𝑐22(𝑡)𝜔2 + 𝑓(𝑡, 𝜔1, 𝜔2) +𝑅3(𝑡, 𝜔1, 𝜔2)]] , (30)

де

ℎ1(𝑡) =
𝑒1(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)
, 𝑐11(𝑡) = −1, 𝑐12(𝑡) = 1

ℎ2(𝑡) =
𝐿′(𝑡) · 𝑒2(𝑡)
𝑒1(𝑡) · 𝐿(𝑡)
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𝑐21(𝑡) = 𝜎1, 𝑐22(𝑡) =
1 + 𝑞1 +

1
ℎ2(𝑡)

𝐾(𝑡)
,

𝑅1(𝑡, 𝜔1, 𝜔2) =

(︂
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝜔1)

𝑒2(𝑡)
− 1

)︂
(1 + 𝜎1𝜔1 +

𝜔2

𝐾(𝑡)
),

𝑅2(𝑡, 𝜔1, 𝜔2) =
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝜔1)

𝑒2(𝑡)

(︂
𝜎1𝜔1

𝜔2

𝐾(𝑡)
+ (1 +

𝜔2

𝐾(𝑡)
) ((1 + 𝜔1)

𝜎1 − 1− 𝜎1𝜔1)

)︂
+

+𝑅(𝑡,
𝜔2

𝐾(𝑡)
) ·

(1 + 𝜔2
𝐾(𝑡))(1 + 𝜔1)

𝜎1𝑁(𝑡, 𝜔1)

𝑒2(𝑡)
.

В силу умови N, умов теоерми та умови маємо

ℎ1(𝑡) · ℎ2(𝑡) ̸= 0, 𝑡 ∈ [𝑡1;𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

ℎ2(𝑡)

ℎ1(𝑡)
= lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿′(𝑡) · 𝑒2(𝑡)
𝑒21(𝑡) · 𝐿(𝑡)

= 0,

𝑡∫︁
𝑡1

ℎ2(𝜏)𝑑𝜏 = ±∞

Крiм того,

lim
𝑡↑𝜔

𝑐22(𝑡) = 𝛾1

Також,

lim
𝑡→+∞

𝑅1(𝑡;𝜔1;𝜔2)= 0 рiвномiрно за 𝜔1, 𝜔2 : |𝑧𝑖| <
1

2
, 𝑖 = 1, 2.

lim
𝑡→+∞

𝑅2(𝑡;𝜔1;𝜔2)

|𝜔1|+ |𝜔2|
= 0 .

При 0 ≤ 𝛾1 < +∞ та 𝛾1 ̸= −1 гранична матриця коефiцiентiв при 𝜔1

та 𝜔2 має вид (︃
−1 1

𝜎1 𝛾1

)︃
Оскiльки 𝛾1 ̸= −1, визначник матрицi не дорвiнює нулю, сума елементiв

першого рядка дорiвнює 0, сума елементiв другого рядка не дорiвнює 0, в

сиду умов для системи виконанi всi умови теореми 2.7 роботи [6].

Вiдповiдно до цiєї теореми система (29)-(30) має принаймнi один розв’язок

{𝜔𝑖}2𝑖=1 : [𝑡*,+∞[−→ R2 (𝑡* ≥ 𝑡1), якi прямують до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔. Цим
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розв’язкам вiдповiдають розв’язки 𝑦 : [𝑡*,+∞[−→ R (𝑡* ≥ 𝑡1) рiвняння (1),
що допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (20)-(21).

При 𝜔 < +∞ та 𝛼0𝜇0𝜐0𝜐1 < 0,а також при 𝜔 = +∞ та 𝛼0𝜇0𝜐0𝜐1 > 0

iснує однопараметрична сiм’я таких 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв, при 𝜔 =

+∞ та 𝛼0𝜇0𝜐0𝜐1 < 0 iснує двопараметрична сiм’я таких 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

розв’язкiв. В силу виду зображень (20)-(21) випливає, що отриманi розв’язки

є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язками рiвняння (1). Теорема повнiстю доведена.

Висновки

У данiй роботi отримано достатнi умови iснуванняу рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

розв’язкiв у деякому критичному випадку, визначена кiлькiсть таких розв’язкiв

в залежностi вiд умов на рiвння (1), а також, встановлено асимптотичнi

при при зображення 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв та їх похiдних першого

порядку. Застосована в роботi методика дослiдження може бути використана

для встановлення асимптотики диференцiальних рiвнянь третього i вищих

порядкiв з добутком правильно та швидко змiнних нелiнiйнiстей вiд невiдомої

функцiї та її перщої похiдної у правiй частинi.
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Chepok O. O.

Asymptotic representations of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solutions of a second-

order differential equation containing a product of different

types of nonlinearities, in some critical case

Summary

Establishing the existence conditions and constructing asymptotic

representations of solutions of differential equations with nonlinearities of

various types in the right-hand side is one of the most important tasks of the

qualitative theory of differential equations. Such equations have practical

significance, in particular, in combustion models or in the study of the

electrostatic potential in spherical or cylindrical plasma volumes of

combustion products. This paper considers second-order differential

equations, the right-hand side of which contains the product of a regularly

varying nonlinear function from an unknown function and a rapidly varying

nonlinear function from its derivative as the arguments approach zero or

infinity. Necessary and sufficient conditions for the existence of slowly varying

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, ±∞)-solutions of such equations in some critical case are obtained,

and asymptotic representations of such solutions and their first derivatives are

also constructed. With additional restrictions on the coefficients of the

characteristic equation of the corresponding equivalent system of quasilinear

equations, the conditions for the existence of one-parameter and two-

parameter families of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, ±∞)-solutions are established. It is worth

noting that previously similar results were obtained for equations in which, on

the contrary, the right-hand side is the product of a rapidly varying function

by an unknown function and a regularly varying function by its derivative. For

the equations considered in this paper, the obtained results are new.

Keywords: nonlinear second-order differential equations, asymptotic represen-

tations of solutions, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, rapidly varying functions, regu-

larly varying functions, slowly varying first-order derivatives.
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IНФIНIТЕЗИМАЛЬНI ПЕРЕТВОРЕННЯ У РIМАНОВИХ

ПРОСТОРАХ ДРУГОГО НАБЛИЖЕННЯ

В роботi розвиваються наближенi методи дослiдження геометричних властивостей

рiманових просторiв з використанням рядiв Тейлора. Дослiджуються нескiнченно малi

конформнi рухи та нетривiальнi конциркулярнi перетворення у рiмановому просторi

другого наближення для рiманова простора спецiальної структури. У явному виглядi

отримано вектор зсуву конформного вектора Кiллiнга. Отриманi умови носять необ-

хiдний i достатнiй характер, тому вони дозволяють вивчити геометричнi властивостi

як самих просторiв, так i їх наближення. Доведено, що простiр другого наближення,

вiдмiнний вiд простору сталої кривини, не допускає нетривiальних конциркулярних пе-

ретворень. Для дослiдження використовуються спецiальнi системи координат для ви-

значення наближення другого порядку. Дослiдження ведуться локально, тензорними

методами без обмежень на сигнатуру та знаковизначеннiсть метричного тензора рiма-

нового простору.

MSC: 53B35.

Ключовi слова: рiмановий простiр, тензор Рiмана, тензор Рiччi, простiр другого на-

ближення, iнфiнiтезимальнi перетворення, похiдна Лi.
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Вступ

Актуальнiсть розробки в диференцiальнiй геометрiї iнварiантних щодо

вибору системи координат наближених методiв пояснюється наступними
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мiркуваннями.

Основнi геометричнi об’єкти диференцiальної геометрiї виникають в

результатi розгляду рiзних геометричних образiв в диференцiальнму околi

першого, другого або бiльш високого порядку, i таким чином наближено,

з деякою, що не пiддається бiльш-менш суворiй оцiнцi, точнiстю. Однак

при вивченнi геометричних об’єктiв зазначений принцип, як правило, не

враховується, що є неприродним з теоретичної точки зору i перешкоджає

використанню досягнень сучасної диференцiальної геометрiї в додатках [4,

5].

Iдея вивчення геометричних об’єктiв в околi довiльної точки з точнiстю

того чи iншого порядку досить часто застосовувалася в геометрiї i приводила

до бiльш глибокому вивченню цих об’єктiв. Так, наприклад, в теорiї

кривих у диференцiальнiй околi 1-го порядку виникає iнварiантний вектор

дотичної. Це дозволяє ввести поняття довжини дуги кривої i вибрати

її в якостi параметра кривої. У диференцiальноїi околi 2-го порядку

будується вектор головної нормалi i кривина кривої. I, нарештi, при

розглядi диференцiального окола 3-го порядку отримуємо скрут кривої.

Використання наближених методiв у рiмановiй геометрiї пов’язано з

формулою Тейлора. Вперше цю формулу для метричного тензора симетричного

рiманова простору, вiднесеного до нормальної системи координат, застосував

П. А. Широков. Вiдзначимо, що наближенi методи застосовуються в

рiзних роздiлах математики: в теорiї диференцiальних рiвнянь, в крайових

задачах i рiвняннях математичної фiзики, в деяких областях теоретичної

фiзики: прикладної астрономiї i атмосферної оптики [1, 6].

Основнi результати

1. Рiмановi простори другого наближення.

Розглянемо рiмановий простiр 𝑉𝑛, вiднесений до координат

{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥). Зафiксуємо в 𝑉𝑛 точку𝑀0(𝑥
ℎ
0)

i побудуємо новий простiр 𝑉 2
𝑛 , визначив його метричний тензор 𝑔𝑖𝑗 наступним

чином

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗
0

+
1

3
𝑅
0
𝑖𝑙1𝑙2𝑗𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 , (1.1)

де 𝑔𝑖𝑗
0

= 𝑔𝑖𝑗(𝑀0), 𝑅
0
𝑖𝑙1𝑙2𝑗 = 𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗(𝑀0).
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Далi формули типу (1.1) будемо записувати у виглядi

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗 +
1

3
𝑅𝑖𝛼𝛽𝑗𝑦

𝛼𝑦𝛽,

вважаючи, що об’єкти простору 𝑉𝑛 обчисленi у точцi 𝑀0. Якщо у 𝑉𝑛

перейти до рiманової системи координат з початком у точцi𝑀0 i розкласти

метричний тензор 𝑔𝑖𝑗(𝑥) у ряд Тейлора i околi точки 𝑀0, то побачимо, що

простiр 𝑉 2
𝑛 реалiзує наближення другого порядку для 𝑉𝑛 i тому вiдражає

його геометричнi властивостi з деяким ступенем точностi [3, 9].

Простiр 𝑉 2
𝑛 ми будемо називати простором другого наближення для

рiманового 𝑉𝑛.

Вiдзначимо деякi властивостi простору 𝑉 2
𝑛 [13, 14].

Теорема 1. Якщо простiр 𝑉𝑛 пiддається iзометричному перетворенню,

то наближення 𝑉 2
𝑛 також пiддається iзометричному перетворенню.

Теорема 2. Система координат {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛} у просторi 𝑉 2
𝑛 є рiмановою

з початком у точцi 𝑦𝑘 = 0, (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛)

Теорема 3. Елементи оберненої матрицi для ||𝑔𝑖𝑗(𝑦)|| простору 𝑉 2
𝑛 мають

вигляд

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗 +

∞∑︁
𝑝=1

(−1)𝑝𝑡(𝑝)𝑖𝑗 , (1.2)

де

𝑡𝑖𝑘 =
1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 (1.3)

𝑡
(2)𝑖
𝑗 = 𝑡𝑖𝛼𝑡

𝛼
𝑗

𝑡
(𝑝)𝑖
𝑗 = 𝑡(𝑝−1)𝑖

𝛼 𝑡𝛼𝑗 , (𝑝 = 1, 2, 3 . . .) (1.4)

Причому ряди (1.2) збiгаються абсолютно та рiвномiрно на множинi⃒⃒
𝑅ℎ𝑙1𝑙2𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
⃒⃒
< 3

𝑛 .

Вiдомо, що дослiдження аналiтичних нескiнченно малих конформних

рухiв у просторi 𝑉 2
𝑛

𝑦′ℎ = 𝑦ℎ + 𝜉ℎ(𝑦)𝛿𝑡

зводиться до iнтегрування узагальнених рiвнянь Кiллiнга

𝐿𝜉𝑔𝑖𝑗 =
𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑖
˜𝑔𝛼𝑗 +

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑗
𝑔𝛼𝑖 + 𝜉𝛼

𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

= 𝜓(𝑦)𝑔𝑖𝑗 (1.5)
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Якщо задати аналiтичну функцiю 𝜓(𝑦)

𝜓(𝑦) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑏ℎ𝑘 (𝑏𝑘 = 𝑏𝑙1...𝑙𝑘𝑦
𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘), (1.6)

де 𝑏𝑙1...𝑙𝑘 - деякi константи, симетричнi за нижнiми iндексами i шукати 𝜉(𝑦)

теж у виглядi аналiтичних функцiй [2, 7]

𝜉ℎ =

∞∑︁
𝑘=0

𝑎ℎ𝑘 (𝑎ℎ𝑘 = 𝑎ℎ𝑙1...𝑙𝑘𝑦
𝑙1...𝑙𝑘). (1.7)

𝑎ℎ𝑙1...𝑙𝑘 - невiдомi константи, симетричнi за нижнiми iндексами, то аналiз

рiвнянь Кiллiнга дає наступний результат: для того, щоб ряди (1.7) визначали

компоненти вектора зсуву аналiтичних нескiнченно малих конформних

рухiв у наближенному просторi 𝑉 2
𝑛 , необхiдно i достатньо виконання наступних

умов:

𝑎
2𝑝

ℎ
. =

(−1)𝑝+1

2𝑝− 1
𝑎𝛼𝑡(𝑝)ℎ𝛼 +

1

2𝑝

(︂
𝑏

2𝑝−1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏

2𝑝−2
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
)︂
+

+
(−1)𝑝

4(2𝑝− 1)

𝑝−1∑︁
𝑠=1

2𝑝− 2𝑠− 1

𝑝− 𝑠
𝑏

2𝑝−2𝑠−2

𝛼𝑡(𝑠)ℎ𝛼 𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 (𝑝 = 2, 3, . . .) (1.8)

𝑎ℎ
2𝑝+1

=

(︂
𝑏
2𝑝
𝑦ℎ − 1

2
𝑏

2𝑝−1
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
)︂
+

1

2𝑝

[︂
𝑝+ 1

2𝑝+ 1
𝑏𝛼𝑡ℎ𝛼+

+

𝑝−1∑︁
𝑠=2

(−1)𝑠+1(𝑝− 𝑠)
2𝑝− 2𝑠+ 1

𝑏
2𝑝−2𝑠+1

𝛼𝑡(𝑠)ℎ𝛼

]︃
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 (𝑝 = 3, 4, . . .)

(1.9)

𝑎(𝑖𝑗) = 𝑏𝑔𝑖𝑗 (1.10)

4𝑘

2𝑘 + 1

(︂
𝑎𝛼.(𝑖𝑡𝑗)𝛼 +

1

3
𝑎𝛼
2𝑘
𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙

)︂
+

+
𝑘

𝑘 + 1

(︂
𝑏
2𝑘

(𝑖𝑔𝑗)𝑙𝑦
𝑙 − 𝑏

2𝑘+1
𝑔𝑖𝑗 − 𝑏

2𝑘−1
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑙2

)︂
− 𝑏

2𝑘−1
𝑡𝑖𝑗 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . .

(1.11)

2𝑚+ 1

𝑚+ 1

(︂
𝑎
2𝑚

𝛼
.(𝑖𝑡𝑗)𝛼 +

1

3
𝑎𝛼

2𝑚+1
𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙

)︂
+

+
2𝑚+ 1

2𝑚+ 3

(︃
𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙𝑦

𝑙

2𝑚+1

− 𝑏
2𝑚+2

𝑔𝑖𝑗 − 𝑏
2𝑚

𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑙2

)︃
− 𝑏

2𝑚
𝑡𝑖𝑗 = 0 (1.12)



Iнфiнiтезимальнi перетворення просторiв 53

Зауваження 1. Оскiльки члени рядiв (1.7) виражаються через 𝑎ℎ, 𝑎ℎ
1
, 𝑏, 𝑏

1

об’єкти простору 𝑉 2
𝑛 в точцi 𝑀0, то з огляду на рiвняння (1.10), (1.11) i

(1.12) доходимо вiдомого результату про те, що максимальний порядок 𝑟

групи Лi аналiтичних нескiнченно малих конформних рухiв у рiмановому

просторi 𝑉 2
𝑛 другого наближення задовольняє нерiвностi

𝑟 ≤ (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)

2

При дослiдженнi iнфiнiтезимальних рухiв у просторi 𝑉 2
𝑛 умовами тензорного

характеру був видiлен деякий клас напiвсиметричних рiманових просторiв,

а саме Π𝑛
2
- простори, тензор кривини яких задовольняє умовi [10, 11]:

𝑅ℎ·(𝑙1𝑙2)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙3

+𝑅ℎ·(𝑙3𝑙2)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙1

+𝑅ℎ·(𝑙1𝑙3)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙2

= 0 (1.13)

Знайдемо узагальнений вектор Кiллiнга для простору Π2
𝑛
2
. Враховуючи

умову (1.13), члени рядiв (1.7) матимуть такий вигляд:

𝑎ℎ2 = 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼 +
1

2

(︂
𝑏
1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏ℎ𝑔𝑙1𝑙2

0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂

𝑎ℎ
2𝑝

=
1

2𝑝

(︂
𝑏

2𝑝−1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏

2𝑝−2
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑙2

)︂
+

(−1)𝑝(2𝑝− 3)

4(2𝑝− 1)(𝑝− 1)
𝑏

2𝑝−3

𝛼𝑡ℎ𝛼𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 (𝑝 = 2, 3, . . .)

𝑎ℎ
3
=

1

3

(︂
𝑏
2
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
1

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
𝑎ℎ
5
=

1

12
𝑏
1

𝛼𝑡ℎ𝛼𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 +

1

5

(︂
𝑏
4
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
3

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
𝑎ℎ

2𝑝+1
=

1

2𝑝+ 1

(︂
𝑏
2𝑝
𝑦ℎ − 1

2
𝑏

2𝑝−1

ℎ𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑙2

)︂
+

1

2𝑝
· 𝑝+ 1

2𝑝+ 1
𝑏

2𝑝−3

𝛼𝑡ℎ𝛼𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 (𝑝 = 3, 4, . . .)

А тодi, узагальнений вектор Кiллiнга матиме такий вигляд:

𝜉ℎ =

∞∑︁
𝑘=0

𝑎ℎ𝑘 = 𝑎ℎ + 𝑎ℎ𝑙1𝑦
𝑙1 +

[︂
𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼 +

1

2

(︂
𝑏
1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏ℎ· 𝑔𝑙1𝑙2

0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂]︂
+

+
1

3

(︂
𝑏
2
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
1

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
+

1

4

(︂
𝑏
3
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
2

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
+

+
1

12
𝑏
1

𝛼𝑡ℎ𝛼𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 +

1

5

(︂
𝑏
4
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
3

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
+

1

6

(︂
𝑏
5
𝑦ℎ − 1

2
𝑏ℎ𝑔𝑙1𝑙2

0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
−

− 3

2 · 20
𝑏
3

𝛼𝑏
3

𝛼𝑡ℎ𝛼𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 +

1

7

(︂
𝑏
6
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
5

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
+

1

6
· 4
7
𝑏
3

𝛼𝑡ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 + . . .
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Зводячи подiбнi отримуемо:

𝜉ℎ = 𝑎ℎ + 𝑎ℎ𝑙1𝑦
𝑙1 + 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼 +

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘 + 1
𝑏
𝑘

ℎ𝑦ℎ − 1

2

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘 + 2
𝑏
𝑘

ℎ𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑙2+

+

⎡⎣1
6
𝑏
1

𝛼 +

∞∑︁
𝑝=3

(︂
(−1)𝑝(2𝑝− 3)

4(𝑝− 1)(2𝑝− 1)
+

𝑝+ 1

2𝑝 (2𝑝1)

)︂⎤⎦ 𝑏𝛼
2𝑝−3

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦2

Таким чином має мiсце наступне твердження [15, 16]:

Теорема 4. У просторi другого наближення Π̃2
𝑛
2
для простору Π𝑛

2
, узагальнений

вектор Кiллiнга має вигляд:

𝜉ℎ = 𝑎ℎ + 𝑎ℎ𝑙1𝑦
𝑙1 + 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼 +

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘 + 1
𝑏
𝑘

ℎ𝑦ℎ − 1

2

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘 + 2
𝑏
𝑘

ℎ𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑙2+

+

⎡⎣1
6
𝑏
1

𝛼 +

∞∑︁
𝑝=3

(︂
(−1)𝑝(2𝑝− 3)

4(𝑝− 1)(2𝑝− 1)
+

𝑝+ 1

2𝑝 (2𝑝1)

)︂⎤⎦ 𝑏𝛼
2𝑝−3

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦2

2. Нескiнченно малi конциркулярнi перетворення в рiмановому

просторi другого наближення для 𝑉𝑛 спецiальної структури

Розгляд конциркулярних перетворень, окрiм чистого геометричного

iнтересу, представляє зацiкавленiсть з точки зору загальної теорiї вiдносностi,

тому що геодезичнi кола є траєкторiї рiвнопришвидшеного руху в теорiї

Ейнштейна. Крiм того iснує зв’язок мiж проективними i конциркулярними

рухами в 𝑉𝑛.

Означення 1. Геодезичним колом в 𝑉𝑛 називається крива з постiйною

першою i нульовою другою кривинами.

Рiвняння геодезичного кола має вигляд

𝑑3𝑢ℎ

𝑑𝑠3
+ 𝑔𝛼𝛽

𝑑2𝑢𝛼

𝑑𝑠2
𝑑2𝑢𝛽

𝑑𝑠2
𝑑𝑢ℎ

𝑑𝑠
= 0

Означення 2. Векторне поле в 𝑋 в рiмановому просторi 𝑉𝑛 називається

iнфiнiтезiмальним конциркулярним перетворенням або конциркулярним

рухом, якщо виконуються умови

𝐿𝑋𝑔𝑖𝑗 = 𝜓𝑔𝑖𝑗
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𝜓,𝑖𝑗 = 𝜑𝑔𝑖𝑗 ,

де 𝜓𝑖, 𝜑 - функцiї на 𝑉𝑛 (кома - знак коварiантної похiдної вiдносно 𝑔𝑖𝑗 , 𝐿𝑋𝑔𝑖𝑗

- похiдна Лi) [8, 12].

Розглянемо випадок, коли простiром 𝑉𝑛 служитьΠ𝑛
2
, тобто виконується

умова

𝑅ℎ·(𝑙1𝑙2)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙3

+𝑅ℎ·(𝑙3𝑙2)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙1

+𝑅ℎ·(𝑙1𝑙3)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙2

= 0 (2.1)

Простiр Π̃2
𝑛
2
має ту властивiсть, що компоненти об’єкту зв’язностi Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦)

є лiнiйними однорiдними функцiями

Γ̃ℎ𝑖𝑗 = −
1

3
𝑅ℎ·(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙, (2.2)

Будемо вивчати нескiнченно малi конциркулярнi перетворення в просторi

Π̃2
𝑛
2
Має мiсце таке твердження:

Теорема 5. Простiр другого наближення Π̃2
𝑛
2
для просторiв Π𝑛

2
не допускає

нескiнченно малих конииркулярних перетворень.

Доведення. Розглянемо рiвняння

Δ̃𝑖𝑗𝜓 = 𝜑(𝑦)𝑔𝑖𝑗 (2.3)

Пiдрахуємо лiву частину (2.3). Оскiльки

𝜓(𝑦) = 𝑏+ 𝑏𝑙𝑦
𝑙 + 𝑏𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 + 𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . . ,

то

Δ̃𝑖𝜓 ≡
𝜕𝜓

𝜕𝑦𝑖
= 𝑏𝑖 + 2𝑏𝑖𝑙1𝑦

𝑙1 + 3𝑏𝑖𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+ (𝑝+ 1)𝑏𝑖𝑙1...𝑙𝑝𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .

Δ̃𝑖𝑗𝜓 =
𝜕𝜓𝑖
𝜕𝑦𝑗
− 𝜓𝛼Γ̃𝛼𝑖𝑗 (2.4)

Γ̃ℎ𝑖𝑗 = 𝑔ℎ𝛼
(︂
−1

3
𝑅𝛼(𝑖𝑗)𝑚𝑦

𝑚

)︂
= −1

3
𝑅ℎ.(𝑖𝑗)𝑚𝑦

𝑚

𝜓𝛼Γ̃
𝛼
𝑖𝑗 = −

1

3
𝑅ℎ.(𝑖𝑗)𝑚𝑦

𝑚
(︁
𝑏𝛼 + 2𝑏𝛼𝑙1𝑦

𝑙1 + 3𝑏𝛼𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+ (𝑝+ 1)𝑏𝛼𝑙1...𝑙𝑝𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .
)︁
=

= −1

3

[︁
𝑏𝛼𝑅

𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙 + 2𝑏𝛼𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + 3𝑏𝛼𝑙1𝑙2𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙3

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .

+𝑝𝑏𝛼𝑙1...𝑙𝑝−1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙𝑝

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .
]︁
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Тодi (2.4) матиме вигляд:

Δ̃𝑖𝑗𝜓 = 2𝑏𝑖𝑗 + 3𝑏𝑖𝑗𝑦
𝑙 + 3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+ (𝑝+ 1) · (𝑝+ 2)𝑏𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑝𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .+

+
1

3

[︁
𝑏𝛼𝑅

𝛼
(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙 + 2𝑏𝛼𝑙1𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 + 3𝑏𝛼𝑙1𝑙2𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .

+𝑝𝑏𝛼𝑙1...𝑙𝑝−1𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙𝑝𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .
]︁

Пiдрахуємо праву частину рiвняння (2.3).

𝜑(𝑦) = 𝑐+ 𝑐𝑦𝑙 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .

𝜑(𝑦)𝑔𝑖𝑗(𝑦) =

(︂
𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑅𝑖𝛼𝛽𝑗𝑦

𝛼𝑦𝛽
)︂⃒⃒⃒⃒

0

·
(︁
𝑐+ 𝑐𝑙𝑦

𝑙 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .
)︁
=

= 𝑐𝑔𝑖𝑗 + 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗𝑦
𝑙 +

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑙2 +

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑙1𝑅𝑖𝑙2𝑙3𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .

Отже, рiвняння (2.3) набуває вигляду:

(2𝑏𝑖𝑗)|0 +
[︂
2 · 3𝑏𝑖𝑗𝑙 −

1

3
𝑏𝛼𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙

]︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙 +

[︂
3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2 −

2

3
𝑏𝛼𝑙1𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙2

]︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+

+

[︂
4 · 5𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑙3 − 3 · 1

3
𝑏𝛼𝑙1𝑙2𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙3

]︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+

+

[︂
(𝑝+ 1) · (𝑝+ 2)𝑏𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑝 − 𝑝 ·

1

3
𝑏𝛼𝑙1...𝑙𝑝−1𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙𝑝

]︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . . = (2.5)

(𝑐𝑔𝑖𝑗)|0 + (𝑐𝑔𝑖𝑗)|0 𝑦
𝑙 +

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2+

+

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑙1𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+

(︂
𝑐𝑙1...𝑙𝑝𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑙1 . . . 𝑙𝑝−2𝑅𝑖𝑙𝑝−1𝑙𝑝𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .

3 (2.5) випливає послiдовнiсть рiвностей:

2𝑏𝑖𝑗 = 𝑐𝑔𝑖𝑗 (2.6)(︂
2 · 3𝑏𝑖𝑗𝑙 −

1

3
𝑏𝛼𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙

)︂
𝑦𝑙 = 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗𝑦

𝑙 (2.7)[︂
3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2 − 2 · 1

3
𝑏𝛼𝑙1𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙2

]︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2 =

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2 (2.8)[︂

4 · 5𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑙3 − 3 · 1
3
𝑏𝛼𝑙1𝑙2𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙3

]︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

(︁
𝑐𝑙1𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗 +

𝑐𝑙1
3
𝑅𝑖𝑙2𝑙3𝑗

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

(2.9)

. . .
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(𝑝+ 1) · (𝑝+ 2)𝑏𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑝 − 𝑝 ·

1

3
𝑏𝛼𝑙1...𝐿𝑝−1𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙𝑝

]︂
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 =

=

(︂
𝑐𝑙1...𝑙𝑝𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑙1...𝑙𝑝−2𝑅𝑖𝑙𝑝−1𝑙𝑝𝑗

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙𝑝 (2.10)

3 (2.6) випливає:

𝑏𝑖𝑗 =
𝑐

2
𝑔𝑖𝑗 (2.11)

Розглянемо (2.7). Проальтернувавши його за 𝑗 i 𝑖 отримуємо:

−3 · 1
3
𝑏𝛼𝑅

𝛼
𝑖𝑗𝑙 = 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 − 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙

Результат просиметрируемо за 𝑖 i 𝑗

−𝑏𝛼𝑅𝛼·(𝑖𝑗)𝑙 = 2𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 − 𝑐𝑖𝑔𝑗𝑙 − 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙

𝑏𝛼𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙 = 𝑐𝑖𝑔𝑗𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 − 2𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 (2.12)

Спiввiдношення (2.7) на пiдставi (2.12) приймає вигляд

2 · 3𝑏𝑖𝑗𝑙 −
1

3
(𝑐𝑖𝑔𝑗𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 − 2𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗) = 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗

Звiдки отримаємо

2 · 3 · 3𝑏𝑖𝑗𝑙 = 𝑐+ 𝑖𝑔𝑗𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 (2.13)

Згортаючи (2.13) з 𝑦𝑖𝑦𝑗 будемо мати:

𝑏
3
=

1

2 · 3·
𝑐𝑙1𝑔𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

Пiдставимо (2.13) i (2.7) i, приводячи подiбнi, отримаємо:

1

3
(𝑐𝑖𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗)−

1

3
𝑏𝛼𝑅

𝛼
(𝑖𝑗)𝑙 = 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗

𝑐𝑖𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 − 𝑏𝛼𝑅𝛼(𝑖𝑗)𝑙 = 3𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗

𝑏𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙 = 𝑐𝑖𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 − 2𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 (2.14)

Таким чином, аналiз рiвняння (2.7) дає:

𝑏
3
=

1

2 · 3·
𝑐𝑙1𝑔𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3
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a вектори 𝑏𝑖 повиннi задовольняти рiвнянням

𝑏𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙 = 𝑐𝑖𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 − 2𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 (2.15)

I рiвняння (2.7) виконуються тотожно на пiдставi (2.15). Розглянемо

рiвняння (2.8):

[︂
3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2 − 2 · 1

3
𝑏𝛼𝑙1𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙2

]︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2 =

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙+2𝑗

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

[︂
3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2 −

1

3
𝑅𝛼·(𝑖𝑗)𝑙2

]︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2 =

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦𝑙1𝑦𝑙2 = (𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗) 𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 (2.16)

Згорнувши останню рiвнiсть iз 𝑦𝑖𝑦𝑗 отримаємо,

3 · 4𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑙4𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 = 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4

𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑙4𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 =

1

3 · 4
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4
(2.17)

Далi, по черзi продиференцiюемо (2.17) спочатку по 𝜕
𝜕𝑦𝑖

, а потiм по
𝜕
𝜕𝑦𝑗

, маємо:

4𝑏𝑖𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑙2𝑙3 =

1

3 · 2
(𝑐𝑖𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑙3) 𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

3 · 4𝑏𝑖𝑙1𝑙2𝑙3𝑦𝑙1𝑙2𝑙3 =
1

2 · 3
(𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 + 2𝑐𝑖𝑙2𝑔𝑖𝑙2 + 2𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗) 𝑦

𝑙1𝑦𝑙2

Останнє порiвняння з (2.16)

1

2 · 3
(𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 + 2𝑐𝑖𝑙2𝑔𝑖𝑙2 + 2𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗) 𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 = (𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗) 𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

Розглянемо рiвнiсть приведених коефiцiєнтiв:

1

3

(︀
𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 + 𝑐𝑙1(𝑖𝑔𝑗)𝑙2 + 𝑐𝑙2(𝑖𝑔𝑗)𝑙1

)︀
= 2𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +𝑅𝑖(𝑙1𝑙2𝑗

𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 − 5𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 + 𝑐𝑙1(𝑖𝑔𝑗)𝑙2 + 𝑐𝑙2(𝑖𝑔𝑗)𝑙1 = 𝑅𝑖(𝑙1𝑙2)𝑗

Проальтернуємо останню рiвнiсть по 𝑗 i 𝑙2 маємо:

𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑐𝑖𝑙2𝑔𝑗𝑙1 − 5𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 + 5𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑔𝑗𝑙2 − 𝑐𝑙1𝑔𝑙2𝑗 + 𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 − 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗+

+𝑐𝑙2𝑔𝑗𝑙1 − 𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 + 𝑐𝑙2𝑗𝑔𝑖𝑙1 − 𝑐𝑗𝑙2𝑔𝑖𝑙1 = 3𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗
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𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗 = 2 (𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 − 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗) (2.18)

Просиметрируемо (2.18) за 𝑖 i 𝑙1 :

0 = 𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 + 𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 − 𝑐𝑖𝑙2𝑔𝑗𝑙1

Згорнемо останне з 𝑔𝑖𝑗 :

𝑐𝑙1𝑙2 + 𝑐𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑛𝑐𝑙1𝑙2 − 𝑐𝑙1𝑙2 = 0

𝑐𝑙1𝑙2 =
1

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽𝑔𝑙1𝑙2

Отже, (2.18) набуває вигляду:

𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗 =
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 (𝑔𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 − 𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗) (2.19)

Пiдставимо (2.19) у рiвняння (2.1):

𝑅𝑖(𝑙1𝑙2)𝑗 =
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 (𝑔𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 + 𝑔𝑗𝑙2𝑔𝑖𝑙1 − 2𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗)

𝑅ℎ·(𝑙1𝑙2)𝑘 =
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽
(︁
𝑔𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2 + 𝑔𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑙1 − 2𝑔𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑘

)︁
𝑅ℎ·(𝑙1𝑙2)𝛼𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙3 =

(︂
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽

)︂2 (︁
𝑔𝛼𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2 + 𝑔𝛼𝑙2𝛿

ℎ
𝑙1 − 2𝑔𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝛼

)︁ (︀
𝑔𝑙3𝑖𝛿

𝛼
𝑗 + 𝑔𝑙3𝑗𝛿

𝛼
𝑖 − 2𝑔𝑖𝑗𝛿

𝛼
𝑙3

)︀
=

=

(︂
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽

)︂2 (︁
𝑔𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2𝑔𝑖𝑙3 + 𝑔𝑙2𝑗𝛿

ℎ
𝑙1𝑔𝑖𝑙3 + 𝑔𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2𝑔𝑗𝑙3 + 𝑔𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑙1𝑔𝑗𝑙3−

−2𝑔𝑖𝑗𝑔𝑙3(𝑙1 𝛿
ℎ
𝑙2)
− 2𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑙3(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 4𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗𝛿

𝛼
𝑙3

)︁
Позначимо, через

𝐻 =
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽

Тодi умови (2.1) приймають вигляд:

𝑅ℎ.(𝑙1𝑙2)𝛼𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙3

+𝑅ℎ.(𝑙2𝑙3)𝛼𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

+𝑅ℎ.(𝑙1𝑙3)𝛼𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

= 𝐻2
(︁
𝑔𝑗(𝑙1 𝛿

ℎ
𝑙2)
𝑔𝑖𝑙3 + 𝑔𝑗(𝑙3 𝛿

ℎ
𝑙1)
𝑔𝑖𝑙2+

+𝑔𝑗(𝑙3 𝛿
ℎ
𝑙2)
𝑔𝑖𝑙1 + 𝑔𝑗(𝑙3 𝛿

ℎ
𝑙2)
𝑔𝑖𝑙1 + 𝑔𝑗(𝑙2 𝛿

ℎ
𝑙3)
𝑔𝑖𝑙1 + 𝑔𝑗(𝑙1 𝛿

ℎ
𝑙2)
𝑔𝑖𝑙3 − 4𝑔𝑖𝑗

(︁
𝑔𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑙3 + 𝑔𝑙3𝑙2𝛿

ℎ
𝑙1+

+𝑔𝑙3𝑙1𝛿
ℎ
𝑙2

)︁
− 2

(︁
𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑙3(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 𝑔𝑙3𝑙2𝑔𝑙1(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 𝑔𝑙1𝑙3𝑔𝑙2(𝑖𝛿

ℎ
𝑗)

)︁
+ 4𝑔𝑖𝑗

(︀
𝛿𝛼𝑙3𝑔𝑙1𝑙2 + 𝛿𝛼𝑙3𝑔𝑙1𝑙2+

+𝛿𝛼𝑙2𝑔𝑙1𝑙3 + 𝛿𝛼𝑙1𝑔𝑙3𝑙2
)︀)︀

= 0

Пiдсумуємо за iндексами ℎ i 𝑙3 :

𝐻2 [𝑛 (𝑔𝑖𝑙2𝑔𝑗𝑙1 + 𝑔𝑖𝑙1𝑔𝑗𝑙2)− 2𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 ] = 0
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Згорнемо останне з 𝑔𝑖𝑙1 :

𝐻2(𝑛+ 2)(𝑛− 1)𝑔𝑗𝑙2 = 0

Звiдки випливає, що 𝐻2 = 0, а значить 𝑐𝛼𝛽𝑔𝛼𝛽 = 0 i 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 0.

А це означає, що простiр другого наближення Π̃2
𝑛
2
для простору Π2

𝑛
2
не

допускає нескiнченно малих конциркулярних перетворень. I тим самим,

теорему доведено.
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Summary

The work develops approximate methods for studying the geometric proper-

ties of Riemannian spaces using Taylor series expansions. Infinitesimal con-

formal motions and nontrivial concircular transformations are investigated in

the second-order approximation of a Riemannian space with special structure.

The displacement vector of the conformal Killing vector is obtained explic-

itly. The derived conditions are both necessary and sufficient, which makes it

possible to study the geometric properties of the spaces themselves as well as

their approximations. It is proven that a second-order approximation space,

different from a space of constant curvature, does not admit nontrivial con-

circular transformations. Special coordinate systems are employed to define

the second-order approximation. The study is carried out locally using tensor

methods without imposing restrictions on the signature or definiteness of the

Riemannian metric tensor.
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ON ASYMPTOTIC REPRESENTATIONS OF ONE CLASS

SOLUTIONS OF SECOND-ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS

For the second-order differential equation of general form 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), where 𝑓 :

[𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 × Δ𝑌1 −→ R is continuous function, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, Δ𝑌𝑖 is a one-

neighborhood of 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈ {0, 1}) we study the question of the existence

of solutions, for which lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}). Among the set of such solutions we

separate a sufficiently wide class of so-called 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions. Such a solution was

previously introduced in the study of the two-term equation 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′), where

𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ is continuous function, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) are

continuous regular varying as 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) functions of orders 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), such that

𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1. In this paper a condition under which the right-hand side of the equation as

𝜆0 ∈ R∖{0, 1} and 𝑡 ↑ 𝜔 in some sense close to the multiplication 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦) with rapidly

varying 𝜙0 function at 𝑦 → 𝑌0, is established. We have obtained necessary and also suffi-

cient conditions of existence of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, asymptotic representations of these

solutions and their first-order derivative and number of parametric family of these solutions.

An example is given.

MSC: 34A34, 34E99.

Keywords: two-term differential equation, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, asymptotic representa-

tions of solutions, rapidly varying function, one-, two-parameter family of solutions.
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Introduction

Consider the differential equation

𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), (1.1)

where 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0×Δ𝑌1 −→ R is continuous function, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞,

Δ𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}) is a one-side neighborhood of 𝑌𝑖 and 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}) is either 0
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or ±∞. We assume that the numbers 𝜇𝑖 (𝑖 = 0, 1) given by the formula

𝜇𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1 if eigher 𝑌𝑖 = +∞, or 𝑌𝑖 = 0

and Δ𝑌𝑖 is right neighborhood of the point 0,

−1 if eigher 𝑌𝑖 = −∞, or 𝑌𝑖 = 0

and Δ𝑌𝑖 is left neighborhood of the point 0,

satisfy the relations

𝜇0𝜇1 > 0 for 𝑌0 = ±∞ and 𝜇0𝜇1 < 0 for 𝑌0 = 0. (1.2)

Conditions (1.2) are necessary for the existence of solutions of Eq.(1.1) defined

in a left neighborhood of 𝜔 and satisfying the conditions

𝑦(𝑖)(𝑡) ∈ Δ𝑌𝑖 for 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1). (1.3)

One of the classes of Eq. (1.1) solutions with properties (1.3) that admits

some asymptotic representations is the class of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- solutions.

Definition 1.1. A solution 𝑦 of Eq. (1.1) on interval [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ is

called 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- solution, where −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, if, in addition to (1.3),

it satisfies the condition

lim
𝑡↑𝜔

[𝑦′(𝑡)]2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0.

Depending on 𝜆0 these solutions of Eq.(1.1) have different asymptotic prop-

erties (see [1]). For 𝜆0 ∈ R ∖ {1} in [2] for 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′) = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 sign 𝑦,
where 𝛼0 ∈ {−1, 1},𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ is a continuous function, 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1,

such ratios

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
,

where

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡 if 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔 if 𝜔 < +∞,

are established.

Definition 1.2. We say that a function 𝑓 satisfies condition (𝐹𝑁)𝜆0 for

𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} if there exist a number 𝛼0 ∈ {−1, 1}, a continuous function
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𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ and twice continuously differentiable function 𝜙0 : Δ𝑌0 −→
]0,+∞[, satisfying the conditions

𝜙′
0(𝑦) ̸= 0, lim

𝑦−→𝑌𝑜
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙0(𝑦) = 𝜙0 ∈ {0,+∞}, lim
𝑦−→𝑌𝑜
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙0(𝑦)𝜙
′′
0(𝑦)

(𝜙′
0(𝑦))

2
= 1, (1.4)

such that, for arbitrary continuously differentiable functions 𝑧𝑖 : [𝑎, 𝜔[−→
Δ𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), satisfying the conditions

lim
𝑡↑𝜔

𝑧𝑖(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1),

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧
′
0(𝑡)

𝑧0(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧
′
1(𝑡)

𝑧1(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
,

one has representation

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡)) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑧0(𝑡))[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔 (1.5)

Note that the choice of 𝛼0 and the functions 𝑝 and 𝜙0 in definition 1.2

depends on the choice of 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1}. It is also obvious that the numbers
𝜇0, 𝜇1 determine the signs of any 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solution of Eq. (1.1) and its

derivative in a left neighborhood of 𝜔 (respectively). Moreover, under condition

(𝐹𝑁)𝜆0 sign of second derivative of any 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solution of Eq. (1.1) in

a left neighborhood of 𝜔 coincides with the value 𝛼0. Then taking into account

(1.2), we have

𝛼0𝜇1 > 0 for 𝑌1 = ±∞ and 𝛼0𝜇1 < 0 for 𝑌1 = 0. (1.6)

Main Results

2. Auxiliary statements

We choose a number 𝑏 ∈ Δ𝑌0 such that the inequality

|𝑏| < 1 for 𝑌0 = 0, 𝑏 > 1 (𝑏 < −1) for 𝑌0 = +∞ (𝑌0 = −∞)

is respected and put

Δ𝑌0(𝑏) = [𝑏, 𝑌0[ if Δ𝑌0 is a left neighborhood of 𝑌0,

Δ𝑌0(𝑏) =]𝑌0, 𝑏] if Δ𝑌0 is a right neighborhood of 𝑌0.
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Definition 2.1. Let 𝑓 : Δ𝑌0 −→ R ∖ {0} be a twice continuously differ-

entiable function. We will say that 𝑓 ∈ Γ(𝑌0, 𝑍0) if it satisfies the following

conditions

𝑓 ′(𝑦) ̸= 0, lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑓(𝑦) = 𝑍0, 𝑍0 =

[︃
or 0,

eigther ±∞,
lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑓 ′′(𝑦)𝑓(𝑦)

(𝑓 ′(𝑦))2
= 1.

First of all, we note that, by virtue of definition 2.1, any function from

Γ(𝑌0, 𝑍0)- class is rapidly varying as 𝑦 → 𝑌0.

In [3] using the properties of functions from the class Γ introduced and

studied in detail in the monograph Bingham N.H., Goldie C.M., Teugels J.L. [4]

(Chapter 3, item 3.10), the following auxiliary assertions about the properties

of functions from the class Γ(𝑌0, 𝑍0) were established.

Lemma 2.1. If 𝑓 ∈ Γ(𝑌0, 𝑍0) then there exists a continuous function

𝑔 : Δ𝑌0 −→ R ∖ {0}, called complementary to 𝑓 , such that

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑓(𝑦 + 𝑢𝑔(𝑦))

𝑓(𝑦)
= 𝑒𝑢 for any 𝑢 ∈ R,

moreover, the complementary function is uniquely determined up to functions

equivalent as 𝑦 → 𝑌0, for which, for example, one of the following functions

𝑦∫︀
𝑌

(︂
𝑡∫︀
𝑌

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

)︂
𝑑𝑡

𝑦∫︀
𝑌

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∼

𝑦∫︀
𝑌

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑓(𝑦)
∼ 𝑓(𝑦)

𝑓 ′(𝑦)
∼ 𝑓 ′(𝑦)

𝑓 ′′(𝑦)
as 𝑦 → 𝑌0,

where

𝑌 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑏 if lim

𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑓(𝑦) = ±∞,

𝑌0 if lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑓(𝑦) = 0,

can be chosen.

Lemma 2.2.

1. If 𝑓 ∈ Γ(𝑌0, 𝑍0) with complementary function 𝑔 then lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑔(𝑦)
𝑦 = 0.

2. If 𝑓 ∈ Γ(𝑌0, 𝑍0) with complementary function 𝑔then for any continuous

function 𝑢 : Δ𝑌0 −→ Rthat satisfies the conditions

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑢(𝑦) = 𝑢0 ∈ R, lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑓(𝑦 + 𝑢(𝑦)𝑔(𝑦)] = 𝑍0,
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there is a limit relation

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑓 (𝑦 + 𝑢(𝑦)𝑔(𝑦))

𝑓(𝑦)
= 𝑒𝑢0 .

Lemma 2.3. If 𝑓 ∈ Γ(𝑌0, 𝑍0) strictly monotone with complementary

function 𝑔then its inverse function 𝑓−1 : Δ𝑍0 −→ Δ𝑌0 is slowly varying at

𝑧 → 𝑍0 and satisfies the limit relation

lim
𝑧→𝑍0
𝑧∈Δ𝑍0

𝑓−1(𝜆𝑧)− 𝑓−1(𝑧)

𝑔(𝑓−1(𝑧))
= ln𝜆 for any 𝜆 > 0,

moreover for any given Λ > 1 limit relation is satisfied uniformly in 𝜆 ∈[︀
1
Λ ,Λ

]︀
.

Note also, it follows from the Representation Theorem for Γ ([5],Chap-

ter 3, item 3.10, position d) that for a function 𝑓 ∈ Γ(𝑌0, 𝑍0) there exists a

continuously differentiable function 𝑓1 ∈ Γ(𝑌0, 𝑍0) such that

lim
𝑦−→𝑌𝑜
𝑦∈Δ𝑌0

𝑓(𝑦)

𝑓1(𝑦)
= 1 and lim

𝑦−→𝑌𝑜
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦𝑓1(𝑦)

𝑓1(𝑦)
= ±∞.

3. Main results

Now we introduce auxiliary functions and notation as follows:

Φ : Δ𝑌0(𝑏) −→ R, Φ(𝑦) =

𝑦∫︁
𝐵

𝑑𝑠

𝜙0(𝑠)
, 𝐵 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑏 if

𝑌0∫︀
𝑏

𝑑𝑠
𝜙0(𝑠)

= ±∞,

𝑌0 if
𝑌0∫︀
𝑏

𝑑𝑠
𝜙0(𝑠)

= const,

𝐼(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴

𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐴 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎 if

𝜔∫︀
𝑎
𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = ±∞,

𝜔 if
𝜔∫︀
𝑎
𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = const,

𝑌 (𝑡) = Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡)) , 𝐻(𝑡) =
𝑌 (𝑡)𝜙′

0(𝑌 (𝑡))

𝜙0(𝑌 (𝑡))
, 𝑞(𝑡) =

𝑌 (𝑡)′𝜋𝜔(𝑡)

𝑌 (𝑡)
,

𝑘(𝑡) = 𝑞(𝑡)

(︃
𝜙0 (𝑌 (𝑡))𝜙′′

0 (𝑌 (𝑡))(︀
𝜙′
0 (𝑌 (𝑡)

)︀2 − 1

)︃
, ℎ(𝑡) =

𝑡∫︁
𝑡1

√︀
|𝐻(𝜏)|
𝜋𝜔(𝜏)

𝑑𝜏 (𝑡1 ∈ [𝑎, 𝜔[),
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𝜇2 = sign 𝜙0(𝑦) for 𝑦 ∈ Δ𝑌0 .

Theorem 3.1. Let 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} and let the function 𝑓 satisfies condition

(𝐹𝑁)𝜆0. Then, for the existence of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- solutions of the differential

equation (1.1), it is necessary that the conditions (1.2), (1.6) and

𝛼0𝜇0𝜆0 > 0, 𝜇0𝜇1𝜆0(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡) > 0, 𝛼0𝜇2(𝜆0−1)𝐼(𝑡) < 0 for 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[

(3.1)

𝛼0(𝜆0 − 1) lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡) = 𝑍0, (3.2)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′(𝑡)

𝐼(𝑡)
= ±∞, lim

𝑡↑𝜔

𝛼0(𝜆0 − 1)𝜋2𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)𝜙0(𝑌 (𝑡))

𝑌 (𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

(3.3)

are hold.

Moreover, each solution of this kind admits the asymptotic representations

𝑦′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))
= 𝛼0(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)[1+𝑜(1)], 𝜙′

0(𝑦(𝑡)) = −
𝜆0(1 + 𝑜(1))

(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡)
as 𝑡 ↑ 𝜔.

(3.4)

Remark. Asymptotic representations of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- solutions of Eq.

(1.1) can be written explicitly

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡)

(︂
1 +

𝑜(1)

𝐻(𝑡)

)︂
, 𝑦′(𝑡) =

𝜆0
𝜆0 − 1

𝑌 (𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)
(1 + 𝑜(1)) as 𝑡 ↑ 𝜔. (3.5)

Proof of Theorem 3.1. Let 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} and 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ Δ𝑌0 be

an arbitrary 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)− solution of Eq. (1.1). Then there is a number

𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[ such that 𝑦(𝑘)(𝑡) ̸= 0 (𝑘 = 0, 1, 2), sign 𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝜇𝑘 (𝑘 = 0, 1) for

𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[. Moreover, from the equality(︂
𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)

)︂′
= 1− 𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)

(𝑦′(𝑡))2

and conditions (1.3), the definition of the 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)− solution immediately

implies that

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
. (3.6)

From this, in particular, it follows that the second of the sign representations

(3.1) holds. The first of conditions (3.1) can be obtained from the definition
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of the 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)− solution of Eq.(1.1). Due to (3.6) and the condition

(𝐹𝑁)𝜆0 which the function 𝑓 satisfies from (1.1) we have

𝑦′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦(𝑡))[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔 (3.7)

or
𝑦′′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))
= 𝛼0𝑝(𝑡)[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔. (3.8)

Multiplying both parts of (3.8) by 𝜋𝜔(𝑡), taking into account (3.6), we obtain

the first of relations (3.4), whose integration on the interval from 𝑡1 to 𝑡 leads

to the limiting equality

𝑡∫︁
𝑡1

𝑦′(𝜏) 𝑑𝜏

𝜙0(𝑦(𝜏))
= 𝛼0(𝜆0 − 1)

𝑡∫︁
𝑡1

𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔

or by virtue of the definition of the limits of integration 𝐴 and 𝐵

Φ(𝑦(𝑡)) = 𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔. (3.9)

It follows from condition (1.4) that the function 𝜙0 together with its deriva-

tive of the first order are rapidly varying as 𝑦 → 𝑌𝑜, because lim
𝑦−→𝑌𝑜
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)
=

±∞, lim
𝑦−→𝑌𝑜
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦𝜙′′
0(𝑦)

𝜙′
0(𝑦)

= ±∞.

Also from (1.4) as 𝑦 → 𝑌𝑜 the equivalence
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)
∼ 𝜙′′

0(𝑦)
𝜙′
0(𝑦)

follows. In

addition, taking to account the L’Hopital rule in the form of Stolz, we can

assert that

lim
𝑦−→𝑌𝑜
𝑦∈Δ𝑌0

Φ(𝑦)
1

𝜙′
0(𝑦)

= lim
𝑦−→𝑌𝑜
𝑦∈Δ𝑌0

1

𝜙0(𝑦)

− 𝜙′′
0(𝑦)

(𝜙′
0(𝑦))

2

= − lim
𝑦−→𝑌𝑜
𝑦∈Δ𝑌0

(𝜙0(𝑦))
2

𝜙′′
0(𝑦)𝜙0(𝑦)

, (3.10)

hence

Φ(𝑦) ∼ − 1

𝜙′
0(𝑦)

as 𝑦 → 𝑌𝑜, Φ(𝑦)𝜙′
0(𝑦) < 0 for 𝑦 ∈ Δ𝑌0 . (3.11)

Condition (3.11) implies as 𝑦 → 𝑌𝑜 fulfillment of the equivalences

Φ′(𝑦)

Φ(𝑦)
=

1

𝜙0(𝑦)

Φ(𝑦)
∼ −𝜙

′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)
,

Φ′′(𝑦)Φ(𝑦)

(Φ′(𝑦))2
=

−𝜙
′
0(𝑦)

𝜙2
0(𝑦)

Φ(𝑦)

1
𝜙2
0(𝑦)

∼ 1. (3.12)
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Hence taking into account the lemma 2.14 (see [4], Chap. II, Sec. 2.3., P. 54) it

follows that the functionΦ belongs to the class Γ(𝑌0, 𝑍0) with a complementary

function 𝑔, for which one can choose one of the equivalent functions

Φ′(𝑦)

Φ′′(𝑦)
∼ Φ(𝑦)

Φ′(𝑦)
∼ −𝜙0(𝑦)

𝜙′
0(𝑦)

as 𝑦 → 𝑌𝑜.

Further from (3.9) by virtue of (3.11) the third of the sign conditions (3.1)

follows. Next from (3.9), (3.11) we have

𝑦′(𝑡)𝜙′
0(𝑦(𝑡))

𝜙0(𝑦(𝑡))
= −𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼(𝑡)
[1 + 𝑜(1)],

which, by virtue (3.6), implies the equality

𝑦(𝑡)𝜙′
0(𝑦(𝑡))

𝜙0(𝑦(𝑡))
= −𝜆0 − 1

𝜆0

𝜋2𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔.

From here, with allowance,
𝑦𝜙′

0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

= ±∞ the first of the limit relations (3.3)

follows.

Note that the function Φ retains its sign on Δ𝑌0 , tends either to 0 or to

±∞ as 𝑦 → 𝑌0, and increases on Δ𝑌0 due to Φ′(𝑦) > 0. Therefore, it has an

inverse function Φ−1 : Δ𝑍0 → Δ𝑌0 , where, due to the second of conditions

(1.4) and the increase Φ−1

𝑍0 = lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

Φ(𝑦) ∈ {0,±∞}, (3.13)

Δ𝑍0 =

{︃
[𝑧0, 𝑍0[ if Δ𝑌0 is a left neighborhood of 𝑌0,

]𝑍0, 𝑧0] if Δ𝑌0 is a right neighborhood of 𝑌0,
𝑧0 = Φ(𝑏).

Now from (3.9) implies (3.2) and we find that

𝑦(𝑡) = Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)]) as 𝑡 ↑ 𝜔. (3.14)

Note that the function Φ−1 belongs to the class Γ(𝑌0, 𝑍0) and complementary

to it can be chosen as 𝑔(𝑦) = −𝜙0(𝑦)
𝜙′
0(𝑦)

. From the definition of 𝑍0, 𝜇2, the

third of sign conditions (3.1) Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡)) ∈ Δ𝑌0 as 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ and

lim
𝑡↑𝜔

Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡)) = 𝑌0 follow. Therefore, based on the lemma 2.3 we

have the limit equality
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lim
𝑡↑𝜔

Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)])− Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡))

−
𝜙0

(︀
Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡))

)︀
𝜙′
0

(︀
Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡))

)︀ =

= lim
𝑧→𝑍
𝑧∈Δ𝑍

Φ−1 (𝑧[1 + 𝑜(1)])− Φ−1 (𝑧)

−𝜙0 (𝑧)
𝜙′
0 (𝑧)

= 0,

which we can rewrite in the form

Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)]) =

Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡)) +
𝜙0

(︀
Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡))

)︀
𝜙′
0

(︀
Φ−1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡))

)︀𝑜(1) as 𝑡 ↑ 𝜔.

Thus, the first of (3.5) is established. Note that this relation can also be

rewritten as

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡)[1 + 𝑜(1)] at 𝑡 ↑ 𝜔, (3.15)

since

lim
𝑡↑𝜔

𝑌 (𝑡)𝜙′
0 (𝑌 (𝑡))

𝜙0 (𝑌 (𝑡))
= lim

𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)
= ±∞. (3.16)

Invoking the first of the limiting equalities (3.6), from (3.15) we obtain the

second of the relations (3.5). Now we write (3.7) with using (3.5) in the form

𝑦′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0

(︂
𝑌 (𝑡) +

𝜙0 (𝑌 (𝑡))

𝜙′
0 (𝑌 (𝑡))

)︂
[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔. (3.17)

Then, as a complementary to the function 𝜙0 ∈ Γ(𝑌0, 𝑍0), we choose 𝑔(𝑦) =
𝜙0(𝑦)
𝜙′
0(𝑦)

. Then, taking into account that lim
𝑡↑𝜔

𝑌 (𝑡) = 𝑌𝑜, 𝑌 (𝑡) ∈ Δ𝑌0 at 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔],

we obtain

lim
𝑡↑𝜔

𝜙0

(︂
𝑌 (𝑡) +

𝜙0(𝑌 (𝑡))

𝜙′
0(𝑌 (𝑡))

𝑜(1)

)︂
𝜙0 (𝑌 (𝑡))

= lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙0

(︂
𝑦 +

𝜙0(𝑦)

𝜙′
0(𝑦)

𝑜(1)

)︂
𝜙0(𝑦)

= 1,

which in turn leads to

𝜙0

(︂
𝑌 (𝑡) +

𝜙0(𝑌 (𝑡))

𝜙′
0(𝑌 (𝑡))

𝑜(1)

)︂
= 𝜙0 (𝑌 (𝑡)) [1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔.

Therefore, relation (3.17) takes the form

𝑦′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0 (𝑌 (𝑡)) [1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔.

From the last representation, taking into account the second of the limit equal-

ities (3.6), we obtain he second of conditions (3.3).
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The theorem and remark are proved.

To prove sufficient conditions for the existence 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)−solutions to
Eq. (1.1) we need several auxiliary assertions.

Lemma 3.1. 1) If there is a (finite or equal ±∞) limit

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

(︂
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︂′

(︂
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︂2

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑦𝜙′

0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
(3.18)

then it is equal to 0;

2) if there are (finite or equal ±∞) limits

𝛾 = lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦

(︂
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︂′

𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

, (3.19)

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦

(︂
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︂′

𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

𝑦∫︁
𝑦0

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑧𝜙′

0(𝑧)

𝜙0(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑧

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑦𝜙′

0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

⃒⃒⃒⃒ for 𝛾 = ±∞, (3.20)

then

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

(︂
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︂′

(︂
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︂2

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑦𝜙′

0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
= 0 (3.21)

and

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦

(︂
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︂′

𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

𝑦∫︁
𝑦0

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑧𝜙′

0(𝑧)

𝜙0(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑧

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑦𝜙′

0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

⃒⃒⃒⃒ = 2 for 𝛾 = ±∞. (3.22)

Theorem 3.2. Let 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} and let the function 𝑓 satisfies condition
(𝐹𝑁)𝜆0 and conditions (3.1) - (3.3) are satisfied, as well as

lim
𝑡↑𝜔

(︂
𝜆0

𝜆0 − 1
− 𝑞(𝑡)

)︂√︀
|𝐻(𝑡)| = 0. (3.23)
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Then:

1) if 𝛼0𝜇2 = 1 and exists (finite or equal to ±∞) limit (3.18), then dif-

ferential equation (1.1) has a one-parameter family of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)−solutions
with asymptotic representations

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡)

(︂
1 +

𝑜(1)

𝐻(𝑡)

)︂
, 𝑦′(𝑡) =

𝜆0
𝜆0 − 1

𝑌 (𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)

(︃
1 +

𝑜(1)√︀
|𝐻(𝑡)|

)︃
; (3.24)

2) if 𝛼0𝜇2 = −1 and there are (finite or equal to ±∞) limits (3.19), (3.20),

then

lim
𝑡↑𝜔

(︂
𝜆0

𝜆0 − 1
− 𝑞(𝑡)

)︂√︀
|𝐻(𝑡)|ℎ2(𝑡) = 0 (3.25)

and in each of the cases: |𝛾| < +∞, 𝛾 ̸= −1, 3𝜆0 − 2 + 5𝜆0𝛾 ̸= 0 or 𝛾 = ±∞
the differential equation (1.1) has at least one 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)− solution with

asymptotic representations

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡)

(︂
1 +

𝑜(1)

ℎ(𝑡)𝐻(𝑡)

)︂
, 𝑦′(𝑡) =

𝜆0
𝜆0 − 1

𝑌 (𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)

(︃
1 +

𝑜(1)

ℎ(𝑡)
√︀
|𝐻(𝑡)|

)︃
,

(3.26)

moreover, in the case |𝛾| < +∞ and 𝜆0(𝛾+1)(3𝜆0−2+5𝜆0𝛾) < 0 there exists

a two-parameter family of solutions with the indicated asymptotics.

Proof of Theorem 3.2. Let 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1}, the function 𝑓 satisfies

condition (𝐹𝑁)𝜆0 and the conditions (3.1) - (3.3) hold, as well as (3.23). Let

us show that for Eq.1 (1.1) there is at least one 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)− solution in

each of the cases: 𝛼0𝜇2 = −1, 𝛼0𝜇2 = 1.

Let’s make a transformation

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡)

(︂
1 +

𝑣1
𝐻(𝑡)

)︂
, 𝑦′(𝑡) =

𝜆0
𝜆0 − 1

𝑌 (𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)

(︃
1 +

𝑣2√︀
|𝐻(𝑡)|

)︃
(3.27)
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and obtain a system of differential equations of the form:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣′1 =

√︀
|𝐻(𝑡)|
𝜋𝜔(𝑡)

[︁(︁
𝜆0

𝜆0 − 1
− 𝑞(𝑡)

)︁√︀
|𝐻(𝑡)| sign𝐻(𝑡) +

√︀
|𝐻(𝑡)| sign𝐻(𝑡)𝑘(𝑡)𝑣1+

+
𝜆0 sign𝐻(𝑡)
𝜆0 − 1

𝑣2

]︂
,

𝑣′2 =

√︀
|𝐻(𝑡)|
𝜋𝜔(𝑡)

⎡⎣𝑓 (︁𝑡, 𝑌 (𝑡, 𝑣1), 𝑌
[1](𝑡, 𝑣2)

)︁
𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0 (𝑌 (𝑡, 𝑣1))

𝑞(𝑡)
𝜆0

𝜙0 (𝑌 (𝑡, 𝑣1))
𝜙0 (𝑌 (𝑡))

+ 1− 𝑞(𝑡)+

+

(︂
1− 𝑞(𝑡)

2 +
𝐻(𝑡)𝑘(𝑡)

2

)︂
𝑣2√︀
|𝐻(𝑡)|

]︂
,

(3.28)

where 𝑌 (𝑡, 𝑣1) = 𝑌 (𝑡)

(︂
1 + 𝑣1

𝐻(𝑡)

)︂
, 𝑌 [1](𝑡, 𝑣2) =

𝜆0
𝜆0 − 1

𝑌 (𝑡)
𝜋𝜔(𝑡)

(︂
1 + 𝑣2√︀

|𝐻(𝑡)|

)︂
.

Consider system (3.28) on the set𝐷0 = [𝑡0, 𝜔[×𝑉0, where 𝑉0 =
{︀
(𝑣1, 𝑣2) : |𝑣𝑖| ≤ 1

2 ,

𝑖 = 1, 2}, and the number 𝑡0 (taking into account (3.1), (3.2)) is chosen in such
a way that 𝑌 (𝑡, 𝑣1) ∈ Δ𝑌0(𝑏) for 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ and |𝑣1| ≤ 1

2 ; 𝑌
[1](𝑡, 𝑣2) ∈ Δ𝑌1 at

𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ and |𝑣2| ≤ 1
2 ; 𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼(𝑡) ∈ Δ𝑍0 at 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[.

By virtue of the limit equality (1.4), we have

lim
𝑡↑𝜔

𝐻(𝑡) = ±∞. (3.29)

Moreover, the second of conditions (3.3) implies

lim
𝑡↑𝜔

𝑞(𝑡) =
𝜆0

𝜆0 − 1
. (3.30)

A consequence of condition (3.23) is the limit equaty

lim
𝑡↑𝜔

𝑘(𝑡)
√︀
|𝐻(𝑡)| = lim

𝑡↑𝜔

(︂
𝜆0

𝜆0 − 1
− 𝑞(𝑡)

)︂√︀
|𝐻(𝑡)| = 0.

Then, taking into account (1.4), (3.29), (3.30)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡) (𝑌 (𝑡, 𝑣1))
′
𝑡

𝑌 (𝑡, 𝑣1)
= lim

𝑡↑𝜔
𝑞(𝑡) + lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝐻

′(𝑡)𝑣1

𝐻2(𝑡)

(︂
1 +

𝑣1
𝐻(𝑡)

)︂ =

= lim
𝑡↑𝜔

𝑞(𝑡)

⎛⎜⎝1−
(︂

1
𝐻(𝑡)

+
𝜙′′
0 (𝑌 (𝑡))𝜙0 (𝑌 (𝑡))

(𝜙′
0 (𝑌 (𝑡))2

− 1

)︂
𝑣1

1 +
𝑣1
𝐻(𝑡)

⎞⎟⎠ = 𝜆0
𝜆0 − 1

unformly in |𝑣1| ≤ 1
2 .

Also, in view of (1.4), (3.29), (3.23), we obtain
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lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)
(︁
𝑌 [1](𝑡, 𝑣2)

)︁′
𝑡

𝑌 [1](𝑡, 𝑣2)
= lim

𝑡↑𝜔
𝑞(𝑡)− 1− 𝑣2

2 lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐻
′(𝑡)

𝐻(𝑡)
√︀
|𝐻(𝑡)|

= 1
𝜆0 − 1

+

+ lim
𝑡↑𝜔

𝑣2

2

(︃
1 +

𝑣2√︀
|𝐻(𝑡)|

)︃ (︂ 𝑞(𝑡)√︀
|𝐻(𝑡)|

+ sign𝐻(𝑡)
√︀
|𝐻(𝑡)|𝑘(𝑡)

)︂
= 1
𝜆0 − 1

unformly in |𝑣2| ≤ 1
2 .

Also, due to Definition 1.2

lim
𝑡↑𝜔

𝑓
(︁
𝑡, 𝑌 (𝑡, 𝑣1), 𝑌

[1](𝑡, 𝑣2)
)︁

𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0 (𝑌 (𝑡, 𝑣1))
= 1 unformly in (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝑉0,

those we can write

𝑓
(︁
𝑡, 𝑌 (𝑡, 𝑣1), 𝑌

[1](𝑡, 𝑣2)
)︁

𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0 (𝑌 (𝑡, 𝑣1))
= 1 +𝑅1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2), (3.31)

where lim
𝑡↑𝜔

𝑅1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) = 0 unformly in (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝑉0.

Next, consider the relationship
𝜙0 (𝑌 (𝑡, 𝑣1))
𝜙0 (𝑌 (𝑡))

.

By Lemma 2.2

lim
𝑡↑𝜔

𝜙0 (𝑌 (𝑡, 𝑣1))
𝜙0 (𝑌 (𝑡))

= lim
𝑡↑𝜔

𝜙0

(︂
𝑌 (𝑡) +

𝜙0(𝑌 (𝑡))𝑣1
𝜙′
0(𝑌 (𝑡))

)︂
𝜙0 (𝑌 (𝑡))

= 𝑒𝑣1 , that’s why
𝜙0 (𝑌 (𝑡, 𝑣1))
𝜙0 (𝑌 (𝑡))

=

1 + 𝑣1 +𝑅(𝑡, 𝑣1),

where

𝑅(𝑡, 𝑣1) =
𝜙0 (𝑌 (𝑡, 𝑣1))
𝜙0 (𝑌 (𝑡))

− 1− 𝑣1, lim
𝑡↑𝜔

𝑅(𝑡, 𝑣1) = 0 unformly in |𝑣1| ≤ 1
2 .

Moreover, it is easy to see that 𝑅′
𝑣1(𝑡, 𝑣1) =

𝜙′
0

(︂
𝑌 (𝑡) +

𝜙0(𝑌 (𝑡))𝑣1
𝜙′
0(𝑌 (𝑡))

)︂
𝜙′
0 (𝑌 (𝑡))

− 1.

Here 𝜙′
0 ∈ Γ(𝑌0, 𝑍0) with complementary function 𝑔(𝑦) =

𝜙0(𝑦)
𝜙′
0(𝑦)

. Hence,

by Lemma 2.2

lim
𝑡↑𝜔

𝑅′
𝑣1(𝑡, 𝑣1) = 𝑒𝑣1 − 1 or 𝑅′

𝑣1(𝑡, 𝑣1) = 𝑣1 + 𝑟(𝑡, 𝑣1), lim
𝑡↑𝜔

𝑟(𝑡, 𝑣1) = 0

unformly in

|𝑣1| ≤ 1
2 . Hence, for any 𝜀 > 0 there also exist 𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[ and 𝛿 ∈]0, 12 ] such

that |𝑅′
𝑣1(𝑡, 𝑣1)| ≤ 𝜀 at 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[, 𝑣1 ∈ [−𝛿, 𝛿].

Therefore, the function 𝑅 satisfies the Lipschitz condition in terms of the

variable 𝑣1 with the Lipschitz constant𝜀, we have the estimate (taking into
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account 𝑅(𝑡, 0) = 0)

|𝑅(𝑡, 𝑣1)| ≤ 𝜀|𝑣1| at 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ and 𝑣1 ∈ [−𝛿, 𝛿].

Moreover, if we use the Maclaurin formula with a remainder term in the La-

grange form up to a term of the second order, we can write

𝑅(𝑡, 𝑣1) =
1
2
𝜙0(𝑌 (𝑡))

(𝜙′
0(𝑌 (𝑡))2

𝜙′′
0

(︂
𝑌 (𝑡) +

𝜙0(𝑌 (𝑡))
𝜙′
0(𝑌 (𝑡))

𝜉

)︂
𝑣21, where |𝜉| ≤ |𝑣1|.

In view of (1.4)

𝜙′′
0

(︂
𝑌 (𝑡) +

𝜙0(𝑌 (𝑡))
𝜙′
0(𝑌 (𝑡))

𝜉

)︂
=

(︂
𝜙′
0

(︂
𝑌 (𝑡) +

𝜙0(𝑌 (𝑡))

𝜙′
0(𝑌 (𝑡))

𝜉

)︂)︂2

𝜙0

(︂
𝑌 (𝑡) +

𝜙0(𝑌 (𝑡))

𝜙′
0(𝑌 (𝑡))

𝜉

)︂ (1 + 𝑟1(𝑡, 𝑣1)),

where

lim
𝑡↑𝜔

𝑟1(𝑡, 𝑣1) = 0 unformly in |𝑣1| ≤ 1
2 . Further, taking into account that

𝜙0, 𝜙
′
0 ∈ Γ(𝑌0, 𝑍0) have the complementary function 𝑔(𝑦) =

𝜙0(𝑦)
𝜙′
0(𝑦)

, based on

Lemma 2.2, we have

𝜙′′
0

(︂
𝑌 (𝑡) +

𝜙0(𝑌 (𝑡))
𝜙′
0(𝑌 (𝑡))

𝜉

)︂
=

(𝜙′
0 (𝑌 (𝑡)))2

𝜙0 (𝑌 (𝑡))
𝑒𝜉 (1 + 𝑟2(𝑡, 𝑣1)), where lim

𝑡↑𝜔
𝑟2(𝑡, 𝑣1) =

0

unformly in |𝑣1| ≤ 1
2 .

Therefore

𝑅(𝑡, 𝑣1) =
1

2
𝑒𝜉 (1 + 𝑟1(𝑡, 𝑣1)) (1 + 𝑟2(𝑡, 𝑣1)) 𝑣

2
1. (3.32)

Hence, for any 𝜀 > 0 there also exist 𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[ and 𝛿 ∈]0, 12 ] such that

|𝑅(𝑡, 𝑣1)| ≤ (1 + 𝜀) |𝑣21| as 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[, 𝑣1 ∈ [−𝛿, 𝛿]. (3.33)

Having chosen an arbitrary 𝜀 system (3.28) we will further consider it on the

set 𝐷1 = [𝑡1, 𝜔[×𝑉1, where 𝑉1 = {(𝑣1, 𝑣2) : |𝑣𝑖| ≤ 𝛿, 𝑖 = 1, 2}.
We now rewrite system (3.28) in the form⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑣′1 =

√︀
|𝐻(𝑡)|
𝜋𝜔(𝑡)

[𝑓1(𝑡) + 𝑐11(𝑡)𝑣1 + 𝑐12(𝑡)𝑣2] ,

𝑣′2 =

√︀
|𝐻(𝑡)|
𝜋𝜔(𝑡)

[𝑓2(𝑡) + 𝑐21(𝑡)𝑣1 + 𝑐22(𝑡)𝑣2 + 𝑉1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) + 𝑉2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2)] ,

(3.34)
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where

𝑓1(𝑡) =
(︁

𝜆0
𝜆0 − 1

− 𝑞(𝑡)
)︁√︀
|𝐻(𝑡)| sign𝐻(𝑡), 𝑐11(𝑡) =

√︀
|𝐻(𝑡)| sign𝐻(𝑡)𝑘(𝑡),

𝑐12(𝑡) =
𝜆0 sign𝐻(𝑡)
𝜆0 − 1

, 𝑓2(𝑡) =
𝑞(𝑡)
𝜆0

+ 1− 𝑞(𝑡), 𝑐21(𝑡) =
𝑞(𝑡)
𝜆0

;

𝑐22(𝑡) =

(︂
1− 𝑞(𝑡)

2 +
𝐻(𝑡)𝑘(𝑡)

2

)︂
1√︀
|𝐻(𝑡)|

, 𝑉1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) =
𝑞(𝑡)
𝜆0

𝑅1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2)(1 + 𝑣1),

𝑉2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) =
𝑞(𝑡)
2𝜆0

(1 +𝑅1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2)) 𝑒
𝜉 (1 + 𝑟1(𝑡, 𝑣1)) (1 + 𝑟2(𝑡, 𝑣1)) 𝑣

2
1.

Here, in view of (3.23), (3.29), (3.30), (3.18), the representation of the function

𝑅1, we have

lim
𝑡↑𝜔

𝑓1(𝑡) = 0, lim
𝑡↑𝜔

𝑓2(𝑡) = 0, lim
𝑡↑𝜔

𝑐11(𝑡) = 0, lim
𝑡↑𝜔

𝑐12(𝑡) =
𝜆0𝜇0𝜇2
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝑐21(𝑡) =

= 1
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

ℎ(𝑡) = ±∞, lim
𝑡↑𝜔

𝑉1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) = 0 unformly in (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝑉1,

lim
|𝑣1|+|𝑣2|→0

𝑉2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2)
|𝑣1|+ |𝑣2|

= 0 unformly in 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[.

(3.35)

In this case, the limit matrix of coefficients for 𝑣1, 𝑣2 has the form⎛⎝ 0
𝜆0𝜇0𝜇2
𝜆0 − 1

1
𝜆0 − 1

0

⎞⎠ ,

whose characteristic equation

𝜌2 − 𝜆0𝜇0𝜇2

(𝜆0 − 1)2
= 0. (3.36)

Note that sign(𝜇0𝜇2𝜆0) = 𝛼0𝜇2 ∈ {−1, 1}. If we assume that 𝛼0𝜇2 = 1

and (3.18) exists then Eq. (3.36) has two different roots of different signs and,

therefore, according to Theorem 2.2 in [4], system (3.34) has a one-parameter

family of solutions (𝑣1, 𝑣2) : [𝑡2, 𝜔[→ 𝑅2 (𝑡2 ∈ [𝑡1, 𝜔[) vanishing at 𝑡 ↑ 𝜔. By

virtue of the transformation (3.27), each such system solution 𝑦 : [𝑡2, 𝜔[→ 𝑅

corresponds to a solution 𝑦 : [𝑡2, 𝜔[→ 𝑅 of Eq. (1.1) that admits the asymptotic

representations (3.24) for 𝑡 ↑ 𝜔.
Now consider the situation when 𝛼0𝜇2 = −1. In this case, the characteristic

equation (3.36) has two complex conjugate roots. In order to be able to use

the theorem (2.2) of [4], we apply two transformations to the system (3.34) in
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succession. Let’s set the first one like this:

𝑣1(𝑡) = 𝑤1(𝜏), 𝑣2(𝑡) = 𝑤2(𝜏) +
𝑐
𝜏 𝑤1(𝜏), 𝜏(𝑡) = 𝛽ℎ(𝑡),

𝛽 = sign(𝜋𝜔(𝑡)) =

{︃
1 if 𝜔 = +∞,
−1 if 𝜔 < +∞,

(3.37)

where the constant 𝐶 will be chosen later. Note that

𝜏(𝑡1) = 0, 𝜏 ′(𝑡) > 0 at 𝑡 ∈]𝑡1, 𝜔[ lim
𝑡↑𝜔

𝜏(𝑡) = +∞

Transformation (3.37) will bring system (3.34) to the form⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑤′
1 = 𝛽

[︂
𝑔1(𝜏) +𝑚11(𝜏)𝑤1 −

|𝜆0|
𝜆0 − 1

𝑤2

]︂
,

𝑤′
2 = 𝛽

[︁
𝑔2(𝜏) +

𝑤1
𝜆0 − 1

+𝑚21(𝜏)𝑤1 +𝑚22(𝜏)𝑤2 +𝑊1(𝜏, 𝑤1, 𝑤2) +𝑊2(𝜏, 𝑤1, 𝑤2)
]︁
,

(3.39)

where

𝑔1(𝜏(𝑡)) = 𝑓1(𝑡), 𝑚11(𝜏(𝑡)) = 𝑐11(𝑡)−
|𝜆0|
𝜆0 − 1

𝐶
𝜏(𝑡)

, 𝑔2(𝜏(𝑡)) = 𝑓2(𝑡)− 𝐶
𝜏(𝑡)

𝑓1(𝑡),

𝑚21(𝜏(𝑡)) = 𝑐21(𝑡)− 1
𝜆0 − 1

+ 𝐶
𝜏(𝑡)

(𝑐22(𝑡)− 𝑐11(𝑡)) + 𝐶𝛽
𝜏2(𝑡)

+
𝐶2|𝜆0|

𝜏2(𝑡)(𝜆0 − 1)
,

𝑚22(𝜏(𝑡)) = 𝑐22(𝑡) +
𝐶|𝜆0|

𝜏(𝑡)(𝜆0 − 1)
, 𝑊𝑖(𝜏(𝑡), 𝑤1, 𝑤2) = 𝑉𝑖(𝑡, 𝑤1, 𝑤2 +

𝑐
𝜏 𝑤1) (𝑖 = 1, 2).

Here according to (3.29), (3.30), (3.35)

lim
𝜏→+∞

𝑔𝑖(𝜏) = 0, lim
𝜏→+∞

𝑚𝑖𝑖(𝜏) = 0 (𝑖 = 1, 2), lim
𝜏→+∞

𝑚21(𝜏) = 0,

lim
𝜏→+∞

𝑊1(𝜏, 𝑤1, 𝑤2) = 0 unformly in (𝑤1, 𝑤2) ∈ 𝑉1,

lim
|𝑤1|+|𝑤2|→0

𝑊2(𝜏, 𝑤1, 𝑤2)
|𝑤1|+ |𝑤2|

= 0 unformly in 𝜏 ∈ [0,+∞[.

(3.40)

For further evaluations, we need to know the behavior of some expressions.

It is easy to see that for 𝛾 = const, the function

√︃⃒⃒⃒⃒
𝜙′
0(𝑦)

𝑦𝜙0(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
is regularly varying

𝛾 − 1
2 order for 𝑦 → 𝑌0, because

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦

(︃√︃⃒⃒⃒⃒
𝜙′
0(𝑦)

𝑦𝜙0(𝑦)

⃒⃒⃒⃒)︃′

⎯⎸⎸⎷⃒⃒⃒⃒⃒ 𝜙
′
0(𝑦)

𝑦𝜙0(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒

= lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦

(︂
𝜙′
0(𝑦)

𝑦𝜙0(𝑦)

)︂′

2
𝜙′
0(𝑦)

𝑦𝜙0(𝑦)

= lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

(︂
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︂′
− 𝜙′

0(𝑦)

𝑦𝜙0(𝑦)

2
𝜙′
0(𝑦)

𝑦𝜙0(𝑦)

=

𝛾 − 1
2 .
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Further, based on the form of the functions 𝐻, 𝑞, ℎ, (3.29), (3.30), (3.3), it is

easy to verify by L’Hospital’s rule that

lim
𝑡↑𝜔

ℎ(𝑡)

𝑌 (𝑡)∫︀
𝑌 (𝑡1)

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑧𝜙′

0(𝑧)
𝜙0(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑧
𝑧

= lim
𝑡↑𝜔

𝑡∫︀
𝑡1

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑌 (𝑠)𝜙′

0(𝑌 (𝑠))
𝜙0(𝑌 (𝑠))

⃒⃒⃒⃒
𝑌 ′(𝑠)

𝑌 (𝑠)𝑞(𝑠)
𝑑𝑠

𝑌 (𝑡)∫︀
𝑌 (𝑡1)

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑧𝜙′

0(𝑧)
𝜙0(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑧
𝑧

= lim
𝑡↑𝜔

1

𝑞(𝑡)
=
𝜆0 − 1

𝜆0
.

(3.41)

Using the representation of a regularly varying function and the properties of

slowly varying functions, from the last limit equality at 𝑡 ↑ 𝜔 we have

ℎ(𝑡) ∼ 1

𝑞(𝑡)

𝑌 (𝑡)∫︁
𝑌 (𝑡1)

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑧𝜙′

0(𝑧)

𝜙0(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑧

𝑧
∼ 𝜆0 − 1

𝜆0

2

𝛾 + 1

√︀
|𝐻(𝑡)|. (3.42)

Now we can find

lim
𝜏→+∞

𝜏(𝑚22(𝜏) +𝑚11(𝜏)) = lim
𝑡↑𝜔

𝛽ℎ(𝜏(𝑡))(𝑐22(𝑡) + 𝑐11(𝑡)) = lim
𝑡↑𝜔

𝛽
ℎ(𝜏(𝑡))√︀
|𝐻(𝜏(𝑡))|

×

×
(︂
1− 𝑞(𝜏(𝑡))

2 +
3𝑘(𝜏(𝑡))𝐻(𝜏(𝑡))

2

)︂
=
𝛽(𝜆0 − 2 + 3𝜆0𝛾)

𝜆0(𝛾 + 1)
.

(3.43)

It is also possible to choose a constant 𝐶 in such a way that 𝜏(𝑚22(𝜏)−𝑚11(𝜏))

as 𝜏 → +∞ tends to zero. Really,

lim
𝜏→+∞

𝜏(𝑚22(𝜏)−𝑚11(𝜏)) = lim
𝑡↑𝜔

𝛽ℎ(𝜏(𝑡))

(︂
𝑐22(𝑡)− 𝑐11(𝑡) +

2|𝜆0|𝐶
(𝜆0 − 1)𝜏(𝑡)

)︂
=

lim
𝑡↑𝜔

𝛽
ℎ(𝜏(𝑡))√︀
|𝐻(𝜏(𝑡))|

(︂
1− 𝑞(𝜏(𝑡))

2 − 𝑘(𝜏(𝑡))𝐻(𝜏(𝑡))
2

)︂
+
2|𝜆0|𝐶
𝜆0 − 1

=
𝛽(𝜆0 − 𝜆0𝛾 − 2)

𝜆0(𝛾 + 1)

+
2|𝜆0|𝐶
𝜆0 − 1

.

Thus, choosing at 𝛾 ̸= −1

𝐶 =
𝛽(𝜆0 − 1)(𝜆0𝛾 + 2− 𝜆0)

2|𝜆0|𝜆0(𝛾 + 1)
(3.44)

we get

lim
𝜏→+∞

𝜏(𝑚22(𝜏)−𝑚11(𝜏)) = 0. (3.45)

Also taking into account (3.38), (3,23), (3.42), (3.45)

lim
𝜏→+∞

𝜏𝑚21(𝜏) = 0. (3.46)
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If 𝛾 = ±∞ then due to (3.22)

lim
𝜏→+∞

𝜏(𝑚22(𝜏)+𝑚11(𝜏)) =
3𝛽

2
lim

𝜏→+∞

𝑌 (𝑡)

(︂
𝜙′(𝑌 (𝑡))

𝜙(𝑌 (𝑡))

)︂
𝜙′(𝑌 (𝑡))

𝜙(𝑌 (𝑡))

𝑌 (𝑡)∫︁
𝑌 (𝑡1)

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑧𝜙′

0(𝑧)

𝜙0(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑧

𝑧√︃⃒⃒⃒⃒
𝑌 (𝑡)𝜙′

0(𝑌 (𝑡))
𝜙0(𝑌 (𝑡))

⃒⃒⃒⃒ = 3𝛽,

(3.47)

lim
𝜏→+∞

𝜏(𝑚22(𝜏)−𝑚11(𝜏)) =
2|𝜆0|𝐶
𝜆0 − 1

− 𝛽

and the constant 𝐶 can be chosen as

𝐶 =
𝛽(𝜆0 − 1)

2|𝜆0|
, (3.48)

(3.46) is hold at 𝛾 = ±∞. We now apply to system (3.39) the transformation

⎛⎜⎝ 𝑤1(𝜏)

𝑤2(𝜏)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜏) −𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜏)

𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜏)√︀
|𝜆0|

𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜏)√︀
|𝜆0|

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

𝑧1(𝜏)
𝜏

𝑧2(𝜏)
𝜏

⎞⎟⎟⎠ (3.49)

where 𝛼 =
𝛽
√︀
|𝜆0|

𝜆0 − 1
. Let’s get the system

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑧′1 = 1

𝜏 [𝐹1(𝜏) + 𝑏11(𝜏)𝑧1 + 𝑏12(𝜏)𝑧2 + 𝑍11(𝜏, 𝑧1, 𝑧2) + 𝑍12(𝜏, 𝑧1, 𝑧2)] ,

𝑧′2 = 1
𝜏 [𝐹2(𝜏) + 𝑏21(𝜏)𝑧1 + 𝑏22(𝜏)𝑧2 + 𝑍21(𝜏, 𝑧1, 𝑧2) + 𝑍22(𝜏, 𝑧1, 𝑧2)] ,

(3.50)
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where

𝐹1(𝜏) = 𝛽𝜏2
(︁
𝑔1(𝜏)𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜏) +

√︀
|𝜆0|𝑔2(𝜏)𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜏)

)︁
,

𝐹2(𝜏) = 𝛽𝜏2
(︁
−𝑔1(𝜏)𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜏) +

√︀
|𝜆0|𝑔2(𝜏)𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜏)

)︁
,

𝑏11(𝜏) = 1 + 𝛽𝜏
2 (𝑚11(𝜏) +𝑚22(𝜏) + (𝑚11(𝜏)−𝑚22(𝜏))𝑐𝑜𝑠(2𝛼𝜏)+

+
√︀
|𝜆0|𝑚21(𝜏)𝑠𝑖𝑛(2𝛼𝜏)

)︁
,

𝑏12(𝜏) =
𝛽𝜏
2

(︁
(𝑚22(𝜏)−𝑚11(𝜏))𝑠𝑖𝑛(2𝛼𝜏)− 2

√︀
|𝜆0|𝑚21(𝜏)𝑠𝑖𝑛

2(𝛼𝜏)
)︁
,

𝑏21(𝜏) =
𝛽𝜏
2

(︁
(𝑚22(𝜏)−𝑚11(𝜏))𝑠𝑖𝑛(2𝛼𝜏)− 2

√︀
|𝜆0|𝑚21(𝜏)𝑐𝑜𝑠

2(𝛼𝜏)
)︁
,

𝑏22(𝜏) = 1 + 𝛽𝜏
2 (𝑚11(𝜏) +𝑚22(𝜏) + (𝑚22(𝜏)−𝑚11(𝜏))𝑐𝑜𝑠(2𝛼𝜏)−

−
√︀
|𝜆0|𝑚21(𝜏)𝑠𝑖𝑛(2𝛼𝜏)

)︁
,

𝑍1𝑖(𝜏, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
√︀
|𝜆0|𝜏2𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜏)×

×𝑊𝑖(𝜏,
𝑧1
𝜏 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜏)−

𝑧2
𝜏 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜏),

𝑧1√
|𝜆0| 𝜏

𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜏) + 𝑧2√
|𝜆0| 𝜏

𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜏)) (𝑖 = 1, 2),

𝑍2𝑖(𝜏, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
√︀
|𝜆0|𝜏2𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜏)×

×𝑊𝑖(𝜏,
𝑧1
𝜏 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜏)−

𝑧2
𝜏 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜏),

𝑧1√
|𝜆0| 𝜏

𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜏) + 𝑧2√
|𝜆0| 𝜏

𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜏)) (𝑖 = 1, 2).

Now, based on conditions (3.25), (3.43) - (3.48), we note that

lim
𝜏→+∞

𝐹𝑖(𝜏) = 0 (𝑖 = 1, 2), lim
𝜏→+∞

𝑏12(𝜏) = 0, lim
𝜏→+∞

𝑏21(𝜏) = 0,

lim
𝜏→+∞

𝑏11(𝜏) = lim
𝜏→+∞

𝑏22(𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
3𝜆0 − 2 + 5𝜆0𝛾
2𝜆0(𝛾 + 1)

at 𝛾 = const ̸= −1,

5
2 at 𝛾 = ±∞.

In addition, according to (3.40), the boundedness of the functions sine, cosine

lim
|𝑧1|+|𝑧2|→0

𝑍𝑖2(𝜏, 𝑤1, 𝑤2)
|𝑧1|+ |𝑧2|

= 0 unformly in 𝜏 ∈ [0,+∞[ (𝑖 = 1, 2).

(3.51)

Moreover,

lim
𝜏→+∞

𝑍1𝑖(𝜏, 𝑧1, 𝑧2) = 0 unformly in (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝑉1 (𝑖 = 1, 2). (3.52)

Then it follows from Theorem 2.2 in [4] that system (3.50) in each of the

cases |𝛾| < +∞, 𝛾 ̸= −1, 3𝜆0 − 2 + 5𝜆0𝛾 ̸= 0 or 𝛾 = ±∞ has at least one
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solution (𝑧1, 𝑧2) : [𝜏*,+∞[→ 𝑅2 (𝜏* ∈ [0,+∞[) tending to zero as 𝜏 → +∞.

Also the inequality 𝜆0(𝛾 + 1)(3𝜆0 − 2 + 5𝜆0𝛾) < 0 is satisfied, there exists

a two-parameter family of such solutions. According to the transformations

(3.27), (3.34), (3.37), (3.49) each of these solutions corresponds to a solution

of equation (1.1), for which the asymptotic representations (3.26) are valid for

𝑡 ↑ 𝜔.
The theorem is completely proven.

For instance, the differential equation 𝑦′′ =
𝑘∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖0𝑝𝑖(𝑡)𝜙𝑖0(𝑦), where there

is 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑘} such that 𝑝𝑗(𝑡) =
|𝑐𝜆0|

(𝜆0 − 1)2
|𝜋𝜔(𝑡)|

𝜆0
𝜆0−1

−2

𝜙𝑗0

(︂
|𝜋𝜔(𝑡)|

𝜆0
𝜆0−1

)︂ , lim
𝑡↑𝜔

𝑝𝑖(𝑡)
𝑝𝑗(𝑡)

= 0

(𝑗 ∈ {1, ..., 𝑘}, 𝑖 ̸= 𝑗), lim
𝑦−→𝑌𝑜
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙𝑖0(𝑦)
𝜙𝑗0(𝑦)

= 1 (𝑗 ∈ {1, ..., 𝑘}), 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑐𝜇0 > 0

satisfies the conditions of Theorem 1, Theorem 2 as 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1}. Here

𝑌 (𝑡) = 𝑐|𝜋𝜔(𝑡)|
𝜆0

𝜆0−1 , 𝐻(𝑡) =
𝑌 (𝑡)𝜙′

𝑗0 (𝑌 (𝑡))

𝜙𝑗0 (𝑌 (𝑡))
.

Conclusion

In this paper, for essentially nonlinear nonautonomous differential equa-

tions of the second order in a sense, closed to two-term equations with rapidly

varying nonlinearity with respect to the desired function, necessary and also

sufficient conditions of existence and asymptotic representations of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)−
solutions for 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} at 𝑡 ↑ 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) are established. In the future,

it will be of interest to obtain similar results in the cases 𝜆0 = 1, 𝜆0 = 0.
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Про асимптотичнi зображення одного класу розв’язкiв диференцiальних рiв-

нянь другого порядку

Резюме

Для диференцiального рiвняння другого порядку загального виду 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), де

𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 × Δ𝑌1 −→ R – неперервна функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, Δ𝑌𝑖 – односто-

роннiй окiл 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈ {0, 1}) розглянуто питання iснування розв’язкiв, для

яких lim
𝑡↑𝜔
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ON SPECIAL 2F-PLANAR MAPPINGS OF PSEUDO-RIEMANNIAN
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Some questions of the theory of 2𝐹 -planar mappings of manifolds endowed with an affine

structure of a certain type are considered. We have proved that these mappings can be of

three types: complete (of the fundamental type) and canonical of types I and II.

Previously, we studied in detail the complete and canonical 2𝐹 -planar mappings of the

first type. In this article, we consider the main questions for canonical 2𝐹 -planar mappings
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Theorems were proved that give a regular method that allows for any pseudo-Riemannian

space with an absolutely parallel 𝑓 -structure (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) either to find all spaces (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ),

on which 𝑉𝑛 admits a canonical 2𝐹 -planar mapping of the second type, or to prove that there

are no such spaces.

In particular, we showed that a pseudo-Riemannian space with an absolutely parallel

𝑓 -structure, in which there is a concircular or quasi-concircular vector field, admits a non-
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1. Introduction

In the works [3; 4] we considered 2𝐹"=planar mappings ([2]) which are

a natural generalization of geodesic mappings ([1]) of affine-connected and

Riemannian spaces, as well as holomorphically"=projective and 𝐹"=planar

([7; 9]) mappings of manifolds endowed with a certain type affinor structure.

In [2] the concept of 2𝐹"=planar mapping (2𝐹PM) of affinely connected

spaces was introduced and it was shown that 2𝐹PM between the spaces

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ) with metric tensors 𝑔𝑖𝑗 , 𝑔𝑖𝑗 and affinor structures

𝐹 ℎ𝑖 , 𝐹
ℎ
𝑖 , respectively, necessarily preserves the structure.

In other words, in the common with respect to the mapping coordinate

system (𝑥𝑖) we have

𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) = 𝐹
ℎ
𝑖 (𝑥), ℎ, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

In [2], 2𝐹PMs of pseudo-Riemannian spaces with a structure of the form

𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝛽 𝐹

𝛽
𝑖 = 𝛿ℎ𝑖

were also researched.

Continuing the study of 2𝐹PM in [3], we found out that a pseudo-Riemannian

space with an absolutely parallel 𝑓"=structure is a product of two spaces, one

of which is Kahler, and also that the class of pseudo-Riemannian spaces with

an absolutely parallel 𝑓"=structure is closed with respect to the considered

mappings. It was also shown that under the condition of covariant constancy

of the 𝑓"=structure, non-trivial 2𝐹"=planar mappings can be of three types:

complete and canonical of type I, II.

In [3] it is proved that 2𝐹PM, depending on the type, induces on the

product components, which represent the mapped spaces, a geodesic [1], holo-

morphic"=projective [9] or affine [1] mapping.

In [4] we constructed geometric objects invariant with respect to the consid-

ered mappings, identified classes of pseudo-Riemannian spaces with absolutely

parallel 𝑓"=structure that admit 2𝐹PM (of the main type and canonical) onto

a flat space, and obtained their metrics in a special coordinate system.

In [5] we considered the basic questions of the theory of 2𝐹PM of the

main type. Theorems have been proved that give a regular method that al-

lows for any pseudo-Riemannian space with absolutely parallel 𝑓"=structure
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(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) to either find all spaces (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ) onto which 𝑉𝑛 admits a

2𝐹"=planar mapping of the main type, or to prove that there are no such

spaces.

The study is carried out in tensor form, locally, in the class of real rather

smooth, and in the general case analytic functions.

Main Results

2. 2𝐹PMs of pseudo-Riemannian spaces with absolutely

parallel 𝑓"=structure

1∘. Consider the pseudo-Riemannian spaces (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 ℎ𝑖 ) and (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ),

in which affinor structures are given. In the common with respect to the map-

ping coordinate system (𝑥𝑖) 2𝐹"=planar mapping

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )

2𝐹𝑃𝑀−→ (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ),

is characterized by the fundamental equations [2]:

Γ
ℎ
𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ𝑖𝑗(𝑥) + 𝜓(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 𝜑(𝑖

1

𝐹 ℎ𝑗) + 𝜎(𝑖

2

𝐹 ℎ𝑗), (1)

𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) = 𝐹
ℎ
𝑖 (𝑥), (2)

where
1

𝐹 ℎ𝑖 = 𝐹 ℎ𝑖 ,
2

𝐹 ℎ𝑖 = 𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 .

Γℎ𝑖𝑗 ,Γ
ℎ
𝑖𝑗 are the Christoffel symbols of 𝑉𝑛, 𝑉 𝑛, respectively; 𝜓𝑖(𝑥), 𝜑𝑖(𝑥), 𝜎𝑖(𝑥)

are certain covectors; brackets (𝑖, 𝑗) denote the symmetrization with respect

to the corresponding indices; comma «,» is a sign of the covariant derivative

in respect to the connection of 𝑉𝑛.

2𝐹PM is considered trivial when 𝜓𝑖 = 𝜑𝑖 = 𝜎𝑖 = 0.

We will assume that the affinor 𝐹 ℎ𝑖 defines a 𝑓 -structure in (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )

[8],[6], i.e. the following conditions hold

𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝛽 𝐹

𝛽
𝑖 + 𝐹 ℎ𝑖 = 0, 𝑖, ℎ, 𝛼, 𝛽, . . . = 1, 2, . . . , 𝑛, (3)

𝑅𝑔‖𝐹 ℎ𝑖 ‖ = 2𝑘 (2𝑘 < 𝑛).
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If the affine structure is consistent with the metric 𝑉𝑛 and 𝑉 𝑛 in the form

1
𝐹𝑖𝑗 +

1
𝐹𝑗𝑖 = 0,

1

𝐹 𝑖𝑗 +
1

𝐹 𝑗𝑖 = 0, (4)

1
𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼

1

𝐹𝛼𝑗 ,
1

𝐹 𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼
1

𝐹𝛼𝑗 ,

and is absolutely parallel in 𝑉𝑛, i.e.

1

𝐹 ℎ𝑖,𝑗 = 0, (5)

then, as shown in [3], we have
1

𝐹 ℎ𝑖|𝑗 = 0. (6)

Here ”,” and ”|” are the signs of the covariant derivative in 𝑉𝑛 and 𝑉 𝑛,respectively

.

In [3] we found out that under the conditions (3)-(6) between the vectors

𝜓𝑖, 𝜑𝑖, 𝜎𝑖 in the fundamental equations (1) there is a dependence

𝜓𝛼
1

𝐹𝛼𝑖 = 0, 𝜎𝑖 = 𝜓𝑖 − 𝜑𝛼
1

𝐹𝛼𝑖 , 𝜑𝑖 = 𝜎𝛼
1

𝐹𝛼𝑖 , (7)

and also that the condition 𝜎𝑖 = 0 implies 𝜓𝑖 = 𝜑𝑖 = 0, i.e. in this case

2𝐹PM is trivial. Therefore, for nontrivial 2𝐹 -planar mappings (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )

onto (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) with the fundamental equations (1) one of the following

options occurs:

𝐼 𝜓𝑖 = 0, 𝜑𝑖 ̸= 0, 𝜎𝑖 ̸= 0;

𝐼𝐼 𝜓𝑖 ̸= 0, 𝜑𝑖 = 0, 𝜎𝑖 ̸= 0;

𝐼𝐼𝐼 𝜓𝑖 ̸= 0, 𝜑𝑖 ̸= 0, 𝜎𝑖 ̸= 0.

We call the 2𝐹 -planar mapping canonical I(II) type and denote it by

2𝐹PM(I), 2𝐹PM(II) in cases I,II and 2𝐹PM of fundamental type in case III.

Further in this article, we consider only 2𝐹PM(II).

2∘. Let us define an operation of contraction with an affinor, which is

called conjugation with respect to the corresponding indices and is denoted as

follows

𝐴...
𝑖...

= 𝐴...𝛼...
1

𝐹𝛼𝑖 , 𝐴𝑖...... 𝐴
𝛼...
...

1

𝐹 𝑖𝛼,

𝐴...
𝑖...

= 𝐴...𝛼...
2

𝐹𝛼𝑖 , 𝐴𝑖...... = 𝐴𝛼......

2

𝐹 𝑖𝛼 .
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3. Linear equations of the theory of 2𝐹PM(II)

1∘. The pseudo-Riemannian space 𝑉𝑛 with an absolutely parallel 𝑓 -

structure admits a non-trivial mapping

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )

2𝐹𝑃𝑀(𝐼𝐼)−→ (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ),

onto the space 𝑉 𝑛, if and only if in the common with respect to the mapping

coordinate system (𝑥𝑖) the fundamental equations of the considered mapping

have the form:

Γ
ℎ
𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ𝑖𝑗(𝑥) + 𝜓(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 𝜎(𝑖

2

𝐹 ℎ𝑗), (8)

𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) = 𝐹
ℎ
𝑖 (𝑥), (9)

where in accordance with (7)

𝜓𝛼
1

𝐹𝛼𝑖 = 0, 𝜎𝑖 = 𝜓𝑖. (10)

Relations (8) in (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) are the system of nonlinear differential equa-

tions in partial derivatives of the first order with respect to the components of

the tensor 𝑔𝑖𝑗(𝑥) and the vector 𝜓𝑖(𝑥) ̸= 0, under conditions (10).

The modern theory of differential equations does not provide regular meth-

ods for investigating the conditions for the existence and uniqueness of solutions

to this system.

Using methods developed in the theory of geodesic mappings of Riemannian

spaces [1; 9], we reduce the fundamental equations of 2𝐹PM(II) (8) to a form

that allows for efficient investigation.

2∘. From relations (8) and (10) it follows

Γ
𝛼
𝑖𝛼(𝑥) = Γ𝛼𝑖𝛼(𝑥) + (𝑛− 2𝑘 + 1)𝜓𝑖(𝑥),

𝑅𝑔‖𝐹 ℎ𝑖 ‖ = 2𝑘 (2𝑘 < 𝑛),

therefore the vector 𝜓𝑖 is gradient, that is, there exists invariant 𝜓(𝑥) such

that

𝜓𝑖 =
𝜕𝜓(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
. (11)
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Next, since 𝑔𝑖𝑗|𝑘 = 0 in 𝑉 𝑛, equation (1) can be written in an equivalent

form

𝑔𝑖𝑗,𝑘 = 𝜓(𝑖𝑔𝑗)𝑘 + 2𝜓𝑘
2

𝐹 𝑖𝑗 +𝜓(𝑖

2

𝐹 𝑗)𝑘, (12)

where
2

𝐹 𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼
2

𝐹𝛼𝑗 ,

2

𝐹 𝑖𝑗 =
2

𝐹 𝑗𝑖 . (13)

Let us consider a nondegenerate tensor

𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼

(︂
𝑎𝛿𝛼𝑗 + 𝑐

2

𝐹𝛼𝑗

)︂
, (14)

where 𝑎, 𝑐 are some invariants.

After covariant differentiation (14) in 𝑉𝑛 taking into account the conditions

(12) we obtain:

𝑔𝑖𝑗,𝑘 = 𝜑(𝑖𝑔𝑗)𝑘 + 𝜎(𝑖

2

𝐹𝑗)𝑘+𝑇𝑖𝑗𝑘, (15)

where
2

𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼
2

𝐹𝛼𝑗 ,

𝑇𝑖𝑗𝑘 = 𝑔𝑖𝑗(𝑎,𝑘 + 2𝑎𝜓𝑘) +
2

𝐹 𝑖𝑗
(︀
𝑐,𝑘 + 2𝑎𝜓𝑘

)︀
.

We choose the invariants 𝑎 and 𝑐 such that 𝑇𝑖𝑗𝑘 = 0, i.e.

𝑔𝑖𝑗(𝑎,𝑘 + 2𝑎𝜓𝑘) +
2

𝐹 𝑖𝑗
(︀
𝑐,𝑘 + 2𝑎𝜓𝑘

)︀
= 0. (16)

Contracting the obtained relations with
2

𝐹 𝑗𝑘 by the index 𝑗 and comparing the

result with the original equality, we conclude that (16) are equivalent to a

system of first-order partial differential equations

𝑎,𝑘 + 2𝑎𝜓𝑘 = 0,

𝑐,𝑘 + 2𝑎𝜓𝑘 = 0.

This system is completely integrated and its general solution, taking into ac-

count (11), has the form

𝑎 = 𝐶1𝑒
−2𝜓, 𝑐 = 𝐶2 + 𝐶1𝑒

−2𝜓(𝑥),
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𝐶1, 𝐶2 - arbitrary constants. We will be satisfied with any partial solution, for

which

𝑔𝑖𝑗(𝑥) ̸= 𝑎𝑔𝑖𝑗(𝑥), det ‖𝑔𝑖𝑗‖ ≠ 0,

therefore we choose 𝐶1 = 𝐶2 = 1 and thus,

𝑔𝑖𝑗 = 𝑒−2𝜓𝑔𝑖𝛼

(︂
𝛿𝛼𝑗 + (1 + 𝑒2𝜓)

2

𝐹𝛼𝑗

)︂
. (17)

The matrix (𝑔𝑖𝑗) is nondegenerate. It is easy to verify that the tensor

𝑔𝑖𝑗 = 𝑒2𝜓𝑔𝑖𝛼
(︂
𝛿𝑗𝛼 + (1 + 𝑒−2𝜎)

2

𝐹 𝑗𝛼

)︂
(18)

satisfies the condition

𝑔𝑖𝛼𝑔
𝛼𝑗 = 𝛿𝑗𝑖 .

Let us differentiate this identity covariantly in 𝑉𝑛:

𝑔𝑖𝛼,𝑘𝑔
𝛼𝑗 + 𝑔𝑖𝛼𝑔

𝛼𝑗
,𝑘 = 0.

From here we find

𝑔𝑖𝑗,𝑘 = −𝑔𝛼𝛽,𝑘𝑔𝛼𝑖𝑔𝛽𝑗

and, according to (15),(16),

𝑎𝑖𝑗,𝑘 = 𝜆(𝑖
(︀
𝑔𝑗)𝑘 +

2
𝐹 𝑗)𝑘

)︀
, (19)

where

𝑎𝑖𝑗 = 𝑔𝛼𝛽𝑔𝛼𝑖𝑔𝛽𝑗 , (20)

𝜆𝑖 = −𝜓𝛼𝑔𝛼𝛽𝑔𝛽𝑗 . (21)

In view of (10) we have

𝜆𝑖 = 0. (22)

As easy to see, from (4), (20) it follows that the tensor 𝑎𝑖𝑗 satisfies the

conditions

𝑎𝑖𝛼
2

𝐹𝛼𝑗 = 𝑎𝑗𝛼
2

𝐹𝛼𝑖 , det ‖𝑎𝑖𝑗‖ ≠ 0. (23)

Let us contract (19) with 𝑔𝑖𝑗 by indices 𝑖, 𝑗. Then taking into account (22)

it turns out that the vector 𝜆𝑖 is gradient, since
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𝑎𝛼𝛽,𝑘𝑔
𝛼𝛽 = (𝑎𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽),𝑘 = 2𝜆𝑘.

Therefore, if a pseudo-Riemannian space (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) with an absolutely

parallel 𝑓 -structure admits a nontrivial 2𝐹PM(II) onto the space (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ),

i.e., it satisfies (12), (3), (4), (5), then there must exist in it a nonsingular

symmetric tensor 𝑎𝑖𝑗 that satisfies (19)(22),(23) for some nonzero vector 𝜆𝑖.

The converse is also true. In fact, if 𝑎𝑖𝑗 and 𝜆𝑖, satisfy equations (19),(22),

(23), then for

𝑔𝑖𝑗 = 𝑎𝛼𝛽𝑔𝛼𝑖𝑔𝛽𝑗 ,

𝑎𝑖𝛼𝑎
𝛼𝑗 = 𝛿𝑗𝑖

take place (15) when 𝑇𝑖𝑗𝑘 = 0 and 𝜓𝑖 = −𝜆𝛽𝑔𝛽𝛼𝑔𝛼𝑖.
Let Γ̃ℎ𝑖𝑗 be the Christoffel symbols of the second kind derived from the

tensor 𝑔𝑖𝑗 . Given that

2Γ̃𝛼𝑖𝛼 = 𝑔𝛼𝛽
𝜕𝑔𝛼𝛽
𝜕𝑥𝑖

= 𝑔𝛼𝛽(𝑔𝛼𝛽,𝑖 + 2𝑔𝛼𝛾Γ
𝛾
𝛽𝑖),

taking into account (15), (7) we find

𝜓𝑖 = Γ̃𝛼𝑖𝛼 − Γ𝛼𝑖𝛼 (24)

which indicates the gradient of the vector 𝜎𝑖.

But then for the tensor

𝑔𝑖𝑗 = 𝑒−2𝜓𝑔𝑖𝛼

(︂
𝛿𝛼𝑗 + (1 + 𝑒2𝜓)

2

𝐹𝛼𝑗

)︂
from (17) and (15) the conditions (12) follow. Obviously, 𝑔𝑖𝑗 is a metric

tensor of a pseudo-Riemannian space with a completely parallel 𝑓 -structure

(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑗 ).

Thus, the proved

Theorem 1. In order for a pseudo-Riemannian space with an absolutely paral-

lel 𝑓 -structure (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑗 ) to admit 2𝐹PM(II)s, it is necessary and sufficient

that in this space there exists a non-singular, symmetric, doubly covariant ten-

sor 𝑎𝑖𝑗 that satisfies the equations (19), (23) for some vector 𝜆𝑖 ̸= 0, related by

the conditions (22).
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Equations (19) represent a linear form of the fundamental equations of

the theory of canonical 2F-planar mappings of the second type of spaces with

𝑓 -structure.

2∘. A useful corollary follows from the proved theorem. Before formulat-

ing it, let us recall that a Riemannian space (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗), in which there exists a

vector field 𝜉𝑖 ̸= 0, satisfying the equation

𝜉𝑖,𝑗 = 𝜌𝑔𝑖𝑗 (25)

is called equidistant [1; 9]. Such vector fields are called concircular [1; 9]. An

equidistant space is considered to be of the fundamental type when 𝜌 ̸= 0 and

of the special type when (19).

Theorem 2. Every pseudo-Riemannian space with a absolytely parallel 𝑓 -

structure (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
𝑖
𝑗 ) in which there exists a concircular vector field 𝜉𝑖, that

satisfies equation (25) when 𝜌 ̸= 0, admits a nontrivial 2𝐹PM(II) provided

that 𝜉
𝑖
̸= 0.

Indeed, let there exist a vector field 𝜉𝑖 in (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑗 ) satisfying (25) and

𝜉
𝑖
̸= 0. Then for the tensor

𝑎𝑖𝑗 = 𝐶1𝑔𝑖𝑗 + 𝐶2

2
𝐹 𝑖𝑗 + 𝐶3

(︀
𝜉𝑖 + 𝜉

𝑖

)︀(︀
𝜉𝑗 + 𝜉

𝑗

)︀
with such constants 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 ̸= 0, that 𝑎𝑖𝑗 will be non-singular, we have:

𝑎𝑖𝑗,𝑘 = 𝜆(𝑖
(︀
𝑔𝑗)𝑘 +

2
𝐹 𝑗)𝑘

)︀
,

where

𝜆𝑖 = 𝐶3

(︀
𝜉𝑖 + 𝜉

𝑖

)︀
.

By direct verification, we will see that for 𝑎𝑖𝑗 and 𝜆𝑖 ̸= 0, the properties

(22) and (23) hold. Hence by Theorem 3.1 (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
𝑖
𝑗 ) admits 2𝐹PM(II).

3∘. Let us generalize the concept of a concircular vector field. To do this,

we introduce into consideration vector fields that satisfy the conditions

𝜁𝑖,𝑗 = 𝜌1𝑔𝑖𝑗 + 𝜌2
2
𝐹 𝑖𝑗 . (26)

Let us call them quasiconcircular.

It takes place
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Theorem 3. Every pseudo-Riemannian space with a absolutely parallel 𝑓 -

structure (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
𝑖
𝑗 ), in which there exists a quasi-concircular vector field 𝜁𝑖,

that satisfies equation (26), admits a 2𝐹PM(II) under the conditions 𝜌1 ̸=
𝜌2, 𝜌1 ̸= 0, 𝜌2 ̸= 0, 𝜁

𝑖
̸= 0.

Let in (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑗 ) there is a vector field 𝜁𝑖, which satisfies (26) and 𝜌1 ̸=

𝜌2, 𝜌1 ̸= 0, 𝜌2 ̸= 0, 𝜁
𝑖
̸= 0.

Then, by direct calculation, we can verify that the vector field

(𝜌1 − 𝜌2)𝜁𝑖 − 𝜌2𝜁𝑖

is concircular and, therefore, in accordance with Corollary 3.2, our space admits

2𝐹PM(II).

4. Fundamental theorems of the theory of 2𝐹PM(II) of

pseudo-Riemannian spaces with absolutely parallel 𝑓-

structure

1∘. Let us be given a pseudo-Riemannian space with an absolutely paral-

lel 𝑓 -structure (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 ℎ𝑖 ), i.e. we know its metric tensor 𝑔𝑖𝑗(𝑥) and the affinor

of the 𝑓 -structure 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥).The question is whether the space (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) allows

the first type canonical 2𝐹 -planar mappings is reduced to the study of equa-

tions (19) with respect to the tensor 𝑎𝑖𝑗 and the vector 𝜆𝑖 ̸= 0 , which satisfies

the conditions (22), (23).

To do this, let us consider the integrability conditions of the equations (19).

Taking into account the Ricci identity, they have the form:

𝑎𝛼(𝑗𝑅
𝛼
𝑖)𝑘𝑙 = 𝑄(𝑖𝑗)[𝑘𝑙], (27)

where

𝑄𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝑖,𝑙
(︀
𝑔𝑗𝑘 +

2
𝐹 𝑗𝑘

)︀
,

the square brackets denote the operation of alternation by the corresponding

indices.

Hence, using suitable algebraic transformations, we find

(𝑛− 2𝑘)𝜆𝑖,𝑙 = 𝜈

(︂
𝑔𝑖𝑙 +

2
𝐹 𝑖𝑙

)︂
+

(︂
𝑎𝛼𝛽𝑅

𝛼
.𝑖
𝛽
.𝑙 + 𝑎𝑖𝛼𝑅

𝛼
𝑙

)︂
(28)
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where 𝜈 = 𝜆𝛼,𝛽𝑔
𝛼𝛽 – invariant.

In equations (28) new unknown invariant 𝜈 has appeared, for which dif-

ferential conditions must also be found. To do this, we write the integrability

conditions of the last equation:

(𝑛− 2𝑘 + 3)𝜆𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑙𝑘 =

(︂
𝜈,[𝑘 − 𝜆𝛼𝑅𝛼[𝑘

)︂(︂
𝑔𝑙]𝑖 +

2
𝐹 𝑙]𝑖

)︂
−

−𝑎𝛼𝛽
(︂
𝑅𝛼𝑖𝑙𝑘,

𝛽
.
+ 𝛿𝛽𝑖 𝑅

𝛼𝛿
..𝑙𝑘,𝛿

)︂
.

(29)

Hence, by certain algebraic transformations, we find:

(𝑛− 2𝑘 − 1)𝜈,𝑘 = 2(𝑛− 2𝑘 + 1)𝜆𝛼𝑅
𝛼
𝑘 + 𝑎𝛼𝛽

(︂
𝑅𝛼𝑘,

𝛽
.
+𝑅𝛼𝛿𝛽...𝑘,𝛿

)︂
. (30)

Equations (19), (28) and (30) form a closed system of the first order partial

differential equations of Cauchy type with respect to the unknown functions

𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖, 𝜈. Let us denote it by (𝐴). In the theory of differential equations

regular methods have been developed for such systems. Thus, we proved

Theorem 4. In order for a pseudo-Riemannian space with an absolutely par-

allel 𝑓 -structure (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗(𝑥), 𝐹
ℎ
𝑖 (𝑥)) to admit a canonical 2𝐹 -planar mapping

of the second type, it is necessary and sufficient that the system of differential

equations (𝐴) has a nontrivial solution

𝑎𝑖𝑗(𝑥)

(︂
= 𝑎𝑗𝑖(𝑥), det ‖𝑎𝑖𝑗(𝑥‖ ≠ 0

)︂
, 𝜆𝑖 ̸= 0, 𝜈(𝑥),

which satisfies the conditions (23).

2∘. From the theory of differential equations it is known that the system

(𝐴) has at most one solution for each set of Cauchy initial values

𝑎𝑖𝑗(𝑥∘) = 𝑎𝑖𝑗
∘
, 𝜆𝑖(𝑥∘) = 𝜆𝑖

∘
, 𝜈(𝑥∘) = 𝜈

∘
,

therefore the number of arbitrary constants in the general solution of the equa-

tions (𝐴) is limited. Note that this system is not always compatible and the

existence of non-trivial solutions depends on whether the set of integrability

conditions (𝐴) and their differential extensions are compatible.
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The integrality conditions of (19) are obtained from (27) after replacing

the derivative of the vector 𝜆𝑖 with the expressions (28) in the form:

𝑎𝛼𝛽𝑇
𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0, (31)

where

𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙 = 2𝑘(𝑛− 2𝑘)

(︂
𝛿𝛽𝑗 𝑅

𝛼
.𝑖𝑘𝑙 + 𝛿𝛽𝑖 𝑅

𝛼
.𝑗𝑘𝑙

)︂
+

1
𝑇
𝛼𝛽

(𝑖𝑗)[𝑘𝑙],

1
𝑇
𝛼𝛽

𝑖𝑗𝑘𝑙 =

(︂
𝑅𝛼.𝑖𝛾

𝛽
.
−𝑅𝛼𝛾 𝛿

𝛽
𝑖

)︂(︂
2𝑘(𝛿𝛾𝑙 +

2

𝐹 𝛾𝑙 )𝑔𝑗𝑘 + (2𝑘𝛿𝛾𝑙 + 𝑛
2

𝐹 𝛾𝑙 )
2
𝐹𝑗𝑘

)︂
.

.

We obtain the integrability conditions of (28) from (29) after replacing the

derivatives of 𝜈 in them with the expressions (30) in the form:

𝑎𝛼𝛽𝑃
𝛼𝛽
𝑖𝑙𝑘 + (𝑛− 2𝑘 + 3)(𝑛− 2𝑘 − 1)𝜆𝛼𝑄̃

𝛼
𝑖𝑙𝛾

(︂
𝛿𝛾𝑙 +

2

𝐹 𝛾𝑙

)︂
= 0, (32)

where

𝑃𝛼𝛽𝑖𝑙𝑘 =

(︂
𝑅𝛼𝑖𝑘𝛾,

𝛽
.
+ 𝛿𝛽𝑖 𝑅

𝛼𝛿
..𝑘𝛾,𝛿

)︂(︂
𝛿𝛾𝑙 +

2

𝐹 𝛾𝑙

)︂
𝑄̃𝛼𝑖𝑙𝑘 = 𝑔𝛼𝛽𝑔𝑖𝛾𝑄

𝛾
𝛽𝑙𝑘,

𝑄ℎ𝑖𝑙𝑘 = 𝑅ℎ𝑖𝑙𝑘 −
1

𝑛− 2𝑘 − 1

(︂
(𝛿ℎ𝑘 +

2

𝐹 ℎ𝑘 )𝑅𝑖𝑙 − (𝛿ℎ𝑙 +
2

𝐹 ℎ𝑙 )𝑅𝑖𝑘

)︂
, (33)

𝑛− 2𝑘 − 1 ̸= 0, 𝑘 =
1

2
𝑅𝑔‖𝐹 ℎ𝑖 ‖ ≠ 1.

Note that the tensor (33) is invariant under canonical 2𝐹PM of the second

type. It was built by us in [4].

Similarly, the integrability conditions of equations (30) are as follows:

𝑎𝛼𝛽𝑆
𝛼𝛽
𝑘𝑙 + 𝜆𝛼𝐿

𝛼
𝑘𝑙 = 0, (34)

where 𝑆𝛼𝛽𝑘𝑙 and 𝐿𝛼𝑘𝑙 are expressed in a certain way through the internal objects

of 𝑉𝑛. We do not provide them due to their complexity.

Let us denote the integrability conditions of the system (𝐴), which we

present in the form (31),(33),(34), by (𝐵), and their differential extensions by
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(𝐵1),(𝐵2),(𝐵3),. . . As we can see, (𝐵), (𝐵1), (𝐵2), (𝐵3), . . . are a system of

linear homogeneous algebraic equations with respect to 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖, 𝜈 with

coefficients from 𝑉𝑛. Since the number of unknown functions is limited, there

will be a natural number 𝑠 such that (𝐵𝑠) and the following extensions will be

the consequences of (𝐵), (𝐵1), (𝐵2), (𝐵3), . . . ,(𝐵𝑠−1).

From the analytical theory of differential equations, for the system (𝐴)

there is a nontrivial solution in the neighborhood of the point 𝑀∘ if and only

if the system of equations (𝐵), (𝐵1), (𝐵2), (𝐵3), . . . ,(𝐵𝑠−1) have a nontrivial

solution at this point.

True

Theorem 5. In order for a pseudo-Riemannian space with an absolutely paral-

lel 𝑓 -structure
(︀
𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗(𝑥), 𝐹

ℎ
𝑖 (𝑥)

)︀
to admit a canonical 2𝐹 -planar mapping of

the second type, it is necessary and sufficient that the system of homogeneous

algebraic equations (𝐵), (𝐵1), (𝐵2), (𝐵3), . . . ,(𝐵𝑠−1) has in (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) a

nontrivial solution

𝑎𝑖𝑗(𝑥)

(︂
= 𝑎𝑗𝑖(𝑥), det ‖𝑎𝑖𝑗(𝑥‖ ≠ 0

)︂
, 𝜆𝑖(𝑥) ̸= 0, 𝜈(𝑥),

which satisfies the conditions (22),(23).

Conclusion

Theorems 4.1 and 4.2 can be considered as the fundamental theorems of the

theory of the first type canonical 2𝐹 -planar mappings of pseudo-Riemannian

spaces with absolutely parallel 𝑓 -structure, since they give a regular method

that allows for any such space (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 ℎ𝑖 ) either to find all pseudo-Riemannian

spaces (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) onto which 𝑉𝑛 admits 2𝐹PM(II)s, or to prove that there

are no such spaces. However, it should be recognized that for large 𝑛 directly

solving of this problem may be technically quite difficult. Therefore, it is very

important to develop other approaches to studying the problem of the existence

of 2𝐹PM(II) and their features.
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Савченко О. Г., Коновенко Н. Г.

Про спецiальнi 2F-планарнi вiдображення псевдо-рiманових просторiв

з 𝑓-структурою

Резюме

Розглядаються деякi питання теорiї 2𝐹 -планарних вiдображень многовидiв, якi

надiленi афiнорною структурою певного типу. Ми довели, що цi вiдображення можуть

бути трьох видiв: повнi (основного типу) i канонiчнi I, II типiв.

Ранiше ми докладно вивчали повнi та каноничнi першого типу 2𝐹 -планарнi вiд-

ображення. У цiй статтi розглядаються основнi питання для канонiчних 2𝐹 -планарних

вiдображень II типу.

Було доведено теореми, якi дають регулярний метод, що дозволяє для будь-якого

псевдорiманового простору з абсолютно паралельною 𝑓 -структурою (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) або

знайти всi простори (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), на якi 𝑉𝑛 допускає канонiчне 2𝐹 -планарне вiдобра-

ження другого типу, або довести, що таких просторiв немає.

Ми, зокрема, показали, що псевдорiмановий простiр з абсолютно паралельною 𝑓 -

структурою, в якому iснує конциркулярне або квазiконциркулярне векторне поле, до-

пускає нетривiальне канонiчне 2𝐹 -планарне вiдображення другого типу.

Ключовi слова: простiр афiнної зв’язностi, рiмановий простiр, тензор Рiмана, тензор

Рiччi, 𝑓 -структура.
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