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ХРОНIКА

ДО 85-РIЧЧЯ АКАДЕМIКА НАН УКРАЇНИ АНАТОЛIЯ
МИХАЙЛОВИЧА САМОЙЛЕНКА

Видатний математик Анато-
лiй Михайлович Самойленко на-
родився 2 сiчня 1938 р. на Жи-
томирщинi в с. Потiївка, сере-
дню школу закiнчив у м.Малина.
У 1960 р. закiнчив з вiдзнакою
механiко-математичний факультет
Київського державного унiверсите-
ту iменi Т. Г. Шевченка i на за-
прошення академiка Ю.О. Митро-
польського вступив до аспiрантури
Iнституту математики АН УРСР.
Тема його кандидатської дисертацiї
«Застосування асимптотичних ме-
тодiв для дослiдження нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь iз «нерегулярною» правою частиною» вливалася
в науковий напрямок, який саме в той час бурхливо розвивався та набирав
свiтової популярностi — київської школи нелiнiйної механiки, заснованої
академiками М. М. Криловим i М.М. Боголюбовим. У 1963 р. вiдбувся
успiшний захист кандидатської дисертацiї, а вже у 1967 Анатолiй Михай-
лович захистив докторську дисертацiю на тему “Деякi питання теорiї пе-
рiодичних i квазiперiодичних систем”, ставши наймолодшим в Українi до-
ктором наук. Пiсля закiнчення аспiрантури А. М. Самойленко протягом
наступних 11 рокiв працюєв Iнститутi математики АН.
З 1974 р. А. М. Самойленко очолював кафедру iнтегральних та диферен-
цiальних рiвнянь Київського державного унiверситету iменi Т. Г. Шевчен-
ка. Математичний талант i органiзаторськi здiбностi Анатолiя Михайло-
вича здобули йому заслужений авторитет i повагу наукової спiльноти. У
1978 р. Анатолiй Михайлович як визнаний науковець був обраний членом-
кореспондентом АН УРСР. У 1987 р. А.М. Самойленко повернувся до Iн-
ституту математики АН УРСР, який очолив наступного року й залишався

Надiйшла 02.01.2023 © Станжицький О. М., 2023
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незмiнним директором вiдомого математичного центру до останнiх днiв
свого життя – до 4 грудня 2020р. За цейчас Анатолiй Михайлович заре-
комендував себе не тiльки як видатний учений, а й як умiлий органiзатор
науки.
У 1995 р. А. М. Самойленка обрали академiком НАН України, а в 2006-
2020 рр. вiн обiймав посаду академiка-секретаря Вiддiлення математики
НАН України. Анатолiй Михайлович Самойленко також був обраний дiй-
сним членом Європейської академiїнаук (2002), членом-кореспондентом
Accademia Peloritana dei Pericolanti (Мессiна, Сицилiя, 2006) та iноземним
членом АН Республiки Таджикистан (2011).
Науковi результати Анатолiя Михайловича Самойленка з актуальних про-
блем якiсної та аналiтичної теорiї диференцiальних рiвнянь, нелiнiйної ме-
ханiки i теорiї нелiнiйних коливань, математичної фiзики, теорiї функцiй
здобули свiтове визнання серед математичної спiльноти. Вiн по праву вва-
жається основоположником цiлого ряду важливих напрямiв дослiджень у
цих галузях. Загальне число його наукових публiкацiй перевищило 600 i
включає в себе близько 40 монографiй, понад два десятки пiдручникiв i
навчальних посiбникiв.
У 1965–1966 рр. А. М. Самойленко запропонував новий ефективний метод
для знаходження перiодичних розв’язкiв звичайних диференцiальних си-
стем, який у подальшому почали називати “чисельно-аналiтичним методом
Самойленка”. Надалi цей метод одержав всесвiтнiй розвиток i застосуван-
ня при розв’язаннi широкого класу нелiнiйних крайових задач у багатьох
роботах як самого автора, так i його учнiв, а вiдповiднi результати були
втiленi в численних монографiях.
У серединi 1960-х рр. А. М. Самойленко пiд впливом робiт А. М. Колмо-
горова, В. I. Арнольда, М. М. Крилова, М. М. Боголюбова, Ю. Мозера,
Ю. О. Митропольського проводив iнтенсивнi дослiдження актуальних за-
дач теорiї багаточастотних нелiнiйних коливань i запропонував модернi-
зацiю асимптотичного методу послiдовних замiн змiнних, який у 1969 р.
назвали “методом прискореної збiжностi”. Разом iз Ю. О. Митропольським
i одноосiбно за допомогою цього методу вiн отримав низку нових важли-
вих результатiв iз теорiї багаточастотних коливань, а також узагальнив
асимптотичний метод усереднення, що знайшло продовження, зокрема, у
спiльних роботах iз Р. I. Петришиним i багатьма iншими учнями. Важли-
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ве мiсце в наукових пошуках А. М. Самойленка посiдають питання теорiї
iнварiантних тороїдальних многовидiв нелiнiйних динамiчних систем. По-
няття функцiї Грiна задачi про iнварiантний тор лiнiйного розширення
динамiчної системи на торi, введене А. М. Самойленком у 1969 р., вияви-
лося надзвичайно плiдним i дало новий поштовх до розвитку найрiзнома-
нiтнiших аспектiв теорiї збурень i стiйкостi тороїдальних многовидiв. У
математичнiй лiтературi це поняття вiдоме як “функцiя Грiна – Самой-
ленка”.

Разом iз В. Л. Куликом А.М. Самойленком розроблено теорiю знакозмiн-
них функцiй Ляпунова для дослiдження обмежених на всiй осi розв’язкiв
лiнiйних неавтономних диференцiальних систем i лiнiйних розширень ди-
намiчних систем на торi. Результати з цiєї теорiї узагальнено разом iз
Ю. В. Теплiнським для випадку злiченних систем, разом iз О. М. Стан-
жицьким — для стохастичних диференцiальних рiвнянь. Пiдсумком ци-
клу робiт стала монографiя «Элементы математической теории многоча-
стотных ко-лебаний» (М.: Наука, 1987), перевидана англiйською пiд на-
звою «Elements of themathematical theory of multifrequency oscillations»
(Dordrecht etc.: Kluwer Acad.Publ., 1991).

Доведена в 1968 р. теорема про еквiвалентнiсть скiнченно диференцiйов-
ної функцiї кiлькох змiнних її полiному Тейлора є важливим внеском
А. М. Самойленка до теорiї особливостей вiдображень. На основi теорiї
узагальнених обернених операторiв А. М. Самойленко й О. А. Бойчук роз-
винули теорiю нетерових крайових задач для диференцiальних рiвнянь,
рiвнянь iз запiзненням, рiвнянь iз iмпульсною дiєю й сингулярно збурених
систем. У подальшому цю теорiю було застосовано для вiдшукання обме-
жених на всiй дiйснiй осi розв’язкiв систем диференцiальних i рiзницевих
рiвнянь за умови дихотомiї на пiвосях для вiдповiдної однорiдної системи.

Ще один загальновизнаний цикл робiт Анатолiя Михайловича пов’язаний
з теорiєю систем з iмпульсною дiєю. Теорiя iмпульсних систем диферен-
цiальних рiвнянь є найбiльш затребуваним внеском А. М. Самойленка до
математичної науки. Особливо активне формування цiєї теорiї за участю
А. М. Самойленка та його учнiв вiдбулося в 1970–1980 рр. У монографiї
«Диференцiальнi равняння з iмпульсним впливом», яка була видана в 1987
р. у спiвавторствi з М. О. Перестюком, вперше у свiтовiй лiтературi си-
стематично викладено основнi результати цiєї теорiї. Доповнену спiльно з
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С. I. Трофимчуком новими результатами монографiю перевидано в 1995 р.
англiйською мовою пiд назвою “Impulsive differential equations”. Ця книга
є найбiльш цитованою працею А. М. Самойленка.

Учнi Анатолiя Михайловича захистили 36 докторських i 89 кандидатських
дисертацiй. Представники створеної ним наукової школи розвивають нау-
ку в Українi, Болгарiї, Казахстанi, Молдовi, Нiмеччинi, Польщi, Словач-
чинi, Таджикистанi, Туреччинi, Угорщинi, Чехiї, Чилi й багатьох iнших
країнах. На особливу увагу заслуговує педагогiчна дiяльнiсть професора
А. М. Самойленка в Київському нацiональному унiверситетi iменi Тара-
са Шевченка, Нацiональному технiчному унiверситетi України «КПI iме-
нi Iгоря Сiкорського» та iнших закладах вищої освiти. Яскравий лектор-
ський талант Анатолiя Михайловича, його вмiння чiтко, ясно та емоцiйно
викладати матерiал на основi розроблених ним оригiнальних лекцiйних
курсiв завжди справи незабутнє враження на слухачiв. На основi лекцiй-
них курсiв А. М. Самойленка i його учнiв у Київському нацiональному
унiверситетi iменi Тараса Шевченка, Нацiональному технiчному унiверси-
тетi України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”
та iнших закладах вищої освiти створено серiю пiдручникiв i збiрникiв
задач iз теорiї диференцiальних рiвнянь, якi мали багато перевидань.

А. М. Самойленко був головним редактором цiлої низки наукових журна-
лiв: “Український математичний журнал” (переклад англiйською “Ukraini-
an Mathematical Journal” у видавництвi Springer), “Нелiнiйнi коливання” й
“Український математичний вiсник” (переклад англiйською обох журналiв
“Journal of Mathematical Sciences” у видавництвi Springer), “Математичний
вiсник Наукового товариства iменi Шевченка”, “Збiрник праць Iнститу-
ту математики НАН України”; був членом редколегiй журналiв “Доповiдi
Нацiональної академiї наук України”, “Вiсник Нацiональної академiї на-
ук України”, “У свiтi математики”, “Memoirs on Differential Equations and
Mathematical Physics”, “Miskolc Mathematical Notes”, “Georgian Mathemati-
cal Journal”, “International Journal of Dynamical Systems and Differential
Equations”. Анатолiй Михайлович активно займався громадською роботою
був президентом Всеукраїнської благодiйної органiзацiї „Фонд сприяння
розвитку математичної науки” та керiвником благодiйного фонду спри-
яння розвитку талановитих дiтей та юнацтва мiста Малина, був членом
Київського, Українського та Американського математичних товариств.
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Багаторiчну наукову, педагогiчну i громадську дiяльнiсть Анатолiй
Михайловича Самойленка вiдзначено низкою високих нагород i звань. Вiн
нагороджений орденами Дружби народiв (1984), “За заслуги” III ступеня
(2003), “князя Ярослава Мудрого” V, VI i III ступенiв (2008, 2013, 2018),
Почесною Грамотою Президiї Верховної Ради України (1987); був лауреа-
том Державних премiй України в галузi науки i технiки (1985, 1996), Дер-
жавної премiї України в галузi освiти (2012), Республiканської премiї iм.
М. Островського (1968), премiй Академiї наук України iм. М. М. Крилова
(1981), М. М. Боголюбова (1998), М. М. Лаврентьєва (2000), М. В. Остро-
градського (2004), Ю. О. Митропольського (2010) i М. Г. Крейна (2020);
удостоєний звань “Заслужений дiяч науки i технiки України” (1998) та
“Соросiвський професор” (1996).

Видатнi науковi здобутки Анатолiя Михайловича продовжують розви-
ватися та втiлюватися в нових дослiдженнях його великої наукової родини,
а iм’я Анатолiя Михайловича Самойленка назавжди залишиться в iсторiї
свiтової математичної науки.

доктор фiзико-математичних наук, профе-
сор, завiдувач кафедри загальної математи-
ки механiко-математичного факультету Київ-
ського нацiонального унiверситету iменi Тараса
Шевченка
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ДО 85-РIЧЧЯ ПРОФЕСОРА ВIКТОРА ОЛЕКСАНДРОВИЧА
ПЛОТНIКОВА

Вiктор Олександрович Плотнi-
ков, вiдомий математик, народився
5 сiчня 1938 року в мiстi Ленiнградi
в сiм’ї робiтникiв, пiд час Великої
Вiтчизняної вiйни мешкав у блока-
дному Ленiнградi, потiм його сiм’я
переїхала до Одеси. Середню освi-
ту Вiктор Олександрович отримав
в Одесi. У 1955 р В. О. Плотнiков
вступив до Одеського державного
унiверситету iменi I. I. Мечникова.

У той час на фiзико-математич-
ному факультетi унiверситету бу-
ла зiбрана групу студентiв, якi фа-
культативно спецiалiзувалися в га-
лузi обчислювальної математики,
програмуваннi на ЕОМ, розв’язуваннi задач на аналогових обчислюваль-
них машинах. В 1959-1960 навчальному роцi В. О. Плотнiков пройшов
виробничу практику в Iнститутi прикладної механiки МДУ. Дипломна ро-
бота В. О. Плотнiкова «Оптимiзацiя траєкторiй багатоступеневих ракет»
укладалася в тематику дослiджень академiка М. М. Моiсеєва, який у 1962
роцi в Одеському унiверситетi кiлька лекцiй з теорiї оптимального керува-
ння. I в 1963-1964 рр. В. О. Плотнiков пройшов рiчне стажування у вiддiлi
академiка М. М. Моїсеєва, пiд час якого Вiктор Олександрович вiдвiду-
вав семiнари академiка М. М. Моїсеєва в ОЦ АН СРСР, лекцiї академiка
Л. С. Понтрягiна в Iнститутi математики АН СРСР, лекцiї на механiко-
математичному факультетi МДУ. Це стажування визначило подальшi на-
уковi iнтереси Вiктора Олександровича в областi оптимального керува-
ння i асимптотичних методiв. Уже в 1965 р В. О. Плотнiков виступає з
доповiддю «Розв’язання однiєї задачi оптимального керування методом
Беллмана» на конференцiї з оптимального математичного програмування
в Академмiстечку Новосибiрська. Розробка асимптотичних методiв та їх

Надiйшла 05.01.2023 © Кiчмаренко О. Д., 2023
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реалiзацiя на обчислювальнiй технiцi вiдкрили перспективи дослiдження
складних систем, що мiстять iстотно рiзнi по масi елементи, розв’язання
абсолютно нових задач, наприклад, в динамiцi суднових комплексiв. Са-
ме тому в наступнi роки посилюються взаємнi науковi зв’язки Вiктора
Олександровича з кафедрою теорiї механiзмiв i деталей машин Одесько-
го iнституту iнженерiв морського флоту, яку очолював вiдомий вчений
професор В. I. Небеснов, з’являються новi науковi роботи В. I. Небеснова,
В. О. Плотникова з теорiї оптимального керування.

Кандидатська дисертацiя, яку В. О. Плотнiков захистив в Одеському
унiверситетi в 1969 роцi пiд керiвництвом проф. В. I. Небеснова, була при-
свячена чисельно-асимптотичним методам розв’язання задач оптимально-
го керування.

У 1972 р. В. О. Плотнiков стає завiдувачем кафедри обчислювальної
математики i у складi кафедри створюється секцiя, що займається роз-
робкою асимптотичних методiв в задачах оптимального керування та їх
застосуванням до дослiдження динамiки i оптимального керування меха-
нiчними системами. У 1974 р. на основi секцiї екстремальних задач кафе-
дри обчислювальної математики була органiзована кафедра оптимального
керування (з 1996 р. — кафедра оптимального керування та економiчної
кiбернетики). Вiктор Олександрович завiдував цiєю кафедрою з моменту
її заснування i до останнiх хвилин свого життя.

У 1980 р. В. О. Плотнiков захистив у Ленiнградському унiверситетi до-
кторську дисертацiю на тему «Асимптотичнi методи в задачах оптималь-
ного керування» (науковий консультант проф. В. I. Небеснов, опоненти
академiк М. М. Моiсеєв, проф. А. А. Первозванський, проф. В. С. Ново-
селов). З 1982 р. В. О. Плотнiков — професор кафедри оптимального ке-
рування. У 1987-1988 навч. роцi Вiктор Олександрович — декан механiко-
математичного факультету.

З 1986 р. до 2006 р. В. О. Плотнiков очолював спецiалiзовану вчену
раду К 41.051.05 по захисту кандидатських дисертацiй з математики при
Одеському унiверситетi. Завдяки саме його зусиллям тiльки в цiй спецра-
дi була вiдкрита спецiальнiсть 01.01.09 — варiацiйне числення та теорiя
оптимального керування.

Математичний талант ученого поєднувався з педагогiчною дiяльнiстю
Вiктора Олександровича. Вiн блискуче читав лекцiї, багато сил вiддав
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роботi зi своїми учнями. Вiктор Олександрович пiдготував 21 кандидата
наук з України, Алжиру, Болгарiї, В’єтнаму, Йорданiї. Учнi Вiктора Оле-
ксандровича продовжують науковi дослiдження в галузi асимптотичних
методiв в задачах оптимального керування та застосовують його до ши-
рокого класу нових задач.

В. О. Плотнiков опублiкував понад 250 наукових i науково-методичних
робiт, в тому числi 6 монографiй.

В. О. Плотнiков заснував наукову школу з теорiї асимптотичних мето-
дiв дослiдження задач оптимального керування та диференцiальних рiв-
нянь з багатозначною i розривною правою частиною. Результати дослi-
джень наукової школи В. О. Плотнiкова широко вiдомi в Українi та свiтi.

Вiктором Олександровичем i його учнями було отримано обґрунтува-
ння теорем М. М. Боголюбова i А. М. Тихонова для диференцiальних
включень, обґрунтовано побудову асимптотичного розв’язку задачi Ко-
шi i крайової задачi для систем диференцiальних рiвнянь, що мiстять
сингулярнi збурення, запiзнення, iмпульснi дiї на скiнченому i нескiнче-
ному промiжках, доведенi теореми iснування та єдиностi розв’язкiв ква-
зiдиференцiальних рiвнянь в локально-компактних i повних метричних
просторах, обґрунтовано метод усереднення для квазiдiфеpенцiальних рiв-
нянь в метричних просторах, розробленi алгоритми чисельних i чисельно-
асимптотичних методiв розв’язання задач оптимального керування. Роз-
робка цих питань має значення не тiльки як узагальнення теорiї диферен-
цiальних рiвнянь, а й завдяки численним застосуванням до дослiдження
задач оптимального керування, теорiї iгор, економiки. Все це поклало по-
чаток математичним дослiдженням асимптотичних методiв в теорiї дифе-
ренцiальних включень в Українi i закордоном.

Науковi iдеї та напрямки, започаткованi В.О. Плотнiковим розвива-
ються i поглиблюються в роботах його учнiв та в роботах українських i
зарубiжних науковцiв.

доктор фiзико-математичних наук, доцент,
завiдувач кафедри оптимального керування i
економiчної кiбернетики факультету мате-
матики, фiзики та iнформацiйних техноло-
гiй Одеського нацiонального унiверситету iменi
I.I.Мечникова
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МАТЕМАТИКА

УДК 517.925

В. М. Євтухов, С. В. Голубєв
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова

АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ ДВОЧЛЕННИХ
ДIФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ЕКСПОНЕНЦIЙНОЮ
НЕЛIНIЙНIСТЮ

Для двочленого неавтономного звичайного диференцiального рiвняння четвертого по-
рядку з експоненцiальною нелiнiйнiстю виду 𝑦(4) = 𝛼0𝑝0(𝑡)[1 + 𝑟(𝑡)]𝑒𝜎𝑦 де 𝛼0 ∈ {−1, 1},
𝜎 ̸= 0, функцiя 𝑝0(𝑡) є неперервною або неперервно диференцiйованою i вiдмiнною вiд
нуля у деякому лiвому околi 𝜔 (𝜔 ≤ +∞), 𝑟(𝑡) непрервна функцiя така, що lim𝑡↑𝜔 𝑟(𝑡) =

0, дослiджується асимптотична поведiнка при 𝑡 ↑ 𝜔 одного класу 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв.
Для цього рiвняння в роботi [1] були отриманi необхiднi та достатнi умови iснування
таких ровязкiв в випадку коли 𝜆0 ∈ R∖

{︀
0, 1

2
, 2
3
, 1
}︀
. При цьому доведення достатнiх умов

iснування було здiйснено при деяких додаткових умовах якi є достатьно жорсткими.
Мета даної роботи це спроба покращити результати отриманi в роботi [1] для доста-
тнiх умов iснування. Зроблена спроба поширення результатiв цiєї роботи на умови якi
є меньш жорсткими. На вiдмiну вiд [1] при доведеннi основного результату в цiй роботi
передбачається, що iснує скiнченна або нескiнченна границя lim𝑡↑𝜔 𝜋𝜔(𝑡)𝑞

′(𝑡).
Дослiджуване рiвняння зводиться до системи рiвнянь, для якої потрiбно визначити

iснування зникаючих у нескiнченностi розв’язкiв. Цей факт встановлюється з викори-
станням вiдомих результатiв з роботи [2]. Разом з цим отримана вiдповiдь на питання
про кiлькiсть розв’язкiв рiвняння зi знайденими асимптотичними зображеннями.
MSC: 34E05.
Ключовi слова: неавтономнi диференцiальнi рiвняння, експоненцiальна нелiнiйнiсть,
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- розв’язки, асимптотична поведiнка 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- розв’язкiв.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).305248.

Вступ

Розглянемо двочленне неавтономне диференцiальне рiвняння четвер-
того порядку виду

𝑦(4) = 𝛼0𝑝0(𝑡)[1 + 𝑟(𝑡)]𝑒𝜎𝑦 (𝜎 ̸= 0), (1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝0 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ – непрервна або неперервно диферен-
цiйована функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, 𝑟 : [𝑎, 𝜔[−→] − 1,+∞[-непрервна
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функцiя така, що
lim
𝑡↑𝜔

𝑟(𝑡) = 0. (2)

Неважко помiтити, що у цьому рiвняннi функцiя 𝑒𝜎𝑦 (𝜎 ̸= 0) є швидко
змiнною функцiєю при 𝑦 → 𝑌0 = ±∞ (по Карамата). При цьому в якостi
околiв ∆𝑌0 точок 𝑌0 = ±∞ можемо обирати промiжки

∆𝑌0 =

[︃
]0,+∞[, якщо 𝑌0 = +∞,
]−∞, 0[, якщо 𝑌0 = −∞.

Означення 1. Розв’язок 𝑦 дифференцiального рiвняння (1) називается
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на про-
мiжку [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє наступнi умови

𝑦(𝑡) ∈ ∆𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0 = ±∞,

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

[︃
або 0,

або ±∞,
(𝑘 = 1, 2, 3), lim

𝑡↑𝜔

[𝑦(3)(𝑡)]2

𝑦(2)(𝑡)𝑦(4)(𝑡)
= 𝜆0.

З цього означення, зокрема, випливає, що число

𝜈0 =

{︃
1, якщо 𝑌0 = +∞,
−1, якщо 𝑌0 = −∞.

визначає знаки будь-якого 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язку i його першої похiдної в
будь якому лiвому околi 𝜔. Для таких 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв в роботi [1]
були доведенi наступнi двi теореми про необхiднi та достатнi умови їх
iснування у випадку коли 𝜆0 ∈ R ∖

{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
. Для їхнього формулюва-

ння введемо наступнi допомiжнi позначення.

Допомiжнi позначення

𝐾(𝜆0) =
(𝜆0 − 1)3

𝜆0(2𝜆0 − 1)
, 𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞,

𝐽0(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴0

𝜋3𝜔(𝜏)𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐽1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴1

𝑝0(𝜏)

𝐽0(𝜏)
𝑑𝜏,
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𝐽𝑖(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴𝑖

𝐽𝑖−1(𝜏)𝑑𝜏 (𝑖 = 2, 3), 𝑌 (𝑡) = − 1

𝜎
ln(𝛼0(−

1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)),

𝑞(𝑡) =
𝑌 ′(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
.

де межа iнтегрування

𝐴0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔, якщо

𝜔∫︀
𝑎
𝜋3𝜔(𝜏)𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏 < +∞,

𝑎, якщо
𝜔∫︀
𝑎
𝜋3𝜔(𝜏)𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

𝐴1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0, якщо

𝜔∫︀
𝑎0

𝑝0(𝜏)
|𝐽0(𝜏)| 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎0

𝑝0(𝜏)
|𝐽0(𝜏)| 𝑑𝜏 < +∞,

𝑎0 ∈ [𝑎, 𝜔[,

𝐴𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0, якщо

𝜔∫︀
𝑎0

|𝐽𝑖−1(𝜏)|𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎0

|𝐽𝑖−1(𝜏)|𝑑𝜏 < +∞
(𝑖 = 2, 3),

Теорема 1 ([1]). Нехай 𝜆0 ∈ R∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
. Тодi для iснування у диферен-

цiального рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, щоб виконувалися
нерiвностi

𝛼0𝜈0𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2) > 0, 𝛼0𝜈1𝐾(𝜆0)𝜋𝜔(𝑡) > 0,

𝛼0𝜎𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[ (3)

i наступнi умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡)

𝐽0(𝑡)
= ±∞, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝑞(𝑡) = 1 (4)

причому кожний такий розв’язок допускає при 𝑡 ↑ 𝜔 наступнi асимпто-
тичнi зображення

𝑦(𝑡) = − 1

𝜎
ln(𝛼0(−

1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)) + 𝑜(1),

𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝛼0𝐽4−𝑘(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (𝑘 = 1, 2, 3) (5)
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Теорема 2 ([1]). Нехай 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
, функцiя 𝑝0 є неперервною i

виконуються умови (3)-(4). Нехай крiм того

lim
𝑡↑𝜔

(1− 𝑞(𝑡))|𝑌 (𝑡)|
3
4 = 0 и виконується нерiвнiсть 𝛼0𝜎 > 0 (6)

Тодi диференцiальне рiвняння (1) має двопараметричну сiм’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)

розв’язкiв, якi задовольняють при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡) + 𝑜(1), 𝑦
′
(𝑡) = 𝛼0𝐽3(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
3
4

]︃
,

𝑦
′′
(𝑡) = 𝛼0𝐽2(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
2

]︃
, 𝑦

′′′
(𝑡) = 𝛼0𝐽1(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
4

]︃
(7)

У цiй роботi здiйснюється спроба зняти першу умову (6) яка є досить
жорсткою та замiнити на меньш жорстку умову.

Основнi результати
Для диференцiального рiвняння (1) має мiсце наступне твердження

Теорема 3. Нехай 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
, функцiя 𝑝0 неперервно диферен-

цiйована i виконуються умови (3)-(4) та друга з умов (6). Нехай, крiм
того, iснує скiнченна або нескiнченна границя lim𝑡↑𝜔 𝜋𝜔(𝑡)𝑞

′(𝑡). Тодi дифе-
ренцiальне рiвняння (1) має двопараметричну сiм’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0) розв’язкiв,
якi задовольняють при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡) + 𝑜(1), 𝑦
′
(𝑡) = 𝛼0𝐽3(𝑡)

[︃
𝑞(𝑡) +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
3
4

]︃
,

𝑦
′′
(𝑡) = 𝛼0𝐽2(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
2

]︃
, 𝑦

′′′
(𝑡) = 𝛼0𝐽1(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
4

]︃
(8)

Для доведення цiєї теореми знадобиться наступне допомiжне твердже-
ння

Лема 1. Нехай для функцiї

𝜋𝜔(𝑡)𝑞
′(𝑡) (9)

iснує скiнченна або рiвна ±∞ границя. Тодi цiєю границею для функцiї (9)
може бути тiльки 0. Тобто

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑞
′(𝑡) = 0. (10)
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Доведення. Припустимо противне. Дiйсно, якби ця границя була вiд-
мiнна вiд нуля, то мала б мiсто рiвнiсть

𝑞′(𝑡) =
𝜉(𝑡)

𝜋𝑤(𝑡)
(11)

де функцiя 𝜉 неперервна на деякому промiжку [𝑡0, 𝜔[ ⊂ ]𝑎, 𝜔[ i така, що

lim
𝑡↑𝜔

𝜉(𝑡) =

[︃
або 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0,

або ±∞,

Крiм того
𝑡∫︁

𝑡0

𝑑𝜏

𝜋𝜔(𝜏)
= ln | 𝜋𝜔(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡0)
| → ±∞, при 𝑡 ↑ 𝜔

то пiсля iнтегрування (11) на промiжку вiд 𝑡0 до 𝑡 приходимо до висновку,
що

𝑞(𝑡)→ ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔

Однак, це суперечить третiй умовi (4). Отже, у разi iснування скiнченної
або такої, що дорiвнює ±∞ границi

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑞
′(𝑡) = 0.

Лемму доведено.
Доведення теореми 3.
Покажемо, що рiвняння (1) за умов (3), другої з (6) та (10) має хоча б один
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язок, який задовольняє при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичним зображе-
нням (8) i з’ясуємо питання про кiлькiсть таких розв’язкiв. Для цього,
спочатку, рiвняння (1) за допомогою замiн

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡) + 𝑦1(𝑡), 𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝛼0𝐽4−𝑘(𝑡)[1 + 𝑦𝑘+1(𝑡)], (𝑘 = 1, 2, 3) (12)

(таких же самих як i при доведеннi теореми 2)
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зведемо до системи диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦′1 = 𝛼0𝐽3(𝑡) [1− 𝑞(𝑡) + 𝑦2] ,

𝑦′2 =
𝐽
′
3(𝑡)

𝐽3(𝑡)
(𝑦3 − 𝑦2),

𝑦′3 =
𝐽
′
2(𝑡)

𝐽2(𝑡)
(𝑦4 − 𝑦3),

𝑦′4 =
𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)

[︁
(1 + 𝑟(𝑡)) 𝑒

𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1

𝑒𝜎𝑌 (𝑡) − 1− 𝑦4
]︁
,

(13)

Уточнимо вигляд четвертого рiвняння системи. Розкладаючи 𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)

при фiксованому 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ за формулою Тейлора за змiнною 𝑦1 в околi
нуля iз залишковим членом у формi Лагранжа, отримаємо

𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)
= 1 + 𝑦1 +

1

2!

𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝜉1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)
𝑦21, де |𝜉1| < |𝑦1|

Тому останнє рiвняння системи запишеться у виглядi

𝑦′4 =
𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)

[︂
(1 + 𝑟(𝑡))(1 + 𝑦1 +

1

2
𝑒𝜉1)𝑦21 − 1− 𝑦4

]︂
Таким чином отримаємо систему дифференцiальних рiвнянь виду⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦′1 = 𝛼0𝐽3(𝑡) [1− 𝑞(𝑡) + 𝑦2] ,

𝑦′2 =
𝐽
′
3(𝑡)

𝐽3(𝑡)
(𝑦3 − 𝑦2),

𝑦′3 =
𝐽
′
2(𝑡)

𝐽2(𝑡)
(𝑦4 − 𝑦3),

𝑦′4 =
𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)
[𝑟(𝑡) + (1 + 𝑟(𝑡))𝑦1 − 𝑦4 +𝑅(𝑡, 𝑦1)] ,

(14)

де функцiя

𝑅(𝑡, 𝑦1) при деяких 0 < 𝛿 <
1

2
i 𝑡1 ∈ [𝑎, 𝜔[ задовольняє оцiнцi

|𝑅(𝑡, 𝑦1)| ⩽ 𝑦21 при |𝑦1| ⩽ 𝛿, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[

Далi отриману систему будемо розглядати на множинi Ω = [𝑡1, 𝜔[×R4
𝛿 де

R4
𝛿 =

{︀
(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) ∈ R4 : |𝑦𝑖| ≤ 𝛿, (𝑖 = 1, . . . , 4)

}︀
.
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На вiдмiну вiд теореми 2, застосуємо до системи (14) нове допомiжне пе-
ретворення де

𝑦1(𝑡) = 𝑧1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑧2(𝑡) + 𝑞(𝑡)− 1, 𝑦3(𝑡) = 𝑧3(𝑡), 𝑦4(𝑡) = 𝑧4(𝑡) (15)

сенс якого полягає у виключеннi доданка (1 − 𝑞(𝑡)) з першого рiвняння
системи.

Крiм того введемо допомiжнi функцiї 𝜉𝑖(𝑡) де 𝑖 = 1, . . . , 4,

𝜉1(𝑡) =
𝛼0𝜋𝜔(𝑡)𝐽3(𝑡)

𝑌 (𝑡)
, 𝜉2(𝑡) =

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
3(𝑡)

𝐽3(𝑡)
,

𝜉3(𝑡) =
𝜋𝜔(𝑡)𝐽

′
2(𝑡)

𝐽2(𝑡)
, 𝜉4(𝑡) =

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)
.

i перепишемо систему рiвнянь у виглядi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′1 =
𝑌 (𝑡)
𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉1(𝑡)𝑧2},

𝑧′2 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉2(𝑡)(𝑧3 − 𝑧2)− 𝜋𝜔(𝑡)𝑞′(𝑡)} ,

𝑧′3 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉3(𝑡)(𝑧4 − 𝑧3)} ,

𝑧′4 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉4(𝑡) [𝑟(𝑡) + (1 + 𝑟(𝑡))𝑧1 − 𝑧4 +𝑅(𝑡, 𝑧1)]} ,

(16)

За умовою (4) теореми 1 функцiї 𝜉𝑖(𝑡) при 𝑖 = 1, . . . , 4 мають наступнi
границi

lim
𝑡↑𝜔

𝜉1(𝑡) =
3𝜆0 − 2

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝜉2(𝑡) =

2𝜆0 − 1

𝜆0 − 1
,

lim
𝑡↑𝜔

𝜉3(𝑡) =
𝜆0

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝜉4(𝑡) =

1

𝜆0 − 1
. (17)

Щоб асимптотично при 𝑡 ↑ 𝜔 вирiвняти множники у правiй частинi рiвнянь
системи (16), застосуємо до неї наступне перетворення

𝑧1(𝑡) = 𝜐1(𝑡), 𝑧2(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−
3
4𝜐2(𝑡),

𝑧3(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−
1
2𝜐3(𝑡), 𝑧4(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−

1
4𝜐4(𝑡). (18)
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В результатi отримуємо систему квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь
виду⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜐′1 = ℎ(𝑡)[𝑓1(𝑡) + 𝑐11(𝑡)𝜐1 + 𝑐12(𝑡)𝜐2 + 𝑐13(𝑡)𝜐3 + 𝑐14(𝑡)𝜐4],

𝜐′2 = ℎ(𝑡)[𝑓2(𝑡) + 𝑐21(𝑡)𝜐1 + 𝑐22(𝑡)𝜐2 + 𝑐23(𝑡)𝜐3 + 𝑐24(𝑡)𝜐4],

𝜐′3 = ℎ(𝑡)[𝑓3(𝑡) + 𝑐31(𝑡)𝜐1 + 𝑐32(𝑡)𝜐2 + 𝑐33(𝑡)𝜐3 + 𝑐34(𝑡)𝜐4],

𝜐′4 = ℎ(𝑡)[𝑓4(𝑡)+𝑐41(𝑡)𝜐1+𝑐42(𝑡)𝜐2+𝑐43(𝑡)𝜐3+𝑐44(𝑡)𝜐4+𝑉 (𝑡, 𝜐1)],

(19)

в якiй функцiя ℎ(𝑡) має вигляд

ℎ(𝑡) =
|𝑌 (𝑡)|

1
4

𝜋𝜔(𝑡)
,

функцiї 𝑓𝑖(𝑡) де 𝑖 = 1, . . . , 4 мають вигляд

𝑓1(𝑡)=0, 𝑓2(𝑡)=𝜋𝜔𝑞(𝑡)
′|𝑌 (𝑡)|−

1
4 sign𝑌 (𝑡), 𝑓3(𝑡)=0, 𝑓4(𝑡)=𝜉4(𝑡)𝑟(𝑡). (20)

Крiм того коефiцiєнти системи 𝑐𝑖𝑘(𝑡) (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 4) (19) дорiвнюють

𝑐11(𝑡) = 0, 𝑐12(𝑡) = 𝜉1(𝑡) sign𝑌 (𝑡), 𝑐13(𝑡) = 0, 𝑐14(𝑡) = 0

𝑐21(𝑡) = 0, 𝑐22(𝑡) = 0, 𝑐23(𝑡) = 𝜉2(𝑡), 𝑐24(𝑡) = 0

𝑐31(𝑡) = 0, 𝑐32(𝑡) = 0, 𝑐33(𝑡) = 0, 𝑐34(𝑡) = 𝜉3(𝑡)

𝑐41(𝑡) = 𝜉4(𝑡)(1 + 𝑟(𝑡)), 𝑐42(𝑡) = 0, 𝑐43(𝑡) = 0, 𝑐44(𝑡) = 0.

Функцiя ℎ(𝑡) задовольняє умови

ℎ(𝑡) ̸= 0, та при 𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝜔

𝜔∫︁
𝑡0

|ℎ(𝑡)| 𝑑𝑡 = +∞. (21)

Функцiї 𝑓𝑖(𝑡) де 𝑖 = 1, . . . , 4 згiдно з (2), (10) та четвертої умови (17) задо-
вольняють

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑖(𝑡) = 0 при (𝑖 = 1, . . . , 4). (22)

За рахунок умов на фукнцiї 𝜉𝑖(𝑡) (17), для 𝑐𝑖𝑘(𝑡) мають мiсце наступнi
граничнi умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑐𝑖𝑘(𝑡) = 𝑐0𝑖𝑘 при (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 4). (23)
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Тому

𝑐011 = 0, 𝑐012 =
3𝜆0 − 2

𝜆0 − 1

(︂
𝜈0

sign𝜎

)︂
де

𝜈0
sign𝜎

= sign𝑌 (𝑡),

𝑐013 = 0, 𝑐014 = 0, 𝑐021 = 0, 𝑐022 = 0, 𝑐023 =
2𝜆0 − 1

𝜆0 − 1
, 𝑐024 = 0,

𝑐031 = 0, 𝑐032 = 0, 𝑐033 = 0, 𝑐34(𝑡) =
𝜆0

𝜆0 − 1
,

𝑐041(𝑡) =
1

𝜆0 − 1
, 𝑐042 = 0, 𝑐043 = 0, 𝑐044 = 0. (24)

Крiм того функцiя 𝑉 (𝑡, 𝜐1) з (19), яка має вигляд

𝑉 (𝑡, 𝜐1) = 𝜉4(𝑡)𝑅(𝑡, 𝜐1),

та при деяких 𝑁 > 0 та при 0 < 𝛿 <
1

2
i 𝑡1 ∈ [𝑎, 𝜔[

задовольняє оцiнцi

|𝑉 (𝑡, 𝜐1)| ⩽ 𝑁𝜐21 при |𝜐1| ⩽ 𝛿, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[.

Крiм того з урахуванням оцiнки на 𝑅(𝑡, 𝜐1) маємо

lim
𝑣1→0

𝑉 (𝑡, 𝑣1)

|𝑣1|
= 0 рiвномiрно за 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[. (25)

Гранична матриця 𝐶, елементами якої є 𝑐0𝑖𝑘 (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 4) має насту-
пний вигляд

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 3𝜆0−2

𝜆0−1 (
𝜈0

sign𝜎 ) 0 0

0 0 2𝜆0−1
𝜆0−1 0

0 0 0 𝜆0
𝜆0−1

1
𝜆0−1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (26)

З урахуванням знакових умов (3), характеристичне рiвняння граничної
матрицi 𝐶 має вигляд

𝜆4 +
𝛼0

𝜎

|3𝜆0 − 2||2𝜆0 − 1||𝜆0|
(𝜆0 − 1)4

= 0 (27)

Це характеристичне рiвняння має двi пари комплексно-спряжених коренiв
з дiйсними частинами, вiдмiнними вiд нуля. Тодi для системи рiвнянь (19)
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виконуються всi умови з теореми 2.2 роботи [3]. Згiдно з цiєю теоремою, да-
на система має двопараметричну сiм’ю розв’язкiв (𝜐1, 𝜐2, 𝜐3, 𝜐4):[𝑡2, 𝜔[→ R4

𝛿

(𝑡2 ∈ [𝑡0, 𝜔[), якi прямують до 0 при 𝑡 ↑ 𝜔. Кожному такому розв’язку,
з урахуванням замiн (12), (15), (18), вiдповiдає розв’язок 𝑦 : [𝑡2, 𝜔[→ R
диференцiального рiвняння (1), для якого асимптотичнi зображення (8)
мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔. Також легко перевiрити, враховуючи цi асимпто-
тичнi зображення та форму рiвняння (1), що побудованi нами розв’язки
є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язками якi задовольняють умовам означення 1. Теорема
повнiстю доведена.

Отриманi в данiй роботi результати доповнюють вiдомi результати ро-
бiт Євтухова В.М., Дрiк Н.Г., Шинкаренко В.М., Харькова В.М.

Висновки

Отже, для двочленого неавтономного звичайного диференцiального
рiвняння четвертого порядку з експоненцiальною нелiнiйнiстю виду 𝑦(4) =
𝛼0𝑝0(𝑡)[1+ 𝑟(𝑡)]𝑒

𝜎𝑦 де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝜎 ̸= 0, функцiя 𝑝0(𝑡) є неперервною або
неперервно диференцiйованою i вiдмiнною вiд нуля у деякому лiвому околi
𝜔 (𝜔 ≤ +∞), 𝑟(𝑡) непрервна функцiя така, що lim𝑡↑𝜔 𝑟(𝑡) = 0, дослiджена
асимптотична поведiнка при 𝑡 ↑ 𝜔 одного класу 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв.

Дослiджуване рiвняння зведене до системи рiвнянь, для якої потрiбно
визначити iснування зникаючих у нескiнченностi розв’язкiв. Разом з цим
отримана вiдповiдь на питання про кiлькiсть розв’язкiв рiвняння зi зна-
йденими асимптотичними зображеннями.
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Asymptotic behavior of solutions of two-part differential equa-

tions with exponential nonlinearity

Summary

For a two-term nonautonomous ordinary differential equation of the fourth
order with an exponential nonlinearity of the form 𝑦(4) = 𝛼0𝑝0(𝑡)[1 + 𝑟(𝑡)]𝑒𝜎𝑦

where 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝜎 ̸= 0, the function 𝑝0(𝑡) is continuous or continuously
differentiable and nonzero in some left neighbourhood of 𝜔 (𝜔 ≤ +∞), 𝑟(𝑡)
is a continuous function such that lim𝑡↑𝜔 𝑟(𝑡) = 0, the asymptotic behaviour
at 𝑡 ↑ 𝜔 of one class of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-solutions is studied. For this equation, in
[1], the necessary and sufficient conditions for the existence of such solutions
were obtained in the case when 𝜆0 ∈ R ∖

{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
. The proof of sufficient

conditions for existence was carried out under some additional conditions that
are quite strict. The aim of this paper is to improve the results obtained in [1]
for sufficient conditions of existence. An attempt is made to extend the results
of this paper to conditions that are less stringent. In contrast to [1], the proof
of the main result in this paper assumes that there is a finite or infinite limit
lim𝑡↑𝜔 𝜋𝜔(𝑡)𝑞

′(𝑡). The equation under study is reduced to a system of equations
for which it is necessary to determine the existence of solutions vanishing at
infinity. This fact is established using the known results of [2]. The question
of the number of solutions of the equation with the found asymptotic images
is also solved.
Key words: non-autonomous differential equations, exponential nonlinearity,
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- solutions, asymptotic behavior of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- solutions.
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РОЗВ’ЯЗАННЯ ОСНОВНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ
ОРТОТРОПНОГО ШАРУ

Розглядаються перша, друга основнi та змiшана крайовi задачi лiнiйної теорiї пружностi
для однорiдного ортотропного шару постiйної товщини. На шар дiє поверхневе наванта-
ження. Внутрiшнi зусилля вiдсутнi. Потрiбно визначити напруження та перемiщення в
довiльнiй точцi шару, за умови плоскої деформацiї. Побудовано розв’язки поставлених
задач. Розв’язок задачi шукається у просторi трансформант одновимiрного iнтеграль-
ного перетворення Фур’є, де встановлюється спiввiдношення мiж трансформантами
функцiї напружень та трансформантами перемiщень i напружень. Шуканi величини
виражаються через чотири допомiжнi функцiї, якi пов’язанi з трансформантами на-
пружень i перемiщень на верхнiй межi. Для отримання iстиних значеннь напружень i
перемiщень в точках ортотропного шару до знайдених трансформант напружень i пе-
ремiщень застосовується обернене iнтегральне перетворення Фур’є. Отримано числовi
розв’язки для конкретних випадкiв та проведено аналiз результатiв.
MSC: 74A10, 74B05, 74E10.
Ключовi слова: ортотропний шар, плоска деформацiя, напружено деформований стан,
функцiя напружень, iнтегральне перетворення Фур’є.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).305252.

Вступ

Досить часто в iнженернiй практицi виникають задачi в яких необ-
хiдно визначити напружено-деформований стан певного пружного тiла,
його частини, елементiв конструкцiй. Для розв’язання таких задач засто-
совуються аналiтичнi, чисельнi та чисельно-аналiтичнi методи. Зазвичай
аналiтичнi розв’язки задач про знаходження НДС пластин отримуються
за допомогою наближених методiв, якi базуються на зведеннi початкової
тривимiрної задачi до бiльш простої двовимiрної задачi.

Одним з таких методiв є метод пом’якшення нев’язок розглянутий в ро-
ботах Кiльчинського О. О. i Массалiтiної Є. В. [1; 2], що застосовувався для
розв’язання задачi про НДС ортотропної пластини пiд дiєю поверхневих
навантажень. Застосування чисельно-аналiтичного методу для дослiджен-
ня НДС товстостiнних прямокутних iзотропних пластин наведено в роботi

Надiйшла 15.06.2023 © Зiновєєв I. В., Дзундза Н. С., 2023
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Григоренка О. Я. [3]. За допомогою методу сплайн-колокацiї вихiдна три-
вимiрна крайова задача зводиться до систем звичайних диференцiальних
рiвнянь, яка розв’язується методом дискретної ортогоналiзацiї.

Також варто зазначити ефективнiсть застосування методу граничних
елементiв для розрахунку ортотропних пластин. Загалом метод граничних
елементiв суттєво зменшив обчислювальнi зусилля за рахунок зменшення
розмiрностi задачi, оскiльки дискретизувати потрiбно лише границю. В
роботах Jianguo W., Maokuang H. [4] i Dos Reis [5] побудовано фундамен-
тальнi розв’язки ортотропних товстих пластин з урахуванням деформацiї
поперечного зсуву i проаналiзовано за допомогою методу граничних еле-
ментiв.

Необхiдно також вiдзначити застосування методу iнтегральних пере-
творень Фур’є описаних в роботi Антоненко Н. М., Величка I. Г. [6], для
визначення контактних напружень iзотропної смуги на абсолютно жорс-
ткiй пiвплощинi.

У данiй роботi узагальнено пiдхiд розроблений для iзотропних плоско
паралельних шарiв [6; 7] на випадок ортотропного матерiалу в межах за-
гальної схеми, що представлена в роботi [8].

Основнi результати

1. Постановка завдання.

Метою роботи є побудова розв’язкiв першої основної, другої основної
та змiшаної крайових задач лiнiйної теорiї пружностi про визначення на-
пружено деформованого стану ортотропного шару в умовах плоскої де-
формацiї.

Вiдомими є навантаження на поверхнях шару (перша основна крайова
задача) або перемiщення точок поверхонь шару (друга основна крайова
задача) або на однiй поверхнi вiдомi напруження, а на другiй перемiщення
(змiшана задача).

Пiд шаром будемо розумiти однорiдне пружне ортотропне тiло постiй-
ної товщини ℎ обмежене паралельними площинами. Навантаження шару
є таким, що деформацiя є плоскою. Потрiбно визначити напруження та
перемiщення в довiльнiй точцi шару, за умови, плоскої деформацiї.

Вiднесемо шар до прямокутної декартової системи координат (рис. 1).

Тодi шар займає область 𝐺(𝑥, 𝑦) : {−∞ < 𝑥 < +∞,−ℎ ≤ 𝑦 ≤ 0}, що
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Рис. 1. Постановка задачi

обмежена площинами 𝑦 = 0 i 𝑦 = −ℎ.
Матерiал шару характеризується пружними константами 𝜈𝑥𝑧, 𝜈𝑥𝑦, 𝜈𝑦𝑧,

𝐸𝑥, 𝐸𝑦.
Розглянемо задачу в трьох постановках, що вiдповiдають основним

крайовим (межовим) задачам механiки деформованого твердого тiла.
Перша основна крайова задача для ортотропного шару.

1. на межах 𝑦 = 0 та 𝑦 = −ℎ заданi навантаження:

𝜎𝑦(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥), 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥),

𝜎𝑦(𝑥,−ℎ) = 𝑓3(𝑥), 𝜏𝑥𝑦(𝑥,−ℎ) = 𝑓4(𝑥). (1)

2. на нескiнченностi напруження прямують до нуля:

lim
𝑥2+𝑦2→∞

𝜎𝑦(𝑥, 𝑦) = 0, lim
𝑥2+𝑦2→∞

𝜏𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 0. (2)

Друга основна крайова задача для ортотропного шару.
На межах 𝑦 = 0 та 𝑦 = −ℎ заданi перемiщення:

𝑢𝑦(𝑥, 0)=𝑔1(𝑥), 𝑢𝑥(𝑥, 0)=𝑔2(𝑥), 𝑢𝑦(𝑥,−ℎ)=𝑔3(𝑥), 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ)=𝑔4(𝑥). (3)

Змiшана крайова задача для ортотропного шару.

1. на верхнiй межi 𝑦 = 0 заданi навантаження:

𝜎𝑦(𝑥, 0) = 𝑝1(𝑥), 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 0) = 𝑝2(𝑥). (4)

2. на нижнiй межi 𝑦 = −ℎ заданi перемiщення:

𝑢𝑦(𝑥,−ℎ) = 0, 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ) = 0. (5)
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3. на нескiнченностi напруження прямують до нуля.

Для розв’язання поставлених задач визначаємо функцiю напружень
𝜙(𝑥, 𝑦) як розв’язок бiгармонiчного рiвняння плоскої теорiї пружностi для
ортотропного матерiалу [9].

1− 𝜈𝑦𝑧𝜈𝑧𝑦
𝐸𝑦

· 𝜕
4𝜙

𝜕𝑥4
+ 2

(︃
1 +
√
𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥√︀
𝐸𝑥𝐸𝑦

− 𝜈𝑥𝑦 + 𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑦
𝐸𝑦

)︃
×

× 𝜕4𝜙

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

1− 𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑥
𝐸𝑥

· 𝜕
4𝜙

𝜕𝑦4
= 0, (6)

де 𝜈𝑥𝑦, 𝜈𝑥𝑧, 𝜈𝑦𝑥, 𝜈𝑦𝑧, 𝜈𝑧𝑥, 𝜈𝑧𝑦, 𝐸𝑥, 𝐸𝑦 – пружнi константи матерiалу шару.
Функцiя напружень 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦) пов’язана з напруженнями та перемi-

щеннями залежностями:

𝜎𝑥 =
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
, 𝜎𝑦 =

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
, 𝜏𝑥𝑦 = − 𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑦
,

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

= 𝑐11𝜎𝑥 − 𝑐12𝜎𝑦,
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

= 𝑐33𝜏𝑥𝑦, (7)

де 𝑐11 = 1−𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑥
𝐸𝑥

, 𝑐12 =
𝜈𝑥𝑦+𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑦

𝐸𝑦
, 𝑐33 =

2(1+
√
𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥)√

𝐸𝑥𝐸𝑦
– константи пружностi

в законi Гука для ортотропного матерiалу [9].
Вважаємо, що у нескiнченно вiддалених точках при 𝑥→ ±∞ напруже-

ння та функцiя напружень прямують до нуля (2) та задовольняють умовам
iснування одновимiрного iнтегрального перетворення Фур’є за змiнною х
(при кожному значеннi у). Це дозволяє отримати розв’язок задачi в про-
сторi трансформант Фур’є [7].

2. Розв’язання задач.
Розв’язання задачi будемо проводити за схемою, що запропонована в

[8].

1. Бiгармонiчне рiвняння (6) та крайовi умови (для першої основної
задачi умови (1), (2), для другої задачi умови (3), для змiшаної – (4),
(5)) пiддаються одновимiрному iнтегральному перетворенню Фур’є
[10]:

𝐹 (𝜉, 𝑦) =

∫︁ +∞

−∞
𝐹 (𝑥, 𝑦) · 𝑒𝑖𝜉𝑥 𝑑𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑦) =

1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝐹 (𝜉, 𝑦) · 𝑒−𝑖𝜉𝑥 𝑑𝜉,
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де 𝐹 (𝜉, 𝑦) - трансформанта Фур’є функцiї 𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝜉- параметр пере-
творення.

Внаслiдок цього переходимо до задачi в просторi трансформант Фур’є.
Рiвняння (6) в частинних похiдних в просторi трансформант перетво-
рюється на звичайне диференцiальне рiвняння четвертого порядку.

𝐴1
𝜕4𝜙

𝜕𝑦4
− 2𝐴3𝜉

2𝜕
2𝜙

𝜕𝑦2
+𝐴2𝜉

4𝜙 = 0, (8)

де 𝐴1 =
1−𝜈𝑦𝑧𝜈𝑧𝑦

𝐸𝑦
, 𝐴2 =

1−𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑥
𝐸𝑥

, 𝐴3 =
1+

√
𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥√
𝐸𝑥𝐸𝑦

− 𝜈𝑥𝑦+𝜈𝑥𝑧𝜈𝑧𝑦
𝐸𝑦

- констан-

ти пружностi.

Крайовi умови (1) в просторi трансформант приймають вигляд:

𝜎𝑦(𝜉, 0) = 𝑓1(𝜉), 𝜏𝑥𝑦(𝜉, 0) = 𝑓2(𝜉),

𝜎𝑦(𝜉,−ℎ) = 𝑓3(𝜉), 𝜏𝑥𝑦(𝜉,−ℎ) = 𝑓4(𝜉). (9)

2. Знаходиться розв’язок диференцiального рiвняння (8) - транстфор-
манта функцiї напружень та трансформанти напружень й перемi-
щень [7] вiдповiдно до формул:

𝜎𝑥(𝜉, 𝑦) =
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
, 𝜎𝑦(𝜉, 𝑦) = −𝜉2𝜙, 𝜏𝑥𝑦(𝜉, 𝑦) = 𝑖𝜉 · 𝜕𝜙

𝜕𝑦
,

𝑢𝑥(𝜉, 𝑦) =
𝑖

𝜉
(𝑐11𝜎𝑥(𝜉, 𝑦)− 𝑐12𝜎𝑦(𝜉, 𝑦)),

𝑢𝑦(𝜉, 𝑦) =
𝑖

𝜉
(𝑐33𝜏𝑥𝑦(𝜉, 𝑦)−

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

). (10)

3. Iз умов на верхнi межi шару знаходяться двi з чотирьох допомiжних
функцiй 𝛼(𝜉), 𝛽(𝜉), 𝛾(𝜉), 𝛿(𝜉), що задаються формулами (11)

𝛼(𝜉) = 𝜎𝑦|𝑦=0, 𝛽(𝜉) =
𝑟
√
𝑎1
𝑢𝑦|𝑦=0,

𝛾(𝜉) = −𝑖𝜉𝑢𝑥|𝑦=0, 𝛿(𝜉) = −
𝑖𝜉

𝑟
√
𝑎1
𝜏𝑥𝑦|𝑦=0, (11)

а iншi двi знаходяться iз умов на нижнiй межi.

Наприклад для першої основної задачi знаходяться 𝛼(𝜉) = 𝑓1(𝜉) i
𝛿(𝜉) = 𝑓2(𝜉), а для другої 𝛽(𝜉) = 𝑟√

𝑎1
· 𝑔1(𝜉) i 𝛾(𝜉) = −𝑖𝜉 · 𝑔1(𝜉).
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4. Знаходяться вирази трансформант напружень i перемiщень через до-
помiжнi функцiї 𝛼(𝜉), 𝛽(𝜉), 𝛾(𝜉), 𝛿(𝜉).

5. Обчислюються iстиннi значення напружень та перемiщень за допо-
могою зворотного iнтегрального перетворення Фур’є.

Продемонструємо бiльш детально застосування цiєї схеми на прикладi
першої основної крайової задачi.

Розв’язок 𝜙(𝜉, 𝑦) рiвняння (8) визначається формулою:

𝜙(𝜉, 𝑦)=𝐴(𝜉) sinh(𝑡)+𝐵(𝜉)
√
𝑎1𝑦 sinh(𝑡)+𝐶(𝜉) cosh(𝑡)+𝐷(𝜉)

√
𝑎1𝑦 cosh(𝑡), (12)

де 𝑟 = |𝜉|,√𝑎1 =
√︁

𝐴3
𝐴1
, 𝑡 = 𝑟𝑦

√
𝑎1.

Виразимо 𝜙(𝜉, 𝑦) через допомiжнi функцiї 𝛼(𝜉), 𝛽(𝜉), 𝛾(𝜉), 𝛿(𝜉) (11).

𝜙(𝜉, 𝑦)=(3𝑎1𝑐11𝛿+𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿−𝛽+𝑟𝑦(𝛾 − 𝛼(𝑎1𝑐11+𝑐12)))·
sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑎1𝑐11𝑟2
−

−
cosh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2
√
𝑎1𝑐11𝑟2

· (2
√
𝑎1𝑐11𝛼+ 𝑟𝑦(𝑎1𝑐11𝛿 + 𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿 − 𝛽)). (13)

Трансформанти напружень та перемiщень визначаються формулами:

𝜎𝑥=(2𝛾𝑎1−4𝑎1𝑐11𝛼−2𝑐12𝛼−
√
𝑎1𝑟𝑦(𝑎1𝑐11𝛿+𝑐12𝛿−𝑐33𝛿−𝛽)) · cosh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑐11
−

− sinh(𝑟𝑦
√
𝑎1)

2𝑐11
· (√𝑎1𝑟𝑦(𝑎1𝑐11𝛼+ 𝑐12𝛼− 𝛾)− (𝑎1𝑐11 − 𝑐12 + 𝑐33)𝛿 − 𝛽),

𝜎𝑦 = (2
√
𝑎1𝑐11𝛼+ 𝑟𝑦(𝑎1𝑐11𝛿 + 𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿 − 𝛽)) · cosh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2
√
𝑎1𝑐11

−
− sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑎1𝑐11
· (3𝑎1𝑐11𝛿 + 𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿 − 𝛽 + 𝑟𝑦(𝛾 − 𝑎1𝑐11𝛼− 𝑐12𝛼)),

𝜏𝑥𝑦 = (2
√
𝑎1𝑐11𝛿 + 𝑟𝑦(𝛾 − 𝑎1𝑐11𝛼− 𝑐12𝛼)) · 𝑖𝜉 cosh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑐11𝑟
−

− 𝑖𝜉 sinh(𝑟𝑦
√
𝑎1)

2
√
𝑎1𝑐11𝑟

· (√𝑎1𝑟𝑦(𝑎1𝑐11𝛿+𝑐12𝛿−𝑐33𝛿−𝛽)+3𝑎1𝑐11𝛼+𝑐12𝛼−𝛾),
(14)

𝑢𝑥 = (
√
𝑎1𝑐11(𝛾−2𝑐12𝛼−2𝑎1𝑐11𝛼)−𝑟𝑦(𝑎1𝑐11+𝑐12)(𝑎1𝑐11+𝑐12𝛿−𝑐33𝛿 − 𝛽))·

· 𝑖 cosh(𝑟𝑦
√
𝑎1)

2
√
𝑎1𝑐11𝜉

+
𝑖 sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑎1𝑐11𝜉
· (√𝑎1𝑟𝑦(𝑎1𝑐11+𝑐12)(𝛾−𝑎1𝑐11𝛼−𝑐12𝛼)+𝑎21𝑐211𝛿+

+𝑎1𝑐11(2𝑐12𝛿 + 𝑐33𝛿 + 𝛽) + 𝑐12(𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿 − 𝛽)),

𝑢𝑦=(𝑎1𝑐11𝑟𝑦(𝛾−2𝑐12𝛼+𝑐33𝛼)−𝑎2𝑐211𝑟𝑦𝛼+ 𝑟𝑦(𝑐12−𝑐33)(𝛾−𝑐12𝛼)+
+2𝑎1𝑐11𝛽) · cosh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑐11𝑟
− sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1)

2𝑐11𝑟
· (𝑎1𝑐11𝑟𝑦(2𝑐12𝛿 − 2𝑐33𝛿 − 𝛽)+

+𝑎21𝑐
2
11𝑟𝑦𝛿 + 5𝑎1

√
𝑎1𝑐

2
11𝛼+ 𝑟𝑦(𝑐12 − 𝑐33)(𝑐12𝛿 − 𝑐33𝛿 − 𝛽)+

+3𝑎1𝑐11(2𝑐12𝛼− 𝑐33𝛼− 𝛾)− (𝑐12 − 𝑐33)(𝛾 − 𝑐12𝛼)).

(15)
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З умов на поверхнi шару 𝛼(𝜉) = 𝑓1 i 𝛿(𝜉) = 𝑓2. Iз умов на нижнiй ме-
жi шару отримаємо систему двох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно
невiдомих функцiй 𝛽(𝜉) i 𝛾(𝜉). Розв’язавши систему отримаємо:

𝛽= 1
Δ · (−

√
𝑎1𝑓2𝜉(3𝑎1𝑐11+𝑐12−𝑐33) · 𝐶2+2𝑎1

√
𝑎1𝑐11𝜉(

√
𝑎1𝑟ℎ𝑓3−𝑓1𝑆) · 𝐶+

+2𝑎1
√
𝑎1𝑐11(𝑖𝑟

2ℎ𝑓4 + 𝑓3𝜉) · 𝑆−2𝑎21𝑐11𝑟ℎ𝑓1𝜉+𝑎21
√
𝑎1𝑐11𝑟

2ℎ2𝑓2𝜉+𝑎1
√
𝑎1𝑓2𝜉·

·(3𝑐11 + 𝑟2ℎ2(𝑐12 − 𝑐33)) +
√
𝑎1𝑓2𝜉(𝑐12 − 𝑐33)),

𝛾 = 1
Δ · (−

√
𝑎1𝑓1𝜉(𝑐12+3𝑎1𝑐11) · 𝐶2+2𝑎1

√
𝑎1𝑐11(𝑖𝑟

2ℎ𝑓4−𝑓2𝜉𝑆) · 𝐶+
+2𝑎1𝑐11𝑟(𝑖𝑓4 − 𝜉𝑎1ℎ𝑓3) · 𝑆 +

√
𝑎1𝜉(𝑓1𝑎1(𝑐12𝑟

2ℎ2 + 3𝑐11)+

+𝑎21𝑐11𝑓1𝑟
2ℎ2 + 2𝑎1

√
𝑎1𝑐11𝑓2𝑟ℎ+ 𝑐12𝑓1)),

(16)

де ∆ =
√
𝑎1𝜉(𝑎1𝑟

2ℎ2 − 𝐶2 + 1), 𝐶 = cosh(𝑟𝑦
√
𝑎1), 𝑆 = sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1).

Знайденi вирази для 𝛼(𝜉), 𝛿(𝜉) та 𝛽(𝜉), 𝛾(𝜉) (16) пiдставляємо в (14),
(15). Отриманi вирази пiдлягають зворотному iнтегральному перетворен-
ню Фур’є, що дає iстинi значення шуканих величин.

Аналогiчнi дiї застосовуються для розв’язання другої основної та змi-
шаної задач. Наведемо необхiднi формули, що вiдповiдають пункту (3)
схеми розв’язання.

Для другої крайової задачi вiдомими є функцiї 𝛽(𝜉) = 𝑟√
𝑎1
· 𝑔1(𝜉) i

𝛾(𝜉) = −𝑖𝜉 · 𝑔1(𝜉). Iншi двi функцiї 𝛼(𝜉) i 𝛿(𝜉) знаходяться з вiдповiдних
умов на нижнiй межi (3) i описуються формулам:

𝛼 =
(︀
(3𝑎1𝑐11+𝑐12−𝑐33)(𝑎21𝑐211+𝑎1𝑐11(2𝑐12+𝑐33)+𝑐12(𝑐12−𝑐33)) · 𝐶2𝑔2−

−2𝑎1𝑐11𝑔1 · (𝑎21𝑐211 + 𝑎1𝑐11(2𝑐12 + 𝑐33) + 𝑐12(𝑐12 − 𝑐33)
)︀
· 𝑆𝐶+

+2𝑎1
√
𝑎1𝑐11𝑐12𝑟ℎ𝑔1 ·(𝑐12−𝑐33)+2𝑎21

√
𝑎1𝑐

2
11𝑟ℎ𝑔1(2𝑐12−𝑐33)+2𝑎31

√
𝑎1𝑐

3
11𝑟ℎ𝑔1−

−𝑎41𝑐311𝑟2ℎ2𝑔2 − 3𝑎31𝑐
3
11𝑔2 − 𝑎21𝑐211𝑔2(𝑎1𝑟2ℎ2(3𝑐12 − 2𝑐33) + 7𝑐12 + 2𝑐33)−

−𝑎1𝑐11𝑔2(𝑐12 − 𝑐33) · (𝑎1𝑟2ℎ2(3𝑐12 − 2𝑐33) + 5𝑐12 + 𝑐33)−

−𝑐12𝑔2(𝑐12 − 𝑐33)2(𝑎1𝑟2ℎ2 + 1)) · 𝑖

4𝑎1
√
𝑎1𝑐211𝑟𝜉∆1

,

𝛿 = ((𝑎1
√
𝑎1𝑐11𝑟ℎ𝑔1(𝑐

2
12 − 𝑐233)− (𝑎21

√
𝑎1𝑐

2
11𝑟ℎ𝑔1(𝑐12 − 2𝑐33)− 𝑎31

√
𝑎1𝑐

2
11𝑟ℎ𝑔1+

+
√
𝑎1𝑐12𝑟ℎ𝑔1(𝑐12 − 𝑐33)2 + 𝑎21𝑐

2
11𝑔2(𝑎1𝑟

2ℎ2(3𝑐12 − 2𝑐33)− 4.5𝑐12 − 𝑐33)+

+𝑐311𝑔2·(𝑎41𝑟2ℎ2−1.5𝑎31)+𝑎1𝑐11𝑔2(𝑐12−𝑐33)(𝑎1𝑟2ℎ2(3𝑐12−𝑐33)−2.5𝑐12−0.5𝑐33)+

+𝑐12𝑔2(𝑐12 − 𝑐33)2(𝑎1𝑟2ℎ2 − 0.5)) · 𝐶2 + (2𝑎1
√
𝑎1𝑐11𝑟ℎ𝑔2(𝑐12 − 𝑐33)2+



34 Зiновєєв I. В., Дзундза Н. С.

+4𝑎21
√
𝑎1𝑐

2
11 · 𝑟ℎ𝑔2(𝑐12 − 𝑐33) + 2𝑎31

√
𝑎1𝑐

3
11𝑟ℎ𝑔2 − 𝑎1𝑐311𝑔1(𝑎31𝑟2ℎ2 − 𝑎21)−

−𝑎21𝑐211𝑔1(−2𝑐12− 𝑐33+ 𝑎1𝑟
2ℎ2(3𝑐12− 2𝑐33))− 𝑎1𝑔1(𝑐12− 𝑐33)(𝑎1𝑐11𝑟2ℎ2(3𝑐12−

−𝑐33)−𝑐12)−𝑎1𝑐12𝑟2ℎ2 ·𝑔1(𝑐12−𝑐33)2𝑆−𝑎1
√
𝑎1𝑐11𝑟ℎ𝑔1(𝑐12−𝑐33)(2𝑐12+𝑐33)−

−𝑎21
√
𝑎1𝑐

2
11𝑟ℎ𝑔1(𝑐12 + 𝑐33)−

√
𝑎1𝑐12𝑟ℎ𝑔1(𝑐12 − 𝑐33)2−

−0.5𝑐311𝑔2(𝑎41𝑟2ℎ2(3𝑐12 − 2𝑐33)− 7𝑐12 − 2𝑐33)−

−0.5𝑎1𝑐11𝑔2(𝑐12 − 𝑐33)(𝑎1𝑟2ℎ2(3𝑐12 − 𝑐33)− 5𝑐12 − 𝑐33)) ·
𝑖

4𝑎1
√
𝑎1𝑐211𝑟𝜉∆1

,

∆1=
𝑖

4𝑎1
√
𝑎1𝑐211𝑟𝜉

· ((5𝑎21𝑐211+3𝑎1𝑐11(2𝑐12 − 𝑐33)+𝑐12(𝑐12−𝑐33))(𝑎21𝑐211+
+𝑎1𝑐11 · (2𝑐12 − 𝑐33) + 𝑐12(𝑐12 − 𝑐33)) · 𝐶2 − 𝑎51𝑐411𝑟2ℎ2 − 𝑎41𝑐311(5𝑐11+

+2𝑟2ℎ2(2𝑐12 − 𝑐33))− 𝑎21𝑐11(3𝑐11(6𝑐212 − 2𝑐12𝑐33 − 𝑐233)+
+2𝑐12𝑟

2ℎ2(2𝑐12 − 𝑐33)(𝑐12 − 𝑐33))− 𝑎1𝑐12·
·(2𝑐11(4𝑐12 − 𝑐33) + 𝑐12𝑟

2ℎ2(𝑐12 − 𝑐33))− 𝑐212(𝑐12 − 𝑐33)2).

(17)

Для змiшаної задачi допомiжними функцiями є 𝛼(𝜉) = 𝑝1(𝜉) i 𝛿(𝜉) = 𝑝2(𝜉).
З умов (5) знаходимо 𝛽(𝜉) i 𝛾(𝜉) :

𝛽 = 2𝑎1𝑐11(𝑎
2
1𝑐

2
11+𝑎1𝑐11(2𝑐12+𝑐33)+𝑐12(𝑐12−𝑐33)) ·

𝐶𝑆𝑝1
Δ + (𝑎21𝑐

2
11+

+2𝑎1𝑐11𝑐12 + 𝑎1𝑐11𝑐33 + 𝑐212 − 𝑐12𝑐33)(3𝑎1𝑐11 + 𝑐12 − 𝑐33) · 𝑆
2𝑝2
Δ ,

𝛾 = (𝑎21𝑐
2
11+𝑎1𝑐11(2𝑐12+𝑐33)+𝑐12(𝑐12−𝑐33)(𝑎1𝑐11−𝑐12)) ·

𝑆2𝑝1
Δ +

+2𝑎1𝑐11 · (𝑎21𝑐211+𝑎1𝑐11(2𝑐12+𝑐33)+𝑐12(𝑐12−𝑐33)(𝑎1𝑐11−𝑐12)) ·
𝑆𝐶𝑝2
Δ ,

(18)

де ∆ = (𝑎21𝑐
2
11 + 𝑎1𝑐11(2𝑐12 + 𝑐33) + 𝑐12(𝑐12 − 𝑐33)(𝑎1𝑐11 − 𝑐12)) ·𝐶2 + (𝑎1𝑐11 −

𝑐12)(3𝑎1𝑐11 + 𝑐12 − 𝑐33), 𝐶 = cosh(𝑟𝑦
√
𝑎1), 𝑆 = sinh(𝑟𝑦

√
𝑎1).

Таким чином маємо всi необхiднi формули для розв’язання поставле-
них задач. Отриманi формули пiддаємо оберненому iнтегральному пере-
творенню Фур’є. Для окремих випадкiв вдається отримати аналiтичнi ви-
рази, в загальному випадку проводиться чисельне iнтегрування за допо-
могою адаптивних алгоритмiв.

3. Числовi розрахунки.
Розглянемо ортотропний шар, матерiал якого 𝜈𝑥𝑦 = 0.26, 𝜈𝑥𝑧 = 0.19,

𝜈𝑦𝑧 = 0.41, 𝜈𝑧𝑦 = 0.30, 𝐸𝑥 = 3.86 ·1010 Па, 𝐸𝑦 = 8.27 ·109 Па. Товщина шару
ℎ = 1 м.

3.1. Перша основна крайова задача.
На межi 𝑦 = 0 дiє зовнiшнє навантаження 𝜎𝑦(𝑥, 0) = 1

𝑥2+1
(Па),

𝜏𝑥𝑦(𝑥, 0) = 0 (Па), на межi 𝑦 = −1 навантаження 𝜎𝑦(𝑥,−1) = − 1
𝑥2+1

(Па),
𝜏𝑥𝑦(𝑥,−1) = 0 (Па).
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Як бачимо на рис. 2 значення
𝜎𝑦(0, 0) = 1, 𝜎𝑦(0,−1) = −1, що свiд-
чить про виконання умов на верхнiй
та нижнiй межi. Характер наван-
таження шару обумовлює симетри-
чнiсть розподiлу напружень в ша-
рi при цьому максимальнi по моду-
лю значення напружень спостерiга-
ються вздовж лiнiї дiї максимально-
го нормального навантаження. Рис. 2.: Значення напруження

𝜎𝑦(𝑥, 𝑦)

3.2. Друга основна крайова задача.
Вiдомi перемiщення на вернiй межi 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 10−4

𝑥2+1
(м), 𝑢𝑥(𝑥, 0) = 0 (м)

та на нижнiй межi 𝑢𝑦(𝑥,−1) = − 10−4

𝑥2+1
(м), 𝑢𝑥(𝑥,−1) = 0 (м).

Рис. 3.: Значення напруження 𝜎𝑦(𝑥, 𝑦) i перемiщення 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)

Отриманi результати цiлком узгоджуються з очiкуваною картиною: ма-
ксимальнi значення поблизу 𝑥 = 0, а за глибиною значення напружень
i перемiщень зменшуються i прямують до 0. Спостерiгається виконання
умов на верхнiй та нижнiй межах 𝑢𝑦(0, 0) = 0.0001, 𝑢𝑦(0,−1) = −0.0001.

3.3. Змiшана крайова задача.
На межi 𝑦 = 0 дiє зовнiшнє навантаження 𝜎𝑦(𝑥, 0) = 1

𝑥2+1
(Па),

𝜏𝑥𝑦(𝑥, 0) = 0 (Па). На межi 𝑦 = −1 перемiщення дорiвнюють нулю.
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Рис. 4.: Значення напружень 𝜎𝑦(𝑥, 𝑦) i 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)

Як бачимо на рис. 4 отриманi значення напружень приймають най-
бiльшi значення поблизу 𝑥 = 0 для кожного 𝑦, а при вiддаленi вiд 𝑥 = 0

значення напружень зменшуються та на нескiнченностi прямують до нуля.
Окрiм того отриманi результати свiдчать про виконання умов на верхнiй
межi 𝜎𝑦(0, 0) = 1 i 𝜏𝑥𝑦(0, 0) = 0.

Рис. 5.: Значення перемiщень 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) i 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)

Отриманi результати для перемiщень 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) i 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) демонструють
симетричний характер деформування. Максимальнi значення нормальних
перемiщень 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) вiдповiдають лiнiї дiї максимального нормального на-
вантаження. На нижнiй межi перемiщення дорiвнюють нулю, що свiдчить
про виконання крайових умов.
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Висновки

В роботi наведено пiдхiд до розв’язання крайових задач лiнiйної теорiї
пружностi для ортотропного шару в умовах плоскої деформацiї. Отримано
чисельно-аналiтичнi розв’язки першої, другої та змiшаної крайових задач,
що представленi в просторi трансформант. Проведено числовi розрахунки
виконано їх аналiз. В перспективi планується поширення описаного методу
на багатошаровi основи з ортотропними шарами.
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Zinovieiev I. V., Dzundza N. S.
Solving basic boundary value problems for an orthotropic layer

Summary

We consider the first, second basic and mixed boundary value problems of
the linear theory of elasticity for a homogeneous orthotropic layer of constant
thickness. The layer is subjected to a surface load. There are no internal
forces. It is required to determine the stresses and displacements at an ar-
bitrary point of the layer, assuming plane deformation. The solutions to the
problem are constructed. The solution to the problem is sought in the space
of transformants of the one-dimensional integral Fourier transform, where the
relationship between the transformants of the stress function and the trans-
formants of displacements and stresses is established. The desired values are
expressed through four auxiliary functions that are associated with the stress
and displacement transforms at the upper boundary. To obtain the true val-
ues of stresses and displacements at the points of the orthotropic layer, the
inverse integral Fourier transform is applied to the found stress and displace-
ment transforms. Numerical solutions for specific cases are obtained and the
results are analyzed.
Key words: orthotropic layer, plane deformation, stress-strain state stress func-
tion, integral Fourier transform.
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МЕТОД ЛАНЦЮГIВ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЛIНIЙНОГО
РIЗНИЦЕВОГО РIВНЯННЯ СКIНЧЕННОГО ПОРЯДКУ ТА
ДЕЯКI ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ

В цiй роботi наведено схему методу ланцюгiв стосовно розв’язання скiнченного лiнiй-
ного рiзницевого рiвняння, i приведено формулу загального розв’язку цього рiвняння.
Як наслiдок, наведено формулу загального розв’язку рiзницевого рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами, яка цiлком залежить тiльки вiд коефiцiєнтiв цього рiвняння. Розглянутi
розв’язки лiнiйних диференцiальних рiвнянь у виглядi узагальненого степеневого ряду,
коефiцiєнти якого знаходяться методом ланцюгiв. Внаслiдок перестановки елементiв
степеневого ряду розв’язок рiвняння мiстить нову функцiю, а саме: гiпергеометричну
функцiю дробового порядку.
MSC: 39A06.
Ключовi слова: ланцюг, рiзницеве рiвняння, гiпергеометрична функцiя дробового по-
рядку.
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Вступ

Ця стаття є огляд робiт автора, в яких розроблено метод ланцюгiв
для розв’язання лiнiйного рiзницевого рiвняння i застосовано його для
побудови розв’язкiв деяких лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

Основнi результати
1. Схема методу ланцюгiв.
Розглянемо лiнiйне рiзницеве рiвняння порядку 𝑛

𝑙𝑛+𝑘 = 𝑎1𝑘𝑙𝑛+𝑘−1 + 𝑎2𝑘𝑙𝑛+𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑘𝑙𝑘, 𝑎𝑛𝑘 ̸= 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , (1)

де 𝑎1𝑘, 𝑎2𝑘, . . . , 𝑎𝑛𝑘 — вiдомi функцiї цiлочисельного аргументу 𝑘.
Використовується покрокове розв’язання рiвняння (1), тобто на кожно-

му черговому кроцi використання рiвняння (1) враховуються розв’язки,
якi були знайденi на попереднiх кроках, i запис коефiцiєнтiв рiвняння (1)
у виглядi 𝑎𝑗𝑘 не дає можливостi встановити закономiрностi, якi iснують
мiж цими коефiцiєнтами.

Надiйшла 10.04.2023 © Круглов В. Є., 2023
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Тому позначимо
𝑎𝑗𝑘 = 𝑎

(𝑗)
𝑛+𝑘−𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛,

i тодi рiвняння (1) має вигляд

𝑙𝑛+𝑘 = 𝑙𝑛+𝑘−1𝑎
(1)
𝑛+𝑘−1 + 𝑙𝑛+𝑘−2𝑎

(2)
𝑛+𝑘−2 + . . .+ 𝑙𝑘𝑎

(𝑛)
𝑘 , 𝑘 = 0, 1, . . . . (2)

Загальний розв’язок рiвняння (2) визначається формулою

𝑙𝑛+𝑘 = 𝜙𝑛−1,𝑛+𝑘𝑙𝑛−1 + 𝜙𝑛−2,𝑛+𝑘𝑙𝑛−2 + . . .+ 𝜙0,𝑛+𝑘𝑙0, 𝑘 = 0, 1, . . . , (3)

де 𝑙𝑛−1, 𝑙𝑛−2, . . . , 𝑙0 – довiльнi сталi, цiлочисельнi функцiї 𝜙𝑖,𝑛+𝑘, 𝑖 = 0, 𝑛− 1,
утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (2), i якi будую-
ться в явному виглядi, та їх структура визначається формулами

𝜙0,𝑛+𝑘 = 𝑎
(𝑛)
0 𝑓𝑘,𝑛+𝑘,

𝜙1,𝑛+𝑘 = 𝑎
(𝑛−1)
1 𝑓𝑘,𝑛+𝑘 + 𝑎

(𝑛)
1 𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜙𝑖,𝑛+𝑘 = 𝑎
(𝑛−𝑖)
𝑖 𝑓𝑘,𝑛+𝑘 + 𝑎

(𝑛−𝑖+1)
𝑖 𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘 + . . .+ 𝑎

(𝑛)
𝑖 𝑓𝑘−𝑖,𝑛+𝑘,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜙𝑛−1,𝑛+𝑘 = 𝑎
(1)
𝑛−1𝑓𝑘,𝑛+𝑘 + 𝑎

(2)
𝑛−1𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘 + . . .+ 𝑎

(𝑛)
𝑛−1𝑓𝑘−𝑛+1,𝑛+𝑘.

(4)

Функцiї 𝑓𝑘,𝑛+𝑘, 𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘, . . . , 𝑓𝑘−𝑝,𝑛+𝑘, 𝑝 = 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑘), пов’язанi рiвнiстю

𝑓𝑘,𝑛+𝑘 = 𝑎(1)𝑛 𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘 + 𝑎(2)𝑛 𝑓𝑘−2,𝑛+𝑘 + . . .+ 𝑎(𝑝)𝑛 𝑓𝑘−𝑝,𝑛+𝑘, (5)

при цьому 𝑓0,𝑛+𝑘 ≡ 1, 𝑓𝑗,𝑛+𝑘 ≡ 0, якщо 𝑗 < 0.
У побудовi функцiї 𝑓𝑘,𝑛+𝑘 використовуються тi коефiцiєнти рiвняння

(2), якi виникають на 𝑘-му кроцi рекурсiї, а саме

𝑀𝑛,𝑛+𝑘 = (𝑎(1)𝑛 , 𝑎
(1)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(1)
𝑛+𝑘−1; 𝑎

(2)
𝑛 , 𝑎

(2)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(2)
𝑛+𝑘−2; . . . ;

𝑎(𝑠)𝑛 , 𝑎
(𝑠)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(𝑠)
𝑛+𝑘−𝑠),

де 𝑠 = 𝑚𝑖𝑛(𝑘, 𝑛).
Елементи 𝑎

(𝑗)
𝑖 , 𝑗 = 1, 𝑛, назвемо елементами рангу 𝑗; елементи набору

𝑀𝑛,𝑛+𝑘, якi мають найменшi нижнi iндекси, тобто 𝑎
(1)
𝑛 , 𝑎

(2)
𝑛 , . . . , 𝑎

(𝑠)
𝑛 , на-

звемо начальними елементами набору, а елементи, у яких сума нижнього
iндексу з верхнiм дорiвнює 𝑛+𝑘 – кiнцевими елементами набору. Елемент
𝑎
(𝑠)
𝑛+𝑘−𝑠 може бути одночасно начальним i кiнцевим.
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За результатами рекурсiї з’являються добутки, якi утворенi елемен-
тами набору 𝑀𝑛,𝑛+𝑘, i якi мають наступну структуру: довiльнi два сусi-
днiх множникiв в кожному з добуткiв задовольняють правилу множення
– . . . 𝑎(𝑖1)𝑘 𝑎

(𝑖2)
𝑘+𝑖1

. . . , 𝑖1, 𝑖2 = 1, 𝑛 (𝑖1 та 𝑖2 можуть бути рiвними).
Ланцюгом, який складається з елементiв набору 𝑀𝑛,𝑛+𝑘, називають до-

буток максимально можливої кiлькостi елементiв з цього набору, але для
довiльних двох сусiднiх множникiв в цьому добутку повинно використо-
вуватися сформульоване вище правило множення.

Звiдси випливає, що довiльний ланцюг починається з якого-небудь на-
чального елементу набору 𝑀𝑛,𝑛+𝑘 i завершується одним з кiнцевих еле-
ментiв цього набору.

Структура довiльного ланцюга така

𝑎(𝑖1)𝑛 𝑎
(𝑖2)
𝑛+𝑖1

𝑎
(𝑖3)
𝑛+𝑖1+𝑖2

· . . . · 𝑎(𝑖𝑟)𝑛+𝑖1+𝑖2+...+𝑖𝑟−1
, 𝑛+ 𝑖1 + . . .+ 𝑖𝑟−1 + 𝑖𝑟 = 𝑛+ 𝑘.

Порядком ланцюга називають суму рангiв усiх множникiв, якi утво-
рюють цей ланцюг. З елементiв набору 𝑀𝑛,𝑛+𝑘 можна скласти ланцюги
тiльки порядку 𝑘, бо 𝑖1 + 𝑖2 + . . .+ 𝑖𝑟 = 𝑘.

Функцiя 𝑓𝑘,𝑛+𝑘 – це сума усiх ланцюгiв порядку 𝑘, якi можна скласти
з елементiв набору 𝑀𝑛,𝑛+𝑘. Пiдрахуємо тепер кiлькiсть доданкiв у функцiї
𝑓𝑘,𝑛+𝑘.

Нехай ланцюг порядку 𝑘 має 𝑥1 елементiв рангу один, 𝑥2 елементiв
рангу два, i т.д., 𝑥𝑛 елементiв рангу 𝑛. Тодi 𝑘 = 𝑥1 + 2𝑥2 + . . .+ 𝑛𝑥𝑛. Тодi
кiлькiсть усiх ланцюгiв порядку 𝑘, якi можна скласти з елементiв набору
𝑀𝑛,𝑛+𝑘, дорiвнює

𝑄
(𝑛)
𝑘 =

∑︁
𝑥1+2𝑥2+...+𝑛𝑥𝑛=𝑘

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛)!

𝑥1!𝑥2! . . . 𝑥𝑛!
.

Аналогiчно будується функцiя 𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘. Це сума ланцюгiв порядку
𝑘 − 1, якi утворюються з елементiв набору 𝑀𝑛+1,𝑛+𝑘 = (𝑎

(1)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(1)
𝑛+𝑘−1;

𝑎
(2)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(2)
𝑛+𝑘−2; . . . ; 𝑎

(𝑝)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(𝑝)
𝑞 ), i кiлькiсть таких ланцюгiв

𝑄
(𝑛)
𝑘−1 =

∑︁
𝑥1+2𝑥2+...+𝑛𝑥𝑛=𝑘−1

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛)!

𝑥1!𝑥2! . . . 𝑥𝑛!
,

i т.д. Кiлькiсть ланцюгiв порядку 𝑘−𝑚(тобто доданкiв у функцiї 𝑓𝑘−𝑚,𝑛+𝑘),
якi утворюються з елементiв набору 𝑀𝑛+𝑚,𝑛+𝑘 = (𝑎

(1)
𝑛+𝑚, . . . , 𝑎

(1)
𝑛+𝑘−1;
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𝑎
(2)
𝑛+𝑚, . . . , 𝑎

(2)
𝑛+𝑘−2; . . . ; 𝑎

(𝑝)
𝑛+𝑚, . . . , 𝑎

(𝑝)
𝑞 ), дорiвнює

𝑄
(𝑛)
𝑘−𝑚 =

∑︁
𝑥1+2𝑥2+...+𝑛𝑥𝑛=𝑘−𝑚

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛)!

𝑥1!𝑥2! . . . 𝑥𝑛!
.

Розв’язок рiвняння (2) дається формулами (3), (4).
Нехай

𝑎𝑗𝑘 = 𝑎
(𝑗)
𝑛+𝑘−𝑗 ≡ 𝑎𝑗 , 𝑘 = 0, 1, . . . ,

тобто маємо справу з рiзницевим рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами

𝑙𝑛+𝑘 = 𝑎1𝑙𝑛+𝑘−1 + 𝑎2𝑙𝑛+𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑙𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , (6)

Тепер у будь-якому ланцюгу порядок множення його елементiв за прави-
лом втрачає сенс, i структура ланцюга така: 𝑎𝑥1

1 𝑎
𝑥2
2 . . . 𝑎𝑥𝑛

𝑛 , тодi

𝑓𝑘,𝑛+𝑘 =
∑︁

𝑥1+2𝑥2+...+𝑛𝑥𝑛=𝑘

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛)!

𝑥1!𝑥2! . . . 𝑥𝑛!
𝑎𝑥1
1 𝑎

𝑥2
2 . . . 𝑎𝑥𝑛

𝑛 = 𝑅
(𝑛)
𝑘 ,

𝑓𝑘−𝑚,𝑛+𝑘 =
∑︁

𝑥1+2𝑥2+...+𝑛𝑥𝑛=𝑘−𝑚

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛)!

𝑥1!𝑥2! . . . 𝑥𝑛!
𝑎𝑥1
1 𝑎

𝑥2
2 . . . 𝑎𝑥𝑛

𝑛 = 𝑅
(𝑛)
𝑘−𝑚,

Рiвняння (5) можна записати таким чином

𝑅
(𝑛)
𝑘 = 𝑎1𝑅

(𝑛)
𝑘−1 + 𝑎2𝑅

(𝑛)
𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑅

(𝑛)
𝑘−𝑛, 𝑘 > 𝑛;

𝑅
(𝑛)
𝑘 = 𝑎1𝑅

(𝑛)
𝑘−1 + . . .+ 𝑎𝑘−1𝑅

(𝑛)
1 , 𝑘 = 1, 𝑛 (7)

𝑅
(𝑛)
0 = 1, 𝑅

(𝑛)
1 = 𝑎1, 𝑅

(𝑛)
𝑘 = 0, якщо 𝑘 < 0. (8)

Рiвняння (4) можна записати таким чином:

𝜙0,𝑛+𝑘 = 𝑎𝑛𝑅
(𝑛)
𝑘 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜙𝑖,𝑛+𝑘 = 𝑎𝑛−𝑖𝑅
(𝑛)
𝑘 + . . .+ 𝑎𝑛𝑅

(𝑛)
𝑘−𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛− 2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜙𝑛−1,𝑛+𝑘 = 𝑅
(𝑛)
𝑘+𝑖 = 𝑎1𝑅

(𝑛)
𝑘 + . . .+ 𝑎𝑛𝑅

(𝑛)
𝑘−𝑛+1.

Загальний розв’язок рiвняння (6) подається формулою

𝑙𝑛+𝑘 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑎𝑖𝑅
(𝑛)
𝑘 + 𝑎𝑖+1𝑅

(𝑛)
𝑘−1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑅

(𝑛)
𝑘−𝑛+𝑖)𝑙𝑛−𝑖, 𝑘 = 0, 1, . . . (9)
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де числа 𝑅(𝑛)
𝑘 , якщо 𝑘 = 1, 𝑛 або 𝑘 > 𝑛, знаходяться за формулами (7), (8).

Можна довести, що серед розв’язкiв (9) знаходяться вiдомi розв’язки
типу 𝑘𝑚𝜆𝑠, де 𝜆 – корiнь характеристичного рiвняння

𝜆𝑛 = 𝑎1𝜆
𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝜆+ 𝑎𝑛.

Приклад наведено в [1], де розглянуто рiвняння 𝑙𝑘+2 = 𝑎𝑙𝑘+1 + 𝑏𝑙𝑘.
Розв’язок його подається формулою

𝑙2+𝑘 = (𝑎𝑙1 + 𝑏𝑙0)

[𝑘/2]∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑘−𝑚𝑎

𝑘−2𝑚𝑏𝑚 + 𝑏𝑙1

[𝑘/2]∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑘−𝑚−1𝑎

𝑘−2𝑚−1𝑏𝑚.

З цiєї формули випливає:
1) якщо 𝜆1 ̸= 𝜆2 та 𝑙1 = 𝜆1, 𝑙0 = 1, то 𝑙2+𝑘 = 𝜆2+𝑘

1 ,
2) якщо 𝜆1 = 𝜆2 =

𝑎
2 та 𝑙1 = 𝜆1 =

𝑎
2 , 𝑙0 = 1, то 𝑙2+𝑘 =

(︀
𝑎
2

)︀2+𝑘
𝜆2+𝑘
1 ,

а при 𝑙1 = 𝜆1, 𝑙0 = 0 𝑙2+𝑘 = (2 + 𝑘)𝜆2+𝑘
1 .

2. Застосування методу ланцюгiв до розв’язування лiнiйних
диференцiальних рiвнянь.

В комплекснiй площинi вивчаються диференцiальнi рiвняння, вiдпо-
вiдно в [3], [4], [5]

𝑡2(𝐴1𝑡
2+𝐵1𝑡+𝐶1)𝑢

′′+ 𝑡(𝐴2𝑡
2+𝐵2𝑡+𝐶2)𝑢

′+(𝐴3𝑡
2+𝐵3𝑡+𝐶3)𝑢 = 0, 𝐶1 ̸= 0,

(10)
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝐴𝑖𝑡
2 +𝐵𝑖𝑡+ 𝐶𝑖)𝑡

𝑖𝑢(𝑖) = 0, 𝐶𝑛 ̸= 0, (11)

де 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖 — вiдомi числа: дiйснi або комплекснi;

𝑡2𝑃1(𝑡)𝑢
′′ + 𝑡𝑃2(𝑡)𝑢

′ + 𝑃3(𝑡)𝑢 = 0, (12)

де функцiї 𝑃𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 3, аналiтичнi в околi фуксової нульової точки i для
них в цьому околi мають мiсце розвинення

𝑃𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖0 + 𝑎𝑖1𝑡+ 𝑎𝑖2𝑡
2 + . . . , 𝑎𝑖0 ̸= 0. (13)

При розв’язуваннi цих рiвнянь використовується єдиний пiдхiд, а саме:
розв’язок рiвняння в околi фуксової точки 𝑡 = 0 вiдшукується у виглядi
узагальненого степеневого ряду (розв’язок Фробенiуса)

𝑢(𝑡) = 𝑡𝜌(𝑙0 + 𝑙1𝑡+ 𝑙2𝑡
2 + . . .), 𝑙0 ̸= 0. (14)
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де параметри 𝜌, 𝑙𝑖 потрiбно знайти.
Вiдомо [6], що цей ряд абсолютно збiгається в кiльцi 0 < |𝑡| < 𝑅, де 𝑅 —

вiдстань вiд точки 𝑡 = 0 до найближчої особливої точки диференцiального
рiвняння.

Висновки

Для рiвнянь (10)–(12) вiдносно параметрiв 𝑙𝑖 отриманi рiзницевi рiвня-
ння третього порядку. Для розв’язку цих рiзницевих рiвнянь використову-
ється метод ланцюгiв. В подальшому, враховуючи досить громiздку стру-
ктуру параметрiв 𝑙𝑖, i для того, щоб ряд (14) став бiльш прозорим, робимо
перегрупування членiв ряду. В наслiдок це дозволило ряд (14) записати
як лiнiйну комбiнацiю стандартних гiпергеометричних рядiв i введеному
в цих роботах гiпергеометричного ряду дробового порядку, а саме

𝐹𝑞/𝑘(𝑎1, 𝑎2; 1, 𝑏1; 𝑡) =
∑︁
𝑚=0

(𝑎1 + 𝑞/𝑘)𝑚(𝑎2 + 𝑞/𝑘)𝑚
(1 + 𝑞/𝑘)𝑚(𝑏1 + 𝑞/𝑘)𝑚

𝑡𝑚, 𝑞 = 1, 𝑘 − 1,

де (𝑎)𝑚 = 𝑎(𝑎+ 1) . . . (𝑎+𝑚− 1).
Стоїть задача: вивчити властивостi гiпергеометричного ряду дробового

порядку.
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Kruglov V. E.
The chain method for solving a finite-order linear difference

equation and some of its applications

Summary

A scheme of the chain method for solving a finite linear difference equation
is given in this paper, and a formula for this equation’s general solution of is
given. As a result, the formula for the general solution of a difference equation
with constant coefficients is given. This formula depends entirely only on
the coefficients of this equation. Considered solutions of linear differential
equations in the form of a generalized power series, the coefficients of which
are found by the chain method. As a result of permuting the elements of the
power series, the solution of the equation contains a new function, namely: a
hypergeometric function of fractional order.
Key words: chain, difference equation, hypergeometric function of fractional
order.
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КОНФОРМНО-ПЛАСКI КЕЛЕРОВI ПРОСТОРИ

Дослiджуються геометричнi властивостi келерових просторiв, якi допускають конформ-
нi вiдображення, вiдмiннi вiд гомотетичних вiдображень, на пласкi псевдорiмановi про-
стори. В роботi доведено, що не iснує не пласких конформно-пласких келерових просто-
рiв, розмiрнiсть яких вiдмiнна вiд чотирьох. Показано, що чотиривимiрнi конформно-
пласкi простори можуть бути вкладенi в шестимiрнi пласкi псевдорiмановi простори.
В конформно-пласких келерових просторах побудовано iдемпотентний коварiантно ста-
лий не пропорцiйний метричному тензор i, таким чином, доведено, що вказанi простори
є звiдними псевдорiмановими просторами.

Дослiдження ведуться локально, тензорними методами без обмежень на сигнатуру
та знаковизначеннiсть метричного тензору келерового простору. В роботi широко за-
стосовується спецiальна операцiя (спряження), що введена для келерових просторiв, та
її властивостi для тензорiв Рiмана та Рiччi.
MSC: 53B35.
Ключовi слова: псевдорiмановi простори, тензор Рiччi, тензор Рiмана, келеровi про-
стори, конформнi вiдображення, конформно-пласкi келеровi простори.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).305257.

Вступ

Простори, якi допускають конформнi вiдображення на евклiдовi про-
стори при умовi, що в них iснує поле коварiантно сталого кососиметрично-
го афiнора, вперше дослiдив П.А. Широков [1]. Суттєвою умовою в цих
дослiдженнях була знаковизначеннiсть метричного тензора простору. Пi-
знiше, але вже як окремий об’єкт дослiдження, псевдорiмановi простори з
кососиметричним коварiантно сталим афiнором вивчав E. Келер [2]. Такий
тип спецiальних псевдорiманових просторiв зразу привернув увагу дослi-
дникiв завдяки широкому колу застосувань, i самi простори дiстали назву
келерових просторiв. Технiчнi труднощi, що виникають при дослiдженнi
келерових просторiв, дозволяє долати спецiальна операцiя, яка має назву
— спряження [3].
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48 Лесечко О., Соловйов А.

Метою роботи є дослiдження умов, яким задовольняють метричний
тензор та iншi внутрiшнi об’єкти келерового конформно-плаского просто-
ру, зокрема, тензори Рiмана та Рiччi.

Дослiдження в статтi ведуться локально, тензорними методами без
обмежень на знак та сигнатуру метричного тензора.

Основнi результати

1. Келеровi простори
Келеровим простором 𝐾𝑛 (𝑛 = 2𝑁) називається псевдорiманiв простiр

з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥), у якому iснує структура 𝐹 ℎ
𝑖 (𝑥), що задоволь-

няє спiввiдношенням [4; 5]:

𝐹 ℎ
𝛼𝐹

𝛼
𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 ; 𝐹(𝑖𝑗) = 0; 𝐹 ℎ

𝑖,𝑗 = 0, (1)

де 𝐹𝑖𝑗 ≡ 𝑔𝑖𝛼𝐹𝛼
𝑗 , кома — знак ковариантної похiдної по зв’язностi 𝐾𝑛.

Зауважимо, що келеровi простори вперше вивчалися П. А. Широко-
вим, якi вiн назвав А-просторами. Потiм цi простори вивчав Є. Келер . В
лiтературi, як правило, цi простори називають келеровi.

Задля зручностi введемо в 𝐾𝑛 операцiю спряження :

𝐴 ...
�̄�... ≡ 𝐴

...
𝛼...𝐹

𝛼
𝑖 ; 𝐵 �̄�...

... ≡ 𝐵𝛼...
...𝐹

𝑖
𝛼. (2)

Тут 𝐴 i 𝐵 довiльнi тензори будь-якої валентностi. В силу (1) та (2)
мають мiсце наступнi властивостi:

𝐴¯̄𝑖 = −𝐴𝑖; 𝐵
¯̄𝑖 = −𝐵𝑖;

𝐴�̄�𝐵
𝛼 = 𝐴𝛼𝐵

�̄�; 𝐴�̄�𝐵
�̄� = −𝐴𝛼𝐵

𝛼; (3)

(𝐴�̄�) , 𝑗 = 𝐴�̄� , 𝑗 ; (𝐵 �̄�) , 𝑗 = 𝐵 �̄�
, 𝑗 .

Метричний тензор та символи Кронекера задовольняють спiввiдноше-
нням:

𝑔�̄� �̄� = 𝑔𝑖𝑗 ; 𝑔�̄�𝑗 = −𝑔𝑖�̄� ; 𝛿ℎ�̄� = 𝛿ℎ̄𝑖 = 𝐹 ℎ
𝑖 ; 𝛿ℎ̄�̄� = −𝛿ℎ𝑖 . (4)

Тензори Рiмана и Рiччi додатково до вiдомих тотожностей задаволь-
няють слiдуючим властивостям:

𝑅ℎ̄�̄�𝑗𝑘 = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘; 𝑅𝛼
�̄�𝑗𝑘 = 2𝑅𝑗𝑘; 𝑅�̄� �̄� = 𝑅𝑖𝑗 . (5)
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До внутрiшнiх об’єктiв 𝐾𝑛 вiдносять об’єкти, що визначаються з ме-
тричного тензора 𝑔𝑖𝑗 та структури 𝐹 ℎ

𝑖 .

Розглянемо келеровi простори зi спецiальним видом тензора Рiмана.

2. Конформно-пласкi простори.
Конформно-пласким називають псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛, в якому ви-

конуються умови [6]

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑃ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑃ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝑃𝑖𝑗𝑔ℎ𝑘 − 𝑃𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗 , (6)

𝑃𝑖𝑗,𝑘 − 𝑃𝑖𝑘,𝑗 = 0, (7)

тут

𝑃𝑖𝑗 =
1

𝑛− 2

(︂
𝑅𝑖𝑗 −

1

2(𝑛− 1)
𝑅𝑔𝑖𝑗

)︂
. (8)

Подiємо операцiєю спряження по iндексах 𝑖, 𝑗 в формулi (8), переконає-
мось, що

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃�̄��̄� ; 𝑃�̄�𝑗 + 𝑃𝑖�̄� = 0. (9)

Подiємо операцiєю спряження по iндексам 𝑗, 𝑘 в рiвняння (6) та вiднiмемо
отримане вiд (6)

𝑃ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗−𝑃ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘+𝑃𝑖𝑗𝑔ℎ𝑘−𝑃𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗−𝑃ℎ𝑘𝑔𝑖�̄� +𝑃ℎ�̄�𝑔𝑖𝑘−𝑃𝑖�̄�𝑔ℎ𝑘+𝑃𝑖𝑘𝑔ℎ�̄� = 0. (10)

Згорнемо по iндексам 𝑖, 𝑗

(𝑛− 4)𝑃ℎ𝑘 − 𝑃𝑔ℎ𝑘 = 0, (11)

тут 𝑃 = 𝑃𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽 .

Iз (11) переконаємось, що 𝑃 = 0, a значить, 𝑅 = 0 та має мiсце

Теорема 1. Конформно-пласкi келеровi простори мають нульову скаляр-
ну кривину.

При 𝑛 > 4 має мiсце наступна властивiсть

Теорема 2. Не iснує конформно-пласких келерових просторiв 𝐾𝑛, 𝑛 > 4,
вiдмiнних вiд пласких.

Доведемо, що виконується
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Теорема 3. Конформно-пласкi келеровi простори 𝐾𝑛, 𝑛 = 4 мають ко-
варiантно сталий тензор Рiмана.

Доведення.
Подiємо операцiєю спряження по iндексам 𝑖, 𝑗 в рiвняннi (7), отримаємо

𝑃𝑖𝑗,𝑘 − 𝑃�̄�𝑘,�̄� = 0. (12)

Просиметруємо по iндексам 𝑖, 𝑘 та переконаємось, що

𝑃𝑖𝑗,𝑘 + 𝑃𝑘𝑗,𝑖 = 0. (13)

Перепозначимо iндекси 𝑖 та 𝑗 та додамо до (7), будемо мати

𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 0. (14)

А це веде до
𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,𝑙 = 0. (15)

Що й треба було довести.
Псевдорiмановi простори, в яких тензор Рiмана є коварiантно сталим,

називають симетричними [7].
Зауважимо, що iз (8) для 𝑛 = 4 витiкає

𝑃𝑖𝑗 =
1

2
𝑅𝑖𝑗 (16)

i тодi (6) прийме вигляд

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 =
1

2
(𝑅ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 −𝑅ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘 +𝑅𝑖𝑗𝑔ℎ𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗). (17)

Псевдорiмановi простори, в яких тензор Рiччi коварiантно сталий, на-
зивають Рiччi симетричними. Симетричнi псевдорiмановi простори є Рiч-
чi симетричними [5; 8].

Умови iнтегрування для Рiччi симетричних просторiв

𝑅𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 0. (18)

Пiдставляючи значення тензора Рiмана, отримаємо

𝑅𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 −𝑅𝛼𝑖𝑅

𝛼
𝑘 𝑔𝑗𝑙 +𝑅𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑙 𝑔𝑖𝑘 −𝑅𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑙 = 0. (19)
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Згорнемо по iндексам 𝑗, 𝑘

4𝑅𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑙 = 𝜌𝑔𝑖𝑙, (20)

де 𝜌 = 𝑅𝛼𝛽𝑅
𝛼
𝛾 𝑔

𝛽𝛾 .
Коварiантно диференцiюючи останнє переконаємось, що 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Таким чином,

Наслiдок 1. В конформно-пласких келерових просторах, вiдмiнних вiд
пласких, тензор Рiччi задовольняє умовам (26).

Як вiдомо, клас конформно-пласких просторiв не перевишує двох.

Розглянемо простори першого класу.

3. Простори першого класу.
Простором 𝑉𝑛 першого класу називають гiперповерхню плаского про-

стору.
Його тензорнi ознаки, необхiднi та достатнi умови мають вигляд

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝜖(𝑏ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 − 𝑏ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘), (21)

тут 𝜖 = ±1; 𝑏ℎ𝑖 = 𝑏𝑖ℎ,
𝑏𝑖𝑗,𝑘 = 𝑏𝑖𝑘,𝑗 . (22)

Згортаючи (15), отримаємо

𝑅𝑖𝑗 = 𝜖(𝑏𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝛼𝑗𝑏𝛼𝑖 ), (23)

де 𝑏 = 𝑏𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽; 𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝛼𝑗𝑔

𝛼𝑖.

Запишемо (23) в виглядi

𝑏𝛼𝑖𝑏
𝛼
𝑗 = 𝑏𝑏𝑖𝑗 − 𝜖𝑅𝑖𝑗 . (24)

Домножимо (21) на 𝑏ℎ𝑚 та згорнемо по ℎ

𝑏𝛼𝑚𝑅𝛼𝑖𝑗𝑘 = 𝜖(𝑏𝛼𝑚𝑏𝛼𝑘𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝛼𝑚𝑏𝛼𝑗𝑏𝑖𝑘). (25)

Пiсля врахування (21) та (24) дiстанемо

𝑏𝛼𝑚𝑅𝛼𝑖𝑗𝑘 = 𝑏𝑅𝑚𝑖𝑗𝑘 −𝑅𝑚𝑘𝑏𝑖𝑗 +𝑅𝑚𝑗𝑏𝑖𝑘. (26)
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Подiємо операцiєю спряження по iндексам 𝑗, 𝑘 та вiднiмемо отримане вiд
рiвняння (26)

𝑅𝑚𝑗𝑏𝑖𝑘 −𝑅𝑚𝑘𝑏𝑖𝑗 −𝑅𝑚�̄�𝑏𝑖𝑘 +𝑅𝑚𝑘𝑏𝑖�̄� = 0. (27)

Згорнемо по iндексам 𝑚, 𝑗

𝑅𝛼𝑘𝑏
𝛼
𝑖 =

𝑅

2
𝑏𝑖𝑘. (28)

Для конформно-пласких келерових просторiв першого класу доведено

Теорема 4. Не iснує конформно-пласких келерових просторiв першого
класу вiдмiнних вiд пласких.

Доведення.
Рiвняння (28) прийме вигляд

𝑅𝛼𝑖𝑏
𝛼
𝑗 = 0. (29)

Домножуючи (21) на 𝑅𝑖
𝑗 таке, що 𝑅𝑖

𝑗 = 𝑅𝛼𝑗𝑔
𝛼𝑖, та згортаючи по 𝑖, отрима-

ємо
𝑅𝛼

𝑖 𝑅𝛼𝑗𝑘𝑙 = 0. (30)

Врахуємо (17)

𝑅𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 −𝑅𝛼𝑖𝑅

𝛼
𝑘 𝑔𝑗𝑙 +𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙 = 0. (31)

Згорнемо по iндексам 𝑗, 𝑘

𝑅𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑙 = 0. (32)

Тодi (31) прийме вигляд

𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙 = 0. (33)

Подiємо операцiєю спряження по iндексам 𝑗, 𝑘

𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑅�̄�𝑙 = 0. (34)

Симетруючи по iндексам 𝑖 та 𝑘, дiстанемо

𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘 +𝑅𝑘𝑙𝑅𝑗𝑖 = 0. (35)

Перепозначимо iндекси 𝑖 та 𝑙 та додамо до (33), це дозволить переконатись,
що 𝑅𝑖𝑗 = 0.

Таким чином, теорему доведено.
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Наслiдок 2. Клас конформно-пласких келерових просторiв дорiвнює
двом.

Розглянемо властивостi конформно-пласких келерових просторiв, якi
витiкають iз того, що вони допускають конформнi вiдображення на пласкi
псевдорiмановi простори.

4. Конформнi вiдображення
Нехай 𝑉𝑛 (𝑛 > 2) псевдорiманiв простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥) i

𝑉𝑛 також псевдорiманiв простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥). Конформним
вiдображенням називають взаємно-однозначну вiдповiднiсть мiж точка-
ми просторiв 𝑉𝑛 i 𝑉𝑛 таке, що

𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑒2𝜎(𝑥)𝑔𝑖𝑗(𝑥), (36)

тут 𝜎 - деяка функцiя [9].
Якщо 𝜎 - стала, то вiдображення називають гомотетiєю. Надалi, якщо

це не обумовлено, ми обмежимося розглядом вiдображень вiдмiнних вiд
гомотетичних.

З (36) отримаємо
𝑔𝑖𝑗 = 𝑒−2𝜎𝑔𝑖𝑗 .

Мають мiсце формули:

Γ̄ℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑖𝑗 + 𝛿ℎ𝑖 𝜎𝑗 + 𝛿ℎ𝑗 𝜎𝑖 − 𝜎ℎ𝑔𝑖𝑗 ; (37)

для тензора Рiмана

�̄�ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 + 𝛿
ℎ
𝑘𝜎𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝜎𝑖𝑘 + 𝑔ℎ𝛼(𝜎𝛼ℎ𝑔𝑖𝑗 −𝜎𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘)+∆1𝜎(𝛿

ℎ
𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘); (38)

для тензора Рiччi

�̄�𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 + (𝑛− 2)𝜎𝑖𝑗 + (∆2𝜎 + (𝑛− 2)∆1𝜎)𝑔𝑖𝑗 ; (39)

для скалярної кривини

�̄� = 𝑒−2𝜎(𝑅+ 2(𝑛− 1)∆2𝜎 + (𝑛− 1)(𝑛− 2)∆1𝜎). (40)

Тут i надалi 𝜎𝑖 ≡
𝜕𝜎

𝜕𝑥𝑖
≡ 𝜎,𝑖, 𝜎ℎ = 𝜎𝛼𝑔

𝛼ℎ,

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎,𝑖𝑗 − 𝜎,𝑖𝜎, 𝑗 . (41)
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∆1𝜎 i ∆2𝜎 - перший i другий символи Бельтрамi, що визначаються

∆1𝜎 = 𝑔𝛼𝛽𝜎,𝛼𝜎,𝛽; ∆2𝜎 = 𝑔𝛼𝛽𝜎,𝛼𝛽,

кома ”,” — знак коварiантної похiдної по зв’язностi 𝑉𝑛.
Об’єкти конформно вiдповiдного 𝑉𝑛 простору 𝑉𝑛 позначатимемо ри-

скою.
Введемо в розгляд iнварiант 𝑆 такий, що

𝜎 = −𝑙𝑛|𝑆|, (42)

тодi (36) наберуть вигляду

𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑆−2𝑔𝑖𝑗 .

Послiдовно диференцiюючи (42), отримаємо

𝜎, 𝑖 = − 1

𝑆
𝑆, 𝑖;

𝜎, 𝑖𝑗 = −(𝑆 · 𝑆, 𝑖𝑗 − 𝑆, 𝑖𝑆, 𝑗) · 𝑆−2;

𝜎𝑖𝑗 = −𝑆, 𝑖𝑗 · 𝑆−1.

Крiм того

∆1𝜎 = ∆1𝑆 · 𝑆−2; ∆2𝜎 = (∆1𝑆 − 𝑆∆2𝑆) · 𝑆−2.

Для конформно-пласких келерових просторiв, вiдмiнних вiд пласких,
з (46) отримаємо

∆2𝜎 +∆1𝜎 = 0 (43)

або
∆1𝑆 =

𝑆

2
∆2𝑆.

Тодi для тензора Рiччi

𝑅𝑖𝑗 + 2(𝜎,𝑖𝑗 − 𝜎,𝑖𝜎,𝑗) + ∆1𝜎𝑔𝑖𝑗 = 0 (44)

або
𝑅𝑖𝑗 − 2𝑆−1𝑆,𝑖𝑗 +∆1𝑆𝑆

−2𝑔𝑖𝑗 = 0

та
𝑅𝑖𝑗 =

2

𝑆
𝑆,𝑖𝑗 −

∆1𝑆

𝑆2
𝑔𝑖𝑗 . (45)
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Домножимо рiвняння (17) на 𝜎𝛼:

2𝜎,𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝜎𝛼𝑅

𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑗 − 𝜎𝛼𝑅𝛼

𝑗 𝑔𝑖𝑘 + 𝜎,𝑘𝑅𝑖𝑗 − 𝜎,𝑗𝑅𝑖𝑘. (46)

На останнє рiвняння подiємо операцiєю спряження по iндексам 𝑗, 𝑘 та вiд-
нiмемо отриманий вираз, тодi дiстанемо

𝜎,𝛼𝑅
𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑗 − 𝜎,𝛼𝑅𝛼

𝑗 𝑔𝑖𝑘 + 𝜎,𝑘𝑅𝑖𝑗 − 𝜎,𝑗𝑅𝑖𝑘 − 𝜎𝛼𝑅𝛼
𝑘 𝑔𝑖�̄�+

+𝜎,𝛼𝑅
𝛼
�̄� 𝑔𝑖𝑘 − 𝜎,𝑘𝑅𝑖�̄� + 𝜎,�̄�𝑅𝑖𝑘 = 0. (47)

Отримаємо наступний вираз пiсля того, як просиметруємо по 𝑖, 𝑗 попере-
дню рiвнiсть

2𝜎,𝑘𝑅𝑖𝑗 − 𝜎,𝑗𝑅𝑖𝑘 − 𝜎,𝑖𝑅𝑗𝑘 + 2𝜎,𝛼𝑅
𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑗 − 𝜎,𝛼𝑅𝛼

𝑗 𝑔𝑖𝑘 −

−𝜎,𝛼𝑅𝛼
𝑖 𝑔𝑗𝑘 − 𝜎,�̄�𝑅�̄�𝑘 − 𝜎,̄𝑖𝑅�̄�𝑘 − 𝜎,𝛼𝑅𝛼

�̄�
𝑔�̄�𝑘 − 𝜎,𝛼𝑅𝛼

�̄�
𝑔�̄�𝑘 = 0. (48)

Домножимо на вектор 𝜎𝑘, 𝜎𝑘 = 𝜎,𝛼𝑔
𝛼𝑘

𝜎,𝛼𝜎
𝛼𝑅𝑖𝑗−𝜎,𝑗𝑅𝛼

𝑖 𝜎,𝛼−𝜎,𝑖𝑅𝛼
𝑗 𝜎,𝛼−𝜎,𝛼𝜎𝛽𝑅𝛼

𝛽𝑔𝑖𝑗−𝜎,�̄�𝑅𝛼
�̄� 𝜎,𝛼−𝜎,̄𝑖𝑅

𝛼
�̄� 𝜎𝛼 = 0. (49)

Якщо ∆1 ̸= 0, то

𝑅𝑖𝑗 =
1

∆1𝜎
(𝜎,𝑗𝑅

𝛼
𝑖 𝜎𝛼 + 𝜎,𝑖𝑅

𝛼
𝑗 𝜎𝛼 + 𝜎,�̄�𝑅

𝛼
�̄� 𝜎,𝛼 + 𝜎,̄𝑖𝑅

𝛼
�̄� 𝜎𝛼 − 𝜎,𝛼𝜎,𝛽𝑅

𝛼𝛽𝑔𝑖𝑗). (50)

Таким чином,

Теорема 5. Тензор Рiччi конформно-пласких келерових просторiв задо-
вольняє умовам (44) якщо вектор 𝜎𝑖 не iзотропний.

Отже, конформно-пласкi келеровi простори є узагальнено квазi-ейн-
штеновими псевдорiмановими просторами [10].

Псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗 називають локаль-
но звiдним, якщо в деякому околi кожної його точки 𝑀 є можливiсть
вибрати таку систему координат 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, вiдносно якої основна ма-
трична форма має вигляд

𝐼 = 𝑔𝑝𝑞(𝑦
𝑟)𝑑𝑦𝑝𝑑𝑦𝑞 + 𝑔𝜎𝜇(𝑦

𝜈)𝑑𝑦𝜎𝑑𝑦𝜇, (51)

(𝑝, 𝑞, 𝑟 = 1, 2, . . . ,𝑚; 𝜎, 𝜇, 𝜈 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . . , 𝑛).
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Тут 𝑔𝑝𝑞 залежать лише вiд 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚, а 𝑔𝜎𝜇 — тiльки вiд 𝑦𝑚+1,

𝑦𝑚+2, . . . , 𝑦𝑛.
В подальшому, локально звiднi простори будемо називати просто звi-

дними.
Таким чином, звiдний псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛(𝑔𝑖𝑗), згiдно з означен-

ням, являє собою добуток двох псевдорiманових просторiв
1
𝑉𝑚(𝑔𝑝𝑞) та

2
𝑉𝑛−𝑚(𝑔𝜎𝜇)

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑔𝑝𝑞 | 0

− −
0 | 𝑔𝜎𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (52)

Кожен iз просторiв
1
𝑉𝑚 та

2
𝑉𝑛−𝑚 може в свою чергу приводитись чи

не приводитись, i тому формулу (51) можна записать у виглядi

𝑑𝑠2 =
𝑟∑︁

𝑘=1

𝑑𝑠2𝑘 (𝑟 > 1),

де 𝑑𝑠2𝑘 — квадратична форма простору 𝑉𝑚𝑘
(𝑚1 +𝑚2 + . . .+𝑚𝑛 = 𝑛).

Псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 звiдний тодi i тiльки тодi, коли в ньому iснує
симетричний тензор 𝑎𝑖𝑗 = 𝑐𝑔𝑖𝑗 (при деякому сталому 𝑐), що задовольняє
умовам

𝑎𝑖𝛼𝑎
𝛼
𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 (53)

та
𝑎𝑖𝑗,𝑘 = 0, (54)

де 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝛼𝑗𝑔
𝛼𝑖.

Рiвняння (56) та (53) це iнварiантна (вiдносно вибору системи коорди-
нат) умова, необхiдна та достатня для того, щоб псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛
був звiдним.

В такому виглядi її сформулював П.А. Широков [11].
Тензор 𝑎𝑖𝑗 , що задовольняє умовi (53), називають iдемпотентним, а

умовi (54) — коварiантно сталим.
Вимогу iдемпотентностi можна замiнити на побажання, щоб матри-

ця тензора 𝑎𝑖𝑗 мала простi елементарнi дiльники та дiйснi коренi (це довiв
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Г. Кручкович [14, p.163-201]). В такому виглядi ознака наводиться в якостi
вправи в книзi Л. П. Ейзенхарта "Рiманова геометрiя"[13], але без вимо-
ги iснування дiйсних коренiв. Як легко переконатись, без цього ознака є
помилковою.

Умови iнтегрованостi для рiвняння (54) з урахуванням тотожностi Рiч-
чi будуть

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 0. (55)

Циклюючи останнє по (𝑖, 𝑘, 𝑙), отримаємо

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑘𝑅

𝛼
𝑗𝑙𝑖 + 𝑎𝛼𝑙𝑅

𝛼
𝑗𝑖𝑘 = 0. (56)

Згортаючи по iндексам (𝑗, 𝑘), будемо мати

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑙 − 𝑎𝛼𝑙𝑅𝛼

𝑖 = 0. (57)

Тут
𝑅𝑖

𝑗 = 𝑅𝛼𝑗𝑔
𝛼𝑖. (58)

Про тензори 𝑎𝑖𝑗 та 𝑏𝑖𝑗 , для яких виконуються умови

𝑎𝛼𝑖 𝑏𝛼𝑗 = 𝑎𝛼𝑗 𝑏𝛼𝑖, (59)

кажуть, що вони комутують.

Теорема 6. В звiдних псевдорiманових просторах 𝑉𝑛, iснує iдемпотен-
тний тензор, що комутує з тензором Рiччi 𝑉𝑛.

Для конформно-пласких просторiв iз (55) отримаємо

𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝛼𝑖𝑃𝛼

𝑘 𝑔𝑗𝑙 + 𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑖𝑘𝑃𝑗𝑙 + 𝑎𝛼𝑗𝑃
𝛼
𝑙 𝑔𝑖𝑘−

−𝑎𝛼𝑗𝑃𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑗𝑙𝑃𝑖𝑘 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = 0. (60)

Проальтернуємо по iндексам 𝑗 та 𝑙 з урахуванням леми

𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝛼𝑖𝑃𝛼

𝑗 𝑔𝑙𝑘 − 𝑎𝛼𝑗𝑃𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑙𝛼𝑃

𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑗+

+𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑖𝑗𝑃𝑙𝑘 + 𝑎𝑙𝑘𝑃𝑖𝑗 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = 0. (61)

Перепозначимо iндекси 𝑖 та 𝑙

𝑎𝛼𝑙𝑃
𝛼
𝑖 𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝛼𝑙𝑃𝛼

𝑗 𝑔𝑖𝑘 − 𝑎𝛼𝑗𝑃𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑖𝛼𝑃

𝛼
𝑘 𝑔𝑙𝑗+
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+𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑙𝑗𝑃𝑖𝑘 + 𝑎𝑖𝑘𝑃𝑙𝑗 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = 0. (62)

Додамо рiвняння (62) та (60)

𝑎𝛼𝑙𝑃
𝛼
𝑖 𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝛼𝑗𝑃𝛼

𝑘 𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = 0. (63)

Згорнемо (63) по iндексам 𝑗 та 𝑘

𝑎𝛼𝑙𝑃
𝛼
𝑖 = �̂�𝑔𝑖𝑙 −

𝑃

𝑛
𝑎𝑖𝑙 +

𝑎

𝑛
𝑃𝑖𝑙, (64)

тут �̂� = 𝑎𝛼𝛽𝑃
𝛼𝛽 · 1

𝑛
; 𝑎 = 𝑎𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 .
Пiдставимо рiвняння (64) в (63)

𝑎𝑖𝑙

(︂
𝑃𝑗𝑘 −

𝑃

𝑛
𝑔𝑗𝑘

)︂
− 𝑎𝑗𝑘

(︂
𝑃𝑖𝑙 −

𝑃

𝑛
𝑔𝑖𝑙

)︂
+
𝑎

𝑛
𝑃𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 −

𝑎

𝑛
𝑃𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 = 0. (65)

Так як 𝑃𝑗𝑘 −
𝑃

𝑛
𝑔𝑗𝑘 ̸= 0, то можемо пiдiбрати вектор 𝜉𝑖 такий, що(︂

𝑃𝛼𝛽 −
𝑃

𝑛
𝑔𝛼𝛽

)︂
𝜉𝛼𝜉𝛽 = 1. Домножимо (68) на 𝜉𝑗𝜉𝑘 та згорнемо по iндексам

𝑗 та 𝑘
𝑎𝑖𝑙 =

1
𝜏𝑃𝑖𝑙+

2
𝜏𝑔𝑖𝑙, (66)

тут
1
𝜏 = 𝜉𝛼𝜉𝛽

(︁
𝑎𝛼𝛽 −

𝑎

𝑛
𝑔𝛼𝛽

)︁
;

2
𝜏 = 𝜉𝛼𝜉𝛽

(︂
𝑎

𝑛
𝑃𝛼𝛽 −

𝑃

𝑛
𝑎𝛼𝛽

)︂
.

Таким чином, має мiсце

Теорема 7. В конформно-пласких просторах 𝑉𝑛 тензор 𝑎𝑖𝑗, що задоволь-
няє рiвнянням (55) є лiнiйною комбiнацiєю тензора 𝑃𝑖𝑗 та метричного
тензора 𝑔𝑖𝑗.

Для келерових конформно-пласких просторiв пiсля врахування рiв-
нянь (16) умови (66) приймуть вид

𝑎𝑖𝑗 =

1
𝜏

2
𝑅𝑖𝑗+

2
𝜏𝑔𝑖𝑗 . (67)

Тодi умова iдемпотентностi тензора 𝑎𝑖𝑗 матиме вигляд⎛⎝ 1
𝜏

2
𝑅𝛼𝑖+

2
𝜏𝑔𝛼𝑖

⎞⎠⎛⎝ 1
𝜏

2
𝑅𝛼

𝑗 +
2
𝜏𝛿𝛼𝑗

⎞⎠ =

1
𝜏

2
𝑅𝑖𝑗+

2
𝜏𝑔𝑖𝑗 . (68)
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Врахувавши (20) отримаємо⎛⎝1
𝜏

2
𝜏 −

1
𝜏

2

⎞⎠𝑅𝑖𝑗 +

(︂
1

16

1
𝜏
2
· 𝜌+ 2

𝜏
2
)︂
𝑔𝑖𝑗 = 0. (69)

Згорнувши, переконаємось, що

1

16

1
𝜏
2
· 𝜌+ 2

𝜏
2
− 2
𝜏 = 0 (70)

та
1
𝜏

(︂
2
𝜏 − 1

2

)︂
= 0. (71)

Так як 1
𝜏 ̸= 0, то iз останнього витiкає 2

𝜏 =
1

2
.

Тодi iз рiвняння (70) отримаємо

1
𝜏
2
· 𝜌 = 4.

Тобто
1
𝜏 =

2
√
𝜌
.

Визначимо сталу 𝜌 через внутрiшнi об’єкти келерового простору. Для
цього згорнемо рiвняння (20), тодi

𝜌 = 𝑅𝛼𝛽𝑅
𝛼𝛽. (72)

Тепер рiвняння (67) прийме остаточний вигляд

𝑎𝑖𝑗 =
1√︀

𝑅𝛼𝛽𝑅𝛼𝛽
𝑅𝑖𝑗 +

1

2
𝑔𝑖𝑗 . (73)

Таким чином, нами побудований в конформно-пласкому келеровому про-
сторi коварiантно сталий iдемпотентний тензор, а значить має мiсце

Теорема 8. Конформно-пласкi келеровi простори належать до звiдних
псевдорiманових просторiв.
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Висновки

Доведено, що iснують лише чотирьохвимiрнi келеровi простори. Цi про-
стори є симетричними псевдорiмановими просторами з нульовою скаляр-
ною кривиною. По вигляду, який за необхiднiстю має тензор Рiччi вка-
заних просторiв, їх можна вiднести до спецiальних майже ейнштейнових
просторiв. Конформно-пласкi келеровi простори не можуть бути реалiзо-
ванi в якостi гiперповерхнi плаского псевдорiманового простору. Їх клас
за необхiднiстю дорiвнює двом.

Метричний тензор конформно-пласких келерових просторiв в спецi-
альнiй системi координат допускає реалiзацiю у виглядi 𝑉2× 𝑉2. Тензорна
ознака зведення, необхiдна i достатнi умова, полягає в iснуваннi коварi-
антно сталого не пропорцiйного метричному тензору iдемпотентного тен-
зора. Доведено, що такий тензор є лiнiйною комбiнацiєю тензора Рiччi та
метричного тензора. Умови iдемпотентностi дозволили обчислити коефi-
цiєнти цiєї лiнiйної комбiнацiї.
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Lesechko O., Soloviov A.
Conformally flat Kählerian spaces

Summary

We study the geometric properties of Kähler spaces admitting conformal map-
pings, other than homothetic mappings, to flat pseudo-Riemannian spaces. It
is proved that there are no non-flat conformally flat Kählerian spaces with di-
mensions other than four. It is shown that four-dimensional conformally flat
spaces can be embedded in six-dimensional flat pseudo-Riemannian spaces. An
idempotent covariantly stable metric tensor is constructed in conformally flat
Kählerian spaces and thus it is proved that these spaces are reduced pseudo-
Riemannian spaces.

The study is carried out locally, using tensor methods without restrictions
on the signature and signification of the metric tensor of the Kählerian space.
In this paper, we make extensive use of a special operation (conjugation) intro-
duced for Kählerian spaces and its properties for Riemann and Ricci tensors.
Key words: pseudo-Riemannian spaces, Ricci tensor, Riemann tensor, Kähle-
rian spaces, conformal mappings, conformally flat Kählerian spaces.
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L-IНТЕГРАЛ ДЛЯ IЗОПЕРИМЕТРИЧНИХ ЕКСТРЕМАЛЕЙ
ПОВОРОТУ

В данiй роботi розглянуто геодезичний потiк на сферичному дотичному розшаруваннi
двомiрного рiманового многовиду з метрикою Сасакi та показано, що, якщо базисний
многовид локально iзометричний поверхнi обертання, то вiдповiдна потоку гамiльтоно-
ва система цiлком iнтегрована за Лiувiллем. Звiдси, як наслiдок, знаходяться траєкторiї
потоку в квадратурах.
MSC: 53B20.
Ключовi слова: псевдорiмановi простори, екстремалi повороту, iнтеграл Клеро, варi-
ацiйна задача.
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Вступ

Як вiдомо, гамiльтоновi рiвняння складають один з найважливiших
класiв диференцiальних рiвнянь. Зокрема, рiвняння цього виду виника-
ють в задачi знаходження геодезичних кривих на рiманових многовидах.
При цьому серед всiх гамiльтонових систем випадок цiлком iнтегрованих
з’являється вкрай рiдко [1-4]. В данiй роботi розглянуто геодезичний потiк
на сферичному дотичному розшаруваннi двомiрного рiманового многови-
ду з метрикою Сасакi та показано, що, якщо базисний многовид локально
iзометричний поверхнi обертання, то вiдповiдна потоку гамiльтонова си-
стема цiлком iнтегрована за Лiувiллем. Звiдси, як наслiдок, знаходяться
траєкторiї потоку в квадратурах.

Дане дослiдження виникло у зв’язку з вивченням автором варiацiйних
задач для функцiоналiв повороту кривих [5-9]. З’ясувалось, що базиснi
траєкторiї потоку (тобто проекцiї траєкторiй потоку на базу) являються
iзопериметричними екстремалями повороту та характеризуються деякими
екстремальними властивостями. Знайдений нами для цих екстремалей iн-
теграл (узагальнюючий iнтеграл Клеро для геодезичних кривих) виявився
саме тим вiдсутнiм iнтегралом для повної iнтегрованостi геодезичного по-
току на сферичному дотичному розшаруваннi з метрикою Сасакi [11; 12]
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в випадку, коли базисний многовид локально iзометричний поверхнi обер-
тання. Остання обставина аналогiчна тому, як класичний iнтеграл Клеро
приводить до повної iнтегруємостi геодезичного потоку на поверхнi обер-
тання [1; 2].

Основнi результати

1. Iзопериметричнi екстремалi повороту на двовимiрних рiма-
нових многовидах

В рiмановому просторi (𝑀𝑛, 𝑔) розглянемо функцiонал, який має дов-

жину 𝑙[𝛾] =
𝑡1∫︀
𝑡0

(︀
𝑔𝑖𝑗 �̇�

𝑖�̇�𝑗
)︀0.5

𝑑𝑡 та функцiонал абсолютного повороту 𝜃[𝛾] =

𝑙∫︀
0

𝑘𝑔𝑑𝑙. Тут 𝛾 деяка параметризована крива, �̇�𝑖 ≡ 𝜉𝑖 =
𝑑�̇�𝑖

𝑑𝑙
— компоненти

дотичного вектору �̇�, 𝑙 — довжина дуги на кривiй 𝛾, 𝑘𝑔 — її перша кривина
Френе, а у випадку двовимiрного простору 𝑛 = 2 це абсолютна геодезична
кривина.

Розглянемо для функцiоналу поворота iзопериметричну варiацiйну за-
дачу

𝛿𝜃 = 0, 𝑙 [𝛾] = �̂� = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

з фiксованими кiнцями

𝛾(𝑡0) = 𝑝0, 𝛾(𝑡1) = 𝑝1.

Використанням стандартного методу Ейлера-Лагранжа, ми отримали,
що розв’язок зазначеної задачi в двовимiрному просторi задовольняють
рiвнянню

𝑘𝑔 = 𝑐𝐾, (1)

де 𝑐 – iзопериметрична стала, яка залежить вiд фiксованої довжини ̂︀𝑙, 𝐾
— гаусова кривина простору. Крiм того, в особливому випадку 𝐾 = 0,
розв’язком задачi являється довiльна допустима крива (класу 𝐶4 без то-
чок розпрямлення). Кривi, якi задовольняють рiвнянння (1), названi нами
iзопериметричними екстремаллями поворота (IЕП) двовимiрного просто-
ру (𝑀2, 𝑔) [6].
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Вiдмiтимо, що рiвняння (1) ранiше розглядались в дослiдженнях А. Пу-
анкаре у зв’язку з вивченням замкнутих геодезичних кривих овальної по-
верхнi, до якого зводилась астрономiчна «задача про три тiла» [13, c.229].
Нами встановленi екстремальнi властивостi iзопериметричних екстрема-
лей повороту i отриманi їх диференцiальнi рiвняння у нормальнiй формi
[8].

В випадку, якщо простiр (𝑀2, 𝑔) реалiзований на поверхнi евклiдового
простору, iзопериметричним екстремалям повороту дана механiчна iнтер-
претацiя [9].

На поверхнях обертання нами знайдений наступний iнтеграл

𝑟 sin𝑤 = 𝑒𝑐 sin𝜙+ 𝑐1, 𝑒 = ±1, 𝑐1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (2)

де 𝑤 — кут мiж екстремаллю та меридiаном в їх спiльнiй точцi, 𝑟 — вiд-
стань вiд своєї точки до вiсi обертання, 𝜙 — кут, який утворений дотичною
до меридiану з вiссю обертання [8].

2. Геодезичнi кривi на сферичному дотичному розшаруваннi
двовимiрного рiманового многовиду з метрикою Сасакi

Метрика Сасакi вперше була розглянута на сферичному дотичному
розшаруваннi одиничних векторiв 𝑇1𝑀

𝑛, а потiм П. Надь узагальнив її
на 𝑇𝜌𝑀𝑛 –– сферичне дотичне розшарування векторiв, квадрат довжини
яких є сталою 𝜌 > 0 [10-12].

Нехай (𝑀2, 𝑔) –– двовимiрне рiмановий многовид з метрикою

𝑑𝑙2 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 , 𝑖, 𝑗, · · · = 1, 2.

Метрика Сасакi 𝑔*дотичного розшарування 𝑇𝑀2 в iндукованих координа-
тах 𝑥𝑖, 𝑦𝑖

𝑑𝑡2 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 + 𝑔𝑖𝑗𝐷𝑦

𝑖𝐷𝑦𝑗 , 𝐷𝑦𝑘 = 𝑑𝑦𝑘 + Γ𝑘
𝑖𝑗𝑦

𝑖𝑑𝑥𝑗 (3)

обмежується на сферичне дотичне розшарування 𝑇𝜌𝑀2 рiвнiстю

𝑔𝑖𝑗𝑦
𝑖𝑦𝑗 = 𝜌.

Тут Γ𝑘
𝑖𝑗(𝑥

1, 𝑥2) — коефiцiєнти рiманової зв’язностi (символи Христофеля)
вiдносно метрики 𝑔.
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Вiзьмемо в координатному околi многовиду (𝑀2, 𝑔) напiвгеодезичнi ко-
ординати 𝑥1, 𝑥2. Тодi

𝑑𝑙2 =
(︀
𝑑𝑥1
)︀2

+𝐺
(︀
𝑥1, 𝑥2

)︀ (︀
𝑑𝑥2
)︀2
,

Γ1
22 = −

𝐺1

2
, Γ2

12 = −
𝐺1

2𝐺
, Γ2

22 = −
𝐺2

2𝐺
,

решта символiв Христофелю рiвнi нулю та гаусова кривина

𝐾 = −

(︁√
𝐺
)︁
11

𝐺
.

В якостi третьої координати 𝑥3 на 𝑇𝜌𝑀2 вiзьмемо кут мiж дотичним ве-

ктором 𝑦𝑖 та дотичним вектором
𝜕

𝜕𝑥1
до першої координатної лiнiї в точцi

(𝑥1, 𝑥2). У цьому випадку

𝑦1 =
√
𝜌 cos𝑥3, 𝑦2 =

√
𝜌
√
𝐺

sin𝑥3.

В координатах
(︀
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

)︀
метрика Сасакi 𝑔* на 𝑇𝜌𝑀2 в силу (3) набу-

ває вигляд
𝑑𝑡2 = 𝑔*𝛼𝛽𝑑𝑥

𝛼𝑑𝑥𝛽, 𝛼, 𝛽, · · · = 1, 2, 3,

(︀
𝑔*𝛼𝛽
)︀
=

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 𝐺+ 𝜌
(︁(︁√

𝐺
)︁
1

)︁2
𝜌
(︁√

𝐺
)︁
1

0 𝜌
(︁√

𝐺
)︁
1

𝜌

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Звiдси знаходимо компоненти взаємного метричного тензору 𝑔*𝛼𝛽

(︀
𝑔*𝛼𝛽
)︀
=

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 𝐺−1 −𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁
1

0 −𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁
1
𝜌−1 𝐺−1

(︁(︁√
𝐺
)︁
1

)︁2
⎞⎟⎟⎟⎠ .

Та символи Христофелю першого та другого роду

Γ*
12,3 = Γ*

13,2 = −Γ*
23,1 =

1

2

𝜕𝑔*23
𝜕𝑥1

,

Γ*
12,2 = −Γ*

22,1 =
1

2

𝜕𝑔*22
𝜕𝑥1

,

Γ*
22,2 =

1

2

𝜕𝑔*22
𝜕𝑥2

, Γ*
22,3 =

1

2

𝜕𝑔*23
𝜕𝑥2

,
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(решта – нулi);

Γ*1
𝛼𝛽 = 𝑔*1𝛾Γ*

𝛼𝛽,𝛾 = Γ*
𝛼𝛽,1,

Γ*2
𝛼𝛽 = 𝑔*2𝛾Γ*

𝛼𝛽,𝛾 = 𝐺−1Γ*
𝛼𝛽,2 −𝐺−1

(︁√
𝐺
)︁
1
Γ*
𝛼𝛽,3,

Γ*3
𝛼𝛽 = 𝑔*3𝛾Γ*

𝛼𝛽,𝛾 = −𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁
1
Γ*
𝛼𝛽,2 +

[︂
𝜌−1 +𝐺−1

(︁(︁√
𝐺
)︁
1

)︁2]︂
Γ*
𝛼𝛽,3.

Вiдносно введених координат 𝑥𝛼 елемент повороту 𝑑Θ i абсолютна геоде-
зична кривина 𝑘𝑔(𝑙) базисної кривої 𝑥𝑖(𝑙) набуває вигляд

𝑑Θ = 𝑑𝑥3 +
(︁√

𝐺
)︁
1
𝑑𝑥2,

𝑘𝑔 = 𝑒
𝑑Θ

𝑑𝑙
= 𝑒

(︂
𝑑𝑥3

𝑑𝑙
+
(︁√

𝐺
)︁
1

𝑑𝑥2

𝑑𝑙

)︂
,

де знак 𝑒 = ±1 вибирається так, щоб отримати абсолютне значення геоде-
зичної кривини.

Якщо метрику Сасакi 𝑑𝑡2 записати у виглядi

𝑑𝑡2 =
(︀
𝑑𝑥1
)︀2
+

(︂
𝐺+𝜌

(︁(︁√
𝐺
)︁
1

)︁2)︂(︀
𝑑𝑥2
)︀2
+2𝜌

(︁√
𝐺
)︁
1
𝑑𝑥2𝑑𝑥3+𝜌

(︀
𝑑𝑥3
)︀2
,

в силу попереднiх рiвностей, отримаємо

𝑑𝑡2 = 𝑑𝑙2 + 𝜌𝑑Θ2. (4)

Розглянемо диференцiальнi рiвняння геодезичних кривих 𝑥𝛼(𝑡) на сфери-
чному дотичному розшаруваннi 𝑇𝜌𝑀2 з метрикою Сасакi 𝑔*, вiднесених
до натурального параметру, тобто

𝑑2𝑥𝛾

𝑑𝑡2
+ Γ*𝛾

𝛼𝛽

𝑑𝑥𝛼

𝑑𝑡

𝑑𝑥𝛽

𝑑𝑡
= 0. (5)

Пiдставивши сюди знайденi значення символiв Христофеля, отримаємо

𝑑2𝑥1

𝑑𝑡2
+ Γ1

𝑖𝑗

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡

𝑑𝑥𝑗

𝑑𝑡
= 𝜌

(︁√
𝐺
)︁
11

𝑑𝑥2

𝑑𝑡

𝑑Θ

𝑑𝑡
. (6)

𝑑2𝑥2

𝑑𝑡2
+ Γ2

𝑖𝑗

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡

𝑑𝑥𝑗

𝑑𝑡
= −𝜌𝐺−1

(︁√
𝐺
)︁
11

𝑑𝑥1

𝑑𝑡

𝑑Θ

𝑑𝑡
. (7)
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𝑑2𝑥3

𝑑𝑡2
+

(︂(︁√
𝐺
)︁
11
− 𝜌𝐺−1

(︁(︁√
𝐺
)︁
1

)︁2 (︁√
𝐺
)︁
11
+

+𝐺−1𝐺1

(︁√
𝐺
)︁
1

)︁ 𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
+

(︂(︁√
𝐺
)︁
12
− 1

2
𝐺−1𝐺2

(︁√
𝐺
)︁
1

)︂(︂
𝑑𝑥2

𝑑𝑡

)︂2

−

− 𝜌𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁
1

(︁√
𝐺
)︁
11

𝑑𝑥1

𝑑𝑡

𝑑𝑥3

𝑑𝑡
= 0. (8)

З перших двох рiвнянь системи(5) витiкає, що вздовж геодезичної кри-

вої 𝑥𝛼(𝑡) на 𝑇𝜌𝑀
2 має мiсце 𝑔𝑖𝑗𝜉𝑖(𝑡)𝜉

𝑗
1(𝑡) = 0, де 𝜉𝑖(𝑡) =

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
— дотичний

вектор вiдповiдної базисної кривої 𝑥𝑖(𝑡),

𝜉𝑘1 ≡ ∇𝑡𝜉
𝑘 =

𝑑𝜉𝑘

𝑑𝑡
+ Γ𝑘

𝑖𝑗𝜉
𝑖𝜉𝑗

— коварiантна похiдна вздовж базисної кривої 𝑥𝑖(𝑡) вiдносно рiманової
зв’язностi ∇ на базi 𝑀2. Отже, вздовж кожної базисної кривої

ℎ ≡ 1

2
𝑔𝑖𝑗𝜉

𝑖(𝑡)𝜉𝑗(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (9)

Обчислюючи геодезичну кривину базисних кривих 𝑥𝑖(𝑡), отримаємо
внаслiдок (5), (9)

𝑘2𝑔(𝑡) =
⟨𝜉, 𝜉⟩ ⟨𝜉1, 𝜉1⟩ − ⟨𝜉, 𝜉1⟩2

⟨𝜉, 𝜉⟩3
= 𝑔𝑖𝑗𝜉

𝑖
1(𝑡)𝜉

𝑗
1(𝑡)

[︀
𝑔𝑖𝑗𝜉

𝑖(𝑡)𝜉𝑗(𝑡)
]︀−2

=

= (2ℎ)−2

[︃
𝜌2
(︁√

𝐺
)︁2
11

(︂
𝑑𝑥2

𝑑𝑡

)︂2(︂
𝑑Θ

𝑑𝑡

)︂2

+ 𝜌2𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁2
11

(︂
𝑑𝑥1

𝑑𝑡

)︂2(︂
𝑑Θ

𝑑𝑡

)︂2
]︃
=

= 𝜌2(2ℎ)−2𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁2
11

[︃
𝐺

(︂
𝑑𝑥2

𝑑𝑡

)︂2

+

(︂
𝑑𝑥1

𝑑𝑡

)︂2
]︃(︂

𝑑Θ

𝑑𝑡

)︂2

=

= 𝜌2𝐾2(2ℎ)−1

(︂
𝑑Θ

𝑑𝑡

)︂2

.

Так як параметр вибраний натуральним, то

𝑔*𝛼𝛽𝜉
𝛼(𝑡)𝜉𝛽(𝑡) = 𝑔𝑖𝑗𝜉

𝑖(𝑡)𝜉𝑗(𝑡) + 𝜌

(︂
𝑑Θ

𝑑𝑡

)︂2

= 1.

Значить, вздовж геодезичних

2ℎ+ 𝜌𝑎2 = 1, (10)
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𝑎 ≡ 𝑑Θ

𝑑𝑡
=
𝑑𝑥3

𝑑𝑡
+
(︁√

𝐺
)︁
1

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (11)

Таким чином,
𝑘𝑔 =

𝑒𝜌𝑎√
2ℎ
𝐾. (12)

Неважко переконатись в тому, що внаслiдок (11) рiвняння (8) витiкає з
перших двох рiвнянь (6), (7).

Рiвняння (11) дає промiжний iнтеграл геодезичних та означає, що до-

тичний вектор
𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
вздовж базисної кривої 𝑥𝑖(𝑡) робить простий гвинтовий

рух: Θ = 𝑎𝑡+𝑎0, 𝑎, 𝑎0−𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. В свою чергу, рiвняння (12) показує, що ба-
зисна крива являється iзопериметричною екстремаллю повороту простору
(𝑀2, 𝑔) с iзопериметричної сталою 𝑐 =

𝑒𝜌𝑎√
2ℎ

.

Таким чином, результату П. Надя [10] можемо надати наступне фор-
мулювання

Теорема 1. Якщо крива 𝑥𝛼(𝑡) являється геодезичною в сферичному до-
тичному розшаруваннi 𝑇𝜌𝑀2 з метрикою Сасакi 𝑑𝑡2, тодi на базисно-
му многовидi 𝑀2 ненулевої гаусової кривини 𝐾 базисна крива 𝑥𝑖(𝑡) є
iзопериметричною екстремаллю повороту з iзопериметричною сталою

𝑐 =
𝑒𝜌𝑎√
2ℎ
, 𝑒 = ±1, її дотичний вектор

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
здiйснює вздовж неї по-

ступовий рух зi сталою довжиною
√
ℎ та простий гвинтовий поворот

Θ = 𝑎𝑡+ 𝑎0 зi сталою швидкiстю 𝑎.

3. Геодезичний потiк на 𝑇𝜌𝑀
2

Розглянемо кодотичне розшарування 𝑇 * (︀𝑇𝜌𝑀2
)︀

з локальними коор-
динатами 𝑥𝛼, 𝑝𝛼 та природною канонiчною симплектичною структурою
𝑤 = 𝑑𝑝𝛼 ∧ 𝑑𝑥𝛼. Вiзьмемо функцiю Гамiльтона

𝐻(𝑥, 𝑝) =
1

2
𝑔*𝛼𝛽𝑝𝛼𝑝𝛽

та вiдповiдний їй гамiльтонiв потiк �̇� = 𝑠𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻 вiдносно симплектичної
структури 𝑤 на 𝑇 * (︀𝑇𝜌𝑀2

)︀
. Так як 𝐻 — перший iнтеграл цього потоку,

то одиничний кодотичний пучок 𝑇 *
1

(︀
𝑇𝜌𝑀

2
)︀
= {𝑥* ∈ 𝑇 * (︀𝑇𝜌𝑀2

)︀
: ‖𝑝‖ =

1} iнварiантний вiдносно потоку 𝑠𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻. Обмеження цього потока на
𝑇 *
1

(︀
𝑇𝜌𝑀

2
)︀

буде геодезичним потоком на 𝑇𝜌𝑀2. За природного iзоморфiзму
𝑇 * (︀𝑇𝜌𝑀2

)︀
−→ 𝑇

(︀
𝑇𝜌𝑀

2
)︀

траєкторiї геодезичного потоку 𝑠𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻 перехо-
дять у кривi, якi складаються з дотичних векторiв в 𝑇𝜌𝑀2.



L-iнтеграл для iзопериметричних екстремалей повороту 71

Нехай Φ𝑡 — локальна 1-параметрична група перетворень, породжена
потоком 𝑠𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻. Окремi перетворення з Φ𝑡 переводять пару (𝑥(0), 𝑝(0))

в пару (𝑥(𝑡), 𝑝(𝑡)) = Φ𝑡(𝑥(0), 𝑝(0)), де для отримання 𝑥(𝑡) необхiдно про-
вести геодезичну через точку 𝑥(0) в напрямку ковектора 𝑝(0) i тодi 𝑥(𝑡)
вiдстоїть вiд 𝑥(0) на вiдстанi 𝑡 вздовж цiєї геодезичної, а ковектор 𝑝(𝑡)

дотичний цiєї геодезичної в 𝑥(𝑡) та спрямований так же, як i 𝑝(0). Таким
чином, при отриманнi 𝑥(𝑡) = (𝑥𝛼(𝑡)) на базi необхiдно проводити iзопери-
метричну екстремаль повороту через вихiдну точку 𝑥𝑖(0). З цiєю метою
iнтегруємо систему (6), (7) з урахуванням промiжного iнтегралу (11) та
сталу 𝑎 визначимо початковими даними:

𝑎 =
𝑑𝑥3(0)

𝑑𝑡
+
(︁√

𝐺
)︁
1

𝑑𝑥2(0)

𝑑𝑡
.

Нарештi, для визначення компоненти траєкторiї 𝑥3(𝑡), iнтегруємо рiвняння
(11) за вищевказаною сталої 𝑎.

Як вiдомо, гамiльтонiан 𝐻(𝑥, 𝑝) являється основним першим iнтегра-
лом геодезичного потоку. З (11) маємо ще один перший iнтеграл

𝑎 = 𝑝𝛼

(︁
𝑔*3𝛼 +

(︁√
𝐺
)︁
1
𝑔*2𝛼

)︁
= 𝑝−1𝑝3.

Аналогiчно, з (9) отримаємо перший iнтеграл

ℎ =
1

2
𝑔𝑖𝑗𝑔

*𝑖𝛼𝑔*𝑗𝛽𝑝𝛼𝑝𝛽,

aле в силу (10) iнтеграли 𝐻, 𝑎, ℎ залежнi: 2𝐻 = 2ℎ+ 𝜌𝑎2.
В випадку, коли многовид (𝑀2, 𝑔) локально iзометричний поверхнi

обернення, можливо вказати додатковий iнтеграл потоку, який витiкає з
знайденого нами узагальненого iнтегралу Клеро. Дiйсно, нехай многовид
(𝑀2, 𝑔) локально iзометричний поверхнi обернення з меридiаном 𝑓(𝑟), де
𝑟 — вiдстань до вiсi обернення. Тодi

𝑑𝑙2 = 𝐹 2 + 𝑟2(𝑑𝑥2)2, 𝐹 =
√︀
1 + 𝑓2,

де 𝑥2 — довгота точки. Вводячи нову координату 𝑥1 : 𝑑𝑥1 = 𝐹𝑑𝑟, отрима-
ємо метрику 𝑑𝑙2 в виглядi

𝑑𝑙2 = (𝑑𝑥1)2 + 𝑟2(𝑑𝑥2)2,
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тобто координати 𝑥1, 𝑥2 напiвгеодезичнi та 𝑟(𝑥1) =
√
𝐺. Неважко переко-

натись в тому, що sin𝜙 = 𝐹−1 =
(︁√

𝐺
)︁
1
. Так як iзопериметрична стала

для базисної траєкторiї рiвна 𝑐 =
𝑒𝜌𝑎√
2ℎ

=
𝑒𝑝3√
2ℎ

, то тим самим узагальнений

iнтеграл Клеро (2) набуває вигляд

𝑘 =
√
𝐺 sin𝑥3 +

𝑝3√
2ℎ
.

Враховуючи, що sin𝑥3 =

√︂
𝐺

2ℎ

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
, отримаємо

𝑘 =
𝐺√
2ℎ
𝑔*2𝛼𝑝𝛼 +

𝑝3√
2ℎ

(︁√
𝐺
)︁
1
=

𝑝2√
2ℎ
.

Звiдси витiкає, що в даному випадку друга компонента 𝑝2 iмпульсу також
являється iнтегралом геодезичного потоку.

Розглянемо дужку Пуасона канонiчної симплектичної структури

{𝐹1, 𝐹2} =
∑︁
𝛼

𝜕𝐹1

𝜕𝑝𝛼

𝜕𝐹2

𝜕𝑥𝛼
− 𝜕𝐹2

𝜕𝑝𝛼

𝜕𝐹1

𝜕𝑥𝛼
.

Так як в розглянутому випадку гамiльтонiан 𝐻 не залежить вiдразу вiд
двох змiнних 𝑥2, 𝑥3, то неважко перевiрити, що iнтеграли 𝐻, 𝑝2, 𝑝3 знахо-
дяться у iнволюцiї, тобто

{𝐻, 𝑝2} = {𝐻, 𝑝3} = {𝑝2, 𝑝3} = 0.

Очевидно, що вказанi три iнтеграли незалежнi та розв’язнi вiдносно iм-
пульсiв 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3. Отже, виконана Теорема Лiувилля [1; 2] i функцiї𝐻, 𝑝2, 𝑝3
утворюють повне iнволютне сiмейство iнтегралiв гамiльтонових рiвнянь

𝑑𝑥𝛼

𝑑𝑡
=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝛼
,

𝑑𝑝𝛼
𝑑𝑡

= − 𝜕𝐻
𝜕𝑥𝛼

.

Тим самим має мiсце

Теорема 2. Якщо рiмановий многовид
(︀
𝑀2, 𝑔

)︀
локально iзометричний

поверхнi обернення, то геодезичний потiк сферичного дотичного розша-
рування 𝑇𝜌𝑀2з метрикою Сасакi цiлком iнтегрований.

Як витiкає з результатiв роботи [8], вiдповiдна квадратура для бази-
сних траєкторiй (якi не є паралелями) має в координатах радiус-довгота
наступний вигляд
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𝑥2 =

𝑟∫︁
𝑟0

𝑒𝑐+ 𝑐1𝐹

𝑟(𝑟2 − (𝑒𝑐𝐹−1 + 𝑐1)2)
1
2

𝑑𝑟 + 𝑥20.

При 𝑐 = 0 ця квадратура спiвпадає з вiдомою квадратурою для геодези-
чних кривих на поверхнi обернення [14].

Висновки

В данiй роботi розглянуто геодезичний потiк на сферичному дотично-
му розшаруваннi двомiрного рiманового многовиду з метрикою Сасакi та
показано, що, якщо базисний многовид локально iзометричний поверхнi
обертання, то вiдповiдна потоку гамiльтонова система цiлком iнтегрована
за Лiувiллем. Звiдси, як наслiдок, знаходяться траєкторiї потоку в ква-
дратурах.
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Leiko S.
L-integral for isoperimetric extremals of rotation

Summary

In this paper, the geodetic flux on a spherical tangent bundle of a two-
dimensional Riemannian manifold with the Sasaki metric is considered and
it is shown that, if the basis manifold is locally isometric of the surface of rota-
tion, then the Hamiltonian system corresponding to the flow is fully integrated
according to Liouville. Hence, as a consequence, the flow trajectories are in
quadratures.
Key words: pseudo-Riemannian spaces, rotation extremals, Clairaut integral,
variational problem.

References

1. Fomenko, A.T. (1988). Symplektychna geometriya. Metody ta dodatky [Symplektychna
heometriia. Metody ta dodatky]. M.: MGU, 413 p.

2. Trofimov, V.V., Fomenko, A.T. (1995). Alhebra ta heometriia intehrovanykh dyferentsi-
alnykh rivnian. M.: Faktorial, 448 p.

3. Pratsi seminaru z vektornoho ta tenzornoho analizu z yikh dodatkamy do heometrii,
mekhaniky ta fizyky. (1993). Naukove vydannia, M.: MHU, Vol. 25, №1, 127 p.

4. Pratsi seminaru z vektornoho ta tenzornoho analizu z yikh dodatkamy do heometrii,
mekhaniky ta fizyky. (1993). Naukove vydannia, M.: MHU, Vol. 25, №2, 151 p.

5. Leiko, S.H. (1990). Variatsiini zadachi dlia funktsionaliv povorotu ta spyn-
vidobrazhennia psvedorimanovykh prostoriv. Izv. Vuzov. Matematyka, №10, P. 9–17.

6. Leiko, S.H. (1990). Povorotni dyfeomorfizmy na poverkhniakh evklidova prostoru. Mat.
zamitky, Vol. 47, №3, P. 52–57.

7. Leiko, S.H. (1992). Ekstremali funktsionaliv povorotu kryvykh psevdo rimanova prostoru
ta traiektorii spyn-chastyn v hravitatsiinykh poliakh. Dokl. RAN, Vol. 325, № 4,
P. 659–664.

8. Leiko, S.H. (1996). Izoperymetrychni ekstremali povorotu na poverkhniakh u evkli-
dovomu prostori 𝐸3 . Izv. vuzov. Matematyka, № 6, P. 25–32.

9. Leiko, S.H. (1999). Mekhanichna interpretatsiia izoperymetrychnykh ekstremalei
povorotu na poverkhniakh. Visnyk Odeskoho derzh. un-tu, T.4, №4, P. 102–105.

10. Nagy, P. (1977). On the tangent sphere bundle of Riemannian 2-manifold. № 29, P. 203–
208.

11. Sasaki, S. (1958). On the differential geometry of tangent bundles of Riemannian mani-
fold. 1 Tohoku Math .J., № 10, P. 338–354.



76 Лейко С. Г.

12. Sasaki, S. (1962). On the differential geometry of tangent bundles of Riemannian mani-
fold. 2 Tohoku Math. J., № 14, P. 146–155.

13. Bliashke, V.V. (1935). Dyferentsialna heometriia. M.-L. ONTY-NKTP SSSR, 332 p.

14. Kahan, V.F. (1947). Osnovy teorii poverkhon u tenzornomu vykladenni, Ch.1. M.-L.:
HYTTL, 512 p.



Дослiдження в математицi i механiцi. – 2023. – Т. 28, вип. 1–2 (41–42). – С. 77–102

УДК 519.6(045)
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ПIДХIД ДО ЕФЕКТИВНИХ МЕТОДIВ РОЗВ’ЯЗАННЯ
БАГАТОМIРНИХ ЕЙКОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

У статтi представлено розширений метод розв’язування ейконального рiвняння в чоти-
ривимiрному просторi зi слабкими деформацiями. Ейкональне рiвняння, поєднує хви-
льову оптику з геометричною оптикою та має рiзнi фiзичнi iнтерпретацiї, включаючи
задачи пошуку найкоротших шляхiв та обчислення електромагнiтних або гравiтацiйних
потенцiалiв. Запропонований метод розширює технiку трассування сфери до просторiв
багатьох вимiрiв з деформацiiми i продемонстровано для задачi в просторi чотирьох
вимiрiв. Метод використовує неявнi функцiї для опису границь об’єктiв, що побудованi
з скiнченого або нескiнченого числа багатомiрних примiтивiв. Нелiнiйне трассування
сфери досягається генерацiєй на кожному кроцi трассування звичайних (багатомiр-
них) диференцiальних рiвнянь першого порядку з використанням гiбрiдного методу
розв’язання, що поєднує метод Ейлера, коли сфера знаходиться близько до границi,
з методами вищого порядку, коли сфера знаходиться далеко вiд границь. Вплив не-
лiнiйних перетворень на процес трасування реалiзуєтся за допомогою матрицi Якобi
деформацiї. Пiдхiд реалiзовано як шейдерну программу на мовi GLSL, а вплив нелi-
нiйних перетворень визначається за допомогою параметра перетворення, який впливає
на матрицю Якобi. Обчислювальна продуктивнiсть методу оцiнюється через середню
та максимальну частоти кадрiв для рiзних значень параметра. Запропонований пiд-
хiд може знайти застосування в таких галузях, як комп’ютерна графiка, часозалежна
комп’ютерна томографiя, сейсмiчна томографiя та астрофiзичне моделювання, опти-
мальне керування.
MSC: 39-08, 53-08, 78M34.
Ключовi слова: ейконал, рiвняння, деформацiя, трассування, матриця Якобi, метод
Ейлера, шейдер, GLSL.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).305260.

Вступ

У поданiй статтi розглянуто питання побудови моделi та ефективного
розв’язання окремого випадку ейконального рiвняння у чотиривимiрному
просторi (який за бажання можна iнтерпретувати як три вимiри + час)
для випадку, коли у цьому просторi є слабкi деформацiї (нелiнiйностi).

Ейкональне рiвняння - це нелiнiйне диференцiальне рiвняння, що виво-
диться iз рiвнянь Максвелла i пов’язує хвильову оптику з геометричною
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оптикою. Це рiвняння має декiлька фiзичних iнтерпретацiй, серед яких
задача пошуку найкоротшого шляху та єлектромагнiтний потенцiал.

Дослiджуваний випадок ейконального рiвняння можна розглядати з
точки зору завдань варiацiйного обчислення, де ми можемо iнтерпрету-
вати деформований простiр з границями як чотиривимiрний многовид, в
якому найкоротшi (геодезичнi) лiнiї не є прямими. У лiнiйному випадку
(вiдсутнiсть деформацiї) це рiвняння можна розв’язати геометрично та
эфективно запрограмувати. Такий пiдхiд потребує вiдносно низьку обчи-
слювальну потужнiсть, тому застосовується в багатьох сферах, наприклад,
у комп’ютернiй графiцi. Як правило, ейкональне рiвняння використовує-
ться для 3-вимiрного простору. Однак у разi деформованого простору роз-
мiрностi бiльше 2, загальновизнаний ефективний метод розв’язання невi-
домий.

Областi застосування представленого пiдходу — спецiалiзована ком-
п’ютерна графiка, часозалежнi комп’ютерна томографiя, сейсмографiя в
геологiї, моделювання космiчних нелiнiйних просторово-часових ефектiв в
астрофiзицi, оптимальне керування.

Основнi результати
1. Крайова задача для ейконального рiвняння. Нелiнiйну крайо-

ву задачу для ейконального рiвняння можна сформулювати так:
задано область Ω i функцiю 𝐹 : Ω → R+, яка представляє локальний

опiр руху (наприклад, показник оптичного заломлення). Ця функцiя керує
системою вiд початкового стану 𝒫𝑠 ⊂ Ω до цiльового стану 𝒫𝑔 ⊂ 𝛿Ω з
мiнiмально можливим значенням 𝑢 (наприклад, вiдстанi або часу).

Завдання — знайти розв’язок 𝑢(𝑝) ейконального рiвняння:

|∇𝑢(𝑝)| = 𝐹 (𝑝), (1)

𝐹 (𝑝) > 0 for 𝑝 ∈ Ω ⊂ R𝑁 ,

𝑢(𝑝) = 0 for 𝑝 ∈ 𝒫𝑔

Пiсля розв’язання 𝑢(𝑝) представляє поле вiдстаней (або часiв прибу-
ття), що мiстить значення (наприклад, час), необхiдне для переходу вiд
будь-якої точки 𝑝 до найближчої точки в 𝒫𝑠 за умови мiсцевого опору
𝐹 (𝑝) руху.
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Iснує варiант рiшення 𝑢(𝑝), що доповнює 𝑢(𝑝), i яке представляє поле
вiдстанi, що мiстить значення, необхiднi для переходу вiд будь-якої точки
𝑝 до найближчої точки в 𝒫𝑔 за зворотним локальним опором 𝐹 (𝑝) руху.

2. Дискретний пiдхiд до розв’язування ейконального рiвнян-
ня

На сьогоднiшнiй день iснує багато алгоритмiв розв’язування ейкональ-
ного рiвняння для випадку 2d дискретного кодування нелiнiйностей (а в
деяких випадках i для 3d сiток). Серед них можна видiлити наступнi попу-
лярнi алгоритми: FMM (Fast Marching Method) - метод швидкого маршу,
UFMM (Untidy Fast Marching Method)- "брудний"метод швидкого маршу,
GMM (Group Marching Method)- груповий метод швидкого маршу, LSM
(Lock Sweeping Method)- метод разблокуючого замiтання , DDQM (Double
Dynamic Queue Method)- метод подвiйної динамiчної черги [7]. Цi алго-
ритми використовуються в таких галузях, як комп’ютерний зiр, медична
томографiя, геологiя тощо. Загальна їх базова риса - обчислювальна дина-
мiка (хвильовий метод) на регулярних сiтках в просторах малих розмiрiв.

Дискретнi пiдхiди показують досить хорошi результати для особли-
вих випадкiв - малорозмiрних (2D i, набагато рiдше, 3D) просторiв, де
необхiдно обирати потрiбнi алгоритми для кращої продуктивностi. Однак
цей пiдхiд має кiлька проблем - чим вище число розмiрностi простору,
тим iстотнiше збiльшується час обчислення алгоритмiв. Крiм того, навiть
у просторi малої розмiрностi, але у якому вiдсутнi явнi межi простору,
дискретний пiдхiд не працює просто тому, що неможливо зберiгати таку
кiлькiсть вузлiв сiтки у пам’ятi комп’ютера.

3. Використання функцiї знакової вiдстанi SDF для рiвняння
ейконала

Поле вiдстанi зi знаком (SDF) для рiвняння ейконала є неявним пред-
ставленням граничних умов i може представляти поле потенцiалу для
простору без явних меж. Такi поля дозволяють розв’язувати завдання у
постановцi (1) навiть з нескiнченними просторами. Збiльшення кiлькостi
вимiрiв простору не погiршує продуктивнiсть так сильно, як при дискре-
тному пiдходi. Крiм того, дослiдження [11] демонструє можливiсть роботи
з частково деформованими просторами.

Якщо Ω є пiдмножиною метричного простору 𝑃 з метрикою 𝑑, тодi
функцiя вiдстанi зi знаком 𝑓 визначається як (2) та iллюструється на рис.
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1.

𝑓(𝑝) =

⎧⎨⎩ 𝑑(𝑝, 𝜕Ω) 𝑝 ∈ Ω

−𝑑(𝑝, 𝜕Ω) 𝑝 ∈ Ω𝑐
, (2)

де 𝜕Ω позначає межу Ω, i вiдстань 𝑑(𝑝, 𝜕Ω) = inf𝑝0∈𝜕Ω 𝑑(𝑝, 𝑝0).

Рис. 1: Границя 𝜕Ω i пiдмножини Ω, Ω𝑐 метричного простору 𝑃 для ви-
значення функцiї вiдстанi зi знаком.

Якщо Ω є пiдмножиною R𝑛 з кусково гладкою границею, то функцiя
вiдстанi зi знаком диференцiйована майже всюди, а для евклiдової метри-
ки її градiєнт задовольняє рiвнянню

|∇𝑓 | = 1 (3)

У випадку тривимiрного простору формула (3) має такий вигляд:

|∇𝑓 | =

√︃(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑦

)︂2

+

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑧

)︂2

= 1 (4)

Якщо межа 𝜕Ω знаходиться в 𝐶𝑘 для 𝑘 ≥ 2, то 𝑑(𝑝) знаходиться в 𝐶𝑘

у точках, досить близьких до межi 𝜕Ω [3]. Зокрема, на межi 𝜕Ω функцiя
𝑓(𝑝) задовольняє
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∇𝑓(𝑝) = 𝑁(𝑝) (5)

де 𝑁 — нормальне векторне поле (вiдносно до межi). Цей факт можна
використовувати для термiналiзацiї та оцiнки плавностi розв’язкiв в алго-
ритмах [13].

Алгоритми обчислення функцiї вiдстанi зi знаком можуть бути, на-
приклад, загальними методами рiвнiв для пiдмножин простору. Будь-яка
неявна функцiя Ψ(𝑝) задовольняє (2), але не завжди задовольняє (3). Але
можна перетворити Ψ(𝑝) на 𝑓(𝑝), що задовольняє (2) i добре наближається
до (3) використовуючи

𝑓(𝑝) =
Ψ(𝑝)

|∇Ψ(𝑝)|
, (6)

4. Методи розв’язування рiвняння ейконала за допомогою SDF
4.1. Маршування променя. Для розв’язання рiвняння ейконала

для полiв вiдстаней в однорiдному просторi можна використовувати ме-
тод маршування променя. З певної початкової позицiї в багатовимiрному
просторi промiнь просувається до тих пiр, поки вiн не потрапить на гра-
ничну умову (гiперповерхню складеного багатовимiрного об’єкта).

Якщо граничнi умови неявно виконанi за межами поля, то широко ви-
користована технологiя розв’язання — це маршування променя вiд стар-
товоi точки в полi SDF доти, поки граничнi умови не будуть виконанi [14].
Точнiше, треба знайти точку на променi p : R→ R𝑛, де p(s) = p0+𝑠n, яка
в той же час лежить на границi 𝜕Ω, що представлена неявним рiвнянням
𝑓(𝑝) = 0. У цiй нотацii 𝑠 - це вiдстань (скаляр) вiд стартовоi точки, i n це
нормальний вектор променя.

Iнформацiя про цю точку на поверхнi 𝜕Ω може бути використана для
подальших обчислень (нормаль, кривизна, i т.д.). Точку перетину проме-
ню з поверхнею 𝜕Ω, заданою неявною граничною умовою, можна обчи-
слити шляхом застосування методiв знаходження коренiв, що в загально-
му випадку є нетривiальною математичною задачею. Це було причиною
розробки алгоритму маршування променя Перлiном та Хоффертом [15].
Наприклад, точку перетину з неявною границею можна знайти шляхом
обчислювання значення поля з фiксованими кроками, доки не буде дося-
гнуто значення, близького до нуля.

Цей пiдхiд можна проiлюструвати псевдокодом:
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Вибрати фiксований крок step > 0

Вибрати малий параметр eps > 0

Для заданого одиничного вектора n:

point = vector(O);

while(SDF(samplingPoint) > eps)

point += step * n;

4.2. Трасування сфер Технiка маршу променю має одну головну
проблему, а саме фiксований розмiр кроку. Якщо розмiр занадто малий,
тодi алгоритму знадобиться занадто багато часу, щоб досягти точки на
граничнiй умовi. Якщо розмiр кроку занадто великий, на маршi променю
можна пропустити значення, близьке до нуля (граничну умову!). Трасу-
вання сфери є розширенням алгоритму маршування променю, у якому
розмiр кроку не є фiксованим, а динамiчно змiнюється вздовж променя,
встановлюючи для нього значення з даних поля вiдстанi. Це гарантує, що
промiнь не пропустить граничну умову, оскiльки поле SDF повертає вiд-
стань до найближчої граничної умови (яка може не лежати на променi!).
У той же час промiнь може проходити через порожнiй простiр швидше
[14].

Це налаштування розмiру кроку розв’язує проблему перевищення кро-
ку пiд час маршу променiв. Алгоритм не може пропустити малi межi,
оскiльки розмiр кроку буде зменшено поблизу межi, i промiнь нiколи не
переступить через саму межу. Трасування сфер названо на честь необме-
жених сфер, створених уздовж променя.

У цьому алгоритмi кiлькiсть крокiв залежить вiд початкової точки про-
меня. Наприклад, якщо шлях променя паралельний границi, то розмiр
кроку не зростає на цiй дiлянцi шляху. Це може призвести до значних ви-
трат на обчислення. Тому необхiдно визначити мiнiмальний порiг розмiру
кроку 0 < 𝜖 << 1 i максимальну кiлькiсть крокiв.

Псевдокод для трасування сфери:

Вибрати малий параметер eps > 0

Для заданого одиничного вектора n:

point=vector(O);

step = SDF(point);

while(abs(step) > eps)



Вiрiшення ейкональних рiвнянь 83

step = SDF(point);

point += step * n;

Рис. 2: Алгоритми маршування променю (лiворуч) i трасування сфери
(праворуч).

5. Розв’язування ейконального рiвняння за допомогою SDF в
просторi з нелiнiйними перетвореннями

Нелiнiйне перетворення можна виразити як деформацiю 𝐷(𝑝).
Розв’язання

𝑓(𝐷−1p(𝑠)) = 0 (7)

- поширений пiдхiд до введення малих деформацiй 𝐷 у SDF. Цей пiдхiд
дозволяє кожен крок для трасування сфери з нелiнiйним перетворенням
переписати так, щоб пiд час крокування вздовж променя в деформованому
просторi кожна точка перетворювалася назад у недеформований простiр,
щоб знайти мiнiмальну вiдстань до найближчої (iнверсно-деформованої)
границi. Кожен крок буде виглядати так:

p𝑖+1 = p𝑖 + |𝑓(𝐷−1p(𝑠))|n. (8)

Тут n нормований вектор напрямку променю.
Однак iснує серйозне обмеження через складнiсть обчислення 𝐷−1. Це

обчислення має бути доступним i ефективним. 𝐷−1 можна легко обчисли-
ти для афiнних i деяких нелiнiйних перетворень, але це, як правило, скла-
дна операцiя. Крiм того, має бути виконана умова ||∇(𝑓 ∘𝐷−1)|| ≤ 1, щоб
задовольнити умову використання трасування сфери. Проблема в тому,
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що 𝑓 повертає вiдстань у недеформованому просторi, але промiнь крокує
у деформованому просторi. Якщо перетворення 𝐷 є неперервними за Лi-
пшицем i асоцiйована константа Лiпшица 𝜆 ≥ ||∇(𝑓 ∘ 𝐷−1)|| вiдома, тодi
можна крокувати вiдповiдно до |𝑓(p𝑖)|/𝜆. Для бiльш складних деформа-
цiй, нiж афiннi перетворення, константи Лiпшица може бути важко або
неможливо обчислити аналiтично [11].

Всi труднощi викликанi тим, що промiнь трасується в деформованому
просторi, а вiдстань обчислюється в недеформованому. У разi трасування в
недеформованому просторi немає необхiдностi враховувати межi Лiпшица.
Однак прямий промiнь у деформованому просторi деформується в деяку
криву в недеформованому просторi

Згiдно з [12] для деформування параметричних кривих, можна пере-
писати рiвняння променя в деформованому просторi як iнтеграл:

p(𝑠) = p(0) + 𝑠n = p(0) +

∫︁ 𝑠

0
n 𝑑𝜎 = p(0) +

∫︁ 𝑠

0
p′(𝜎) 𝑑𝜎. (9)

В iнтегралi p′(𝜎) = n є першою похiдною p(𝑠) i є константою в недеформо-
ваному просторi. Щоб отримати рiвняння променя в деформованому про-
сторi, необхiдно застосувати зворотну деформацiю 𝐷−1 до попереднього
рiвняння: ̂︂p(𝑠) = 𝐷−1(p(0)) +

∫︁ 𝑠

0
𝐽−1
𝐷 (p(𝜎))n 𝑑𝜎. (10)

Досить обчислити якобiан 𝐽𝐷−1 зворотної деформацiї 𝐷−1 всерединi iн-
теграла. Згiдно з теоремою оберненої функцiї, якобiан зворотної деформа-
цiї в деякiй точцi p є оберненим якобiаном прямої деформацiї у вiдповiднiй
точцi ̂︀p. У цьому випадку якобiан є 𝑛×𝑛 матрицею. Пiсля параметризацiї
iнтеграла (10) на довжину дуги в недеформованому просторi ми отрима-
ємо iнтеграл променя

̂︀p(̂︀𝑠) = 𝐷−1(p0) +

∫︁ ̂︀𝑠
0

̂︀n(̂︀p(𝜎)) 𝑑𝜎 (11)

де ̂︀n(̂︀p) = 𝐽−1
𝐷 (̂︀p)n

||𝐽−1
𝐷 (̂︀p)n|| (12)

Параметр ̂︀𝑠 i поле вiдстанi зi знаком 𝑓(̂︀p) визначенi в одному метрично-
му просторi. Але все одно потрiбно один раз обчислити𝐷−1 для початкової
точки p0 променя в деформованому просторi.



Вiрiшення ейкональних рiвнянь 85

5.1. Задачi для необмеженого нелiнiйного ейконального рiвня-
ння

Нескiнченнi перiодичнi або квазiперiодичнi функцiї можна використо-
вувати в багатьох областях. Наприклад, для опису поверхнi моря, архi-
тектурних споруд тощо. Основною проблемою необмеженого нелiнiйно-
го рiвняння ейконала є великий обчислювальний час, отже, погана про-
дуктивнiсть. SDF може розв’язувати необмежене ейконального рiвняння
завдяки обчислюваннi по модулю (операцiя mod()) без рiзкого зниження
продуктивностi.

6. Метод розв’язування необмеженого нелiнiйного ейкональ-
ного рiвняння Трасування сфери з деякими доповненнями може бути
використано для розв’язування необмеженого нелiнiйного ейконального
рiвняння.

6.1. Базовi функцiї та операцiї вiдстанi зi знаком Трасування
сфери засноване на використовує функцiї вiдстанi зi знаком. Для кожного
базового примiтиву [17] має iснувати функцiя вiдстанi зi знаком. Функцiї
(як точнi, так i наближенi) можна розширити для роботи з n-вимiрним
евклiдовим метричним простором.

Формула (6) дає наближення першого порядку функцiї вiдстанi зi зна-
ком, яка є чудовою поблизу границi та хорошою для асимптотики для
великих вiдстаней [18]. Однак використання формули (6) може погiршити
поведiнку деяких алгоритмiв, заснованих на градiєнтi функцiї вiдстанi зi
знаком. Обчислювальнi експерименти показують хорошу евристику для
таких ситуацiй. Вона складається з використання формули (6) для оцiнки
вiдстанi до межi та водночас iз використанням нормалiзованого градiєнта
|∇Ψ(𝑝)| як хорошого наближення справжнього градiєнта поля вiдстанi.

Для певного класу базових фiгур було розроблено хорошi формули
наближення як для вiдстанi, так i для градiєнта. Наприклад, використо-
вують (14), тобто модифiкацiю (6) для узагальнених 2-вимiрних кiл (13)
(див. рис. 3):

Ψ(𝑥, 𝑦)𝑙 = 𝑥𝑙 + 𝑦𝑙 − 𝑟𝑙 (13)

𝑓(𝑝) =
Ψ(𝑝)

|∇Ψ(𝑝)|𝑞
, (14)
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Рис. 3: Апроксимовано полем вiдстанi (6) для узагальнених кiл.

де |.|𝑞 – метрика Мiнковського з 𝑞 = 1− 2/𝑙 (Fig. 4)
Точна формула (15) для знакового поля вiдстанi сфери є унiфiкованою

для будь-якої кiлькостi вимiрiв. Тут p - точка в n-мiрному просторi, 𝑟 -
радiус сфери.

sdSphere(p, 𝑟) = |p/𝑟| − 1 (15)

Формула (16) для елiпсоїда наближена. Тут p - точка в n-мiрному про-
сторi, 𝑟 - значення великих пiвосей елiпсоїда. Операцiя ./ - це паралельне
дiлення компонентiв вектора чисельника на компоненти вектора знамен-
ника.

sdEllipsoid(p, r) = (|p./r| − 1); (16)

Найпростiша операцiя об’єднання реалiзована як мiнiмальна вiдстань
до найближчої межi:

sd1(p)
⋃︁

sd2(p) = min(sd1(p), sd2(p)) (17)

Операцiя (18) повторення використовується для створення нескiнчен-
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Рис. 4: Виправлене на (14) поле вiдстанi для узагальнених кiл.

них меж iз заданим перiодом 𝑐:

opRep(p, 𝑐) = p mod 𝑐− 0.5 · 𝑐 (18)

7. Розширення нелiнiйного трасування сфери
Розширення алгоритму нелiнiйного трасування сфери можна записати

як ̂︀p𝑖+1 = ̂︀p𝑖 + |𝑓( ̂︀pi)|̂︀n(̂︀p𝑖) (19)

Однак цей пiдхiд дає велику похибку, якщо промiнь сильно викривлений
(рис. 5 a). Зменшення розмiру кроку покращує точнiсть, але погiршує про-
дуктивнiсть (рис. 5 b). Тому було запропоновано обчислювати пiдкроки
без використання SDF для мiнiмальної вiдстанi до найближчої межi (рис.
5 c). Кожен крок 𝑖 вiд ̂︀pi до ̂︀pi+1 можна розглядати як звичайне дифе-
ренцiальне рiвняння першого порядку y′(̂︀p) = ̂︀n(̂︀p) з початковою умовою
y0 = ̂︀pi.

Тодi наступний крок можна обчислити як ̂︀pi+1 = 𝑅(̂︀pi, 𝑓(̂︀pi)), де 𝑅 —
будь-який розв’язувач звичайного диференцiального рiвняння, який при-
ймає початкову умову та мiнiмальну вiдстань до найближчого об’єкта як
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Рис. 5: З сильно вигнутим променем розмiр кроку може бути занадто вели-
ким для хорошої точностi (a). Хоча збiльшення кiлькостi крокiв покращує
точнiсть, це негативно впливає на продуктивнiсть обчислень (b). Пред-
ставлений метод додає невелику кiлькiсть крокiв i дає таку ж точнiсть
(c).

параметри. Вибраний розв’язувач може дiлити 𝑓(̂︀pi) на пiдмножини, щоб
досягти заданого допустимого вiдхилення, але йому не потрiбно перерахо-
вувати 𝑓(̂︀p). Завдяки параметризацiї довжини дуги будь-який правильний
розв’язувач гарантує, що кожна пiдмножина залишається всерединi сфери
навколо ̂︀pi (рис. 6) i, таким чином, задовольняє умову вiдстеження сфери
[11].

Розв’язувач звичайних диференцiальних рiвняннь слiд вибирати ре-
тельно, оскiльки вiн сильно впливає на продуктивнiсть обчислень. Компо-
зицiї деформацiй сильно змiнюють промiнь у деяких локацiях простору.
Крiм того, чим ближче промiнь до границi, тим меншою стає мiнiмальна
вiдстань 𝑓(̂︀p). У цьому випадку простiший iнтегратор Ейлера, такий як
(19), часто є достатньо хорошим. Унiфiкований розв’язувач або не змо-
же правильно обчислювально вiдтворити промiнь, або, для дуже частого
простого випадку, коли промiнь незначно змiнюється, розв’язувачу знадо-
биться багато часу обчислення.

Гiбридний пiдхiд полягає у використаннi iнтегратора Рунге-Кутта, ко-
ли 𝑓(̂︀p) є вiдносно великим у порiвняннi з ̂︀𝜖. У цiй роботi розглядалися
наступнi розв’язувачi ОДУ: метод iнтегрування Ейлера, метод 4-го поряд-
ку Хойна та Рунге-Кутта.
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Рис. 6: Додатковi пiдкроки.

Iнтегратор Ейлера — чисельна процедура першого порядку для розв’я-
зання звичайних диференцiальних рiвнянь iз заданим початковим значе-
нням. У випадку трасування сфери ми могли б зробити це все ще кроку-
ючи вздовж променя в деформованому просторi, трансформуючи кожну
точку назад у недеформований простiр, щоб обчислювати поле вiдстанi.
Коли промiнь знаходиться близько до межi та мiнiмальна вiдстань менша
за 𝑎 · ̂︀𝜖, де 𝑎 — це порогове значення, вибране користувачем, достатньо
простого iнтегрування Ейлера. Формула iнтегратора Ейлера виглядає на-
ступним чином:

p̂i+1 = p̂i + ℎ · rd(p̂i) (20)

де,

• rd = ∇𝑓(𝐷 ·p𝑖) – нормалiзована функцiя напрямку променя, змiню-
вана нелiнiйною деформацiєю 𝐷 ,

• p̂i - це точка в просторi об’єкта,

• ℎ = |p̂i − p̂i−1| - це параметр кроку метода,

Метод Хойна або метод середнього нахилу дає бiльш точне наближе-
ння, нiж iнтегратор Ейлера. Вiн дає явну формулу для обчислення 𝑦𝑖+1.
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Основна iдея полягає у виправленнi деяких помилок оригiнального методу
Ейлера[20]:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ(
1

2
𝑘1 +

1

2
𝑘2) (21)

де 𝑘1 = 𝑔(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑘2 = 𝑔(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + ℎ · 𝑘1).
Модифiкована версiя методу Хойна для нелiнiйного трасування сфери:

p̂i+1 = p̂i + ℎ(
1

2
k1 +

1

2
k2) (22)

де k1 = rd(p̂i), k2 = rd(p̂i + ℎ · k1).

Метод четвертого порядку Рунге-Кутта найчастiше використовується
для розв’язування ОДУ. Потiм за допомогою iтерацiйної формули [21] об-
числюється наближене значення в наступних точках:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +∆𝑦𝑖

∆𝑦𝑖 =
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) (23)

де
𝑘1 = 𝑔(𝑥𝑖, 𝑦𝑖),
𝑘2 = 𝑔(𝑥𝑖 +

ℎ
2 , 𝑦𝑖 +

ℎ𝑘1
2 ),

𝑘3 = 𝑔(𝑥𝑖 +
ℎ
2 , 𝑦𝑖 +

ℎ𝑘2
2 ),

𝑘4 = 𝑔(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + ℎ · 𝑘3).
Цей метод має четвертий порядок точностi. Це означає, що помилка на

одному кроцi становить 𝑂(ℎ5), а загальна помилка за кiнцевий iнтервал
iнтегрування становить 𝑂(ℎ4).

Модифiкована версiя крокiв для класичного методу Рунге–Кутта для
нелiнiйного трасування сфери: [21]:

p̂i+1 = p̂i +∆p̂i, (24)

де ∆p̂i = (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6,
k1 = r̂d(p̂i),
k2 = r̂d(p̂i + ℎ · k1/2),
k3 = r̂d(p̂i + ℎ · k2/2),
k4 = r̂d(p̂i + ℎ · k3).
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Algorithm 1 Гiбрiдний алгоритм трассування променю
Require: 𝑟0, 𝑟𝑑,𝑚𝑎𝑥𝑑
𝑝← 𝑟𝑜+ 𝑟𝑑 * 𝑡
for 𝑖 = 0 to 𝑖 = 𝑅𝐴𝑌_𝑆𝑇𝐸𝑃 do

if 𝑎𝑏𝑠(ℎ) ≥ 𝑒𝑝𝑠𝑖𝑙𝑜𝑛 OR 𝑡 ≤ 𝑚𝑎𝑥𝑑 then
break

end if
𝑟𝑒𝑠← 𝑚𝑎𝑝(𝑝)

ℎ← 𝑟𝑒𝑠.𝑥

if 𝑎𝑏𝑠(ℎ) < 𝑒𝑝𝑠𝑖𝑙𝑜𝑛 * 𝑎 then
𝑝 = 𝑒𝑢𝑙𝑒𝑟(𝑟𝑑, ℎ)

else
𝑝 = 𝑅(𝑟𝑑, ℎ)

end if
𝑡+ = ℎ

end for
if 𝑡 >= 𝑚𝑎𝑥𝑑 then return (𝑡,−1)
else return (𝑡, 1)

end if
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8. Алгоритмiчна реалiзацiя та тестування
8.1 Алгоритмiчна реалiзацiя

Основою реалiзацiї є гiбрiдний алгоритм трассування променю, який
трасує промiнь у заданому напрямку.

Гiбрiдний алгоритм трасування променя приймає початкову точку про-
меня r0, напрямок променя rd i максимальну довжину променя maxd. Ма-
ксимальна довжина використовується для економiї часу на обчислення,
якщо промiнь не може досягти межi на своєму шляху. Для першого кроку
промiнь залишається прямим, щоб можна було знайти наступну точку. На-
ступними кроками є цикл, доки довжина променя t не перевищує макси-
мальну довжину maxd або вiдстань до найближчої точки h менше заданого
порогу epsilon. Всерединi циклу спочатку перевiряється, якщо вiдстань
h до найближчої точки менше, нiж порогове значення epsilon*a, то вико-
ристовується iнтегратор Ейлера для скорочення часу обчислення. Якщо
вiдстань до найближчої границi досить велика, то ця вiдстань використо-
вується в ODE розв’язувачi R, щоб знайти наступну точку на променi. Тодi
h додається до довжини променя t. Алгоритм повертає t та −1, якщо t

бiльше максимальної довжини maxd, iнакше 1 .
Розв’язувач ODE використовує нормалiзований вектор на кожному

кроцi. Щоб знайти його, спочатку обчислюється обернена матриця Якобi
inverseJacobian, а потiм за допомогою оберненої матрицi модификується
напрямок променя rd i далi нормалiзується вектор результату:

Algorithm 2 Алгоритм отримання модифiкованого нормалiзованого ве-
ктору
Require: 𝑗𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛, 𝑟𝑑, 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛← 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒(𝑗𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛)

𝑛𝑜𝑟𝑚𝑉 𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 ← 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑒(𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛 * 𝑟𝑑)
return 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑉 𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟

8.2. Реалiзацiя та тестування
Програма трасування сфери в 4-вимвiрному просторi була реалiзована

як шейдер з використанням мови GLSL. Шейдер використовує для вiзу-
алiзацiї графiчний процесор. Усi обчислення проводилися на графiчному
процесорi Nvidia GeForce GTX 1060. Чотиривимiрнi об’єкти в процесi вi-
зуалiзацiї проектувалися спочатку у тривимiрний простiр зi спецiально
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пiдiбраними кольорами та освiтленням, а потiм стандартнi методи вiдобра-
ження обчислювали двовимiрнi кадри тривимiрних проекцiй. Вiзуалiзацiя
обчислень дозволяє вiдстежувати (i навiть вiдчувати) час обчислення, а
також досить легко контролювати помилки обчислень.

Трасування сфери було реалiзовано з параметром, який визначає ефект
вiд нелiнiйного перетворення. Було розглянуто 4 значення цього параме-
тру: 0, 0,2, 0,45, 0,65. Коли параметр дорiвнює 0, то нелiнiйне перетворен-
ня взагалi не впливає (рис. 7). З параметром 0,2 важко побачити рiзницю
мiж лiнiйним i нелiнiйним трасуванням сфери (рис. 8). Параметри 0,45 i
0,6 дають бiльшу деформацiю границям (рис. 9 i 10).

Рис. 7: Лiнiйне трасування сфери

Рис. 8: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.2
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Рис. 9: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.45

Рис. 10: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.65

Результати представленi в таблицi 1. Для кожного значення параметру
розраховувалися середнiй FPS (кадрiв в секунду) i максимальний FPS.
Для трасування лiнiйної сфери як середнiй, так i максимальний FPS до-
сить високi, це забезпечує плавну якiсть вiдео. При нелiнiйнiй трасуван-
нi сфери середнiй FPS значно знижується. Чим бiльше значення параме-
тра, тим нижчий середнiй FPS. Це впливає на продуктивнiсть шейдера,
що створює враження перегляду слайд-шоу. Слiд зазначити, що обчисле-
ння виконувались для чотиривимiрного простору, для якого стандартнi
розв’язувачi видавали би результати за час на порядки бiльше (якби вони
взагалi могли бути застосованi).
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Parameter
0.0 0.20 0.45 0.65

Avg FPS 51.3 20.6 16.4 12.9
Max FPS 60.1 31.9 27.1 22.5

Табл. 1: Трасування сфери з рiзним параметром нелiнiйного перетворення.

Змiни в вiзуалiзацiї однаковi для нескiнченних меж. Починаючи з па-
раметру = 0,45, змiни стають бiльш помiтними (рис. 11-14).

Рис. 11: Лiнiйне трасування сфери

Рис. 12: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.2
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Рис. 13: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.45

Рис. 14: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.65

Середнiй FPS i максимальний FPS пiдраховувалися також для меж не-
скiнченного повторення з однаковими параметрами нелiнiйного перетво-
рення - 0, 0,2, 0,45 i 0,65 (Таблиця 2). Середнiй FPS для трасування лiнiй-
ної сфери з нескiнченними перiодичними межами вдвiчi нижчий, нiж для
нескiнченних меж. Застосування нелiнiйного перетворення також сильно
знижує FPS.
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Parameter
0.0 0.20 0.45 0.65

Avg FPS 29.6 6.9 6.1 5.8
Max FPS 30.1 9.1 8.6 8.3

Табл. 2: Sphere tracing for infinite periodic boundaries.
Висновки

У рамках цiєї роботи був розглянутий частковий випадок ейкональ-
ного рiвняння та проаналiзованi iснуючi методи його розв’язання. Також
був розглянутий розширений метод трасування сфер (sphere tracing) для
нелiнiйних трансформацiй. У роботi запропоновано спосiб використання
розширеного способу для 4-мiрного простору та продемонстровано на пра-
ктицi.

Для розширення методу трасування сфер до 4-мiрного використовую-
ться вiдповiднi вдосконаленi версiї неявних функцiй, якi описують примi-
тивнi границi.

Для нелiнiйного трасування сфер на кожному кроцi iтерацiї розгляда-
ється крайова задача, де кожен крок є звичайним диференцiальним рiв-
нянням першого порядку з початковою умовою результату попереднього
кроку. Диференцiальне рiвняння виглядає як функцiя вiд точки, в якiй
перераховується значення нормального вектора. Для цього використову-
ється добуток зворотньої матрицi Якобi та вектора, який задає направ-
лення променю. Унiверсальний пiдхiд не є доцiльним, оскiльки виконує
забагато обчислень у випадку, коли промiнь знаходиться доволi близько
до границi або не може вiдтворити викривлення променю достатньо точно.
Тому було обрано змiшаний пiдхiд – за замовчуванням використовувати
будь-який доволi точний метод розв’язання звичайних диференцiальних
рiвнянь та у випадку, коли вiдстань мiж границею та променем є доволi
малою – використовувати метод Ейлера.

Розширений метод трасування сфер був реалiзований як шейдер на
мовi GLSL. Для матрицi Якобi використовувався спецiальний параметр,
який задає вплив нелiнiйної трансформацiї на промiнь. Для рiзних значень
цього параметра було визначено середню та максимальну кiлькiсть кадрiв
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за секунду пiд час роботи шейдеру.
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Maximov A. L., Prokofieva S. V.
Approach to Effective Methods for Solution of Multidimensional

Eiconal Equations

Summary

The article presents an extended method of solving the eiconal equation in
four-dimensional space with weak deformations. The eiconal equation com-
bines wave optics with geometric optics and has various physical interpre-
tations, including the task of finding the shortest paths and calculation of
electromagnetic or gravitational potentials. The proposed method extends the
sphere tracing technique to spaces of many dimensions with deformations and
demonstrated for the problem in the space of four dimensions. The method
uses implicit functions for describing the boundaries of objects built from a
finite or an infinite number of multidimensional primitives. Nonlinear sphere
tracing is achieved by generation at each trace step ordinary (multidimen-
sional) differential equations of the first order using a hybrid solution method
combining the Euler method, when the sphere is close to the boundary, with
higher order methods, when the sphere is far from the boundaries. Influence of
non-linear transformations the tracing process is implemented using the Jaco-
bian deformation matrix. The approach is implemented as a shader program in
the GLSL language, and the effect of nonlinear transformations is determined
using of the transformation parameter that affects the Jacobian matrix. The
computational performance of the method is evaluated through average and
maximum frame rates for different parameter values. The proposed approach
can find application in such fields, as computer graphics, time-dependent com-
puter tomography, seismic tomography, astrophysical modeling and optimal
control.
Key words: eiconal, equation, deformation, tracing, Jacobi matrix, Euler
method, shader, GLSL.
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Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

ФУНКЦIЇ МОРСА ТА ФУНКЦIЇ КОРОЗМIРНОСТI 1 НА
ПРОЕКТИВНIЙ ПЛОЩИНI

Для опису топологiчних властивостей функцiй на двовимiрних многовидах використо-
вується iнварiант, що називається графом Рiба. У випадку простих функцiй Морса
на замкнутих орiєнтованих двовимiрних многовидах, це повний топологiчний iнварi-
ант для пошарової еквiвалентностi. У разi неорiєнтованого двовимiрного многовиду, а
також многовидiв з межею потрiбна додаткова iнформацiя для побудови повного топо-
логiчного iнварiанта. Якщо лiнiйний порядок заданий на множинi вершин, то вiн стає
повним топологiчним iнварiантом вiдносно топологiчної еквiвалентностi.

У роботi дослiджується топологiчна класифiкацiя функцiй Морса та функцiй ко-
розмiрностi 1 на проективнiй площинi. У цих випадках граф Рiба є орiєнтованим коре-
невим деревом. Отримано аналiтичний вираз для кiлькостi орiєнтованих графiв Рiба з
коренем. Для функцiй корозмiрностi 1 для фiксованої кiлькостi критичних точок побу-
дованi всi можливi графи Рiба.
MSC: 58K05, 37D15.
Ключовi слова: пошарова еквiвалентнiсть, функцiя Морса, функцiя корозмiрностi 1,
граф Рiба, проективна площина, топологiчна класифiкацiя, топологiчна теорiя фун-
кцiй, неорiєнтованi многовиди, топологiчнi iнварiанти.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).305262.

Вступ

У роботах Кронрода [9] та Рiба [21] було введено iнварiант (граф Рiба),
який описує топологiчнi властивостi функцiй на двовимiрних многовидах.
У випадку простих функцiй Морса на замкнутих орiєнтованих двовимiр-
них многовидiв, це повний топологiчний iнварiант для пошарової еквiва-
лентностi. Якщо лiнiйний порядок заданий на множинi вершин, то вiн стає
повним топологiчним iнварiантом вiдносно топологiчної еквiвалентнiсть.

У разi неорiєнтованого двовимiрного многовиду, а також многовидiв з
межею потрiбна додаткова iнформацiя для побудови повного топологiчно-
го iнварiанта. Для некомпактних многовидiв, граф Рiба може бути не га-
усдорфовим простором, що викликає додатковi труднощi при роботi з ним.
Якщо функцiя не проста, то крiм графiка Рiба iнформацiя про необхiднi

Надiйшла 15.07.2023 © Пришляк О. О., Стась С. О., 2023



104 Пришляк О. О., Стась С. О.

структури функцiї в околi кожного критичної точки рiвнi. Iнший спосiб
визначити топологiчну структуру функцiй Морса — це використовувати
векторнi поля Морса-Смейла iз заданими значеннями функцiї в особливих
точках. Тому топологiчна класифiкацiя Морса-Смейла векторнi поля тiсно
пов’язанi з класифiкацiєю функцiй. Топологiчна класифiкацiя векторних
полiв для замкнених поверхнях була отримана у роботах [15; 16; 24], а для
поверхонь з межею у [10; 13; 16], для 3-многовидiв у [4; 20].

Оскiльки потоки Морса є градiєнтними потоками для функцiй Мор-
са, то якщо зафiксувати значення функцiї в критичних точках, то потiк
визначає структуру функцiї [11].

Крiм того, топологiчнi iнварiанти функцiй на неорiєнтованих поверх-
нях будувались у роботi [11], а у [2; 7; 8; 14] для поверхонь з межею, у [19]
для некомпактних поверхонь. Цiй тематицi також присвяченi роботи [1; 7;
8; 11; 18; 19; 22; 26], а для многовидiв з межею роботи [5; 6; 8], а для 3- та
4-вимiрних многовидiв [12; 17].

Основнi поняття топологiчної теорiї функцiй мiстяться у роботах [14;
25; 26].

Основною метою даної роботи є дослiдження топологiчних властиво-
стей графiв Рiба простих графiв Морса функцiй на проективнiй площинi
та пiдрахувати їх кiлькiсть для фiксованої кiлькостi критичних точок.

Автори вдячнi студентам Ю. Зеленiй та А. Власенко за паралельнi
обчислення деяких чисел графiв Рiба функцiй Морса.

Основнi результати

1. Топологiя та геометрiя проективної площини

В цьому роздiлi ми притримуємося термiнологiї та означень з [23]. Дiй-
сна проективна пряма це множина прямих на площинi, що проходять че-
рез початок координат, або ж можна сказати, що це множина одновимiр-
них пiдпросторiв двовимiрного простору. Вiдстань мiж прямими визнача-
ється як найменший кут мiж ними, наприклад, гострий кут. Топологiчнi
властивостi — це тi властивостi, що зберiгаються при гомеоморфiзмах,
тобто бiєктивних неперевних в обидва боки вiдображеннях. Геометричнi
властивостi, з iншого боку, зберiгаються при iзометрiях, якi є бiєктивними
вiдображеннями, що зберiгають вiдстань або довжину кривої. Для дослi-
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дження топологiчних та геометричних властивостей проективної прямої
побудуємо вiдображення 𝑝 : R𝑃 1 → 𝑆1/2, яке вiдображає проєктивнi прямi
на коло радiуса 1/2. Формула для цього вiдображення полягає в присвоєн-
нi кожнiй прямiй вiдповiдного кута нахилу 𝛼, а потiм вiдображеннi цього
кута на координати на колi за формулою

𝑝(𝛼) = (1/2 cos(2𝛼), 1/2 sin(2𝛼)).

Дiйсна проективна площина – це множина одновимiрних пiдпросторiв
тривимiрного евклiдового простору.

Розглянемо сферу 𝑆2 з радiусом 1 та центром у початку координат
в тривимiрному евклiдовому просторi. Всяка пряма, яка проходить через
початок координат, перетинає сферу за парою дiаметрально протилежних
точок. Тому iснує взаємно-однозначне вiдображення мiж прямими та па-
рами дiаметрально протилежних точок на сферi.

Проективна площина є факторпростором двовомiрної сфери за вiд-
ношенням еквiвалентностi породженим симетрiєю вiдносно центра сфери
(клас еквiвалентностi це пара дiаметрально протилежних точок):

R𝑃 2 = 𝑆2/ ∼, де 𝑝 ∼ 𝑝 або 𝑝 ∼ −𝑝, 𝑝 ∈ 𝑆2.

На 𝑆2 можна задати дiю групи 𝑍2 = {1,−1} як 1�̇� = 𝑝 i −1�̇� = −𝑝. Тодi
проективна площина є множина орбiт цiєї дiї:

R𝑃 2 = 𝑆2/𝑍2.

Давайте опишемо ще один метод створення проективної площини. В то-
пологiї точки називаються склеєними, якщо вони належать одному класу
еквiвалентностi в процесi факторизацiї. Щоб склеїти дiаметрально проти-
лежнi точки на сферi, спочатку склеїмо точки верхньої пiвсфери з точками
нижньої пiвсфери (за винятком екватора). Потiм ортогонально проектуємо
отриману нижню пiвсферу на горизонтальну площину. Отримаємо двови-
мiрний диск (круг) 𝐷2, де необхiдно склеїти симетричнi точки на межi.

Означення 1.

R𝑃 2 = 𝐷2/ ∼, де 𝑝 ∼ 𝑝 або 𝑝 ∼ −𝑝, 𝑝 ∈ 𝜕𝐷2.
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Замiсть проекцiювання перпендикулярно до площини, ми можемо ви-
користати центральну проекцiю нижньої пiвсфери з центра сфери на пло-
щину 𝑧 = −1. Ця проекцiя забезпечить бiєктивне вiдображення точок ни-
жньої пiвсфери на точки площини, тодi як точки екватора будуть вiдобра-
женi на точки в нескiнченностi.

Проективна площина є евклiдовою площиною, до якої додано нескiн-
ченно вiддаленi точки. На проективнiй площинi iснує множина нескiнче-
но вiддалених точок, кожна з яких вiдповiдає класу еквiвалентностi па-
ралельних прямих. Цi класи еквiвалентностi називаються напрямками, а
множина нескiнчено вiддалених точок утворює проективну пряму.

Повсякденне використання проективної площини та вiдстаней вiдбува-
ється, коли ми спостерiгаємо об’єкти в тривимiрному просторi. У такому
випадку, ми сприймаємо променi, якi випромiнюють з об’єкту та пада-
ють на сiткiвку нашого ока. Вiдстанi та розмiри об’єктiв оцiнюються на
основi кутiв мiж цими променями, що вiдображає проективну метрику або
вiдстань на сферi (сiткiвцi). При змiнi положення голови, наша сприйня-
тливiсть змiнюється, що може призводити до проективних перетворень
(iзометричних перетворень сфери).

Теорема 1. [23] Iснує замкнена крива на проективнiй площинi, яка роз-
биває її на двi частини. Одна з цих частин гомеоморфна листу Мьобiуса,
а iнша – двовимiрному диску.

Наслiдок 1. [23] Якщо вiд довiльної точки проективної площини ви-
далити достатньо малий регулярний окiл, то отримана множина буде
гомеоморфна листу Мебiуса.

Наслiдок 2. [23] Проективна площина є поверхнею без орiєнтацiї.

Проективною прямою називається множина прямих, об’єднання яких
є двовимiрним пiдпростором евклiдового простору. Оскiльки площина, яка
проходить через початок координат, перетинає одиничну сферу 𝑆2 у колi
радiусу 1 з центром у початку координат (велике коло), то якщо дiаме-
трально протилежнi точки на цьому колi будуть ототожненi, то отримана
множина знову буде колом. Це означає, що проективна пряма гомеомрфна
колу, тобто є замкненою кривою.
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Теорема 2. [23] Найкоротша крива мiж двома точками на проективнiй
площинi є вiдрiзок проективної прямої.

2. Функцiя Морса на R𝑃 2

Нехай 𝑀 – гладкий замкнений двовимiрний многовид, 𝑓 : 𝑀 → R –
гладка функцiя.

Означення 2. Невиродженою критичною точкою називається критична
точка 𝑥 ∈𝑀 , якщо в деяких локальних координатах 𝑥1, 𝑥2 матриця

𝐻 =

(︂
𝜕2𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂
є невиродженою.

На двовимiрному многовидi iснує 3 типи невироджених критичних то-
чок функцiї: сiдло, локальний мiнiмум та максимум.

Означення 3. Функцiя Морса – це гладка функцiя 𝑓 :𝑀 → R, у якої всi
критичнi точки є невиродженими.

Означення 4. Функцiя Морса називається простою, якщо всi її критичнi
точки лежать на рiзних рiвнях, тобто 𝑓(𝑝) ̸= 𝑓(𝑞), якщо 𝑝 ̸= 𝑞, в iнакшому
випадку - складною.

Означення 5. Компонента лiнiї рiвня 𝑓−1(𝑦) функцiї Морса називається
шаром.

Означення 6. Двi функцiї Морса називаються пошарово еквiвалентни-
ми, якщо iснує гомеоморфiзм поверхнi на себе, який переводить шари однi-
єї функцiї в шари iншої, а також локальнi мiнiмуми на локальнi мiнiмуми.

Означення 7. Фактор-простiр 𝑀/ ∼ з орiєнтацiєю ребер вiдповiдно до
напрямку зростання функцiї називається графом Рiба, де 𝑓 : 𝑀 → 𝑅 -
функцiя Морса, 𝑥1 ∼ 𝑥2, якщо 𝑥1 i 𝑥2 належать одному шару. Графи Рiба
розглядаються з урахуванням iзоморфiзму орiєнтованих графiв.

Приклади графiв Рiба показанi на рис. 1, 2.
Двi простi функцiї Морса на орiєнтовнiй поверхнi є пошарово еквiва-

лентнi тодi й тiльки тодi, коли їх графи Рiба iзоморфнi. На неорiєнтовних
поверхнях є кiлька нееквiвалентних функцiй з однаковими графами Рi-
ба. Використаємо додатковi iнварiанти для класифiкацiї функцiй Морса,
в разi проективної площини маємо наступне.
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Рис. 1: 1 граф Рiба з одним сiдлом i 4 графи Рiба з двома сiдлами

Теорема 3. Граф Рiба простої функцiї Морса на проективнiй площинi
має такi властивостi:

1) граф є деревом;
2) граф має одну вершину валентностi 2, iншi вершини мають сту-

пенi 1 або 3;
3) лише вершини ступеня 1 є джерелами та стоками.

Доведення. 1) Якщо граф не є деревом, то вiн має цикл, який вiд-
повiдає зв’язнiй сумi з тором або пляшкою Кляйна, що означає, що рiд
неорiєнтованої поверхнi бiльший або дорiвнює 2, що неможливо.

2) Кожна вершина ступеня 2 вiдповiдає неорiєнтованому атому (мебiу-
совiй стрiчцi з отвором). Якщо таких вершин бiльше однiєї, то рiд поверхнi
буде бiльше одиницi.

3) Джерела та стоки вiдповiдають локальним екстремумам функцiї, а
вершини ступеня 2 та 3 - сiдловим точкам.

Теорема 4. Двi простi функцiї Морса на R𝑃 2 є пошарово еквiвалентними
тодi i тiльки тодi, коли їх графи Рiба iзоморфнi.

Доведення. Розглянемо окiл критичного рiвня, який вiдповiдає вер-
шинi з валентнiстю 2 на графi Рiба. Пiсля розрiзання вздовж двох регуляр-
них траєкторiй градiєнтного поля, цей окiл матиме нову форму. Функцiя
Морса на орiєнтованiй поверхнi буде топологiчно еквiвалентна до фун-
кцiї на цих двох частинах околу, якщо їх границi будуть мати збережену
або змiнену орiєнтацiю. Iзотопiї (гомеоморфiзми) до iдентичного вiдобра-
ження або симетрiї вiдносно осi визначають топологiчну еквiвалентнiсть
функцiй на комiрцi. Таким чином, топологiчна еквiвалентнiсть функцiй
визначається за допомогою цих гомеоморфiзмiв на комiрцi, центральнiй
частинi та доповненнi до 𝑈 .
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Рис. 2: 16 графiв Рiба функцiй Морса на 𝑅𝑃 2 з трьома сiдловими крити-
чними точками.

3. Кiлькiсть графiв Рiба для функцiй Морса на проективнiй
площинi

Для отримання кiлькостi топологiчно невизначених морсових функцiй
на проективнiй площинi спочатку розраховуємо кiлькiсть графiв Рiба з
заданою кiлькiстю критичних точок типу сiдла.

Теорема 5. Число 𝐾𝑘 орiєнтованих графiв Рiба з коренем та 𝑘 сiдло-
вими точками можна обчислити за допомогою наступних рекурсивних
формул: для парного 𝑘 = 2𝑛

𝐾2𝑛 = 3(𝐾0𝐾2𝑛−1 +𝐾1𝐾2𝑛−2 + . . .+𝐾𝑛−1𝐾𝑛);

для непарного 𝑘 = 2𝑛+ 1

𝐾2𝑛+1 = 3(𝐾0𝐾2𝑛 +𝐾1𝐾2𝑛−1 + . . .+𝐾𝑛−1𝐾𝑛+1) +
3𝐾2

𝑛 +𝐾𝑛

2
.

Доведення. Розглянемо сiдло, найближче до кореня. Воно є верши-
ною ступеня 3. Видаляємо це сiдло з графа. Отримаємо три зв’язнi компо-



110 Пришляк О. О., Стась С. О.

ненти. Одна з них – це ребро, що з’єднує сiдло з коренем. Iншi двi компо-
ненти можна розглядати як кореневi графи Рiба, де коренем є вiддалене
сiдло. Припустимо, що в першому з цих графiв є не менше вершин, нiж у
другому.

Рис. 3: Окiл критичного рiвня.

Тодi є три варiанти:
1) В обох графах, ребро, що виходить з кореня, направлене вгору у

початковому графi,
2) У першому графi це ребро направлене вгору, а в другому – вниз,
3) У другому графi воно направлене вгору, а в першому – вниз.
Якщо ребро спрямоване вниз у даному випадку, то це призводить до

зворотнiх орiєнтацiй у деревi з коренем. Обидва графи пов’язанi тiльки
за умовою, що мають однакову кiлькiсть вершин. Якщо кiлькiсть вершин
рiзна, то графи не можуть бути iзоморфними, тому кiлькiсть неiзомор-
фних початкових графiв з такими пiдграфами дорiвнюватиме кiлькостi
неiзоморфних пiдграфiв, помножених мiж собою. Це дає першу формулу.
Якщо кiлькiсть вершин у першому i другому графах спiвпадає, то другий
i третiй варiанти збiгаються i їх треба порахувати тiльки один раз. Крiм
того, у першому варiантi неiзоморфнi графи були порахованi двiчi, а iзо-
морфнi – один раз. Враховуючи це, ми можемо отримати другу формулу.

З використанням цих формул ми отримуємо такi початковi значення:

𝐾0 = 1

𝐾1 = 2

𝐾2 = 6

𝐾3 = 25

𝐾4 = 111

𝐾5 = 540

𝐾6 = 2736

𝐾7 = 14396

𝐾8 = 77649

𝐾9 = 427608

𝐾10 = 2392866

𝐾11 = 13570386

𝐾12 = 77815161

𝐾13 = 450418536

𝐾14 = 2628225684
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Теорема 6. Кiлькiсть 𝑁𝑘 топологiчно нерiвносильних простих функцiй
Морса на R𝑃 2 можна обчислити за допомогою наступної формули

𝑁𝑘 = 𝐾0𝐾𝑘−1 +𝐾1𝐾𝑘−2 + . . .+𝐾𝑘−1𝐾0.

Доведення. Граф Рiба, який вiдповiдає простiй функцiї Морса на
проективнiй площинi, розбивається на два кореневi орiєнтованi графи Рiба
з вершинами степеня 2. Це означає, що загальна кiлькiсть графiв Рiба
може бути обчислена як сума добуткiв вiдповiдних кореневих графiв Рiба.

Використовуючи це, ми отримуємо:

𝑁1 = 1

𝑁2 = 4

𝑁3 = 16

𝑁4 = 74

𝑁5 = 358

𝑁6 = 1824

𝑁7 = 9589

𝑁8 = 51766

𝑁9 = 285035

𝑁10 = 2178244

𝑁11 = 9046744

𝑁12 = 51876774

𝑁13 = 300278112

𝑁14 = 1752150456

𝑁15 = 10295599780

Усi можливi графи Рiба з 1 та 2 сiдловими критичними точками пока-
занi на рис. 1, з 3 - на рис. 2.

4. Функцiї корозмiрностi 1.
Функцiї корозмiрностi 1 – це функцiї, що виникають в типових однопа-

раметричних сiм’ях функцiй i змiнюють свою структуру при малих змiнах
параметру. Цi функцiї бувають двох типiв:

1) мають одну вироджену критичну точку, яка замiною системи ко-
ординат в околi критичної точки зводиться до однiєї з двох функцiй a)
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦2, b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 𝑦2, всi iншi критичнi точки є невиро-
дженими i значення функцiї в рiзних критичних точках рiзнi;

2) всi критичнi точки є невиродженими i лише двоє з них мають одна-
ковi значення функцiї.

У випадку 1a) вiдбувається скорочення або народження пари крити-
чних точок: точки мiнiмуму та сiдлової точки, а у випадку 1b) – точки ма-
ксимуму та сiдлової точки. На графi Рiба ця точка знаходиться на одному
з ребер. В результатi деформацiї функцiї на графi Рiба ця точка або щезає
або до неї приєднується ребро. Отже, для обчислення числа топологiчно
не еквiвалентних функцiй у цьому випадку треба просто знайти число ре-
бер (з урахуванням симетрiй) у вiдповiдного графа та помножити його на
два.
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У випадку функцiї з двома критичними точками на одному критично-
му рiвнi можливi два варiанти: а) точки лежать на рiзних компонентах
рiвня, b) точки лежать на однiй компонентi рiвня. В першому варiантi на
графi Рiба треба видiлити двi незрiвняннi вершини. В другому варiантi,
окiл вiдповiдної компоненти утворює атом функцiї складностi два. Якщо
цей атом не задається графом Рiба, то треба вказати його тип i вкладення
в граф Рiба (молекулу за Болсуновим-Фоменком).

Рис. 4: Орiєнтованi атоми складностi 2

Оскiльки ми розглядаємо функцiї на проективнiй площинi, то вiдпо-
вiднi атоми (околи критичного шару) мають рiд 0, якщо вони орiєнтованi
та рiд 1, якщо неорiєнтованi. Отже, в орiєнтованому випадку можливi такi
атоми складностi 2: 𝐶2, 𝐷1, 𝐷2, а в неорiєнтовному випадку: 𝐶1, 𝐷1. Цi
атоми зображенi на рис. 4 та 5. На цих рисунках злiва зображенi крити-
чнi рiвнi, а справа графи Рiба вiдповiдних атомiв. Атом отримується iз
критичного рiвня приклеюванням до 2-дискiв (околiв критичних точок в
проекцiї на площину) стрiчок, що є околами кривих, якi з’єднують крити-
чнi точки. Стрiчка приклеюється прямо, якщо крива зображена чорним
кольором i перекручується, якщо вона синя. У атома 𝐶2 обидва верхнi та
обидва нижнi ребра рiвноправнi мiж собою. У атома 𝐷1 верхнi лiва та пра-
ве ребра вiдповiдають петлям на критичному рiвнi, а середнє верхнє ребро
– циклу, що складається з двох кратних ребер. Для графа Рiба атому 𝐷2

лiвi ребра вiдповiдають петлям. На графi Рiба для 𝐶1 праве верхнє ребро
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вiдповiдає циклу, утвореному чорними ребрами, а на графi для 𝐷1 праве
верхнє ребро вiдповiдає чорнiй петлi.

Граф Рiба отримується з графа Рiба простої функцiї Морса за допо-
могою стискання в точку ребра, кiнцями якого є сiдловi точки.

Рис. 5: Неорiєнованi атоми складностi 2

5. Функцiї корозмiрностi 1 з малим числом критичних точок.
Функцiї з 3 критичними точками є функцiями Морса загального поло-

ження.
Графи Рiба функцiй з 4 критичними точками можуть бути отриманi iз

графiв Рiба функцiй з 5 критичними точками (рис.1), стисканням ребра-
листка до сiдлової точки степенi 3. З урахуванням симетрiй, на кожному
з чотирьох графiв Рiба є по одному такому листку. Отже, iснує чотири
функцiї корозмiрностi 1 з 4 критичними точками.

Графи Рiба функцiй з 5 критичними точками отриманi з графiв Рiба
функцiї з 5 критичними точками стисканням ребра мiж сiдлами в точку.
Можливо отримати лише два графи: Y та перевернете Y. Обидва графи
мають в своїй центральнiй точцi неорiєнтований атом. Для кожного з них
iснує по два таких атоми. Отже, всього є чотири функцiї з 5 критичними
точками.

Графи Рiба функцiй з 6 критичними точками можуть бути отриманi
iз функцiй з 7 критичними точками, стисканням ребра-листка до сiдлової
точки степенi 3, для якого iснує друге ребро з такою самою орiєнтацiєю
по вiдношеннi до цiєї вершини. З урахуванням симетрiй, на кожному з 16
графiв Рiба iснує такi числа листкiв: 2, 2, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 2.
Отже, iснує 24 функцiї корозмiрностi 1 з 6 критичними точками.

Графи Рiба функцiй з 7 критичними точками отриманi з графiв Рiба
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функцiї з 7 критичними точками стисканням ребра мiж сiдлами в точку.
Якщо ребро з’єднує два орiєнтованi сiдла, то отримаємо орiєнтований атом
складностi 2. Граф Рiба отримаємо з графа Рiба цього атома замкнувши
ребра вершинами степенi 1, а одне ребро розбивши на два вершиною степе-
нi 2. Для атому 𝐶2 обидва верхнi (так само як i нижнi) ребра рiвноправнi,
тому можливо вибрати 2 способи розташування вершини степенi 2. Для
графа 𝐷1 можливо два способи вибору верхнього ребра i одине нижнє ре-
бро. З урахуванням перевернутого графа 𝐷1 маємо 6 варiантiв. Для графа
𝐷2 всi 4 ребра дають рiзнi варiанти. Отже, всього 2+6+4=12 топологiчно
нееквiвалентних функцiй з орiєнтованим атомом степенi 2.

Рис. 6: Графи Рiба з неорiєнтованим атомом

На рис. 6 зображенi всi можливi графи Рiба з одним неорiєнтованим
атомом складностi 2 i одним простим сiдлом. Для кожного з них бiла
вершина може бути одним з двох атомiв складностi 2. Якщо у графа є
симетрiя, яка мiняє мiсцями два iнцидентних бiлiй вершинi ребра направ-
лених в один бiк (догори або до низу) мiж собою, то для такого графа
можливi 2 рiзнi функцiї, iнакше – 4. Отже, для 8 графiв на рис. 6 числа
нееквiвалентних функцiй дорiвнюють: 2, 4,4, 2, 2, 4, 4, 2. Загалом маємо
24 функцiї з неорiєнтованим атомом. З урахуванням 12 функцiй з орiєнто-
ваним атомом маємо всього 36 функцiй корозмiрностi 1 iз 7 критичними
точками.

Висновки

В цiй роботi було отримано топологiчну класифiкацiю функцiй Морса
та функцiй корозмiрностi 1 на проективнiй площинi. Описанi всi можливi
топологiчнi структуру функцiй з не бiльше нiж 7 критичними точками.
Отримано рекурсивну формулу для знаходження числа топологiчно нее-
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квiвалентних функцiй Морса iз заданим числом критичних точок.
Отриманi результати можуть бути корисними для подальшого дослi-

дження топологiчних властивостей функцiй Морса на рiзних поверхнях.
Наприклад, можна дослiдити залежнiсть кiлькостi критичних точок вiд
форми та розмiру поверхнi, а також дослiдити гомотопiчну класифiкацiю
функцiй Морса на iнших класах поверхонь.
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Prishlyak A. O., Stas S. O.
Morse and codimension 1 functions on the projective plane

Summary

The topological properties of functions on two-dimensional spaces are described
using an invariant called the Reeb graph. In the case of Morse functions on
closed oriented two-dimensional manifolds, this serves as a complete topolog-
ical invariant for homotopy equivalence. For non-oriented two-dimensional
manifolds and manifolds with boundaries, additional information is required
to construct a complete topological invariant. If a linear order is imposed on
the set of vertices, it becomes a complete topological invariant with respect to
topological equivalence.

The research explores the topological classification of Morse functions and
functions of corank 1 on the projective plane. In these cases, the Reeb graph
is an oriented rooted tree. An analytical expression is derived for the number
of oriented Reeb graphs with a root. For functions of corank 1 and a fixed
number of critical points, all possible Reeb graphs are constructed.
Key words: Morse function, functions of codim 1, Ribbon graph, topological
classification, topological function theory, unoriented manifolds, topological in-
variants.
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ОСОБЛИВОСТI ПОБУДОВИ РIВНОМIРНОЇ АСИМПТОТИКИ
РОЗВ’ЯЗКУ СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З
ТОЧКОЮ ЗВОРОТУ ПРИ ДОДАТНИХ КОЕФIЦIЄНТАХ
МАТРИЦI

Робота присвячена аналiзу коефiцiєнтiв сингулярного оператора типу Орра-Зоммер-
фельда у векторнiй формi включаючи точку звороту. Дослiджена система сингулярно
збурених диференцiальних рiвнянь з малим параметром при старшiй похiднiй. Розгля-
нуто випадок, коли спектр граничного оператора мiстить кратнi i тотожно рiвнi нулевi
елементи. Використовуючи метод iстотно особливих функцiй, побудовано рiвномiрну
асимптотику розв’язку системи. Для випадку стабiльної точки звороту, асимптотика
розв’язкiв системи побудована в секторi, який мiстить точку звороту. Асимптотика пер-
ших двох розв’язкiв для однорiдної задачi побудована з використанням функцiй Ейрi
та їх похiдних. Третiй формальний розвязок однорiдної системи для даного випадку
виклає певнi труднощi. Тому з урахуванням вказаних умов для побудови рiвномiрної
асимптотики розв’язку для заданої системи, використали частинний розв’язок неодно-
рiдної системи в якостi третього розв’язку однорiдної системи.
MSC: 34A34, 34C60, 34D05, 34E20.
Ключовi слова: асимптотичний розв’язок, сингулярно збурена система диференцi-
альних рiвнянь, точка звороту, iстотно особливi функцiї, простiр безрезонансних
розв’язкiв, рiвномiрна асимптотика, особлива точка, збурення.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).305266.

Вступ

Дослiджуючи динамiку поведiнки багатьох систем у фiзицi, хiмiї, бiо-
логiї та iнших науках зручно представити математичнi моделi таких си-
стем за допомогою систем диференцiальних рiвнянь. Часто такi матема-
тичнi моделi описують процеси, якi характеризуються швидкою змiною
поведiнки системи в околi певних особливих точок [7]. В таких випадках
цi особливостi математично описують, використовуючи так званi системи
сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь. Варто заначити, що систе-
ми диференцiальних рiвнянь з точками звороту є окремим класом таких
задач. Специфiка поведiнки систем в околi особливих точок обумовлена
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рiзними факторами. В загальному випадку має мiсце змiна характеру по-
ведiнки фiзичних процесiв при досягненнi вiдповiдних положень. Власне
для сингулярно збурених диференцiальних в таких випадках має мiсце
змiна коливного характеру поведiнки системи на показниковий. Точки, в
яких вiдбувається така змiна характеру поведiнки системи називають то-
чками звороту [?; 3]. Вивчення точок звороту є важливою проблематикою
в асимптотичнiй теорiї диференцiальних операторiв, оскiльки iнформацiя
про асимптотичну поведiнку розв’язкiв цих диференцiальних рiвнянь є
чи не єдиним способом зрозумiння якiсних ефектiв їх поведiнки. А хара-
ктер локалiзацiї та поведiнка точок звороту спричиняє вирiшальний вплив
на асимптотику розв’язкiв вiдповiдних диференцiальних рiвнянь. У данiй
статтi, спираючись на попереднi дослiдження [1; 4–6], проаналiзовано по-
ведiнку системи сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь з дифе-
ренцiальною точкою звороту. Основним фокусом даної роботи є дослiдже-
ння особливостей побудови асимптотики розв’язкiв, обумовлених додатно-
значнiстю коефiцiєнтiв матрицi системи, до якої зводиться рiвняння типу
Орра-Зомерфельда вигляду

𝜀𝑦′′′(𝑥, 𝜀) + 𝑥�̃�(𝑥)𝑦′(𝑥, 𝜀) + 𝑏(𝑥)𝑦(𝑥, 𝜀) = ℎ(𝑥),

Варто зазначити, що додатнозначнiсть коефiцiєнтiв матрицi породжую
низку труднощiв, якi необхiдно враховувати при побудовi асимтотики роз-
в’язку.

Основнi результати
1. Постановка задачi.
Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь:

𝜀𝑌 ′(𝑥, 𝜀)−𝐴(𝑥, 𝜀)𝑌 (𝑥, 𝜀) = 𝐻(𝑥), (1)

де 𝐴(𝑥, 𝜀) має таку структуру

𝐴(𝑥, 𝜀) = 𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1,

а 𝐴0(𝑥) i 𝐴1 матрицi вигляду

𝐴0(𝑥) =

⎛⎜⎝ 0 0 0

0 0 1

−𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) 0

⎞⎟⎠ , 𝐴1 =

⎛⎜⎝0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ ,
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при 𝜀 → 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 𝑌 (𝑥, 𝜀) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑦1(𝑥, 𝜀), 𝑦2(𝑥, 𝜀), 𝑦3(𝑥, 𝜀)) - шукана
вектор-функцiя, 𝐻(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(0, 0, ℎ(𝑥)) – задана вектор-функцiя.

Дослiдимо задачу про побудову рiвномiрної асимптотики розв’язкiв
сингулярно збуреної системи (1) для якої виконуються умови:

С 1. 𝐴0(𝑥), 𝐻(𝑥) ∈ 𝐶∞[0, 𝑙].
С 2. 𝑎(𝑥) = 𝑥�̃�(𝑥), �̃�(𝑥) > 0, 𝑏(𝑥) > 0.
В цiй роботi розглянемо випадок, коли 𝑏(𝑥) > 0. Тодi умова С 2 матиме

вигляд
𝑎(𝑥) = 𝑥�̃�(𝑥), �̃�(𝑥) > 0, 𝑏(𝑥) > 0. (2)

Запишемо характеристичне рiвняння, що вiдповiдає системi сингуляр-
но збурених диференцiальних рiвнянь (1). Воно має вигляд:

|𝐴(𝑥, 0)− 𝜆𝐸| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ −𝜆 0 0

0 −𝜆 1

−𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) −𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −𝜆3 − 𝑥�̃�(𝑥)𝜆 = 0.

Коренями даного характеристичного рiвняння є

𝜆1 = 0, 𝜆2,3 = ±𝑖
√︀
𝑥�̃�(𝑥).

Далi дослiдимо випадок коли корiнь 𝜆1 тотожно рiвен нулевi, а коренi
𝜆2 i 𝜆3 злипаються в точцi звороту [1]. Оскiльки коренi характеристичного
рiвняння уявнi, це вказує на стабiльнiсть точки звороту 𝑥 = 0 [1].

2. Розширення системи сингулярно збурених диференцiаль-
них рiвнянь.

Точка 𝜀 = 0 є особливою точкою для рiвняння (1). Для видiлення всiх
iстотно особливих функцiй та збереження їх як єдиних цiлих в системi (1),
введемо регуляризуючу змiнну

𝑡 = 𝜀−𝑝 · 𝜙(𝑥), (3)

де показник 𝑝 i регуляризуюча функцiя 𝜙(𝑥) власне й i мають бути визна-
ченi.

Згiдно методу iстотно особливих функцiй, необхiдною умовою розши-
рення задачi є справедливiсть спiввiдношення

𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀)|𝑡=𝜀−𝑝·𝜙(𝑥) ≡ 𝑌𝑘(𝑥, 𝜀).
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Тодi для визначення розширенної функцiї 𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) одержимо розши-
рене векторне рiвняння

𝐿𝜀𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) ≡ 𝜀1−𝑝𝜙′𝜕𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑡
+

+ 𝜀
𝜕𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑥
−𝐴(𝑥, 𝜀)𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝐻(𝑥). (4)

Згiдно метода iстотно особливих функцiй необхiдно видiлити множини
функцiй (пiдпростори), в яких розв’язок дослiджуваної задачi мiстить всi
iстотно особливi функцiї i сама задача буде регулярно залежати вiд малого
параметра 𝜀.

Основною метою подальшого дослiдженння є побудова третього роз-
в’язку розширеного рiвняння (4), який буде описано iз застосуванням iсто-
тно особливих функцiй 𝜓(𝑥) та 𝜓′(𝑥). В роботi [2] описана схема побудови
розв’язкiв скаслярних рiвнянь типу Орра-Зоммерфельда.

2.1. Простiр безрезонансних розв’язкiв.
Видiлимо таку множину функцiй, в якiй розширена задача (4) буде

регулярно збуреною вiдносно малого параметра. Для цього розглянемо
множини (пiдпростори) функцiй

𝐷1𝑘 = 𝛼1𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈1(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽1𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈
′
1(𝑡),

𝐷2𝑘 = 𝛼2𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈2(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽2𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈
′
2(𝑡),

𝐷3𝑘 = 𝑓𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓
′(𝑡),

𝐷4𝑘 = 𝜔𝑘(𝑥, 𝜀),

(5)

де 𝑈𝑖(𝑡), (𝑖 = 1, 2) – функцiї Ейрi-Дороднiцина [1].
З пiдпросторiв (5), складемо як пряму суму новий простiр

𝐷𝑘 =
[︁ 2∑︁
𝑖=1

{𝐷𝑖𝑘} ⊕𝐷3𝑘 ⊕𝐷4𝑘

]︁
.

Елемент 𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) простору 𝐷𝑘 має таку структуру:

𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
2∑︁

𝑖=1

𝐷𝑖𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) + 𝑓𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓
′(𝑡) + 𝜔𝑘(𝑥, 𝜀), (6)

де

2∑︁
𝑘=1

𝐷𝑖𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) =

⎛⎜⎝ 𝜀𝑠1𝛼𝑘1(𝑥, 𝜀)

𝜀𝑠2𝛼𝑘2(𝑥, 𝜀)

𝜀𝑠3𝛼𝑘3(𝑥, 𝜀)

⎞⎟⎠𝑈𝑖(𝑡) + 𝜀𝛾

⎛⎜⎝ 𝜀𝑘1𝛽𝑘1(𝑥, 𝜀)

𝜀𝑘2𝛽𝑘2(𝑥, 𝜀)

𝜀𝑘3𝛽𝑘3(𝑥, 𝜀)

⎞⎟⎠𝑈 ′
𝑖(𝑡),
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де 𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀), 𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀), 𝑓𝑘(𝑥, 𝜀), 𝑔𝑘(𝑥, 𝜀), 𝜔𝑘(𝑥, 𝜀), 𝑘 = 1, 3 – шуканi аналiтичнi
функцiї, якi залежать вiд параметра 𝜀 > 0 що неcкiнченно диференцiйовнi
на промiжку 𝑥 ∈ [0; 𝑙].

Далi для того, щоб обчислити регуляризуючу змiнну згiдно з (6), не-
обхiдно визначити показник 𝑝 i функцiю 𝜙(𝑥). Для цього подiємо розши-
реним оператором �̃�𝜀 на вектор функцiю 𝐷𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀). Пiдставимо результат
в однорiдне розширене рiвняння (4), тобто при 𝐻(𝑥) = 0. Отримаємо

�̃�𝜀(𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈𝑖𝑘(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈
′
𝑖(𝑡)) = 𝜀1−𝑝𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙

′(𝑥)𝑈 ′
𝑖(𝑡)+

+𝜀𝛼′
𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈𝑖(𝑡)−𝐴(𝑥, 𝜀)𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈𝑖(𝑡) + 𝜀1−𝑝+𝛾𝜙′(𝑥)𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈

′′
𝑖 (𝑡)+

+𝜀1+𝛾𝛽′𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈
′
𝑖(𝑡)− 𝜀𝛾𝐴(𝑥, 𝜀)𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈 ′

𝑖(𝑡) = 0.

Для подальших мiркувань та перетворень з компонентою 𝑈 ′′(𝑡) вико-
ристаємо модельний оператор Ейрi-Дороднiцина

𝑈 ′′(𝑡) + 𝑡𝑈(𝑡) = 0,

𝑈 ′′(𝑡) = −𝑡𝑈(𝑡), 𝑡 = 𝜀−𝑝 · 𝜙′(𝑥).

Тодi необхiдно, щоб коефiцiєнти при iстотно особливих функцiях та їх
похiдних перетворились в нуль. Вiдтак випишемо коефiцiєнти при iстотно
особливих функцiях та їх похiдних:

𝑈 ′
𝑖(𝑡) : 𝜀

1−𝑝𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥)− 𝜀𝛾 [𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1]𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) = −𝜀1+𝛾𝛽′𝑖𝑘(𝑥, 𝜀), (7)

𝑈𝑖(𝑡) : −𝜀1+𝛾−2𝑝𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥)− [𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1]𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) = −𝜀𝛼′

𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) (8)

де 𝑖 = 1, 2.
Вимагатимемо, щоб одержанi системи (7) i (8) були регулярно збуре-

ними вiдносно малого параметра 𝜀 > 0. З попереднiх дослiджень

𝑝 =
2

3
, 𝛾 =

1

3
, 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑠3 = 0, 𝑠1 = 𝑠2 = 𝑘3 = −

1

3
. (9)

Важливим є наступне твердження

Зауваження 1. Для iснування розв’язкiв систем (7) i (8) необхiдно, щоб
виконувалась умова 𝑝 = 2

3 , 𝛾 = 1
3 .
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Векторнi рiвняння (7) i (8) запишемо у виглядi системи алгебраїчних
рiвнянь вигляду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜙′(𝑥)𝛼𝑖1(𝑥, 𝜀) = 𝜇3[𝛽𝑖2(𝑥, 𝜀)− 𝛽′𝑖1(𝑥, 𝜀)],
𝜙′(𝑥)𝛼𝑖2(𝑥, 𝜀)− 𝛽𝑖3(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝛽′𝑖2(𝑥, 𝜀),
𝜙′(𝑥)𝛼𝑖3(𝑥, 𝜀) + 𝑏(𝑥)𝛽𝑖1(𝑥, 𝜀) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑖2(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝛽′𝑖3(𝑥, 𝜀),
𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖1(𝑥, 𝜀) = 𝜇3[𝛼′

𝑖1(𝑥, 𝜀)− 𝛼𝑖2(𝑥, 𝜀)],

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖2(𝑥, 𝜀) + 𝛼𝑖3(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝛼′
𝑖2(𝑥, 𝜀),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖3(𝑥, 𝜀)− 𝑏(𝑥)𝛼𝑖1(𝑥, 𝜀)− 𝑎(𝑥)𝛼𝑖2(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝛼′
𝑖3(𝑥, 𝜀).

(10)

Тут 𝑖 = 1; 2, 𝜇 = 𝜀
1
3 . В подальших мiркуваннях, враховуватимо, що 𝜀 = 𝜇3.

Таким способом, одержана система (10) є регуляризованою. Це означає,
що в ходi перетворень було правильно видiлено, описано та збережено як
єдину цiлiснiсть усi iстотно особливi функцiї, якi мiстяться у розв’язках
системи (1).

3. Побудова формальних розв’язкiв однорiдної системи.
Варто вiдзначити, що особливiстю розширеної задачi (10) є те, що вона

регулярно збурена вiдносно малого параметра 𝜇 > 0 у просторi безрезонан-
сних розв’язкiв (5). Тодi всi компоненти вектор-функцiй 𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) i 𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)
будемо шукати у виглядi рядiв

𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) =

+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝛼𝑖𝑘𝑟(𝑥), 𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) =

+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝛽𝑖𝑘𝑟(𝑥). (11)

Пiдставимо ряди (11) у систему (10)для визначення вектор-функцiй

𝛼𝑖𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑖1𝑟(𝑥), 𝛼𝑖2𝑟(𝑥), 𝛼𝑖3𝑟(𝑥)),

𝛽𝑖𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛽𝑖1𝑟(𝑥), 𝛽𝑖2𝑟(𝑥), 𝛽𝑖3𝑟(𝑥)).

Пiдставивши ряди (11) у розширену задачу (3) i зрiвнявши коефiцi-
єнти бiля однакових степенiв малого параметра 𝜇 > 0, для визначення
коефiцiєнтiв рядiв отримаємо рекурернтну систему задач:

Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 0, 𝑟 = 0, 2, Φ(𝑥)𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝐹 · 𝑍𝑘(𝑟−3)(𝑥), 𝑟 ≥ 3, (12)

за умови, що 𝑍𝑘𝑟(𝑥)=𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑖1𝑟(𝑥),𝛼𝑖2𝑟(𝑥),𝛼𝑖3𝑟(𝑥),𝛽𝑖1𝑟(𝑥),𝛽𝑖2𝑟(𝑥),𝛽𝑖3𝑟(𝑥)),
а
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Φ(𝑥) =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜙′(𝑥) 0 0 0 0 0

0 𝜙′(𝑥) 0 0 0 −1
0 0 𝜙′(𝑥) −𝑏(𝑥) 𝑎(𝑥) 0

0 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥) 0 0

0 0 1 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥) 0

𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) 0 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (13)

𝐹 · 𝑍𝑘(𝑟−3)(𝑥)=𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛
(︀
𝑧𝑖1(𝑟−3), 𝑧𝑖2(𝑟−3), 𝑧𝑖3(𝑟−3), 𝑧𝑖4(𝑟−3), 𝑧𝑖5(𝑟−3), 𝑧𝑖6(𝑟−3)

)︀
,

де
𝑧𝑖1(𝑟−3) = (𝛽𝑖2(𝑟−3)(𝑥)− 𝛽𝑖1(𝑟−3)(𝑥)),

𝑧𝑖2(𝑟−3) = −𝛽𝑖2(𝑟−3)(𝑥),

𝑧𝑖3(𝑟−3) = −𝛽𝑖3(𝑟−3)(𝑥),

𝑧𝑖4(𝑟−3) = (𝛼𝑖1(𝑟−3)(𝑥)− 𝛼𝑖2(𝑟−3)(𝑥)),

𝑧𝑖5(𝑟−3) = 𝛼𝑖2(𝑟−3)(𝑥),

𝑧𝑖6(𝑟−3) = 𝛼𝑖3(𝑟−3)(𝑥).

Обчислимо визначник цiєї системи (13)

detΦ(𝑥) = 𝜙′2[𝜙(𝑥)𝜙′
2(𝑥)]

2 · [𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)− 𝑎(𝑥)]2 = 0.

Зауважимо, що регуляризуюча функцiя 𝜙(𝑥) поки не визначена. Тому ви-
значимо її як розв’язок задачi:

𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥) = 𝑎(𝑥) ≡ 𝑥�̃�(𝑥), 𝜙(0) = 0. (14)

Розв’язавши (14) отримуємо

𝜙(𝑥) =

(︂
3

2

∫︁ 𝑥

0

√︀
𝑥̃︀𝑎(𝑥)𝑑𝑥)︂ 2

3

.

Запишемо систему рекурентних рiвнянь (12) при 𝑟 = 0⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜙′(𝑥)𝛼𝑖10(𝑥, 𝜀) = 0,

𝜙′(𝑥)𝛼𝑖20(𝑥, 𝜀)− 𝛽𝑖30(𝑥, 𝜀) = 0,

𝜙′(𝑥)𝛼𝑖30(𝑥, 𝜀) + 𝑏(𝑥)𝛽𝑖10(𝑥, 𝜀) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑖20(𝑥, 𝜀) = 0,

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖1(𝑥, 𝜀) = 𝜇3[𝛼′
𝑖10(𝑥, 𝜀)− 𝛼𝑖20(𝑥, 𝜀)],

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖20(𝑥, 𝜀) + 𝛼𝑖30(𝑥, 𝜀) = 0,

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖30(𝑥, 𝜀)− 𝑏(𝑥)𝛼𝑖1(𝑥, 𝜀)− 𝑎(𝑥)𝛼𝑖20(𝑥, 𝜀) = 0.
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Оскiльки detΦ(𝑥) ≡ 0, то iснує нетривiальний розв’язок системи
Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟 = 0, 𝑟 = 0, 2 вигляду:

𝑍𝑖𝑘𝑟(𝑥)=𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︂
0,

1

𝜙′(𝑥)
𝛽𝑖2𝑟(𝑥),−𝜙𝜙′(𝑥)𝛽𝑖3𝑟(𝑥), 0, 𝛽𝑖2𝑟(𝑥), 𝛽𝑖3𝑟(𝑥)

)︂
, (15)

де 𝛽𝑖𝑘𝑟(𝑥), 𝑖 = 1; 2, 𝑘 = 1; 3, 𝑟 = 0; 2 – до певного часу довiльнi, достатньо
гладкi функцiї при 𝑥 ∈ [0; 𝑙].

Таким способом, отримавши розв’язок системи Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟 = 0, 𝑟 = 0; 2,
перейдемо до розв’язкiв неоднорiдних систем (13) Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟(𝑥) =

𝐹 · 𝑍𝑘(𝑟−3)(𝑥), 𝑟 ≥ 3. Спочатку розглянемо цi системи при 𝑟 = 3. З ураху-
ванням розв’язку (16), отримаємо системи⎧⎪⎨⎪⎩

𝜙′(𝑥)𝛼𝑖13(𝑥) = 𝛽𝑖20(𝑥)− 𝛽′𝑖10(𝑥) ≡ 𝛽𝑖20(𝑥),
𝜙′(𝑥)𝛼𝑘23(𝑥)− 𝛽𝑖33(𝑥) = −𝛽′𝑖20(𝑥),
𝜙′(𝑥)𝛼𝑖33(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝛽𝑖13(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑖23(𝑥) = −𝛽′𝑖30(𝑥),

(16)

та⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖13(𝑥) = −𝛼′
𝑖10(𝑥) + 𝛼𝑖20(𝑥) ≡ 𝛼𝑖20(𝑥) ≡ [𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑖30(𝑥),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖23(𝑥) + 𝛼𝑖33(𝑥) = 𝛼′
𝑖20(𝑥) ≡

𝑑

𝑑𝑥
([𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑖30(𝑥)),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖33(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝛼𝑖13(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝛼𝑖23(𝑥) = 𝛼′
𝑖30(𝑥) ≡

≡ 𝑑

𝑑𝑥
[−𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖20(𝑥)].

(17)

З перших рiвнянь систем (16) та (17) визначимо функцiї

𝛼𝑖13(𝑥) = [𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑖20(𝑥),

𝛽𝑖13(𝑥) = [𝜙 ′(𝑥)]−2[𝜙(𝑥)]−1𝛽𝑖30(𝑥).

Тодi системи (16) i (17) наберуть вигляду{︃
𝜙′(𝑥)𝛼𝑖23(𝑥)− 𝛽𝑖33(𝑥) = −𝛽′𝑖20(𝑥),
𝜙′(𝑥)𝛼𝑖33(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑖23(𝑥) = −𝛽′𝑖30(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝛽𝑖13(𝑥),

та{︃
𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖23(𝑥) + 𝛼𝑖33(𝑥) = 𝛼′

𝑖20(𝑥) ≡ 𝑑
𝑑𝑥([𝜙

′(𝑥)]−1𝛽𝑖30(𝑥)),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘33(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝛼𝑖23(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥 [−𝜙(𝑥)𝜙

′(𝑥)𝛽𝑖20(𝑥)] + 𝑏(𝑥)𝛼𝑖13(𝑥).

З (16) та (17) одержимо
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𝛽𝑖20(𝑥) = 𝛽0𝑖20 · 𝑒𝑥𝑝{
∫︁
𝑏(𝑥)− 𝜙′3(𝑥)− 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝜙′′(𝑥)

2𝑎(𝑥)
}, (18)

𝛽𝑖30(𝑥) = 𝛽0𝑖30 · 𝑒𝑥𝑝{
∫︁
𝑏(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝜙′′(𝑥)

2𝑎(𝑥)
}, (19)

Тепер з умов (18) та (19) однозначно визначимо компоненти розв’язку
(15) при 𝑟 = 0, 2, а саме

𝛽𝑖𝑠0(𝑥) = 𝛽0𝑖𝑠0 · 𝛽𝑖𝑠0(𝑥),

де 𝑖 = 1; 2, 𝑠 = 2; 3, 𝛽0𝑖𝑠0(𝑥) – довiльнi сталi, 𝛽𝑖𝑠0(𝑥) – частиннi, достатньо
гладкi розв’язки однорiдних систем (15) та (16) при 𝑥 ∈ [0; 𝑙]. При такому
визначеннi вектор-функцiй 𝑍𝑘0(𝑥) iснують розв’язки неоднорiдних систем
(16) та (17) вигляду

𝑍𝑖3(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛
(︁
𝑧𝑘13, 𝑧𝑘23, 𝑧𝑘33, 𝑧𝑘43, 𝑧𝑘53, 𝑧𝑘63

)︁
,

𝑧𝑖13 = (𝜙′(𝑥))−1𝛽𝑖20(𝑥)

𝑧𝑖23 =
−𝛽′𝑖20(𝑥) + 𝛽𝑖33(𝑥)

𝜙′(𝑥)
,

𝑧𝑖33 =
−𝛽′𝑖30(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝛽𝑖23(𝑥)− 𝑏(𝑥)(𝜙(𝑥))−1(𝜙′(𝑥))−2𝛽𝑖30

𝜙′(𝑥)
,

𝑧𝑖43 = (𝜙(𝑥))−1(𝜙′(𝑥))−2𝛽𝑖20(𝑥),

𝑧𝑖53 = 𝛽𝑖21(𝑥),

𝑧𝑖63 = 𝛽𝑖31(𝑥).

Необхiдно вiдмiтити, що 𝛽𝑖21(𝑥) та 𝛽𝑖31(𝑥), як i в (15), до певного часу
довiльнi, достатньо гладкi функцiї для всiх 𝑥 ∈ [0; 𝑙].

Продовжуючи далi розв’язувати системи алгебраїчних рiвнянь (16) та
(17) при 𝑟 > 3, знайдемо всi необхiднi члени ряду для обох систем з точнi-
стю до двох довiльних сталих 𝛽𝑖2𝑞(𝑥) та 𝛽𝑖3𝑞(𝑥), де 𝑟 = 0; 𝑞.

Висновок 1. Лiнiйно незалежнi розв’язки однорiдної системи алгебра-
їчних рiвнянь (1) мають вигляд

𝐷𝑖𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟[𝛼𝑖𝑘(𝑥)𝑈𝑖(𝑡) + 𝜀
1
3𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑖(𝑡)], 𝑖 = 1; 2, 𝑘 = 1; 3. (20)
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де
𝛼𝑖𝑘(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑖1𝑟(𝑥), 𝛼𝑖2𝑟(𝑥), 𝛼𝑖3𝑟(𝑥)),

𝛽𝑖𝑘(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛽𝑖1𝑟(𝑥), 𝛽𝑖2𝑟(𝑥), 𝛽𝑖3𝑟(𝑥)).

Тут 𝛼𝑖𝑘(𝑥) та 𝛽𝑖𝑘(𝑥) визначенi вектор-функцiї, 𝑖 = 1; 2, 𝑘 = 1; 3. При чому
(26) отримуємо як iтерацiйнi розв’язки систем (16) та (17).

Повертаючись до замiни 𝑡 = 𝜀−
2
3 ·𝜙(𝑥) одержимо розв’язки системи (1)

у виглядi

𝐷𝑖𝑘(𝑥, 𝜀
− 2

3𝜙(𝑥), 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟[𝛼𝑖𝑘(𝑥)𝑈𝑖(𝜀
− 2

3𝜙(𝑥))+

+ 𝜀
1
3𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑖(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥))], 𝑖 = 1; 2, 𝑘 = 1; 3. (21)

Тодi, поступово розв’язуючи (1), отримаємо два формальнi розв’язки
однорiдного рiвняння

𝐷𝑖𝑘(𝑥, 𝜀
− 2

3𝜙(𝑥), 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟[𝛼𝑖𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑖(𝜀
− 2

3𝜙(𝑥))+

+ 𝜀
1
3𝛽𝑖𝑘𝑟(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑖(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥))]. (22)

Третiй формальний розв’язок однорiдного векторного рiвняння ми не
можемо отримати з виродженого рiвняння, системи (1). В даному випадку
точка звороту буде стабiльною, як i в попередньому випадку, але розв’язки
виродженого рiвняння не будуть достатньо гладкими у точцi 𝑥 = 0. З ура-
хуванням умов С1 i С2, тобто коли 𝑏(𝑥) > 0, тобто одержимо −𝑏(0)

�̃�(0) = 𝜌 < 0

[1]. Тому повторити логiку i використати мiркування, якi були описанi у
випадку А ми не можемо. Оскiльки розв’язок виродженого диференцiаль-
ного рiвняння системи (1) та його похiднi не є достатньо гладкими в точцi
𝑥 = 0. Це пояснюється тим, що розв’язок має розрив другого роду в точцi
звороту. Тому вiн не може бути використаний для побудови третього лiнiй-
но незалежного розв’язку системи сингулярно збурених диференцiальних
рiвнянь (1). Труднощi, якi виникають при побудовi третього формального
розв’язку опишемо нижче.

4. Побудова формальних частинних розв’язкiв неоднорiдної
системи сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь.

Вивчимо дiю розширенного оператора �̃�𝜀 на елементи простору безре-
зонансних розв’язкiв 𝐷3𝑘 i 𝐷4𝑘.
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Для подальших мiркувань та перетворень з компонентою 𝜓′′(𝑡) вико-
ристаємо модельний оператор

𝜓(𝑡)′′ + 𝑡𝜓(𝑡) = 1,

𝜓(𝑡)′′ = 1− 𝑡𝜓(𝑡), 𝑡 = 𝜀−𝑝 · 𝜙′(𝑥).

Прирiвняємо коефiцiєнти при iстотно особливих функцiях в лiвiй та
правiй частинах рiвностi, в результатi отримаємо рiвняння вигляду

𝜓′(𝑡) : 𝜙′(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜀)− [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]𝑔(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝑔′(𝑥, 𝜀), (23)

𝜓(𝑡) : 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑔𝑘(𝑥, 𝜀) + [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]𝑓𝑘(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝑓 ′(𝑥, 𝜀), (24)

𝜇3�̄�′(𝑥, 𝜀)− [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]�̄�(𝑥, 𝜀) + 𝜇2𝜙′(𝑥)𝑔𝑘(𝑥, 𝜀) =

= 𝐻(𝑥)− 𝜇2𝜙′(𝑥)𝑔𝑘(𝑥, 𝜀). (25)

Вивчивши рiвняння (23) та (24), бачимо, що вони мають таку ж стру-
ктуру як i (7) та (8). Але скористатись прямим результатом (26) ми не мо-
жемо, оскiльки в цьому випадку не отримаємо очiкуваних результатiв для
системи (25). Для отримання рiвномiрної асимптотики системи (25) необ-
хiдно використати розв’язки (23) та (24), провiвши аналогiчнi мiркування
як у (7) та (8). Дослiдимо системи (23) та (24) i побудуємо їх розв’язки у
виглядi рядiв:

𝑓𝑘(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=−2

𝜇𝑟𝑓𝑘𝑟(𝑥), 𝑔𝑘(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=−2

𝜇𝑟𝑔𝑘𝑟(𝑥). (26)

Для визначення компонент вектор-функцiй

𝑓𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑓1𝑟(𝑥), 𝑓2𝑟(𝑥), 𝑓3𝑟(𝑥)),

𝑔𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑔1𝑟(𝑥), 𝑔2𝑟(𝑥), 𝑔3𝑟(𝑥))

пiдставимо ряди (26) у рiвняння (23) та (24). Будемо мати наступнi системи
рекурентних рiвнянь:

Φ(𝑥) · 𝑍𝑝𝑎𝑟𝑡.
0 (𝑥)=0, 𝑟=−2;−1; 0, Φ(𝑥) · 𝑍𝑝𝑎𝑟𝑡.

𝑟 (𝑥)=−𝑍𝑝𝑎𝑟𝑡.
𝑟−3 (𝑥), 𝑟≥1. (27)

В одержаних рекурсiях (27) Φ(𝑥)– матриця, а

𝑍𝑝𝑎𝑟𝑡.
𝑟 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑓1𝑟(𝑥), 𝑓2𝑟(𝑥), 𝑓3𝑟(𝑥), 𝑔1𝑟(𝑥), 𝑔2𝑟(𝑥), 𝑔3𝑟(𝑥))
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невiдома вектор-функцiя.
Нагадаємо, що в попередньому пунктi ми не змогли побудувати тре-

тiй формальний розв’язок однорiдної системи (3). Тому будемо будувати
тiльки частиннi розв’язки цiєї системи.

Оскiльки detΦ(𝑥) ≡ 0, то iснує нетривiальний розв’язок системи Φ(𝑥) ·
𝑍𝑘𝑟 = 0, 𝑟 = −2, 0 вигляду:

𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︂
0,

1

𝜙′(𝑥)
𝑔2𝑟(𝑥),−𝜙𝜙′(𝑥)𝑔3𝑟(𝑥), 0, 𝑔2𝑟(𝑥), 𝑔3𝑟(𝑥)

)︂
, (28)

де 𝑔𝑘𝑟(𝑥), 𝑘 = 1; 3, 𝑟 = −2; 0 – до певного часу довiльнi, достатньо гладкi
функцiї при 𝑥 ∈ [0; 𝑙].

Таким способом, отримавши розв’язок системи Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟 = 0, 𝑟 =

−2; 0, перейдемо до розв’язкiв неоднорiдних систем (28) Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟(𝑥) =

𝐹 ·𝑍𝑘(𝑟−3)(𝑥), 𝑟 ≥ 1. Спочатку розглянемо цi системи при 𝑟 = 1. З урахува-
нням розв’язку (??) i слiдуя мiркуванням попереднього пункту, одержимо
диференцiальнi рiвняння виду

−2𝑎(𝑥)𝑔′2(−2)(𝑥) +
[︁
𝑏(𝑥)− 𝜙′(𝑥)(𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥))′

]︁
𝑔2(−2)(𝑥) = 0, (29)

та
−2𝑔′3(−2)(𝑥) +

[︁𝜙′′(𝑥)

𝜙′(𝑥)
− 𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)

]︁
𝑔3(−2)(𝑥) = 0. (30)

У рiвняннi (29) введемо позначення

𝑏2(𝑥) = 𝑏(𝑥)− 𝜙′3(𝑥)− 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝜙′′(𝑥).

Нагадаємо, що

𝜙(𝑥) =

(︂
3

2

∫︁ 𝑥

0

√︀
𝑥̃︀𝑎(𝑥)𝑑𝑥)︂ 2

3

,

𝜙′(𝑥) =

(︂∫︁ 𝑥

0

√︀
𝑥̃︀𝑎(𝑥)𝑑𝑥)︂− 1

3

·
√︀
𝑥̃︀𝑎(𝑥).

Вiдповiдно в рiвняннi (30) також введемо позначення

𝑏3(𝑥) = 𝑏(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝜙′′(𝑥).

Тодi рiвняння (29) та (30) запишемо у виглядi
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𝑔′2(−2)(𝑥)−
1

𝑥

[︁ 𝑏2(𝑥)
2�̃�(𝑥)

]︁
𝑔2(−2)(𝑥) = 0, (31)

та
𝑔′3(−2)(𝑥)−

1

𝑥

[︁ 𝑏3(𝑥)
2�̃�(𝑥)

]︁
𝑔3(−2)(𝑥) = 0. (32)

Розв’яжемо (31). Тодi

𝑔2(−2)(𝑥) = 𝑔02(−2) · 𝑒𝑥𝑝{
∫︁
𝑏2(𝑥)

𝑥
}. (33)

З (32) одержимо

𝑔3(−2)(𝑥) = 𝑔03(−2) · 𝑒𝑥𝑝{
∫︁
𝑏3(𝑥)

𝑥
}, (34)

𝑍part.
𝑘1 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛 (𝑧𝑘1, 𝑧𝑘2, 𝑧𝑘3, 𝑧𝑘4, 𝑧𝑘5, 𝑧𝑘6) , (35)

де

𝑧𝑘1 =
𝑔02(−2)(𝑥) · 𝑥

𝜌2

𝜙′(𝑥)
,

𝑧𝑘2 =
−𝑔02(−2)(𝑥) · 𝑥

𝜌2 + 𝑔31(𝑥)

𝜙′(𝑥)
,

𝑧𝑘3 =
−𝑔02(−2)(𝑥) · 𝑥

𝜌2 +
𝑏(𝑥)𝑔0

3(−2)
(𝑥)·𝑥𝜌3

𝑎(𝑥) − 𝑎(𝑥)𝑔21(𝑥)
𝜙′(𝑥)

,

𝑧𝑘4 =
−𝑔03(−2)(𝑥) · 𝑥

𝜌3

𝑎(𝑥)
,

𝑧𝑘5 = 𝑔21(𝑥),

𝑧𝑘6 = 𝑔31(𝑥).

де 𝑔𝑘1, 𝑘 = 2; 3 – до певного часу довiльнi, достатньо гладкi функцiї
𝑥 ∈ [0; 𝑙].

Введемо новi позначення

𝑏2(0)

2�̃�(0)
=
𝑏(0)− 𝜙′3(0)− 𝜙(0)𝜙′(0)𝜙′′(0)

2�̃�(0)
=
𝑏(0)− 𝜙′3(0)

2�̃�(0)
=

1

2
[𝜌− 1] = 𝜌2
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i
𝑏3(0)

2�̃�(0)
=
𝑏(0) + 𝜙(0)𝜙′(0)𝜙′′(0)

2�̃�(0)
=

𝑏(0)

2�̃�(0)
=

1

2
𝜌 = 𝜌3

З метою забезпечення побудови рiвномiрної асимптотики розв’язку рiв-
няння (3) на всьому вiдрiзку вiдносно малого параметра необхiдно, щоб
виконувалась вимога 𝜌 𝜖 𝑁 . Оскiльки 𝑏(0)

�̃�(0) = 𝜌 має бути натуральним
числом, то розглянемо такi випадки.

Випадок 1. Нехай 𝜌 = 2𝑛 - парне число, 𝑛𝜖𝑁 . Тодi, використовуючи
вищезазначенi позначення одержимо, що 𝜌2 = 𝑛 − 1

2 не є натуральним
числом, а 𝜌3 = 𝑛 - натуральне число або 𝜌3 = 0 при 𝜌 = 0.

Гладкiсть розв’язкiв (33) та (34) рiвнянь (31) та (32) на всьому вiдрiзку,
включаючи i точку звороту, iстотньо залежить вiд знакiв виразiв 𝑏𝑗(0)

2�̃�(0) ,
𝑗 = 1, 2. Тому дослiдимо пiдiнтегральнi функцiї у (31) та (32). Враховуючи
розклад пiдiнтегральних функцiй в ряд Маклорена отримаємо рiвностi

𝑏𝑗(𝑥)

𝑥�̃�(𝑥)
=
𝜌

𝑥
+𝑅𝑗

𝑝𝑎𝑟𝑡.
(𝑥),

де 𝑅𝑗
𝑝𝑎𝑟𝑡.

(𝑥) —аналiтична функцiя в околi точки звороту.

Якщо 𝜌2 = 𝑛− 1
2 — достатньо велике число, то для побудови асимптоти-

ки лiнiйно незалежого розв’язку системи (1) з визначеною тонiстю вiдно-
сно малого параметра 𝜀 > 0 можна використати розв’язки (37). Оскiльки
в цьому випадку 𝜌3 = 1

2𝜌 є цiлим невiд’ємним числом, то використовуючи
загальний розв’язки рiвнянь виду (33) та частиннi розв’язки рiвнянь виду
(34) ми побудуємо асимптотику лiнiйно незалежного розв’язку системи (1)
з довiльною точнiстю вiдносно малого параметра 𝜀 > 0 на всьому вiдрiзку
[0, 𝑙], включаючи i точку звороту.

Випадок 2. Нехай 𝜌 = 2𝑛 − 1 — непарне число 𝑛𝜖𝑁 . Тодi 𝜌2 = 𝑛 − 1 -
цiле невiд’ємне число, а 𝜌3 = 𝑛 − 1

2 - не є натуральним числом. В цьому
випадку для побудови асимптотики лiнiйно незалежого розв’язку системи
(1) з визначеною тонiстю вiдносно малого параметра 𝜀 > 0 будемо вико-
ристовувати загальний розв’язки рiвнянь виду (34) та частиннi розв’язки
рiвнянь виду (33).

Дослiдимо систему (25) при 𝑟 = 1. Для iснування достатньо гладкого
розв’язку цiєї системи на всьому вiдрiзку, включаючи i точку звороту 𝑥 =
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0, припустимо, що 𝑔0(−1) = 𝑔00 = 0. Тодi система (25) запишеться у виглядi⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔′

10(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔11(𝑥) + �̄�20(𝑥),

−�̄�31(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔2(−1)(𝑥),

𝑏(𝑥)�̄�11(𝑥) + 𝑎(𝑥)�̄�21(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔3(−1)(𝑥).

(36)

При 𝑟 = 2 з (25) одержимо наступну систему⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔′

11(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔12(𝑥) + �̄�21(𝑥),

−�̄�32(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔20(𝑥),
𝑏(𝑥)�̄�12(𝑥) + 𝑎(𝑥)�̄�22(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔30(𝑥).

(37)

Продовжуючи дослiдженння (25) при 𝑟 ≥ 3 одержимо систему⎧⎪⎨⎪⎩
�̄�3𝑟(𝑥) = 𝜙′(𝑥) · 𝑔2(𝑟−2)(𝑥) + �̄�′

2(𝑟−3)(𝑥),

𝑏(𝑥)�̄�1𝑟(𝑥) + 𝑎(𝑥)�̄�2𝑟(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔3(𝑟−2) − 𝜔′
3(𝑟−3)(𝑥),

0 = −𝜙′(𝑥) · 𝑔1(𝑟−2) + �̄�(𝑥)2(𝑟−3) − 𝜔′
1(𝑟−3).

(38)

Починаючи з 𝑟 ≥ 3, одержимо неоднорiднi рiвняння (25) вiдносно невi-
домих функцiй 𝜔𝑘𝑟(𝑥). Продовжуючи далi iтерацiйний процес, одержимо
достатньо гладкi розв’язки на всьому вiдрiзку [0, 1] функцiй 𝜔𝑘𝑟(𝑥), 𝑓𝑘𝑟(𝑥),
𝑔𝑘𝑟(𝑥). Таким чином буде визначений третiй формальний розв’язок розши-
реного рiвняння (3) у виглядi ряду

𝑌3(𝑥, 𝑡, 𝜀) = (39)
∞∑︁

𝑟=−2

𝜇𝑟
[︀
𝑓𝑘𝑟(𝑥)𝜓(𝑡) + 𝜇𝑔𝑘𝑟(𝑥)𝜓

′(𝑡)
]︀
+

∞∑︁
𝑟=0

�̄�𝑘𝑟(𝑥).

Таким способом побудовано розв’язок системи (25) при 𝑟 = 0.
Висновок 2. Розв’язок системи (25) при 𝑟 = 0 має вигляд

�̄�10(𝑥) = �̄�0
10 · 𝑒𝑥𝑝{−

∫︁
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑑𝑥}+ 𝑒𝑥𝑝{−

∫︁
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑑𝑥} · ℎ(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑒𝑥𝑝{

∫︁
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑑𝑥}.

�̄�20(𝑥) = 𝜔′
10 · 𝜙′(𝑥) ·

𝑔03(−2)𝑥
𝜌3

𝑎(𝑥)
.

�̄�30(𝑥) = 𝜙′(𝑥) · 𝑔02(−2)𝑥
𝜌2 .

Продовжуючи далi розв’язувати системи iтерацiйних рiвнянь з (26)
знайдемо всi компоненти 𝜔𝑘𝑟(𝑥).
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Теорема 1. Формально розв’язок однорiдної системи (3) можна пред-
ставити у виглядi рядiв (25) :

𝑌𝑖𝑘(𝑥, 𝜀
− 2

3𝜙(𝑥), 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟
[︁
𝛼𝑖𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑖(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥))+

+𝜀
1
3𝛽𝑖𝑘𝑟(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑖(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥))

]︁
+

+
∞∑︁

𝑟=−2

𝜇𝑟
[︀
𝑓𝑘𝑟(𝑥)𝜓(𝑡) + 𝜇𝑔𝑘𝑟(𝑥)𝜓

′(𝑡) + �̄�𝑘𝑟(𝑥)
]︀
. (40)

Висновки

В роботi, дослiджено особливостi побудови асимптотики розв’язкiв, об-
умовлених додатнозначнiстю коефiцiєнтiв матрицi системи (1), до якої зво-
диться рiвняння типу Орра-Зомерфельда. Додатнозначнiсть коефiцiєнтiв
матрицi (2) породжує низку труднощiв, якi необхiдно враховувати при
побудовi асимтотики розв’язку. Зокрема, показано, що на вiдмiну вiд ви-
падкiв, коли коефiцiєнти матрицi були рiзних знакiв, тобто 𝑎 > 0, 𝑏 < 0

або ж 𝑎 < 0, 𝑏 > 0 побудова асимптотики розв’язку при побудовi третього
розв’язку векторного рiвняння (3) використовується частинний розв’язок
неодноорiдного.

Побудовано асимтотику розв’язку системи (1) у виглядi (40). Власне
отримано вектор-функцiю, компоненти якої визначаються через iтерацiйнi
розв’язки системи (12) та (27). Оскiльки рiвняння типу Орра-Зомерфельда
отримано як математичну модель процесiв в гiдродинамiцi, то однiєю з
важливих задач є дослiдження ламiнарних течiй, якi в реальних умовах
спостерiгаються при обмежених значення числа Рейнольдса. Експеримен-
тально встановлено, що в мiру зростання числа Рейнольдса ламiнарний
потiк починає проявляти здатнiсть збiльшувати збурення передаючи їм
енергiю. Власне отримана вектор-функцiя (40) є прикладом формалiзацiї
ефектiв, якi виникають в околi точок звороту. Таким способом, комбiну-
ючи значення параметрiв для системи (1) можна дослiджувати ефекти
якi матимуть мiсце для асимптотики (40). Побудувавши вiдповiднi гра-
фiки вектор функцiї, можна спостерiгати еволюцiю вектор-функцiї, яка
iлюструватиме ефекти поведiнки у турбулентних станах системи в околi
диференцiальної точки звороту.
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Sobchuk V. V., Zelenska I. O.
Features of the construction of uniform asymptotic solution of

a system of differential equations with a turning point with pos-

itive coefficients of the matrix

Summary

The work is devoted to the analysis of the coefficients of the singular operator
of the Orr-Sommerfeld type in vector form including the turning point. The
system of singularly perturbed differential equations with a small parameter at
the highest derivative is investigated. We consider the case when the spectrum
of the limit operator contains multiple and identically equal zero elements.
Using the method of essentially singular functions, the uniform asymptotic
solution of the system is constructed. For the case of a stable turning point,
the asymptotics of the solutions of the system are constructed in the sector
that contains the turning point. The asymptotics of the first two solutions for
the homogeneous problem are constructed using the Airy functions and their
derivatives. The third formal solution of a homogeneous system for this case
presents certain difficulties. Therefore, taking into account the specified con-
ditions, in order to construct the uniform asymptotics of the solution for the
given system, we used the partial solution of the heterogeneous system as the
third solution of the homogeneous system.
Key words: asymptotic solution, singularly perturbed system of differential
equations, turning point, essentially singular functions, space of resonance-free
solutions, uniform asymptotics, singular point, perturbation.
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Встановлено необхiднi i достатнi умови iснування всiх можливих типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
розв’язкiв неавтономних двочленних звичайних диференцiальних рiвнянь другого та
третього порядкiв асимптотично близьких до лiнiйних. Встановлено асимптотичнi зо-
браження кожного з можливих типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв, з’ясовано питання про їх
кiлькiсть. Отримано також наслiдки з одержаних теорем для випадкiв, коли рiвняння
є лiнiйним диференцiальним рiвнянням.
MSC: 34D05, 34E05.
Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння другого порядку, диференцiальнi рiвняння тре-
тього порядку, iснування розвязкiв, асимптотичнi зображення розв’язкiв, асимпто-
тично близькi до лiнiйних, повiльно змiнна нелiнiйнiсть.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).305267.

Вступ

У 80-х роках XX столiття в зв’язку з бурхливим розвитком теорiї пра-
вильно змiнних функцiй, яка була створена у 1930 роцi Й. Караматою
[1], виникло бажання поширити результати, що були отриманi в роботах
J.H. Lane, R. Emden, R. Fowler, F.V. Atkinson, I.Т. Кiгурадзе, Т.А. Чан-
турiя, S̆. Belohorec̆, C.V. Coffman, J.S.W. Wong, Л.В. Клебанова, О.В. Ко-
стiна, В.О. Кондратьева, В.М. Євтухова, I.В. Асташової i багатьох iнших
авторiв для рiвняннь зi степеневими нелiнiйностями на диференцiальнi
рiвняння iз правильно змiнними нелiнiйностями.

Означення 1. Додатна та вимiрна в однобiчному околi ∆𝑌0 точки
𝑌0, де 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, функцiя 𝜙 називається правильно
змiнною при 𝑦 → 𝑌0, якщо iснує таке число 𝜎 ∈ R, що для довiльного 𝜆 > 0

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙(𝜆𝑦)

𝜙(𝑦)
= 𝜆𝜎.

При цьому 𝜎 називають порядком функцiї 𝜙 (або показником). При
𝜎 = 0 функцiю 𝜙 називають повiльно змiнною функцiєю при 𝑦 → 𝑌0.

Надiйшла 18.04.2023 © Стехун А. О., 2023
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Згiдно з означенням правильно змiнних функцiй порядку 𝜎, має мiсце
зображення

𝜙(𝑦) = |𝑦|𝜎𝐿(𝑦), (1)

де 𝐿 : ∆𝑌0 →]0,+∞[ – неперервна функцiя при 𝑦 → 𝑌0, така, що для
будь-якого 𝜆 > 0 виконується умова

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝐿(𝜆𝑦)

𝐿(𝑦)
= 1. (2)

Прикладами повiльно змiнних функцiй при 𝑦 → 𝑌0 ∈ {0,±∞} є функцiї
виду

𝐿(𝑦) =
𝑚∏︁
𝑘=1

|ln𝑘 |𝑦||𝜎𝑘 , 𝐿(𝑦) = exp

(︃
| ln |𝑦||𝛾1

𝑚∏︁
𝑘=2

|ln𝑘 |𝑦||𝜎𝑘

)︃
,

𝐿(𝑦) = exp

(︃
ln |𝑦|
| ln2 |𝑦||𝛾2

𝑚∏︁
𝑘=3

|ln𝑘 |𝑦||𝜎𝑘

)︃
,

де 𝜎𝑘 ∈ R (𝑘 = 1,𝑚), 0 < 𝛾1 < 1, 𝛾2 > 0,

ln1 |𝑦| = ln |𝑦|, ln𝑘 |𝑦| = ln | ln𝑘−1 |𝑦|| (𝑘 = 2,𝑚),

| ln |𝑦||𝜇 (𝜇 ̸= 0), | ln |𝑦||𝜇 ln𝛾 | ln |𝑦|| (𝜇2 + 𝛾2 ̸= 0),

exp | ln |𝑦||𝜇 (0 < 𝜇 < 1), exp
ln |𝑦|

ln | ln |𝑦||
,

також функцiї, що прямують до вiдмiної вiд нуля сталої при 𝑦 → 𝑌0 та
iншi.

Вiдомо також, що для будь-якої повiльно змiнної функцiї 𝐿 : ∆𝑌0 →
]0,+∞[ граничне спiввiдношення (2) виконується рiвномiрно за 𝜆 > 0 на
будь-якому промiжку [𝑐, 𝑑] ⊂]0,+∞[, та iснує диференцiйовна повiльно
змiнна при 𝑦 → 𝑌0 функцiя 𝐿1 : ∆𝑌0 →]0,+∞[, що задовольняє умови

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝐿(𝑦)

𝐿1(𝑦)
= 1 i lim

𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦𝐿′
1(𝑦)

𝐿1(𝑦)
= 0. (3)

Функцiю 𝐿1 називають нормалiзованою повiльно змiнною при 𝑦 → 𝑌0

функцiєю.
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Основнi результати про асимптотику розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь з правильно змiнними нелiнiйностями були отриманi в роботi В. М. Єв-
тухова, А. М. Самойленка [2]. В цiй роботi розглядалось диференцiальне
рiвняння 𝑛-го порядку

𝑦(𝑛) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙(𝑦), (4)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ – непрервна функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤
+∞, 𝜙 : ∆𝑌0 →]0,+∞[ – непрервна i правильно змiнна при 𝑦 → 𝑌0 функцiя
порядку 𝜎, 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆𝑌0 – деякий однобiчний окiл
𝑌0.

Для даного рiвняння встановлювались умови iснування та асимптоти-
чної поведiнки при 𝑦 → 𝑌0 так званих 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв.

Означення 2. Розв’язок 𝑦 диференцiального рiвняння (4) будемо на-
зивати 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на
промiжку [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє наступнi умови

𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ ∆𝑌0 , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0,

𝑦(𝑛−1)(𝑡) ̸= 0 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ (𝑡0 ∈]𝑎, 𝜔[),

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

{︃
або ±∞,
або 0

при кожному 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1},

lim
𝑡↑𝜔

[︀
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

]︀2
𝑦(𝑛)(𝑡) 𝑦(𝑛−2)(𝑡)

= 𝜆0.

Множина всiх 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння (4) роз-
падається на 𝑛+2 неперетинних пiдмножини, що вiдповiдають наступним
значенням параметра 𝜆0:

𝜆0 ∈ R ∖
{︂
0,

1

2
,
2

3
, . . . ,

𝑛− 2

𝑛− 1
, 1

}︂
(неособливий випадок);

𝜆0 = ±∞, 𝜆0 = 1, 𝜆0 =
𝑛− 𝑖− 1

𝑛− 𝑖
(𝑖 = 1, 𝑛− 1) (особливi випадки).

З використанням априорних асимптотичних властивостей 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
розв’язкiв одержаних в роботi [3] були встановленi необхiднi i достатнi
умови iснування у диференцiального рiвняння (4) кожного з 𝑛 + 2 мо-
жливих типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв, а також асимптотичнi зображення при
𝑡 ↑ 𝜔 для кожного з таких розв’язкiв та їх похiдних до (𝑛− 1)-го порядку
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включно, вирiшено питання про кiлькiсть розв’язкiв з одержаними асим-
птотичними зображеннями.

Основнi результати

1. Про асимптотику розв’язкiв неавтономних диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку асимптотично близьких до лiнiй-
них.

Незважаючи на те, що досить повно було вивчено рiвняння (4), проте
у всiх встановлених теоремах передбачалась, що 𝜎 ̸= 1, тобто кожна з
теорем роботи [2] не мiстила результатiв, яки б охоплювали той випадок,
коли 𝜎 = 1.

У цьому випадку диференцiальне рiвняння (4) має вигляд

𝑦(𝑛) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦𝐿(𝑦), (5)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ – непрервна функцiя, −∞ < 𝑎 <

𝜔 ≤ +∞, 𝐿 : ∆𝑌0 −→]0,+∞[ – непрервна та повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌0

функцiя, 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆𝑌0 – деякий однобiчний окiл 𝑌0.
При 𝐿(𝑦) ≡ 1 рiвняння (5) є лiнiйним диференцiальним рiвнянням. У

разi довiльної неперервної повiльно змiнної при 𝑦 ↑ 𝑌0 функцiї 𝐿 має мiсце
асимптотичне спiввiдношення 𝑦𝐿(𝑦) = 𝑦1+𝑜(1) при 𝑦 → 𝑌0, i диференцi-
альне рiвняння (5) є асимптотично близьким до лiнiйного диференцiальне
рiвняння. Зрозумiло, що такий тип рiвнянь вимагав запровадження нових
пiдходiв i методiв дослiдження, якi ранiше не використовувались. Асим-
птотична поведiнка розв’язкiв такого класу рiвнянь вперше була дослi-
джена в роботi В. М. Євтухова [4] для диференцiальних рiвнянь другого
порядку.

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦𝐿(𝑦), (6)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ – непрервна функцiя, −∞ < 𝑎 <

𝜔 ≤ +∞, 𝐿 : ∆𝑌0 −→]0,+∞[ – непрервна та повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌0

функцiя, 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆𝑌0 – деякий однобiчний окiл 𝑌0.
Для цього рiвняння введений клас 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв визначається

наступним чином.
Розв’язок 𝑦 диференцiального рiвняння (6) називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-роз-

в’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на деякому промiжку
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[𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝑦′(𝑡) =

{︃
або 0,

або ±∞,
lim
𝑡↑𝜔

𝑦′2(𝑡)

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0.

Щоб сформулювати отриманi в роботi [4] для диференцiального рiвняння
(6) результати, введемо допомiжнi позначення.

Оберемо число 𝑏 ∈ ∆𝑌0 так, щоб виконувалась нерiвнiсть

|𝑏| < 1 при 𝑌0 = 0, 𝑏 > 1 (𝑏 < −1) при 𝑌0 = +∞ (𝑌0 = −∞), (7)

та покладемо

𝜇0 = sign 𝑏, 𝜇1 =

{︃
1, якщо ∆𝑌0 − лiвий окiл 𝑌0,
−1, якщо ∆𝑌0 − правий окiл 𝑌0

(8)

помiчаємо, що

𝜇0 = sign 𝑦(𝑡), 𝜇1 = sign 𝑦′(𝑡) при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[. (9)

При цьому зауважимо, що для 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язку виконано

𝜇0𝜇1 < 0, при 𝑌0 = 0, 𝜇0𝜇1 > 0 при 𝑌0 = ±∞. (10)

Далi, введемо функцiї

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔. якщо 𝜔 < +∞,
(11)

Φ1(𝑦) =

𝑦∫︁
𝐵1

𝑑𝑠

𝑠𝐿(𝑠)
, Φ2(𝑦) =

𝑦∫︁
𝐵2

𝑑𝑠

𝑠𝐿
1
2 (𝑠)

,

де

𝐵1 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑏, якщо

𝑌0∫︀
𝑏

𝑑𝑠
𝑠𝐿(𝑠) = ±∞,

𝑌0, якщо
𝑌0∫︀
𝑏

𝑑𝑠
𝑠𝐿(𝑠) = const,

𝐵2 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑏, якщо

𝑌0∫︀
𝑏

𝑑𝑠

𝑠𝐿
1
2 (𝑠)

= ±∞,

𝑌0, якщо
𝑌0∫︀
𝑏

𝑑𝑠

𝑠𝐿
1
2 (𝑠)

= const,

та числа

𝜇*𝑖 =

{︃
1, якщо 𝐵𝑖 = 𝑏,

−1, якщо 𝐵𝑖 = 𝑌0
(𝑖 = 1, 2). (12)
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В силу вибору 𝜇0, 𝜇1 та 𝜇*𝑖 (𝑖 = 1, 2)

signΦ𝑖(𝑦) = 𝜇0𝜇1𝜇
*
𝑖 (𝑖 = 1, 2) при 𝑦 ∈ ∆𝑌0(𝑏) ∖ {𝑏}.

Функцiї Φ𝑖 (𝑖 = 1, 2) є строго монотонними на промiжку ∆𝑌0(𝑏). Обла-
стю їх значень є промiжки

∆𝑍𝑖(𝑐𝑖) =

{︃
[𝑐𝑖, 𝑍𝑖[, якщо 𝜇0 > 0,

]𝑍𝑖, 𝑐𝑖], якщо 𝜇0 < 0
𝑖 = 1, 2, (13)

де

𝑐𝑖 = Φ𝑖(𝑏), 𝑍𝑖 = lim
𝑦→𝑌0

Φ𝑖(𝑦) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, якщо 𝐵𝑖 = 𝑌0,

+∞, якщо 𝐵𝑖 = 𝑏 i 𝜇0𝜇1 > 0,

−∞, якщо 𝐵𝑖 = 𝑏 i 𝜇0𝜇1 < 0

𝑖 = 1, 2. (14)

Отже, для них iснують неперервно диференцiйованi та строго монотоннi
зворотнi функцiї Φ−1

𝑖 :∆𝑍𝑖(𝑐𝑖)−→∆𝑌0(𝑏) 𝑖 = 1, 2, для яких lim𝑧→𝑍𝑖 Φ
−1
𝑖 (𝑧)=

𝑌0 𝑖 = 1, 2.
Нижче, крiм введених позначень, будуть використовуватись деякi до-

помiжнi функцiї. Покладемо 𝐼𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3, 4),

𝐼1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴1

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐼2(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴2

𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, (15)

𝐼3(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴3

𝑝
1
2 (𝜏) 𝑑𝜏, 𝐼4(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴4

𝑝(𝜏)𝐿
(︁
Φ−1
2

(︁
𝜇0𝜇1|𝜆0|

1
2 𝐼3(𝜏)

)︁)︁
𝑑𝜏, (16)

де кожна iз меж iнтегрування 𝐴𝑖 ∈ {𝜔; 𝑎} (𝑖 ∈ {1, 2, 3}), 𝐴4 ∈ {𝜔; 𝑎0}
(𝑎0 ∈ [𝑎, 𝜔[) i обирається так, щоб вiдповiдний iнтеграл прямував при 𝑡 ↑ 𝜔
або до 0, або до ±∞ (аналогiчно тому, як обиралися межi iнтегрування
𝐵𝑖 𝑖 = 1, 2 у функцiях Φ𝑖 𝑖 = 1, 2).

В роботi [4] для диференцiального рiвняння (6) були отриманi наступнi
результати.

Теорема 1.1. Нехай функцiя 𝐿(Φ−1
1 (𝑧)) є правильно змiнною при

𝑧 → 𝑍1 порядку 𝛾 i 𝜆0 ∈ R ∖ {1}, причому у випадку 𝜆0 = 0 iснує
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lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)[𝐼1(𝑡)]
−1 (скiнчена або рiвна ±∞). Тодi для iснування у ди-

ференцiального рiвняння (6) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, а якщо

(1 + 𝜆0)(1 + 𝜆0 + 𝜆0𝛾) ̸= 0,

то й достатньо, щоб виконувалися умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼1(𝑡)
= −1, 𝛼0(𝜆0 − 1) lim

𝑡↑𝜔
𝐼2(𝑡) = 𝑍1,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋2𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)𝐿
(︀
Φ−1
1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼2(𝑡))

)︀
=

𝛼0𝜆0
(𝜆0 − 1)2

,

𝛼0𝜇0𝜇1(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0, 𝜇*1𝜋𝜔(𝑡)𝐼2(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимпто-
тичнi зображення

Φ1(𝑦(𝑡)) = 𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼2(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 𝛼0(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)𝐿

(︀
Φ−1
1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼2(𝑡))

)︀
[1 + 𝑜(1)],

причому таких розв’язкiв при виконаннi зазначених умов iснує цiла одно-
параметрична сiм’я у разi, коли (𝜆0−1)(1+𝜆0+𝛾𝜆0)𝐼2(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[,
i двопараметрична сiм’я у разi, коли (𝜆0 − 1)(1 + 𝜆0 + 𝛾𝜆0)𝐼2(𝑡) > 0 i
(𝜆20 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[.

Теорема 1.2. Нехай функцiя 𝐿(Φ−1
2 (𝑧)) є правильно змiнною при

𝑧 → 𝑍2 порядку 𝛾. Тодi для iснування у диференцiального рiвняння (6)

𝑃𝜔(𝑌0, 1)-розв’язкiв необхiдно, а якщо функцiя 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[- непе-
рервно диференцiйована i така, що iснує (скiнчена або рiвна ±∞) границя

lim
𝑡↑𝜔

𝑝′(𝑡)𝑝−
3
2 (𝑡)𝐿− 1

2
(︀
Φ−1
2 (𝜇0𝜇1𝐼3(𝑡))

)︀
,

то й достатньо, щоб

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)
[︀
𝑝(𝑡)𝐿

(︀
Φ−1
2 (𝜇0𝜇1𝐼3(𝑡))

)︀]︀ 1
2 =∞, 𝜇0𝜇1 lim

𝑡↑𝜔
𝐼3(𝑡) = 𝑍2

i справджувались нерiвностi

𝛼0 > 0, 𝜇*2𝐼3(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[.
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Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимпто-
тичнi зображення

Φ2(𝑦(𝑡)) = 𝜇0𝜇1𝐼3(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 𝜇0𝜇1

[︀
𝑝(𝑡)𝐿

(︀
Φ−1
2 (𝜇0𝜇1𝐼3(𝑡))

)︀]︀ 1
2 [1 + 𝑜(1)],

причому таких розв’язкiв при виконаннi зазначених умов iснує цiла одно-
параметрична сiм’я у разi, коли 𝜇0𝜇1𝜇

*
2 < 0, i двопараметрична – коли

𝜇*2 > 0 i 𝜇0𝜇1 > 0.
Теорема 1.3. Нехай функцiя 𝐿(Φ−1

2 (𝑧)) є правильно змiнною при 𝑧 →
𝑍2 порядку 𝛾 i 𝜆0 ∈ R ∖ {0; 1}. Тодi для iснування у диференцiального
рiвняння (6) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, а якщо

(1 + 𝜆0)
[︁
1 + 𝜆0 +

𝛾

2
(𝜆0 − 1)

]︁
̸= 0,

то й достатньо, щоб

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′
4(𝑡)

𝐼4(𝑡)
= −1, lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝐼4(𝑡) = −

𝛼0𝜆0
(𝜆0 − 1)2

, 𝜇0𝜇1 lim
𝑡↑𝜔

𝐼3(𝑡) = 𝑍2

i справджувались нерiвностi

𝛼0𝜆0 > 0, 𝜇0𝜇1(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0, 𝜇*2𝐼3(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимпто-
тичнi зображення

Φ2(𝑦(𝑡)) = 𝜇0𝜇1|𝜆0|
1
2 𝐼3(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 𝛼0(1− 𝜆0)𝐼4(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

причому таких розв’язкiв при виконаннi зазначених умов iснує цiла одно-
параметрична сiм’я у разi, коли 𝜇0𝜇1𝜇*2

[︀
1 + 𝜆0 +

𝛾
2 (𝜆0 − 1)

]︀
< 0 i двопара-

метрична – коли 𝜇*2(1 + 𝜆0)
[︀
1 + 𝜆0 +

𝛾
2 (𝜆0 − 1)

]︀
> 0 i 𝜇0𝜇1(1 + 𝜆0) > 0.

2. Про асимптотику розв’язкiв неавтономних диференцiаль-
них рiвнянь третього порядку асимптотично близьких до лiнiй-
них.

Отриманi в роботi [4] результати для диференцiальних рiвнянь друго-
го порядку асимптотично близьких до лiнiйних створили передумови для
поширення цiх результатiв на диференцiальни рiвняння третього порядку

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦𝐿(𝑦), (17)
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де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ (−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) – неперервна
функцiя, 𝐿 : ∆𝑌0→]0,+∞[ – неперервна повiльно змiнна функцiя при 𝑦 →
𝑌0, 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆𝑌0 – деякий однобiчний окiл 𝑌0.

Такi рiвняння дослiджувались у роботах В. М. Євтухова, А. О. Стехун
[6], А. О. Стехун [5; 7].

Для диференцiального рiвняння (17) означення 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язку
набувають наступного вигляду.

Розв’язок 𝑦 диференцiального рiвняння (17) називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
розв’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на деякому промiжку
[𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

{︃
або 0,

або ±∞
𝑘 = 1, 2; lim

𝑡↑𝜔

[𝑦′′(𝑡)]2

𝑦′′′(𝑡)𝑦′(𝑡)
= 𝜆0. (18)

В роботах [5–7] були встановленi необхiднi i достатнi умови iснуван-
ня всiх можливих типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння
(17), а також встановлено асимптотичнi зображення кожного з можливих
типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв та їх похiдних до другого порядку включно,
з’ясовано питання про кiлькiсть таких розв’язкiв з отриманими асимпто-
тичними зображеннями.

Необхiднiсть детального дослiдження асимптотичної поведiнки роз-
в’язкiв диференцiальних рiвнянь третього порядку асимптотично близь-
ких до лiнiйних виникла при спробi поширити резульати отриманi в [4] на
рiвняння типу (5), щоб виявити всi проблеми, якi при цьому можуть ви-
никати. Цє було пов’язано, зокрема, с тим, що рiвняння третього порядку
має новi класи 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв (при 𝜆0 = 1

2) яких у рiвнянь друго-
го порядку не iснує. I тому для таких розв’язкiв було збудовано метод їх
дослiдження.

Щоб сформулювати отриманi результати введемо числа (7)–(10), (12),
функцiї (11), (14), яки були введенi ранiше, а також функцiї

𝐼5(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴5

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐼6(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴6

𝑝
1
3 (𝜏) 𝑑𝜏,

де кожна з меж iнтегрування 𝐴5, 𝐴6 ∈ {𝑎;𝜔} i обирається таким чином,
щоб вiдповiдний iнтеграл прямував при 𝑡 ↑ 𝜔 або до 0, або до ±∞. Крiм
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того, суттєву роль вiдiграють повiльно змiннi при 𝑦 → 𝑌0 функцiї

Φ1(𝑦) =

𝑦∫︁
𝐵1

𝑑𝑠

𝑠𝐿(𝑠)
, Φ2(𝑦) =

𝑦∫︁
𝐵2

𝑑𝑠

𝑠𝐿
1
3 (𝑠)

,

де кожна з меж iнтегрування 𝐵𝑖 ∈ {𝑌0; 𝑏} (𝑖 = 1, 2) i обирається та-
ким чином, щоб вiдповiдний iнтеграл прямував при 𝑦 → 𝑌0 або до 0,
або до ±∞. Функцiї Φ𝑖 (𝑖 = 1, 2) є строго монотонними i диферен-
цiйовними на промiжку ∆𝑌0(𝑏) з множиной значень (14)–(15). Для них
iснують неперервно диференцiйовнi i строго монотоннi оберненi функцiї
Φ−1
𝑖 : ∆𝑍𝑖(𝑐𝑖)→ ∆𝑌0(𝑏), 𝑖 = 1, 2.

З використанням априорних властивостей 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв були
одержанi наступнi результати.

Теорема 2.1. Нехай 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} i функцiя 𝐿(Φ−1
1 (𝑧)) є правильно

змiнною при 𝑧 → 𝑍1 порядку 𝛾. Тодi для iснування у диференцiального
рiвняння (17) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, щоб виконувались умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼1(𝑡)
= −2, 𝛼0𝜆0 lim

𝑡↑𝜔
𝐼5(𝑡) = 𝑍1, (19)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋3𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)𝐿

(︂
Φ−1
1

(︂
𝛼0(𝜆0 − 1)2

𝜆0
𝐼5(𝑡)

)︂)︂
=
𝛼0𝜆0(2𝜆0 − 1)

(𝜆0 − 1)3
, (20)

𝛼0𝜆0𝜇0𝜇1 > 0, 𝜇*1𝐼5(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[. (21)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку при 𝑡 ↑ 𝜔 мають мiсце асимпто-
тичнi зображення

Φ1(𝑦(𝑡)) =
𝛼0(𝜆0 − 1)2

𝜆0
𝐼5(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (22)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=
𝛼0(𝜆0 − 1)2

𝜆0
𝜋2𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)𝐿

(︂
Φ−1
1

(︂
𝛼0(𝜆0 − 1)2

𝜆0
𝐼5(𝑡)

)︂)︂
[1 + 𝑜(1)], (23)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

𝜆0
(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)

[1 + 𝑜(1)]. (24)

Якщо ж поряд з умовами (19)–(21) виконується нерiвнiсть

(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)[(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)(𝛾 + 1) + 𝜆0] ̸= 0, (25)
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то у диференцiального рiвняння (17) iснуют 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)– розв’язкi, якi до-
пускають асимптотичнi зображення (22)–(24), причому, при виконаннi не-
рiвностi 𝜇*1(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)[(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)(𝛾 + 1) + 𝜆0] > 0 iснує трьо-
хпараметрична сiм’я розв’язкiв з такими зображеннями у випадку, коли
2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 > 0 i 𝜆0(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[, двопараметрична
сiм’я у випадку, коли 2𝜆20+2𝜆0−1 < 0, однопараметрична сiм’я у випадку,
коли 2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 > 0 i 𝜆0(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[, а при вико-
наннi нерiвностi 𝜇*1(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)[(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)(𝛾 + 1) + 𝜆0] < 0, таких
розв’язкiв iснує двопараметрична сiм’я у випадку, коли 2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 > 0

i 𝜆0(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[, i однопараметрична сiм’я у випадку,
коли 2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 < 0.

Теорема 2.2. Нехай функцiя 𝐿(Φ−1
2 (𝑧)) є правильно змiнною при

𝑧 → 𝑍2 порядку 𝛾 i 𝜆0 ∈ R ∖ {0; 12 ; 1}. Тодi для iснування у рiвняння (17)

𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, щоб виконувались умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝
1
3 (𝑡)𝐿

1
3

(︃
Φ−1
2

(︃
𝛼0(2𝜆0−1)

2
3

𝜆
1
3
0

𝐼6(𝑡)

)︃)︃
=

= 𝛼0[𝜆0(2𝜆0−1)]
1
3

𝜆0−1 , 𝜇0𝜇1 lim𝑡↑𝜔 𝐼6(𝑡) = 𝑍2

(26)

i справджувались нерiвностi

𝛼0𝜆0𝜇0𝜇1 > 0, 𝜇*2𝐼6(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[. (27)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце асимптотичнi зо-
браження

Φ2(𝑦(𝑡)) =
𝛼0(2𝜆0 − 1)

2
3

𝜆
1
3
0

𝐼6(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (28)

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡) = 2𝜆0−1

(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦′′(𝑡)
𝑦′(𝑡) = 𝜆0

(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

(29)

Якщо ж поряд з умовами (26), (27) виконується нерiвнiсть

(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)
[︁
2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 +

𝛾

3
(2𝜆20 − 𝜆0 − 1)

]︁
̸= 0, (30)

то у диференцiального рiвняння (17) iснують 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)– розв’язки, якi
допускають асимптотичнi зображення (28), (29), причому, при виконаннi
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нерiвностi

𝜇*2
2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 + 𝛾

3 (2𝜆
2
0 − 𝜆0 − 1)

2𝜆20 + 2𝜆0 − 1
> 0

таких розв’язкiв iснує трьохпараметрична сiм’я у випадку, коли 2𝜆20+2𝜆0−
1 > 0 i 𝛼0(2𝜆0 − 1) < 0, двопараметрична сiм’я у випадку, коли 2𝜆20 +

2𝜆0 − 1 < 0, однопараметрична сiм’я у випадку, коли 2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 > 0 i
𝛼0(2𝜆0 − 1) > 0, а при виконаннi нерiвностi

𝜇*2
2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 + 𝛾

3 (2𝜆
2
0 − 𝜆0 − 1)

2𝜆20 + 2𝜆0 − 1
< 0

iснує двопараметрична сiм’я розв’язкiв з такими зображеннями у випадку,
коли 2𝜆20+2𝜆0−1 > 0 i 𝛼0(2𝜆0−1) < 0, i однопараметрична сiм’я у випадку,
коли 2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 < 0.

Для даного рiвняння встановлювались умови iснування та асимптоти-
чної поведiнки при 𝑦 → 𝑌0 так званих 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв.

Теорема 2.3. Нехай функцiя 𝐿(Φ−1
2 (𝑧)) є правiльно змiнною при 𝑧 →

𝑍2 порядку 𝛾. Тодi для iснування у диференцiального рiвняння (17)

𝑃𝜔(𝑌0, 1)-розв’язкiв необхiдно, а якщо функцiя 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[– непе-
рервно диференцiйовна i така, що iснує скiнченна або рiвна ±∞ границя

lim
𝑡↑𝜔

(︂
𝑝

1
3 (𝑡)𝐿

1
3
1

(︀
Φ−1
2 (𝛼0𝐼6(𝑡))

)︀)︂′

𝑝
2
3 (𝑡)𝐿

2
3
1

(︀
Φ−1
2 (𝛼0𝐼6(𝑡))

)︀ , (31)

де 𝐿1 : ∆𝑌0 −→]0,+∞[– неперервно диференцiйована i повiльно змiнна при
𝑦 → 𝑌0 функцiя з властивостями (3), то i достатньо, щоб

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝
1
3 (𝑡)𝐿

1
3
(︀
Φ−1
2 (𝛼0𝐼6(𝑡))

)︀
=∞, 𝛼0 lim

𝑡↑𝜔
𝐼6(𝑡) = 𝑍2 (32)

i справджувалися нерiвностi

𝛼0𝜇0𝜇1 > 0, 𝜇*2𝐼6(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[. (33)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимпто-
тичнi зображення

Φ2(𝑦(𝑡)) = 𝛼0𝐼6(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝛼0𝑝

1
3 (𝑡)𝐿

1
3

(︀
Φ−1
2 (𝛼0𝐼6(𝑡))

)︀
[1 + 𝑜(1)],

(34)
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𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝛼0𝑝

1
3 (𝑡)𝐿

1
3
(︀
Φ−1
2 (𝛼0𝐼6(𝑡))

)︀
[1 + 𝑜(1)], (35)

причому, при виконаннi умов (31), (32), (33) iснує при 𝛼0 = 1 трьохпара-
метрична сiм’я 𝑃𝜔(𝑌0, 1)– розв’язкiв з зображеннями (34), (35) у випадку,
коли 𝜇*2 > 0 i двопараметрична сiм’я у випадку, коли 𝜇*2 < 0, а при 𝛼0 = −1
однопараметрична сiм’я таких розв’язкiв у випадку, коли 𝜇*2 > 0.

Наступнi три теореми, що стосуються випадкiв, коли 𝜆0 = ±∞, 𝜆0 = 0

встановлюються у припущенi, що повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌0 функцiя 𝐿

задовольняє умову 𝑆.
Означення 2.1. Будемо говорити, що повiльно змiнна функцiя 𝐿 :

∆𝑌 →]0,+∞[, де 𝑌 дорiвнює або нулю або ±∞ i ∆𝑌 – однобiчний окiл 𝑌

задовольняє умову 𝑆, якщо

𝐿
(︁
𝜇𝑒[1+𝑜(1)] ln |𝑦|

)︁
= 𝐿(𝑦)[1 + 𝑜(1)] при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ ∆𝑌 ), (36)

де 𝜇 = sign 𝑦.
Теорема 2.4. Нехай функцiя 𝐿 задовольняє умову 𝑆. Тодi для iсну-

вання у диференцiального рiвняння (17) 𝑃𝜔(𝑌0,±∞)-розв’язкiв необхiдно
i достатньо виконання умов

𝜇0𝜇1𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝜇0 lim
𝑡↑𝜔
|𝜋𝜔(𝑡)| = 𝑌0, (37)

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)𝐿(𝜇0𝜋
2
𝜔(𝑡))=0,

𝜔∫︁
𝑎1

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝐿(𝜇0𝜋
2
𝜔(𝜏)) 𝑑𝜏=+∞, (38)

де 𝑎1 ∈ [𝑎, 𝜔[ таке, що 𝜇0𝜋
2
𝜔(𝑡) ∈ ∆𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑎1, 𝜔[. Бiльш того, для

кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

ln |𝑦(𝑡)| = 2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|+
𝛼0

2

𝑡∫︁
𝑎1

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝐿(𝜇0𝜋
2
𝜔(𝜏)) 𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)], (39)

𝑦(𝑘)(𝑡)

𝑦(𝑘−1)(𝑡)
=

3− 𝑘
𝜋𝜔(𝑡)

[1 + 𝑜(1)] (𝑘 = 1, 2), (40)

причому, при виконаннi умов (37), (38) iснує у випадку 𝜔 = +∞ трьохпа-
раметрична сiм’я 𝑃𝜔(𝑌0,±∞)-розв’язкiв з асимптотичними зображеннями
(39) i (40), а у випадку 𝜔 < +∞ – однопараметрична сiм’я розв’язкiв з
такими асимптотичними зображеннями.
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Теорема 2.5. Нехай функцiя 𝐿 задовольняє умовy 𝑆 i виконуються
умови (37), (38). Нехай, крiм того, функцiя 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[– неперервно
диференцiйовна i iснує (скiнченна або рiвна ±∞) границя lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝑝′(𝑡)

𝑝(𝑡) .

Тодi для кожного 𝑃𝜔(𝑌0,±∞)-розв’язку диференцiального рiвняння (17)

мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

ln |𝑦(𝑡)| = 2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|+
𝛼0

2

𝑡∫︁
𝑎1

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝐿(𝜇0𝜋
2
𝜔(𝜏)) 𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)], (41)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

1

𝜋𝜔(𝑡)

[︁
2 +

𝛼0

2
𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)𝐿(𝜇0𝜋

2
𝜔(𝑡))[1 + 𝑜(1)]

]︁
,

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

1

𝜋𝜔(𝑡)

[︁
1 +

𝛼0

2
𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)𝐿(𝜇0𝜋

2
𝜔(𝑡))[1 + 𝑜(1)]

]︁
.

(42)

Теорема 2.6. Нехай функцiя 𝐿 задовольняє умову 𝑆. Тодi для iснува-
ння у диференцiального рiвняння (17) 𝑃𝜔(𝑌0, 0)-розв’язкiв, для яких iснує
(скiнченна або рiвна ±∞ ) lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡) , необхiдно i достатньо виконання
умов

𝜇0𝜇1𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝜇0 lim
𝑡↑𝜔
|𝜋𝜔(𝑡)| = 𝑌0,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼1(𝑡)
= −2,

(43)

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)𝐿(𝜇0|𝜋𝜔(𝑡)|)=0,

𝜔∫︁
𝑎1

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝐿(𝜇0|𝜋𝜔(𝜏)|)𝑑𝜏=+∞, (44)

де 𝑎1 ∈ [𝑎, 𝜔[ таке, що 𝜇0|𝜋𝜔(𝑡)| ∈ ∆𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑎1, 𝜔[. Бiльш того, для
кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

ln |𝑦(𝑡)| = ln |𝜋𝜔(𝑡)| − 𝛼0

𝑡∫︁
𝑎1

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝐿(𝜇0|𝜋𝜔(𝜏)|)𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)], (45)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

1 + 𝑜(1)

𝜋𝜔(𝑡)
,
𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=−𝛼0𝑝(𝑡)𝜋

2
𝜔(𝑡)𝐿(𝜇0|𝜋𝜔(𝑡)|)[1 + 𝑜(1)], (46)

причому, при виконанн i умов (43), (44) iснує двопараметрична сiм’я
𝑃𝜔(𝑌0, 0)-розв’язкiв з такими асимптотичними зображеннями.

У випадку 𝜎 = 0, тобто для лiнiйного диференцiального рiвняння

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦, (47)
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з теорем були отриманi наступнi твердження, якi свiдчать про узгодже-
нiсть з вiдомими результатами та, в деякiй мiрi, доповнюють їх.

Наслiдок 2.1. Нехай iснує вiдмiнна вiд нуля скiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

𝜋3𝜔(𝑡)𝑝(𝑡) = 𝑐

i алгебраїчне рiвняння

𝑐(𝜆0 − 1)3 = 𝛼0𝜆0(2𝜆0 − 1)

має три вiдмiнних дiйсних кореня 𝜆0𝑖(𝑖 = 1, 2, 3). Тодi, якщо при 𝑖 = 1, 2, 3

виконуються нерiвностi

2𝜆20𝑖 + 2𝜆0𝑖 − 1 ̸= 0

i
𝛼0𝜆0𝑖𝜇0𝜇1 > 0,

𝛼0𝜆0𝑖(2𝜆0𝑖 − 1)

𝜆0𝑖 − 1
ln |𝜋𝜔(𝑡)| > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[,

то линiйне диференцiальне рiвняння (47) має фундаментальну сiм’ю роз-
в’язкiв 𝑦𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2, 3), якi допускають асимптотичнi зображення

ln |𝑦𝑖(𝑡)| =
2𝜆0𝑖 − 1

𝜆0𝑖 − 1
ln |𝜋𝜔(𝑡)| [1 + 𝑜(1)] (𝑖 = 1, 2, 3) при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦′𝑖(𝑡)

𝑦𝑖(𝑡)
=

2𝜆0𝑖 − 1

(𝜆0𝑖 − 1)𝜋𝜔(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] (𝑖 = 1, 2, 3) при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦′′𝑖 (𝑡)

𝑦′𝑖(𝑡)
=

𝜆0𝑖
(𝜆0𝑖 − 1)𝜋𝜔(𝑡)

[1 + 𝑜(1)] (𝑖 = 1, 2, 3) при 𝑡 ↑ 𝜔.

Наслiдок 2.2 Для iснування у лiнiйного диференцiального рiвняння
(47) 𝑃𝜔(𝑌0, 1)-розв’язкiв необхiдно, а якщо функцiя
𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ – неперервно диференцiйовна i така, що iснує (скiнчен-
на або рiвна ±∞) границя lim

𝑡↑𝜔
𝑝−

4
3 (𝑡)𝑝′(𝑡), то i достатньо, щоб

𝛼0𝜇0𝜇1 > 0, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝
1
3 (𝑡) =∞, 𝛼0 lim

𝑡↑𝜔
𝐼6(𝑡) = 𝑍2.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце асимптотичнi зо-
браження

ln |𝑦(𝑡)| = 𝛼0𝐼6(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦(𝑘)(𝑡)

𝑦(𝑘−1)(𝑡)
= 𝛼0𝑝

1
3 (𝑡)[1 + 𝑜(1)] (𝑘 = 1, 2) при 𝑡 ↑ 𝜔,



154 Стехун А. О.

причому при 𝛼0 = 1 iснує трьохпараметрична сiм’я таких розв’язкiв, а при
𝛼0 = −1 – однопараметрична сiм’я.

Наслiдок 2.3. Для iснування у лiнiйного диференцiального рiвняння
(47) 𝑃𝜔(𝑌0,±∞)-розв’язкiв необхiдно i достатньо виконання умов

𝜇0𝜇1𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝜇0 lim
𝑡↑𝜔
|𝜋𝜔(𝑡)| = 𝑌0,

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡) = 0,
𝜔∫︀
𝑎
𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝑑𝜏 = +∞.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце асимптотичнi зо-
браження

ln |𝑦(𝑡)| = 2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|+
𝛼0

2

𝑡∫︁
𝑎

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦(𝑘)(𝑡)

𝑦(𝑘−1)(𝑡)
=

3− 𝑘
𝜋𝜔(𝑡)

[1 + 𝑜(1)] (𝑘 = 1, 2) при 𝑡 ↑ 𝜔,

причому при 𝜔 = +∞ iснує трьохпараметрична сiм’я таких розв’язкiв, а
у випадку 𝜔 < +∞– однопараметрична сiм’я.

Наслiдок 2.4. Для iснування у лiнiйного диференцiального рiвняння
(47) 𝑃𝜔(𝑌0, 0)-розв’язкiв, для яких iснує (скiнченна або рiвна ±∞ ) границя
lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦′′′(𝑡)
𝑦′′(𝑡) , необхiдно i достатньо виконання умов

𝜇0𝜇1𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝜇0 lim
𝑡↑𝜔
|𝜋𝜔(𝑡)| = 𝑌0,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼1(𝑡)
= −2, lim

𝑡↑𝜔
𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡) = 0,

𝜔∫︁
𝑎

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝑑𝜏 = +∞.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце асимптотичнi зо-
браження

ln |𝑦(𝑡)| = ln |𝜋𝜔(𝑡)| − 𝛼0

𝑡∫︁
𝑎

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

1 + 𝑜(1)

𝜋𝜔(𝑡)
,

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= −𝛼0𝑝(𝑡)𝜋

2
𝜔(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

причому iснує двопараметрична сiм’я таких розв’язкiв.
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З використанням априорних асимптотичних властивостей 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
розв’язкiв одержаних в роботi [3] були встановленi необхiднi i достатнi
умови iснування у диференцiального рiвняння (4) кожного з 𝑛 + 2 мо-
жливих типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв, а також асимптотичнi зображення при
𝑡 ↑ 𝜔 для кожного з таких розв’язкiв та їх похiдних до (𝑛− 1)-го порядку
включно, вирiшено питання про кiлькiсть розв’язкiв з одержаними асим-
птотичними зображеннями.

Висновки

Отриманi в роботах В. М. Євтухова, А. О. Стехун результати для дифе-
ренцiальних рiвнянь другого та третього порядкiв створюють основу для
подальшого їх поширення на диференцiальнi рiвняння бiльш високих по-
рядкiв. Деякi результати про асимптотику 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв диферен-
цiального рiвняння 𝑛-го порядку типу (5), були отриманi В. М. Євтуховим
та доповiдались на однiєї з мiжнародних конференцiй.

Список лiтератури

1. Karamata J. Sur un mode de croissance reguliere de fonctions // Math. (Cluj). —
1930. — Vol. 4. — P. 38–53.

2. Евтухов В.М., Самойленко А.М. Условия существования исчезающих в особой
точке решений у вещественных неавтономных систем квазилинейных дифференци-
альных уравнений // Укр. мат. журн. — 2011. — Т. 46, № 10. — С. 1346–1364.

3. Євтухов В.М. Асимптотичнi зображення розв’язкiв неавтономних звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь // Дисертацiя доктора фiз.-мат. наук: [спец.] 01.01.02 Дифе-
ренцiальнi рiвняння. Одеський нац. ун-т iменi I.I. Мечнiкова. Одеса, 1998. 295 c.

4. V. M. Evtukhov Asymptotics of solutions of nonautonomous second-order ordinary
differential equations asymptotically close to linear equations. (Russian) Ukr. Mat. Zh. —
2012. — Vol. 64, №. 10. — P. 1346–1364; translation in Ukr. Math. J. — 2013. — Vol. 64,
№. 10. — P. 1531–1552.

5. Стехун А. О. Асимптотична поведiнка розв’язкiв одного класу звичайних диферен-
цiальних рiвнянь третього порядку // Нелiнiйнi коливання. — 2013. — Т. 16, № 2. —
С. 246–260.

6. Evtukhov V. M., Stekhun A. A. Asymptotic behavior of the solutions of one class
of third-order ordinary differential equations // QUALITDE – 2016, Tbilisi, Georgia,
December 24–26. — 2016. — P. 77–80.

7. Stekhun А. А. Asymptotic Behaviour of Special Types of Solutions of Third Order
Differential Equations, asymptotically close to Linear. Abstracts of the International



156 Стехун А. О.

Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations // «QUALITDE – 2021»,
Tbilisi, Georgia, December. — 2021. — P. 208–211.

8. Sharai N, Shynkarenko V. Asymptotic representations for the solutions of third-order
nonlinear differential equations // Journal of Mathematical Sciences, — Vol. 215, No. 3. —
June, 2016. — P. 408–420.

9. Sharai N., Shynkarenko V. Asymptotic behavior of solutions for one class of thi-
rd order nonlinear differential equations. Abstracts of the International Workshop on
the Qualitative Theory of Differential Equations // QUALITDE-2018, Tbilisi, Georgia,
December 1–3. — 2018. — P. 165–169.



Про асимптотику розв’язкiв неавтономних диференцiальних рiвнянь 157

Stekhun A.
On the asymptotics of solutions of non-autonomous differential

equations asymptotically close to linear

Summary

The necessary and sufficient conditions are obtained for the existence of all
possible types of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-solutions of non-autonomous second and third-
order ordinary differential equations that are asymptotically close to linear
equations. The asymptotic representation of each possible type of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
solutions has been determined, and the question of their quantity has been
clarified. Consequences have also been derived from the obtained theorems for
cases when the equation is a linear differential equation.
Key words: differential equations of the second order, differential equations of
the third order, existence of solutions, asymptotic images of solutions, asymp-
totically close to linear ones, slowly varying nonlinearity.
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Днiпровський нацiональний унiверситет iменi Олеся Гончара

ОДНЕ НОВЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ РОЗПОДIЛУ КОШI

У роботi розглядається новий розподiл iз важкими хвостами — 𝑝-узагальнений розподiл
Кошi. Ця нова 5-параметрична сiм’я розподiлiв є значно гнучкiшою порiвняно з кла-
сичним розподiлом Кошi, зокрема, до неї входять i асиметричнi розподiли. Розглянутi
рiзнi числовi характеристики нових розподiлiв, зокрема, моменти дробового порядку та
“подвiйно неповнi” моменти. Також отриманi (числовими методами) значення нормова-
них центральних моментiв вищих порядкiв, що базуються на квантилях — асиметрiї
Bowley та ексцеса Moors. Придатнiсть 𝑝-узагальненого розподiлу Кошi до моделювання
реальних даних пiдтверджена пiдгонкою цього розподiлу до ряду приростiв логарифмiв
цiн акцiй. При цьому для 𝑝-узагальненого розподiлу Кошi отримано менше значення
статистики AIC, нiж для звичайного розподiлу Кошi, асиметричного розподiлу Кошi,
узагальненого логiстичного розподiлу та гiперболiчного розподiлу.
MSC: 62E10, 62E15.
Ключовi слова: розподiл Кошi, неповнi моменти, асиметрiя Bowley, ексцес Moors.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).296368.

Вступ

Розподiл Кошi часто вiдносять до “екзотичних” розподiлiв, якi, по су-
тi, не зустрiчаються на практицi (хоча насправдi це не зовсiм так — див.,
наприклад, [7], гл. 9). Тому виправданими є дослiдження, присвяченi ана-
логам чи узагальненням класичного розподiлу Кошi. Сюди вiдносяться як
рiзнi варiанти асиметризацiї розподiлу Кошi, так i iншi його модифiкацiї.
Серед робiт, присвячених цiй тематицi, варто згадати, зокрема, моногра-
фiю [2], статтi [1], [3], [8], [10], [11], та [15]. Новi узагальнення розподi-
лу Кошi залишаються актуальними, враховуючи важливiсть розподiлiв
iз важкими хвостами для моделювання рiзноманiтних реальних явищ (в
особливостi це стосується економiчних даних).

У данiй статтi вводиться ще один аналог розподiлу Кошi — так званий
𝑝-узагальнений розподiл Кошi. Метою роботи є дослiдження властивостей
цього розподiлу.

Надiйшла 05.03.2023 © Турчин Є. В., 2023
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Основнi результати

1. Щiльнiсть та функцiя розподiлу.

Означення 1. Щiльнiсть p-узагальненого розподiлу Кошi з параметрами
(1, 0, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2), де 𝑐 ≥ 0, 𝛾1 ≥ 0, 𝛾2 ≥ 0, означається наступним чином:

𝑝1,0,𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

𝐴(1 + 𝑥2)

(︂
1 + 𝑐

(1 + 𝑥2)𝛾1

)︂
, 𝑥 ≤ 0;

1
𝐴(1 + 𝑥2)

(︂
1 + 𝑐

(1 + 𝑥2)𝛾2

)︂
, 𝑥 > 0,

(1)

де

𝐴 = 𝜋 + 𝑐 ·
√
𝜋

2

(︂
Γ(1/2 + 𝛾1)

Γ(1 + 𝛾1)
+

Γ(1/2 + 𝛾2)

Γ(1 + 𝛾2)

)︂
. (2)

Щiльнiсть p-узагальненого розподiлу Кошi з параметрами (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2),
де
𝑎 > 0, означимо так:

𝑝𝑎,𝑏,𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥) =
1

𝑎
𝑝1,0,𝑐,𝛾1,𝛾2((𝑥− 𝑏)/𝑎).

Зауваження 1. Далi вживатимемо позначення pgC (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2) для p-
узагальненого розподiлу Кошi з параметрами (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2).

Зауваження 2. Коректнiсть означення випливає з формули

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)𝛾
=

√
𝜋

2

Γ(1/2 + 𝛾)

Γ(1 + 𝛾)

Графiки щiльностей p-узагальненого розподiлу Кошi з параметрами
(1, 0, 10, 1, 5), (1, 0, 5, 0.2, 0.8) та (1, 0, 100, 2, 7) наведенi вiдповiдно на рис. 1,
2 та 3.
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Рис. 1: Щiльнiсть pgC (1, 0, 10, 1, 5).

Рис. 2: Щiльнiсть pgC (1, 0, 5, 0.2, 0.8).
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Рис. 3: Щiльнiсть pgC (1, 0, 100, 2, 7).

Теорема 1. Функцiя розподiлу для p-узагальненого розподiлу Кошi з па-
раметрами (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2)

𝐹𝑎;𝑏;𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐1 +
1

𝐴
arctg

(︂
𝑥− 𝑏
𝑎

)︂
+

+
𝑐(𝑥− 𝑏)
𝐴𝑎

2𝐹1

(︂
1

2
, 1 + 𝛾1;

3

2
;−(𝑥− 𝑏

𝑎
)2
)︂
, 𝑥 ≤ 𝑏;

𝑐1 +
1

𝐴
arctg

(︂
𝑥− 𝑏
𝑎

)︂
+

+
𝑐(𝑥− 𝑏)
𝐴𝑎

2𝐹1

(︂
1

2
, 1 + 𝛾2;

3

2
;−(𝑥− 𝑏

𝑎
)2
)︂
, 𝑥 > 𝑏.

(3)

де 𝐴 означено у (2),

𝑐1 = 𝐴−1𝜋/2 + 𝑐𝐴−1√𝜋Γ(1/2 + 𝛾1)

2Γ(1 + 𝛾1)
,

2𝐹1 — гiпергеометрична функцiя.

Доведення. Достатньо перевiрити (3) для 𝑎 = 1 та 𝑏 = 0, тобто пере-
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конатися, що

𝐹1;0;𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐1+𝐴
−1arctg 𝑥+

+ 𝑐𝐴−1𝑥 2𝐹1(1/2, 1 + 𝛾1; 3/2;−𝑥2), 𝑥 ≤ 0;

𝑐1+𝐴
−1arctg 𝑥+

+ 𝑐𝐴−1𝑥 2𝐹1(1/2, 1 + 𝛾2; 3/2;−𝑥2), 𝑥 > 0.

(4)

Розглянемо спочатку випадок 𝑥 ≤ 0. Маємо:

𝐹1;0;𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥) = 𝐴−1arctg 𝑥
⃒⃒⃒𝑥
−∞

+𝑐𝐴−1

∫︁ 𝑥

−∞

𝑑𝑦

(1 + 𝑦2)1+𝛾1
.

Але ∫︁ 𝑥

−∞

𝑑𝑦

(1 + 𝑦2)1+𝛾1
=

√
𝜋

2

Γ(1/2 + 𝛾1)

Γ(1 + 𝛾1)
+ 𝑥 2𝐹1(1/2, 1 + 𝛾1; 3/2;−𝑥2)

(iнтеграл знайдено за допомогою Mathematica 11.1) i формулу (4) для ви-
падку 𝑥 ≤ 0 доведено.

Випадок 𝑥 > 0 розглядається аналогiчно.

2. Моменти.
2.1. Моменти дробового порядку. Очевидно, для p-узагальненого

розподiлу Кошi не iснує навiть перший момент 𝜇′1. Але iснують i мають
досить простий вигляд абсолютнi моменти дробового порядку, тобто

𝑀 ′
𝑟 =

∫︁
R

|𝑥|𝑟𝑝𝑎,𝑏,𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥)𝑑𝑥,

де 𝑟 ∈ (0; 1).

Теорема 2. Нехай 𝑟 ∈ (0; 1). Абсолютний момент порядку 𝑟 p-узагаль-
неного розподiлу Кошi з параметрами (1, 0, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2) дорiвнює

𝑀 ′
𝑟 =

𝐴−1𝜋

cos(𝜋𝑟/2)
+
𝑐𝐴−1

2

(︂
𝐵

(︂
𝑟 + 1

2
,
1

2
+ 𝛾1 −

𝑟

2

)︂
+𝐵

(︂
𝑟 + 1

2
,
1

2
+ 𝛾2 −

𝑟

2

)︂)︂
,

(5)
де 𝐴 означається рiвнiстю (2).

Доведення. Маємо:

𝑀 ′
𝑟 = 2𝐴−1

∞∫︁
0

𝑥𝑟𝑑𝑥

1 + 𝑥2
+ 𝑐𝐴−1

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑥𝑟𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)1+𝛾1
+

∞∫︁
0

𝑥𝑟𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)1+𝛾2

⎞⎠ (6)
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Але для 𝛾 ≥ 0

∞∫︁
0

𝑥𝑟

(1 + 𝑥2)1+𝛾
𝑑𝑥 =

1

2
𝐵

(︂
𝑟 + 1

2
;
1

2
− 𝑟

2
+ 𝛾

)︂
, (7)

що випливає з рiвностi 3.259(311) у [9]. Зокрема,

∞∫︁
0

𝑥𝑟𝑑𝑥

1 + 𝑥2
=

1

2
𝐵

(︂
𝑟 + 1

2
; 1− 𝑟 + 1

2

)︂
=

𝜋

2 sin (𝜋(𝑟 + 1)/2)
=

𝜋

2 cos (𝜋𝑟/2)
(8)

(скористались рiвнiстю 𝐵(𝑥, 1− 𝑥) = 𝜋/sin𝜋𝑥).
Пiдставляючи вирази з (7) i (8) у (6), отримуємо (5).

2.2. Узагальненi неповнi моменти. Розглянемо також i “узагальне-
нi” неповнi моменти.

Означення 2. Подвiйно неповним моментом порядку 𝑛 розподiлу 𝐹 iз
щiльнiстю 𝑝(𝑥) називатимемо число

𝑚𝑟,𝑠
𝑛 =

𝑠∫︁
𝑟

𝑥𝑛𝑝(𝑥)𝑑𝑥.

Теорема 3. Подвiйно неповний момент 𝑚𝑟,𝑠
𝑛 p-узагальненого розподiлу

Кошi з параметрами (1, 0, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2)

1) для 0 < 𝑟 < 𝑠 дорiвнює

𝑚𝑟,𝑠
𝑛 = 1

𝐴(𝑛+1)

[︃
𝑠𝑛+1

(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑠2

)︀
+𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾2,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑠2
)︀)︀
−

−𝑟𝑛+1
(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑟2

)︀
+ 𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾2,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑟2
)︀)︀]︃

; (9)

2) для 𝑟 < 0 < 𝑠 —

𝑚𝑟,𝑠
𝑛 = 1

𝐴(𝑛+1)

[︃
(−1)𝑛|𝑟|𝑛+1

(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑟2

)︀
+
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+𝑐 2𝐹1

(︂
1 + 𝛾1,

𝑛+ 1

2
;
𝑛+ 3

2
;−𝑟2

)︂)︂
+

+𝑠𝑛+1
(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑠2

)︀
+ 𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾2,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑠2
)︀)︀]︃

; (10)

3) для 𝑟 < 𝑠 < 0 —

𝑚𝑟,𝑠
𝑛 = (−1)𝑛

𝐴(𝑛+1)

[︃
|𝑟|𝑛+1

(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑟2

)︀
+𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾1,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑟2
)︀)︀

+

−|𝑠|𝑛+1
(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑠2

)︀
+ 𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾1,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑠2
)︀)︀]︃

. (11)

Доведення. Обмежимося доведенням для випадку 0 < 𝑟 < 𝑠 (в iнших
випадках доведення аналогiчне).

Позначимо через 𝑝(𝑥) щiльнiсть p-узагальненого розподiлу Кошi з па-
раметрами (1, 0, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2). Спочатку знайдемо вираз для iнтеграла

𝑡∫︁
0

𝑥𝑛𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)1+𝛾
, (12)

де 𝛾 ≥ 0, 𝑡 > 0. Користуючись рiвнiстю 3.194(1) з [9], отримаємо:

𝑡∫︁
0

𝑥𝑛𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)1+𝛾
=

1

2

𝑡2∫︁
0

𝑦(𝑛−1)/2𝑑𝑦

(1 + 𝑦)1+𝛾
=

𝑡𝑛+1

𝑛+ 1
2𝐹1

(︀
1 + 𝛾, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑡2

)︀
. (13)

А тому

𝑡∫︁
0

𝑥𝑛𝑝(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝐴

𝑡∫︁
0

𝑥𝑛𝑑𝑥

1 + 𝑥2
+
𝑐

𝐴

𝑡∫︁
0

𝑥𝑛𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)1+𝛾2
=

= 𝑡𝑛+1

𝐴(𝑛+1)

[︃
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑡2

)︀
+ 𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾2,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑡2
)︀]︃
. (14)



166 Турчин Є. В.

I тепер рiвнiсть (9) випливає з (14).

2.3. Робастнi моменти 3-го та 4-го порядкiв. Нагадаємо поняття
асиметрiї Bowley та ексцеса Moors.

Нехай F — розподiл iз неперервною строго зростаючою функцiєю роз-
подiлу 𝐹 (𝑥),

𝑄(𝑢) = 𝐹−1(𝑢), 𝑢 ∈ [0; 1],

— його квантильна функцiя.

Означення 3. ([6]). Число

𝑄(3/4) +𝑄(1/4)− 2𝑄(1/2)

𝑄(3/4)−𝑄(1/4)

називається асиметрiєю Bowley розподiлу F.

Означення 4. ([13]). Число

(𝑄(7/8)−𝑄(5/8)) + (𝑄(3/8)−𝑄(1/8))

𝑄(6/8)−𝑄(2/8)

називається ексцесом Moors розподiлу F.

У випадку 𝑝-узагальненого розподiлу Кошi для асиметрiї Bowley та
ексцеса Moors не iснує аналiтичного виразу. Але за допомогою числового
обертання функцiї розподiлу можна наближено знайти вiдповiднi кванти-
лi, а за ними — цi робастнi моменти.

Наближенi значення асиметрiї Bowley та ексцеса Moors для p-узагаль-
неного розподiлу Кошi з параметрами (1, 0, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2) для рiзних значень
𝑐, 𝛾1, 𝛾2 наведенi у табл. 3.Квантилi знаходились за допомогою пакету
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GoFKernel середовища R.

c 𝛾1 𝛾2 Асиметрiя Bowley Ексцес Moors
1 5 0,2 0,1264 2,0283
1 5 0,5 0,0731 2,0369
1 10 0,5 0,0606 2,0795
1 5 1 0,0316 2,0927
1 7 7 0 2,3332
1 1 10 -0,0123 2,1278
1 10 10 0 2,3125
2 5 0,2 0,1947 1,9143
2 5 5 0 2,4767
2 10 5 -0,0095 2,5943
2 0,2 10 -0,2144 2,0177
2 7 10 0,0106 2,6429
5 5 0,2 0,2409 1,7002
5 10 0,2 0,2630 1,7154
5 10 5 0,0445 2,4860
5 7 7 0 2,4966
5 10 7 0,0216 2,7507
5 10 10 0 3,0221
10 5 0,2 0,2544 1,6435
10 10 0,2 0,2753 1,6471
10 10 0,5 0,2162 1,5199
10 5 1 0,1354 1,4798
10 10 1 0,1694 1,4821
10 10 10 0 2,0604

Табл. 3: Значення асиметрiї Bowley та ексцеса Moors

3. Пiдгонка до реальних даних.

Покажемо, що p-узагальнений розподiл Кошi може використовуватися
для моделювання реальних даних.

Розглянемо набiр даних вартостi акцiй фiрми PDD (див. [14]) з 15.07.2022 р.
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до 08.11.2022 р. Прологарифмуємо цей ряд i знайдемо його прирости, отри-
маний часовий ряд позначимо PDD. Значущi автокореляцiї у рядi PDD
вiдсутнi.

Порiвняємо за допомогою статистики AIC якiсть пiдгонки для p-уза-
гальненого розподiлу Кошi та наступних конкуруючих сiмей розподiлiв:
розподiлу Кошi; асиметричного розподiлу Кошi (skew-Cauchy distribution),
див. [2]; узагальненого логiстичного розподiлу I-го типу (type I generalized
logistic distribution), див. [4]; а також гiперболiчного розподiлу, див. [5] та
[12] (гл. 6). Нами використовується варiант статистики AIC, який означа-
ється формулою

AIC = −2(𝑙 − 𝑝),

де 𝑙 — логарифмiчна функцiя максимальної правдоподiбностi, 𝑝 — кiль-
кiсть параметрiв розподiлу. Результати наведенi у табл. 4. (При пiдгонцi
цих розподiлiв були використанi наступнi пакети середовища R: fitdistr-
plus, sn, glogis, GeneralizedHyperbolic.)

Розподiл AIC
p-узагальнений Кошi -254,596
Кошi -241,144
Асиметричний Кошi -239,388
Узагальнений логiстичний -253,699
Гiперболiчний -252,133

Табл. 4: Результати пiдгонки.

Таким чином, p-узагальнений розподiл Кошi по якостi пiдгонки пере-
вершує усiх своїх конкурентiв.

Висновки

Нами введено новий iмовiрнiсний розподiл — p-узагальнений розподiл
Кошi (який являє собою модифiкацiю класичного розподiлу Кошi) i роз-
глянуто його властивостi. Зокрема, знайдено моменти дробового порядку
та певнi узагальненi неповнi моменти. Дослiджено робастнi стандартизо-
ванi моменти 3-го та 4-го порядку. Продемонстровано, що p-узагальнений
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розподiл Кошi може використовуватися для моделювання приростiв лога-
рифмiв часових рядiв цiн акцiй.
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Statistics. Theory and Methods. — 2011. — Vol. 40(21). — P. 3764–3776.

9. Gradshteyn I. S. Table of Integrals, Series, and Products / I. S. Gradshteyn, I. M.
Ryzhik. — Amsterdam: Elsevier, 2007. — 1171 p.

10. Huang W. J. Generalized skew-Cauchy distribution / W. J. Huang, Y. H. Chen //
Statistics & Probability Letters. — 2007. — Vol. 77. — P. 1137–1147.

11. Jayakumar K. On a new generalization of Cauchy distribution / K. Jayakumar, K.
Fasna // Asian Journal of Statistical Sciences. — 2022. — Vol. 2(1). — P. 61–81.

12. Handbook of Heavy Tailed Distributions in Finance, Book 1 / editor: S.T
Rachev. — Amsterdam: Elsevier, 2003. — 704 p.

13. Moors J. J. A. A quantile alternative for kurtosis / J. J. A. Moors // Journal of the
Royal Statistical Society: Series D (The Statistician). — 1988. — Vol. 37(1). — P. 25–32.

14. PDD. PDD Holdings Inc. (PDD). — Regime of access:
https://finance.yahoo.com/quote/PDD,

15. Arnold B. C. Univariate and Bivariate Models Related to the Generalized Epsilon–
Skew–Cauchy Distribution / B. C. Arnold, H. W. Gómez, H. Varela, I. Vidal //
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Turchyn I.
A new generalization of Cauchy distribution

Summary

A new heavy-tailed distribution is considered in this paper: the 𝑝-generalized
Cauchy distribution. This new 5-parameter distribution family is substan-
tially more flexible than than the classical Cauchy distribution, it contains, in
particular, asymmetric distributions. Various numerical characteristics of the
new distribution are considered, among them are fractional order moments and
“twice incomplete” moments. There were obtained also (using numerical meth-
ods) values of quantile-based standardized moments of higher orders: Bowley’s
skewness and Moors’ kurtosis. Suitability of the 𝑝-generalized Cauchy distri-
bution for modeling real data was confirmed by fitting this distribution to a
series of log returns of stock prices. The 𝑝-generalized Cauchy distribution had
the smaller value of the AIC statistic than the Cauchy distribution, the skew-
Cauchy distribution, the generalized logistic distribution and the hyperbolic
distribution.
Key words: Cauchy distribution, incomplete moments, Bowley’s skewness,
Moors’ kurtosis.
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АСИМПТОТИЧНЕ ЗОБРАЖЕННЯ ДЕЯКИХ КЛАСIВ
РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ ТРЕТЬОГО
ПОРЯДКУ

У роботi, використовуючи априорнi властивостi класу 𝑃𝜔(𝜆0)–розв’язкiв, встановлю-
ються умови iснування одного класу розв’язкiв у двочленного неавтономного дифе-
ренцiального рiвняння третього порядку з нелiнiйнiстю, близькою у деякому сенсi до
лiнiйної, у критичному випадку, а саме коли 𝜆0 = ±∞. Отримано асимптотичнi при
𝑡 ↑ 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) зображення для таких розв’язкiв та їх похiдних першого та друго-
го порядку у випадку 𝜆0 = ±∞. Доведенi для нелiнiйного рiвняння леми та теореми
перенесено на лiнiйнi диференцiальнi рiвняння третього порядку з асимптотично мали-
ми коефiцiєнтами. Перенесенi результати не суперечать, та, в деякiй мiрi, доповнюють
вiдомi результати щодо асимптотичного поводження розв’язкiв лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь третьго порядку.
MSC: 34D05, 34E05.
Ключовi слова: рiвняння третього порядку, асимптотичнi зображення, помiрно змiн-
на нелiнiйнiсть, iснування розв’язкiв.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).305268.

Вступ

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦| ln |𝑦||𝜎, (1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝜎 ∈ R, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[−неперервна функцiя, −∞ <

𝑎 < 𝜔 ≤ +∞∗

Це рiвняння належить до класу рiвнянь виду

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡) 𝜙(𝑦), (2)

∗Вважаємо, що 𝑎 > 1 при 𝜔 = +∞ i 𝜔 − 𝑎 < 1 при 𝜔 < +∞.

Надiйшла 25.04.2023 © Шарай Н. В., Шинкаренко В. М., 2023
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де функцiя 𝜙(𝑦) є правильно змiнна порядку 𝛾 у випадках коли 𝑦 → 0,
або коли 𝑦 → ±∞, а також неперервна в односторонньому околi однiєї
iз зазначених особливих точок. Виявлений вченими iнтерес до вивчення
асимптотичних властивостей розв’язкiв таких рiвнянь зумовлений насам-
перед тим, що через властивостi функцiй, що правильно змiнюються (див.,
наприклад, монографiю Е. Сенета [1]) вони є у деякому сенсi асимптотично
близькими для 𝛾 ̸= 1 до узагальненого рiвняння типу Емдена-Фаудера

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝛾sign𝑦,

а для 𝛾 = 1 – до лiнiйного диференцiального рiвняння

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦, (3)

огляд численних дослiджень яких мiститься в добре вiдомiй монографiї
I. Т. Кiгурадзе i Т. А. Чантурiя [2].

Серед робiт присвячених вивченню асимптотичної поведiнки розв’язкiв
диференцiального рiвняння (2) особливо слiд вiдзначити для випадку 𝑛 ≥
2 роботу В.М.Євтухова та А.М. Самойленка [3]. Однак, наведенi в цiєї та
iнших статтях результати не охоплюють рiвняння виду (1), яке є асим-
птотично близьким при 𝑦 → 0 i 𝑦 → ±∞ до лiнiйного диференцiального
рiвняння (3).

Розв’язок 𝑦 рiвняння (1), заданий i вiдмiнний вiд нуля на промiжку
[𝑡𝑦, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[, називається 𝑃𝜔(𝜆0) - розв’язком, якщо вiн задовольняє на-
ступним умовам:

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

{︃
або 0,

або±∞
(𝑘 = 0, 1, 2), lim

𝑡↑𝜔

(𝑦′′(𝑡))2

𝑦′′′(𝑡)𝑦′(𝑡)
= 𝜆0 (4)

В роботах [4–6] для рiвняння (1) були встановленi умови iснуванняя
𝑃𝜔(𝜆0)-розв’язкiв у випадку, якщо 𝜆0 ∈ R, а також були одержани асим-
птотичнi розвинення для таких розв’язкiв та їх похiдних до другого по-
рядку включно. При цьому встановлена кiлькiсть розв’язкiв iз знайденими
асимптотичними зображеннями.

Метою даної роботи є встановлення необхiдних та достатнiх умов iсну-
вання у диференцiального рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝜆0)-розв’язкiв в особливому
випадку, коли 𝜆0 = ±∞, а також одержання асимптотичних при 𝑡 ↑ 𝜔 зо-
бражень для таких розв’язкiв та їхнiх похiдних до другого порядку вклю-
чно.
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Допомiжнi твердження
Для встановлення основного результату знадобляться двi вiдомi допо-

мiжнi леми, одна iз яких стосується апрiорних асимптотичних властиво-
стей 𝑃𝜔(±∞)- розв’язкiв, а друга — iснування зникаючих в особливiй точцi
розв’язкiв у системах квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь.

Щоб сформулювати перший iз них, введемо необхiдну надалi функцiю

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞.

З Леми 10.4 працi В.М.Євтухова [7] (Гл.3, §10, стр. 141–142) (див. також
лему 2.1 з працi В.М.Євтухова та А.М. Самойленко [3]) випливає наступне
твердження.

Лема 1. Кожний 𝑃𝜔(±∞) розв’язок диференцiального рiвняння (1) задо-
вольняє при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичним спiввiдношенням

𝑦(𝑘−1)(𝑡) ∼ [𝜋𝜔(𝑡)]
(3−𝑘)

(3− 𝑘)!
𝑦′′(𝑡), (𝑘 = 1, 2), 𝑦′′′(𝑡) = 𝑜

(︂
𝑦′′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)

)︂
. (5)

Далi, розглянемо систему квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь

𝜐′𝑘 = ℎ𝑘(𝑡)

[︃
𝑓𝑘(𝑡, 𝜐1, . . . , 𝜐𝑛) +

3∑︁
𝑖=1

𝑐𝑘𝑖𝜐𝑖

]︃
(𝑘 = 1, 2, 3) (6)

в якiй 𝑐𝑘𝑖 ∈ R (𝑘, 𝑖 = 1, 2, 3), ℎ𝑘 : [𝑡0, 𝜔[−→ R∖{0} - неперервнi функцiї, 𝑓𝑘:
[𝑡0, 𝜔[×R3

1
2

(𝑘 = (1, 2, 3) —неперервнi функцiї, якi задовольняють умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑘(𝜏, 𝜐1, 𝜐2, 𝜐3) = 0 рiвномiрно по (𝜐1, 𝜐2, 𝜐3) ∈ R3
1
2

(7)

де R3
1
2

=
{︀
(𝜐1, 𝜐2, 𝜐3) ∈ R3 : |𝜐𝑖| ≤ 1

2 (𝑖 = 1, 2, 3)
}︀
.

В силу теореми 2.1 з роботи В.М. Євтухова та А.М. Самойленка [8] для
системи диференцiальних рiвнянь виду (6) має мiсце наступне тверджен-
ня.

Лема 2. Нехай

𝑐𝑘𝑘 ℎ𝑘(𝑡) ̸= 0 коли 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[,

𝜔∫︁
𝑡0

ℎ𝑘(𝑡)𝑑𝑡 = ±∞ (𝑘 = 1, 2, 3) (8)
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i постiйнi 𝐵0
𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3), якi визначаються (починаючи з 𝑘 = 3 ) реку-

рентними спiввiдношеннями

𝐵0
𝑘 =

1

|𝑐𝑘𝑘|

⎛⎝𝑘−1∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑘𝑗 |+
3∑︁

𝑗=𝑘+1

𝐵0
𝑗 |𝑐𝑘𝑗 |

⎞⎠ (9)

задовольняє нерiвностям 𝐵0
𝑘 < 1 при усiх 𝑘 ∈ {1, 2, 3}. Тодi система

диференцiальних рiвняннь (5) має принаймнi один розв’язок (𝜐𝑘)
3
𝑘=1 :

[𝑡1, 𝜔[−→ R3, де 𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[, яке прямує до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔, причому таких
розв’язкiв iснує цiле m - параметричне сiмейство, якщо серед функцiй
𝑐𝑘𝑘ℎ𝑘(𝑡)(𝑘 ∈ {1, 2, 3}) є m функцiй, якi є вiд’ємними на промiжку [𝑡0, 𝜔[.

Основнi результати

Введемо функцiю I наступним чином

𝐼(𝑡) =
𝑡∫︀
𝑎
𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)| ln |𝜋𝜔(𝜏)||𝜎𝑑𝜏.

Теорема 1. Для iснування у диференцiального рiвняння (1) 𝑃𝜔(±∞) роз-
в’язку необхiдно й достатньо виконання умов

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎 = 0, lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡) = ±∞ (10)

причому кожне таке рiшення допускає при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображе-
ння

𝑦(𝑘−1)(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
=

[𝜋𝜔(𝑡)]
3−𝑘

(3− 𝑘)!
[1 + 𝑜(1)] (𝑘 = 1, 2), (11)

ln |𝑦′′(𝑡)| = 𝛼0 2
𝜎−1 𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)] (12)

Бiльш того, при виконаннi умов (10) у диференцiального рiвняння (1) у
випадку 𝜔 = +∞ iснує трьохпараметричне сiмейство розв’язкiв, що до-
пускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (11), (12), а у випадку
𝜔 < +∞ - однопараметричне сiмейство розв’язкiв iз такими зображен-
нями.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑦 : [𝑡𝑦, 𝜔[−→ R є довiльним 𝑃𝜔(±∞)

- розв’язком диференцiального рiвняння (1). Тодi, враховуючи означення
𝑃𝜔(𝜆0) - розв’язку iснує 𝑡0 ∈ [𝑡𝑦, 𝜔[ таке, що ln |𝑦(𝑡)| ≠ 0 на промiжку [𝑡0, 𝜔[,
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i згiдно з лемою 2.1 мають мiсце асимптотичнi спiввiдношення (5). Згiдно
першому з асимптотичних спiввiдношень (5) має мiсце асимптотичнi пред-
ставлення (11) i, зокрема, спiввiдношення виду

𝑦(𝑡) ∼ 𝜋2𝜔(𝑡)

2
𝑦′′(𝑡), 𝑦′(𝑡) ∼ 𝜋𝜔(𝑡) 𝑦′′(𝑡) при 𝑡 ↑ 𝜔.

Наслiдком вищевказаних асимптотичних зображень є наступне спiввiдно-
шення

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
∼ 2

𝜋𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔,

i тому ln |𝑦(𝑡)| ∼ 2 ln |𝜋𝜔(𝑡)| при 𝑡 ↑ 𝜔.

Враховуючи цi асимптотичнi спiввiдношення з (1) отримуємо

𝑦′′′(𝑡) =
𝛼0

2
𝑝(𝑡)𝜋2𝜔(𝑡)|2 ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎𝑦′′(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

тобто

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
= 𝛼0 2𝜎−1𝑝(𝑡)𝜋2𝜔(𝑡) |ln |𝜋𝜔(𝑡)||

𝜎 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (13)

З цього спiввiдношення та останнього з формул (5) випливає справе-
дливiсть першої з умов (10). Крiм того, iнтегруючи (13) на промiжку вiд
𝑡0 до 𝑡, отримаємо

ln
⃒⃒
𝑦′′(𝑡)

⃒⃒
= 𝑐+ 𝛼0|2|𝜎−1

𝑡∫︁
𝑡0

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏) |ln |𝜋𝜔(𝜏)||
𝜎 [1 + 𝑜(1)]𝑑𝜏,

де 𝑐 —деяка дiйсна стала.

Оскiльки тут згiдно з означенням 𝑃𝜔 (𝜆0) - розв’язку лiва частина пря-
мує до ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔, то виконується друга з умов (10) i тому при 𝑡 ↑ 𝜔
має мiсце асимптотичне зображення (12).

Достатнiсть. Нехай виконуються умови (10). Покажемо, що в цьому
випадку у диференцiального рiвняння (1) iснує 𝑃𝜔(±∞) - розв’язки, що
допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (11), (12), та з’ясуємо
питання щодо кiлькостi розв’язкiв з такими зображеннями.

Застосовуючи до рiвняння (1) перетворення
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𝑦(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
=

[𝜋𝜔(𝑡)]
2

2
[1 + 𝑤1(𝑡)] ,

𝑦′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
= 𝜋𝜔(𝑡) [1 + 𝑤2(𝑡)] ,

ln
⃒⃒
𝑦′′(𝑡)

⃒⃒
= 𝛼0|2|𝜎−1𝐼(𝑡) [1 + 𝑤3(𝑡)] ,

(14)

отримаємо систему диференцiальних рiвнянь

𝑤′
1 =

2 (𝑤2 − 𝑤1)

𝜋𝜔(𝑡)
− (1 + 𝑤1)

2 𝛼02
𝜎−1𝑝(𝑡)𝜋2𝜔(𝑡) |ln |𝜋𝜔(𝑡)||

𝜎 ×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒1 + ln

⃒⃒
1+𝑤1

2

⃒⃒
2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|

+
𝛼02

𝜎−2𝐼(𝑡) (1 + 𝑤3)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜎

,

𝑤′
2 = −

1

𝜋𝜔(𝑡)
𝑤2 − (1 + 𝑤2) (1 + 𝑤1)𝛼02

𝜎−1𝑝(𝑡)𝜋2𝜔(𝑡) |ln |𝜋𝜔(𝑡)||
𝜎 ×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒1 + ln

⃒⃒
1+𝑤1

2

⃒⃒
2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|

+
𝛼02

𝜎−2𝐼(𝑡) (1 + 𝑤3)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜎

,

𝑤′
3=−

𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)
(1 + 𝑤3)+

𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)
(1 + 𝑤1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1+ ln

⃒⃒⃒
(1+𝑤1)

2

⃒⃒⃒
ln |𝜋2𝜔(𝑡)|

+
𝛼02

𝜎−1𝐼(𝑡) (1 + 𝑤3)

ln |𝜋2𝜔(𝑡)|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜎

Вважаючи, що функцiї ℎ(𝑡), 𝐻(𝑡), 𝛿𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2.3) набувають вигляду

ℎ(𝑡) =
1

𝜋𝜔(𝑡)
, 𝐻(𝑡) =

𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)

𝛿1(𝑡) = 𝛼0 2𝜎−1𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)| ln |𝜋𝜔(𝑡)||
𝜎 , 𝛿2 (𝑡, 𝑤1) =

ln
⃒⃒
1+𝑤1

2

⃒⃒
2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|

,

𝛿3 (𝑡, 𝑤3) =
𝛼0 2𝜎−1𝐼(𝑡) (1 + 𝑤3)

2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|
,

перепишемо цю систему у виглядi⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑤′
1 = ℎ(𝑡)

[︀
𝑓1 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3)− 2𝑤1 + 2𝑤2

]︀
,

𝑤′
2 = ℎ(𝑡)

[︀
𝑓2 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤23)− 𝑤3

]︀
,

𝑤′
3 = 𝐻(𝑡)

[︀
𝑓3 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) + 𝑤1 − 𝑤3

]︀
.

(15)

де функцiїї 𝑓𝑘 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) , (𝑘 = 1, 2, 3) мають вигляд

𝑓1 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = −𝛿1(𝑡) (1 + 𝑤1) (1 + 𝑤2) |1 + 𝛿2 (𝑡, 𝑤1) + 𝛿3 (𝑡, 𝑤3)|𝜎 ,

𝑓2 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = −𝛿1(𝑡) (1 + 𝑤2) (1 + 𝑤1) 𝛿1(𝑡) |1 + 𝛿2 (𝑡, 𝑤1) + 𝛿3 (𝑡, 𝑤3)|𝜎 ,

𝑓3 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = (1 + 𝑤1) [−1 + |1 + 𝛿2 (𝑡, 𝑤1) + 𝛿3 (𝑡, 𝑤3)|𝜎] .
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Оскiльки ln |𝜋𝜔(𝑡)| −→ ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔, та виконуються умови (10) то в силу
правила Лопiталя

lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
= lim

𝑡↑𝜔
𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡) |ln |𝜋𝜔(𝑡)||

𝜎 = 0

то для функцiй 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3 мають мiсце граничнi спiвiдношення

lim
𝑡↑𝜔

𝛿1(𝑡) = 0, lim
𝑡↑𝜔

𝛿2 (𝑡, 𝑤1) = 0 рiвномiрно по 𝑤1 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
(16)

lim
𝑡↑𝜔

𝛿3 (𝑡, 𝑤3) = 0 рiвномiрно по 𝑤3 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
. (17)

Тому в системi (15) функцiї 𝑓𝑘 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) , (𝑘 = 1, 2, 3) такi, що викону-
ється

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑘 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = 0, (𝑘 = 1, 2, 3) рiвномiрно по (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ R3
1
2

де множина R3
1
2

визначається наступним чином

R3
1
2

=

{︂
(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ R3 : |𝑤𝑖| ≤

1

2
, 𝑖 = 1, 2, 3

}︂
Далi, враховуючи умови (16), (17) виберемо число 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[ таким,

щоб виконувалася нерiвнiсть

|𝛿2 (𝑡, 𝑤1)|+ |𝛿3 (𝑡, 𝑤3)| ≤
1

2
при 𝑡 ∈

[︂
𝑡0, 𝜔

[︂
i 𝑤1, 𝑤3 ∈

[︂
−1

2
,
1

2

]︂
,

та розглянемо систему (15) на множинi Ω =
[︁
𝑡0, 𝜔

[︁
×R3

1
2

. На цiй множинi
система (15) є системою типа (6).

Приведемо її до виду, що допускає застовуання леми 2.2. Для цього,
обрав довiльним чином число 0 < 𝜀 < 1, систему рiвнянь (15) за допомогою
додаткового перетворення

𝜔𝑘(𝑡) = 𝜀𝜐𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, 2), 𝜔3(𝑡) = 𝜐3(𝑡) (18)

приведемо до системи диференцiйних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜐′1 = ℎ(𝑡) [𝑓1 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3)− 2𝜐1 + 2𝜐2] ,

𝜔′
2 = ℎ(𝑡) [𝑓2 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3)− 𝜐2] ,

𝜐′3 = 𝐻(𝑡) [𝑓3 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3) + 𝜀𝜐1 − 𝜐3] ,

(19)
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де функцiї 𝑓𝑘 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3) (𝑘 = 1, 2, 3) набувають вигляду

𝑓𝑘 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3) =
1

𝜀
𝑓𝑘 (𝑡, 𝜀𝑣1, 𝜀𝑣2, 𝑣3) (𝑘 = 1, 2),

𝑓3 (𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 𝑓3 (𝑡, 𝜀𝑣1, 𝜀𝑣2, 𝑣3)

Тут, з огляду на граничнi умови (16), (17)

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑘 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3) = 0 (𝑘 = 1, 2, 3) рiвномiрно за (𝜐1, 𝑣2, 𝜐3) ∈ R3
1
2

Покажемо, що для цiєї системи типу (6) виконанi всi умови леми 2.2. З
огляду на вигляд функцiй 𝜋𝜔(𝑡), 𝐼(𝑡) i другої з умов (10)

𝑡∫︁
𝑡0

ℎ(𝜏)𝑑𝜏 ∼ ln | 𝜋𝜔(𝑡) | → ±∞,
𝑡∫︁

𝑡0

𝐻(𝜏)𝑑𝜏 ∼ ln |𝐼(𝑡)| → +∞ при 𝑡 ↑ 𝜔

Окрiм того, в системi рiвнянь

𝑐𝑘𝑘ℎ𝑘(𝑡) = −
3− 𝑘
𝜋𝜔(𝑡)

при 𝑘 = 1, 2 та 𝑐33ℎ3(𝑡) = −𝐻(𝑡),

при цьому виконується

sign[𝑐𝑘𝑘ℎ𝑘(𝑡)] = −sign 𝜋𝜔(𝑡) (𝑘 = 1, 2), sign [𝑐33ℎ3(𝑡)] = −1

Сталi 𝐵0
𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3) з леми 2.2, визначенi (починаючи з 𝑘 = 3 реку-

рентними спiввiдношеннями (2.5), для системи (19) приймають наступнi
значення

𝐵0
3 = 𝜀,𝐵0

𝑘 = 0 (𝑘 = 1, 2).

Оскiльки 0 < 𝜀 < 1, то 𝐵0
𝑘 < 1 для всiх 𝑘 = 1, 2, 3

Отже для системи диференцiйних рiвнянь (19) виконанi усi умови леми
2.2. Згiдно з цiєю лемою система диференцiальних рiвнянь (19) має хоча б
один розв’язок (𝑣𝑘)

3
𝑘=1 : [𝑡1, 𝜔]→ R3(𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔]), який прямує до нуля при

𝑡 ↑ 𝜔.
Крiм того, оскiльки 𝑐33ℎ3(𝑡) < 0 та sign[𝑐𝑘𝑘ℎ𝑘(𝑡)] = −sign[𝜋𝜔(𝑡)] при 𝑘 =

1, 2, то на пiдставi цiєї ж леми, у системи рiвнянь (19) у випадку 𝜔 = ±∞
iснує трьохпараметричне сiмейство зникаючих на нескiнченностi розв’язкiв,
а у випадку 𝜔 < +∞ у неї iснує однопараметричне сiмейство зникаючих у
точцi 𝜔 розв’язкiв.
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Кожному з прямуючих до нуля розв’язкiв (𝑣𝑘)
3
𝑘=1 : [𝑡1, 𝜔]→ R3 системи

диференцiальних рiвнянь (19) з огляду замiни (18) та (14) вiдповiдає роз-
в’язок 𝑦 : [𝑡1, 𝜔]→ R диференцiального рiвняння (1), що допускає при 𝑡 ↑ 𝜔
асимптотичне зображення (11) - (12). Використовуючи цi зображення та
умови (10) неважко також переконатися в тому, що кожний такий роз-
в’язок є 𝑃𝜔 (±∞) - розв’язком диференцiального рiвняння (1). Теорема
доведена повнiстю.

При 𝜎 = 0, тобто для випадку лiнiйного диференцiального рiвняння
(3) з теореми 3.1 випливає наступне твердження

Наслiдок 1.
Для iснування у лiнiйного диференцiального рiвняння (3) 𝑃𝜔(±∞)-

розв’язку необхiдно й достатньо, щоб виконувались умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡) = 0,

𝜔∫︁
𝑎

𝑝(𝑡)𝜋2𝜔(𝑡)𝑑𝑡 = ±∞. (20)

Для кожного такого розв’язку має мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зобра-
ження

𝑦(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
=

[𝜋𝜔(𝑡)]
2

2
[1 + 𝑜(1)]

𝑦′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
= 𝜋𝜔(𝑡) [1 + 𝑜(1)] (21)

ln | 𝑦′′(𝑡) | = 𝛼0

2

𝑡∫︁
𝑎

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)] . (22)

Бiльш того, при виконаннi умов (20) у диференцiального рiвняння (3)
у випадку, коли 𝜔 = +∞ iснує 𝑛 - параметричне сiмейство 𝑃𝜔(±∞) -
розв’язкiв з зображеннями (21) - (22), а у випадку 𝜔 <∞таких розв’язкiв
iснує однопараметричне сiмейство.

Дана теорема у випадку 𝜔 = +∞ доповнює результати для лiнiйних
диференцiальних рiвнянь з асимптотично малими коефiцiєнтами, наведенi
в монографiї I.Т. Кiгурадзе та Т.А. Чантурiя [2] (див. Гл. 1, §6, п. 6.5, стор.
184–186).

Висновки

У роботi для двочленного неавтономного диференцiального рiвнян-
ня третього порядку (1) встановлено асимптотичну поведiнку при 𝑡 ↑ 𝜔
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(𝜔 ≤ +∞), 𝑃𝜔(𝜆0)–розв’язкiв в особливому випадку, а саме коли 𝜆0 = ±∞.
Також отримано необхiднi та достатнi умови iснування таких розв’язкiв та
вирiшено питання стосовно їх кiлькостi Доведена теорема доповнює отри-
манi ранiше результати стосовно асимптотики розв’язкiв рiвняння (1).

Зауважимо, що встановленi зображення не суперечать асимптотичним
спiввiдношенням, отриманим у роботах [9], [10] для асимптотично близь-
кого до (1) рiвняння третього порядку.

Подальшим кроком дослiдження асимптотичних властивостей 𝑃𝜔(±∞)–
розв’язкiв рiвняння (1) вбачаємо в отриманнi асимптотики бiльш загаль-
ного вигляду за умови додаткових обмежень на функцiю 𝑝(𝑡).
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Sharai N. V., Shinkarenko V. M.
Asymptotic representation of solutions close to linear differ-

ential equations of the third order

Summary

In the work, using the a priori properties of the 𝑃𝜔(𝜆0) class of solutions,
the conditions for the existence of one class of solutions in the binomial non-
autonomous of a differential equation of the third order with a nonlinearity
close in some sense to linear, in the critical case, namely when 𝜆0 = ±∞.
Asymptotic at 𝑡 ↑ 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) images for such solutions and their derivatives
of the first and second order in the case 𝜆0 = ±∞. Proven for of the nonlin-
ear equation, the lemma and the theorem are transferred to linear differential
equations of the third order with asymptotically small coefficients. The trans-
ferred results do not contradict, and to some extent, complement known results
regarding the asymptotic behavior of solutions of linear differential equations
of the third order.
Key words: equations of the third order, asymptotic images, moderately vari-
able nonlinearity, existence of solutions.
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ОПЕРАЦIЇ НАД БЛОЧНИМИ ПРЕДИКАТНИМИ МАТРИЦЯМИ

В данiй статтi розглянуто можливiсть виконання основних логiчних операцiй над
матрицями, якi роздiлено на прямокутнi блоки в якiйсь довiльний спосiб. Отриманi
результати проiлюстрованi на прикладi предикатних логiчних матриць, що заданi над
полем скiнченних предикатiв довiльної арностi. Також обґрунтовано можливiсть роз-
повсюдити отриманi результати на булевi матрицi (вважається, що їх задано над полем
скiнченних предикатiв нульової арностi). В той же час з використанням апарату бага-
тозначної логiки, вiдштовхуючись вiд булевих логiчних матриць, отриманi результати
можна розповсюдити на дослiдження логiчних об’єктiв, що не є булевими. Блочне роз-
дiлення матриць дозволяє розбивати iнформацiю, подану у матричному виглядi, на
частини, обробляти їх окремо, а потiм поєднувати в єдине цiле, дотримуючись певних
правил та обмежень, що описанi в данiй статтi. Цi методи можуть знайти своє засто-
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У класичнiй лiнiйнiй алгебрi широко використається апарат матриць. Але класична
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аналогiєю з класичною лiнiйною алгеброю, будує тi ж самi моделi за допомогою дис-
кретних об’єктiв, що мають логiчну структуру i пiдкоряються вiдповiдним законам.
Це призводить до суттєвих вiдмiнностей у функцiонуваннi побудованих моделей. Да-
на стаття присвячена матрицям, в якостi елементiв для яких взято елементарнi логiчнi
елементи, а саме скiнченнi предикати довiльної арностi. В роботi дослiдженi властивостi
таких матриць та особливостi їх застосування за умови їх блочного подання. Також роз-
глянуто основнi операцiї над такими матрицями. Крiм звичайних операцiй, що мають
мiсце в класичнiй лiнiйнiй алгебрi, логiчнi структури дозволяють виконувати це декiль-
ка операцiй. Особливу увагу придiлено операцiї добутку блочних предикатних матриць
з урахуванням їх особливостей, пов’язаних з логiчною структурою таких об’єктiв.
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Вступ

Устоянi уявлення про математичну логiку як про науку, що вивчає
закони мислення iз застосуванням апарата математики, головним чином,
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для потреб самої математики, у сучасних умовах стає занадто вузьким [1].
Сьогодення ставить перед наукою все бiльшу кiлькiсть задач, пов’язаних iз
комп’ютеризацiєю. Саме потреби комп’ютерної обробки iнформацiї потре-
бують дослiдження можливостей матричного вирахування для матриць
логiчного типу. Такi матрицi мають дуже широке застосування. Ними мо-
жна подавати, наприклад, основнi операцiї над графами [2]. Також ло-
гiчнi конструкцiї використовуються для побудови математичних моделей
природної мови [3]. Тому актуальною є задача створення математичного
апарату, який би дозволяв обробляти матрицi, елементами яких є об’єкти
довiльної логiчної природи за аналогiєю iз звичайним алгебраїчним ма-
тричним апаратом.

1. Попереднi результати

Розрiзняють логiчнi матрицi двох типiв: булевi та предикатнi.

Означення 1. Матриця називається булевою, якщо її елементами є логi-
чнi скаляри iз поля 𝐾 = {0, 1} [3].

Тобто елементами булевої матрицi є нулi та одиницi. Наприклад, буле-
вою буде матриця [2]

𝐴 =

⎛⎜⎝1 0 1

1 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠
Означення 2. Матриця називається предикатною, якщо усi її елементи
узято iз одного й того ж поля скiнченних предикатiв довiльної арностi [3].

Означення 3. Скiнченним 𝑛-мiсним предикатом (предикатом арностi 𝑛)
над деяким алфавiтом𝐺 називається будь-яка функцiя 𝑓=𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
вiд 𝑛 аргументiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 заданих на множинi𝐺, що приймає значення
iз двохелементної множини 𝐾 = {0, 1}.

Булевi матрицi можна розглядати як окремий випадок предикатних
матриць. При цьому можна вважати, що арнiсть предикатiв, що складають
скалярне поле, дорiвнює нулю.

Часто iнформацiя для обробки надається частинами, кожна з яких мо-
же оброблятися як окремо, так i як складова цiлiсної системи. Поєднання
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цих частин задля сумiсної обробки дозволяє зробити апарат блочних ма-
триць.

Основнi результати

Вiзьмемо довiльну логiчну матрицю 𝐴[4] та подiлимо її на частини
горизонтальними та вертикальними прямими лiнiями. Отриманi частини
можна розглядати як логiчнi матрицi меншої розмiрностi, якi, в свою чер-
гу, є елементами початкової матрицi 𝐴.

Означення 4. Прямокутнi частини, на якi можна подiлити довiльну ло-
гiчну матрицю 𝐴, якi при цьому не перетинаються мiж собою, але сукупно
утворюють всю вказану матрицю, називаються клiтками або блоками ма-
трицi 𝐴.

Означення 5. В свою чергу, матриця 𝐴, яку роздiлено в описаний спосiб,
називається блочною.

Iснує декiлька варiантiв розбиття однiєї й тiєї ж самої матрицi 𝐴 на
блоки [5]. Наприклад,

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 1

1 0 0 1

0 0 0 1

1 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 1

1 0 0 1

0 0 0 1

1 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 1

1 0 0 1

0 0 0 1

1 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
тощо.

Для блочних логiчних матриць мають мiсце тi ж самi властивостi, що й
для звичайних булевих та предикатних матриць. Операцiї над ними здiй-
снюються за тими ж правилами, що виконуються для звичайних логiчних
матриць [4]. Припустимо, що деяку логiчну матрицю 𝐴 роздiлено на блоки
в якiйсь один з можливих способiв:

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝐴11 . . . 𝐴1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚1 . . . 𝐴𝑚𝑛

⎞⎟⎠ .

Щоб виконати операцiю логiчного добутку на скаляр 𝛼 описаної матрицi
𝛼, треба виконати кон’юнкцiю логiчного скаляру 𝛼 з усiма елементами
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матрицi 𝐴, i як наслiдок, з усiма елементами кожного з її блокiв. Отже,

𝛼𝐴 = 𝛼

⎛⎜⎝ 𝐴11 . . . 𝐴1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚1 . . . 𝐴𝑚𝑛

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝛼𝐴11 . . . 𝛼𝐴1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝛼𝐴𝑚1 . . . 𝛼𝐴𝑚𝑛

⎞⎟⎠ .

Вiзьмемо за поле логiчних скалярiв множину одномiсних скiнченних
предикатiв, заданих над алфавiтом 𝐾 = 0, 1:

x 𝑃0(𝑥) 𝑃1(𝑥) 𝑃2(𝑥) 𝑃3(𝑥)

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Як було показано в [1], логiчнi операцiї над скiнченними предикатами
однакової арностi виконуються порозрядно.

Оберемо, наприклад, за логiчний скаляр 𝛼 = 𝑃2(𝑥) = (1 0). В якостi
матрицi, заданої над цим скалярним полем, розглянемо блочне розбиття
предикатної матрицi

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝑃1 𝑃2 𝑃3

𝑃0 𝑃2 𝑃1

𝑃3 𝑃1 𝑃0

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
0 1

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
0 0

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

(︃
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

)︃
.

Тодi маємо:

𝛼𝐴 =

(︃
𝛼𝐴11 𝛼𝐴12

𝛼𝐴21 𝛼𝐴22

)︃
=

⎛⎜⎜⎝𝑃2

(︃
𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃2

)︃
𝑃2

(︃
𝑃3

𝑃1

)︃
𝑃2

(︁
𝑃3 𝑃1

)︁
𝑃2

(︁
𝑃0

)︁
⎞⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎝
(︃
𝑃2 ∧ 𝑃1 𝑃2 ∧ 𝑃2

𝑃2 ∧ 𝑃0 𝑃2 ∧ 𝑃2

)︃ (︃
𝑃2 ∧ 𝑃3

𝑃2 ∧ 𝑃1

)︃
(︁
𝑃2 ∧ 𝑃3 𝑃2 ∧ 𝑃1

)︁ (︁
𝑃2 ∧ 𝑃0

)︁
⎞⎟⎟⎠ =
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=

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
0 0

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
0 0

)︁ (︁
0 0

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝑃0 𝑃2 𝑃2

𝑃0 𝑃2 𝑃0

𝑃2 𝑃0 𝑃0

⎞⎟⎠ .

Вiзьмемо тепер логiчну матрицю В, що має ту ж саму розмiрнiсть, що й
А, та роздiлену на блоки в спосiб, аналогiчний роздiленню матрицi А:

𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝐵11 . . . 𝐵1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .

𝐵𝑚1 . . . 𝐵𝑚𝑛

⎞⎟⎠ .

Згiдно з означенням диз’юнкцiї логiчних матриць [4], елементи матрицi
𝐶∨ = 𝐴 ∨ 𝐵 будуть дорiвнювати диз’юнкцiям їх вiдповiдних елементiв.
З цього випливає, що матриця С буде роздiленою на блоки так само, як i
матрицi А i В, причому її блоки будуть вiдповiдати результатам диз’юнкцiї
вiдповiдних блокiв матриць А i В, тобто

𝐶∨ =

⎛⎜⎝ 𝐶11 . . . 𝐶1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .

𝐶𝑚1 . . . 𝐶𝑚𝑛

⎞⎟⎠ = 𝐴 ∨𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝐴11 ∨𝐵11 . . . . . . . . . 𝐴1𝑛 ∨𝐵1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚1 ∨𝐵𝑚1 . . . 𝐴𝑚𝑛 ∨𝐵𝑚𝑛

⎞⎟⎠ .

Наприклад, для наведеної вище матрицi А та матрицi

𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝑃3 𝑃2 𝑃1

𝑃2 𝑃1 𝑃1

𝑃0 𝑃1 𝑃3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 1

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

(︃
𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

)︃
.

маємо:

𝐴 ∨𝐵 =

(︃
𝐴11 ∨𝐵11 𝐴12 ∨𝐵12

𝐴21 ∨𝐵21 𝐴22 ∨𝐵22

)︃
=

=

⎛⎜⎜⎝
(︃
𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃2

)︃
∨

(︃
𝑃3 𝑃2

𝑃2 𝑃1

)︃ (︃
𝑃3

𝑃1

)︃
∨

(︃
𝑃1

𝑃1

)︃
(︁
𝑃3 𝑃1

)︁
∨
(︁
𝑃0 𝑃1

)︁ (︁
𝑃0

)︁
∨
(︁
𝑃3

)︁
⎞⎟⎟⎠ =
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=

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎝(︁1 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁⎞⎠ ⎛⎝(︁1 1
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠(︁(︁

1 1
)︁ (︁

0 1
)︁)︁ (︁(︁

1 1
)︁)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 1

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝑃3 𝑃2 𝑃3

𝑃2 𝑃3 𝑃1

𝑃3 𝑃1 𝑃3

⎞⎟⎠ .

Згiдно з означенням кон’юнкцiї логiчних матриць [4], елементами матрицi
𝐶∧ = 𝐴 ∧ 𝐵 є результати кон’юнкцiй вiдповiдних елементiв матриць i .
З цього випливає, що роздiлення матрицi 𝐶∧ є таким самим, що й для
матриць i , причому її блоки дорiвнюють кон’юнкцiям вiдповiдних блокiв
матриць i , тобто

𝐶∧ =

⎛⎜⎝𝐶11 . . . 𝐶1𝑛

. . . . . . . . .

𝐶𝑚1 . . . 𝐶𝑚𝑛

⎞⎟⎠ = 𝐴 ∧𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝐴11 ∧𝐵11 . . . 𝐴1𝑛 ∧𝐵1𝑛

. . . . . . . . .

𝐴𝑚1 ∧𝐵𝑚1 . . . 𝐴𝑚𝑛 ∧𝐵𝑚𝑛

⎞⎟⎠
Для наведених вище матриць 𝐴 i 𝐵 їх кон’юнкцiєю буде

𝐴 =

(︃
𝐴11 ∧𝐵11 𝐴12 ∧𝐵12

𝐴21 ∧𝐵21 𝐴22 ∧𝐵22

)︃
=

=

⎛⎜⎜⎝
(︃
𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃2

)︃
∧

(︃
𝑃3 𝑃2

𝑃2 𝑃1

)︃ (︃
𝑃3

𝑃1

)︃
∧

(︃
𝑃1

𝑃1

)︃
(︁
𝑃3 𝑃1

)︁
∧
(︁
𝑃0 𝑃1

)︁ (︁
𝑃0

)︁
∧
(︁
𝑃3

)︁
⎞⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎝(︁0 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁⎞⎠ ∧
⎛⎝(︁1 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁⎞⎠ ⎛⎝(︁1 1
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠ ∧

⎛⎝(︁0 1
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠(︁(︁

1 1
)︁ (︁

0 1
)︁)︁
∧
(︁(︁

0 0
)︁ (︁

0 1
)︁)︁ (︁(︁

0 0
)︁)︁
∧
(︁(︁

1 1
)︁)︁

⎞⎟⎟⎟⎠ =



Операцiї над блочними предикатними матрицями 191

=

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎝(︁0 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
0 0

)︁⎞⎠ ⎛⎝(︁0 1
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠(︁(︁

0 0
)︁ (︁

0 1
)︁)︁ (︁(︁

0 0
)︁)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
0 1

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
0 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
0 0

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃0 𝑃1

𝑃0 𝑃1 𝑃0

⎞⎟⎠
Згiдно з означенням заперечення логiчних матриць [1], елементами ма-

трицi 𝐴 є заперечення вiдповiдних елементiв матрицi 𝐴, тобто 𝑎𝑖𝑗 . Отже,
заперечення блочної матрицi 𝐴 буде роздiлено на блоки так само, як i по-
чаткова матриця 𝐴, а її елементами будуть заперечення вiдповiдних блокiв
матрицi 𝐴, тобто

𝐴 =

⎛⎜⎝𝐴11 . . . 𝐴1𝑛

. . . . . . . . .

𝐴𝑚1 . . . 𝐴𝑚𝑛

⎞⎟⎠
Таким чином, для наведеної вище блочної предикатної матрицi маємо:

𝐴 =

(︃
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

)︃
=

⎛⎜⎜⎝
(︃
𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃2

)︃ (︃
𝑃3

𝑃1

)︃
(︁
𝑃3 𝑃1

)︁ (︁
𝑃0

)︁
⎞⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎝
(︃
𝑃 1 𝑃 2

𝑃 0 𝑃 2

)︃ (︃
𝑃 3

𝑃 1

)︃
(︁
𝑃 3 𝑃 1

)︁ (︁
𝑃 0

)︁
⎞⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎝
(︁
0 1

)︁ (︁
1 0

)︁
(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁
⎞⎟⎠

⎛⎜⎝
(︁
1 1

)︁
(︁
0 1

)︁
⎞⎟⎠(︂(︁

1 1
)︁ (︁

0 1
)︁)︂ (︂(︁

0 0
)︁)︂
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎝(︁1 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁⎞⎠ ⎛⎝(︁0 0
)︁(︁

1 0
)︁⎞⎠(︁(︁

0 0
)︁ (︁

1 0
)︁)︁ (︁(︁

1 1
)︁)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =
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=

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
0 0

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝑃2 𝑃1 𝑃0

𝑃3 𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃2 𝑃3

⎞⎟⎠
У випадку добутку блочних логiчних матриць аналогiя з добутком зви-

чайних логiчних матриць не є вже такою очевидною. Розглянемо логiчнi
матрицi А i B :

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1,1 𝐴1,2 · · · 𝐴1,𝑛

𝐴2,1 𝐴2,2 · · · 𝐴2,𝑛

...
...

. . .
...

𝐴𝑚,1 𝐴𝑚,2 · · · 𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵1,1 𝐵1,2 · · · 𝐵1,𝑝

𝐵2,1 𝐵2,2 · · · 𝐵2,𝑝

...
...

. . .
...

𝐵𝑛,1 𝐵𝑛,2 · · · 𝐵𝑛,𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
тобто роздiленi на блоки в такий спосiб, щоб кiлькiсть стовпцiв блоку

𝐴𝑖𝑗 збiгалася б з кiлькiстю рядкiв блоку 𝐵𝑗𝑘(𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑘 = 1, 𝑝). Iн-
шими словами, всi горизонтальнi розмiри в матрицi-лiвому множнику збi-
галися з вiдповiдними вертикальними розмiрами в матрицi-правому мно-
жнику [5]. Лише за умови дотримання цього правила розбиття

𝐶𝑗𝑘 = 𝐴𝑖1𝐵1𝑘 ∨𝐴𝑖𝑛𝐵𝑛𝑘

має сенс. Матрицi, роздiленi на блоки в описаний спосiб, перемножую-
ться аналогiчно до звичайних логiчних матриць.

Теорема. Блоки матрицi, що є результатом добутку блочних ло-
гiчних матриць А i В дорiвнюють диз’юнкцiям добуткiв блокiв рядкiв
матрицi А на блоки вiдповiдних стовпцiв матрицi В.

Доведення. Спочатку розглянемо випадок, коли матрицi А i B мають
по два блоки, тобто будемо доводити правило добутку блочних логiчних
матриць в наступному виглядi:

(𝐴1 𝐴2)

(︃
𝐵1

𝐵2

)︃
= 𝐴1𝐵1 ∨𝐴2𝐵2 (1)

Нехай 𝑎1𝑖𝑗 , 𝑎
2
𝑖𝑟, 𝑏

1
𝑗𝑡, 𝑏

2
𝑟𝑡– елементи матриць, що вiдповiдають блокам 𝐴1,

𝐴2, 𝐵1, 𝐵2 вiдповiдно
(︀
𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑟 = 1, 𝑠, 𝑡 = 1, 𝑝

)︀
. Виконуючи дiї,

вказанi в лiвiй частинi виразу (1), отримуємо елемент матрицi С=АВ, що
стоїть в i-тому рядку та t-тому стовпцi:
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𝑐𝑖𝑡 = 𝑎1𝑖1𝑏
1
1𝑡 ∨ · · · ∨ 𝑎1𝑖𝑛𝑏1𝑛𝑡 ∨ 𝑎2𝑖1𝑏21𝑡 ∨ · · · ∨ 𝑎2𝑖𝑠𝑏2𝑠𝑡

Обчислюючи елемент, що стоїть в i-тому рядку i t-тому стовпцi матри-
цi, записаної в правiй частинi виразу (1), ми отримаємо ту ж саму рiвнiсть,
що й для 𝑐𝑖𝑡, що й доводить рiвнiсть (1). Тепер доведемо правило добутку
блочних логiчних матриць в загальному випадку:

(𝐴1 𝐴2 · · ·𝐴𝐵)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵1

𝐵2

...
𝐵𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝐴1𝐵1 ∨𝐴2𝐵2 ∨ · · · ∨𝐴𝑛𝐵𝑛 (2)

де елементи 𝐴𝑖 та 𝐵𝑖 є окремими блоками. При 𝑛 = 2 ця формула є вже
доведеною вище рiвнiстю (1). Подальше доведення будемо проводити за
допомогою методу математичної iндукцiї. Припустимо, що для всiх 𝑛 =

𝑞−1 спiввiдношення (2) виконується. Доведемо його iстиннiсть для 𝑛 = 𝑞.
Для цього позначимо

𝑋 = (𝐴1 𝐴2 · · ·𝐴𝐵) , 𝑌 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵1

𝐵2

...
𝐵𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝐴1𝐵1 ∨𝐴2𝐵2 ∨ · · · ∨𝐴𝑛𝐵𝑛.

Тодi, згiдно з рiвнiстю (1), маємо:

(𝐴1 𝐴2 ... 𝐴𝑛)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵1

𝐵2

...
𝐵𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = (𝐴1 𝑋)

(︃
𝐵1

𝑌

)︃
=

= 𝐴1𝐵1 ∨𝑋𝑌 = 𝐴1𝐵1 ∨𝐴2𝐵2 ∨ . . . ∨𝐴𝑛𝐵𝑛.

В аналогiчний спосiб отримуємо рiвнiсть

𝐴(𝐵1 𝐵2 . . . 𝐵𝑛) = (𝐴𝐵1 𝐴𝐵2 . . . 𝐴𝐵𝑛) (3)
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та рiвнiсть ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1

𝐴2

...
𝐴𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1𝐵

𝐴2𝐵
...

𝐴𝑛𝐵

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (4)

Тепер iз рiвностей (2), (3) i (4) виводиться загальна формула

𝐴𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝐶11 . . . 𝐶1𝑝

. . . . . . . . . . . .

𝐶𝑚1 . . . 𝐶𝑚𝑝

⎞⎟⎠ . (5)

Для цього позначимо рядки блокiв матрицi 𝐴 через 𝐴1, ..., 𝐴𝑚, а стовпцi
блокiв матрицi 𝐵 через 𝐵1, ..., 𝐵𝑝. Згiдно з рiвнiстю (4), можна записати
наступне: ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝐴1

𝐴2

...
𝐴𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1𝐵

𝐴2𝐵
...

𝐴𝑚𝐵

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Якщо пiдставити в це спiввiдношення вираз для розбиття матрицi 𝐵, отри-
маємо

𝐴𝐵 =

⎛⎜⎝𝐴1(𝐵1 . . . 𝐵𝑝)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚(𝐵1 . . . 𝐵𝑝)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝐴1𝐵1 . . . 𝐴1𝐵𝑝

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚𝐵1 . . . 𝐴𝑚𝐵𝑝

⎞⎟⎠ . (6)

Але згiдно з рiвнiстю (2), отримуємо:

𝐴𝑖𝐵𝑘 = (𝐴𝑖1 . . . 𝐴𝑖𝑛)

⎛⎜⎜⎝
𝐵1𝑘

...
𝐵𝑛𝑘

⎞⎟⎟⎠ = 𝐴𝑖1𝐵1𝑘 ∨ . . . ∨𝐴𝑖𝑛𝐵𝑛𝑘 = 𝐶𝑖𝑘.

Якщо пiдставити цей результат до рiвностi (6), отримаємо спiввiдношення
(5). Отже, тим амим доведено правило добутку блочних логiчних матриць.
Теорему доведено.

Отже, для можливостi обчислення добутку двох блочних предикатних
матриць 𝐴′ i 𝐵′ четвертого порядку їх роздiлення на блоки має бути, на-
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приклад, наступним:

𝐴‘ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑃1 𝑃2 𝑃3 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃1 𝑃1

𝑃2 𝑃2 𝑃0 𝑃3

𝑃1 𝑃0 𝑃3 𝑃3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐵‘ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑃0 𝑃3 𝑃2 𝑃2

𝑃2 𝑃2 𝑃1 𝑃1

𝑃3 𝑃3 𝑃0 𝑃2

𝑃3 𝑃0 𝑃3 𝑃3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Для цих матриць їх добуток буде дорiвнювати

𝐴‘𝐵‘ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎝𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃3

𝑃2 𝑃2

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝑃3 𝑃1

𝑃1 𝑃1

𝑃0 𝑃3

⎞⎟⎠
(︁
𝑃1 𝑃0

)︁ (︁
𝑃3 𝑃3

)︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(︃
𝑃0 𝑃3 𝑃2

𝑃2 𝑃2 𝑃1

)︃ (︃
𝑃2

𝑃1

)︃
(︃
𝑃3 𝑃3 𝑃0

𝑃3 𝑃0 𝑃3

)︃ (︃
𝑃2

𝑃3

)︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎝𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃3

𝑝2 𝑃2

⎞⎟⎠ .

(︃
𝑃0 𝑃3 𝑃2

𝑃2 𝑃2 𝑃1

)︃
∨

⎛⎜⎝𝑃3 𝑃1

𝑃1 𝑃1

𝑃0 𝑃3

⎞⎟⎠ .

(︃
𝑃3 𝑃3 𝑃0

𝑃3 𝑃0 𝑃3

)︃
(︁
𝑃1 𝑃0

)︁
.

(︃
𝑃0 𝑃3 𝑃2

𝑃2 𝑃2 𝑃1

)︃
∨
(︁
𝑃3 𝑃3

)︁
.

(︃
𝑃3 𝑃3 𝑃0

𝑃3 𝑃0 𝑃3

)︃

⎛⎜⎝𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃3

𝑃2 𝑃2

⎞⎟⎠ .

(︃
𝑃2

𝑃1

)︃
∨

⎛⎜⎝𝑃3 𝑃1

𝑃1 𝑃1

𝑃0 𝑃3

⎞⎟⎠ .

(︃
𝑃2

𝑃3

)︃
(︁
𝑃1 𝑃0

)︁
.

(︃
𝑃2

𝑃1

)︃
∨
(︁
𝑃3 𝑃3

)︁
.

(︃
𝑃2

𝑃3

)︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
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⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
0 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 1

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
1 0

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ .

⎛⎝(︁1 0
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠ ∨

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ .

⎛⎝(︁1 0
)︁(︁

1 1
)︁⎞⎠

(︁(︁
0 1

)︁ (︁
0 0

)︁)︁
.

⎛⎝(︁1 0
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠ ∨ (︁(︁1 1

)︁ (︁
1 1

)︁)︁
.

⎛⎝(︁1 0
)︁(︁

1 1
)︁⎞⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
0 0

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 0

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ ∨

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 1

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 1

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
0 0

)︁ (︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠(︁(︁

0 0
)︁ (︁

0 1
)︁ (︁

0 0
)︁)︁
∨
(︁(︁

1 1
)︁ (︁

1 1
)︁ (︁

1 1
)︁)︁

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
0 0

)︁(︁
0 1

)︁(︁
1 0

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ ∨

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 1

)︁(︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠(︁

0 1
)︁
∨
(︁
1 1

)︁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 1

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 1

)︁(︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠(︁(︁

1 1
)︁ (︁

1 1
)︁ (︁

1 1
)︁)︁ (︁

1 1
)︁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(︁
1 1

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
1 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
1 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
1 1

)︁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑃3 𝑃3 𝑃1 𝑃3

𝑃3 𝑃3 𝑃1 𝑃1

𝑃3 𝑃2 𝑃3 𝑃3

𝑃3 𝑃3 𝑃3 𝑃3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Для розглянутих вище предикатних матриць А i В третього порядку
наведений варiант їх одночасного роздiлення на блоки є припустимим для
обчислення добутку цих матриць. Але при збереженнi розбиття для ма-
трицi А жодний iнший варiант розбиття матрицi В вже не є припустимим,
тому що будь-яке iнше розбиття матрицi В порушує умову рiвностi вiдпо-
вiдних горизонтальних та вертикальних розмiрностей блокiв цих матриць
[5].
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Висновки

При доведеннi отриманих результатiв арнiсть предикатiв скалярного
поля, над яким можуть бути заданi дослiджуванi логiчнi матрицi, нiяким
чином не було обмежено. Тобто ця арнiсть може дорiвнювати, зокрема,
нулю. З цього випливає, що отриманi результати є узагальненими i мо-
жуть бути застосованi як до предикатних, так i до булевих матриць. Бiльш
за те, iнколи виникає потреба застосування математичного апарату логi-
чних матриць для довiльних матриць, якi не завжди є булевими. В цьому
випадку за умови використання загального означення логiчних операцiй
диз’юнкцiї та кон’юнкцiї для багатозначної логiки як 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦}
та 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 𝑦} [6], отриманi результати зберiгаються i для багато-
значних логiчних конструкцiй. Це може стати в нагодi при дослiдженнi,
наприклад, матричного апарату для задання операцiй над графами [2].
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Yakimova N.A.
Operations on block predicate matrices

Summary

This article discusses the possibility of performing basic logical operations on
matrices that are divided into rectangular blocks in an arbitrary manner. The
results obtained are illustrated using the example of predicate logical matrices
defined over a field of finite predicates of arbitrary arity. The possibility of
extending the results obtained to Boolean matrices is also justified (they are
considered to be defined over a field of finite predicates of zero arity). At the
same time, using the apparatus of multivalued logic, starting from Boolean
logical matrices, the results obtained can also be extended to the study of log-
ical objects that are not Boolean. Block partitioning of matrices allows you
to divide information specified in matrix form into parts, process these parts
separately, and then combine them into a single whole, adhering to certain
rules and restrictions described in this article. These methods can find their
application in graph theory, in the theory of algorithms, programming and in
other areas of theoretical and practical activity that are in one way or another
related to mathematical logic.
Key words: boolean matrix, finite predicate, predicate matrix, block partition-
ing, elementary logical operations, arity of predicates, logical scalar, multivalued
logic.
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DIRECT SOLUTION OF THE DYNAMICAL ELASTICITY
PROBLEM FOR A QUARTER SPACE

The wave field of an elastic quarter space is constructed when one face is rigidly fixed and a
dynamic normal compressive load is concentrated at the point on another face. The prob-
lem was solved by the direct application of the integral Laplace and Fourier transforms
to the motion equations and the boundary conditions. This operation leads to the one-
dimensional vector inhomogeneous boundary value problem with respect to unknown dis-
placement’s transformants. The problem was solved using the matrix differential calculus.
A fundamental matrix and a decreasing solution to the corresponding homogenous matrix
equation were constructed with a basic residue theorem. A singular integral equation was
obtained in the process by satisfying unrealized boundary condition. Weakly convergent part
of the equation was summed up. The behavior of the unknown function had been analyzed
based on its mechanical sense. The form of unknown function was expressed as a series on
Laguerre polynomials. The original displacements’ field was found after an application the
inverse integral transforms.
MSC: 74B10, 74H05, 74H45.
Key words: elastic quarter space, integral transform, dynamic load, matrix differential cal-
culus, singular integral equation.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).305270.

Introduction

An object such as a quarter space can be considered as a model for appro-
bation different approaches of solving the boundary problems of the elasticity
theory in static or dynamic statements before considering problems for the
infinite and finite plates.

One of the earliest works on the analyses of a three-dimensional wedge
problem can be found in works of Uflyand Y.S. [9]. The formulation of the
Paphovich-Neuber potential functions was developed for a general wedge by
Uflyand Y.S. in [10].

Steady state harmonic vibrations and waves in the elastic bodies considered
in the book of Grinchenko V.T. and Meleshko V.V. [3], which provides a broad
review of the literature on oscillatory processes.

Received 01.06.2023 © Fesenko A. A., 2023
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In the work [13] Zhang Z., Wang W. and Wong P. presented an explicit
matrix algorithm for solving 3D wedge problems under general surface loads:
arbitrarily distributed normal and shear loads. The arthors also discussed the
effect of wedge angle on internal stresses. A fast and convenient algorithm for
the solution of the elastic quarter-space contact problem was presented, which
uses discretization to form matrices to realize the overlapping solution process
for the elastic quarter-space.

In the work [5] Hanson M. T. and Keer L. M. determined the elastic stress
and displacement fields in a quarter-space under arbitrarily applied surface
loadings. The problem was formulated in terms of two coupled two-dimensional
integral equations. The integral equations contain a logarithmic singularity
with an unknown coefficient, which varies along the edge of the quarter-space.

In the paper [2], Babeshko V.A., et. constructed an exact solution in the
first quadrant of a plane boundary value problem for the dynamic Lamé elas-
ticity equations, using the coordinate block element method, and expanded the
solution in terms of solutions of the boundary value problems for the Helmholtz
equation.

Alterman Z.S. and Rotenberg A. in [1] investigated the propagation of the
elastic waves for the case of an elastic quarter plane using the finite difference
scheme. A point-source emitting a compressional pulse was located along the
diagonal inside the quarter plane. Free-surface conditions were assumed on the
boundary lines, so that the problem was nonseparable. Complete theoretical
seismograms for the horizontal and vertical components of displacement were
obtained. The effect of different finite difference formulations for the boundary
conditions and the effect of different mesh sizes were studied.

New method of solving the spatial elasticity problems was proposed by
Popov G. Ya. in [6]. The method is based on introduction of two new func-
tions which expressed through the derivatives of unknown displacement. The
application of this approach leads to the system of two equations and sep-
arately solved equation. Using this method an exact solution for elasticity
problem for quarter space was obtained in [7; 11] in the static statement by
Vaysfeld N.D. and Popov G.Ya.

The dynamical problem for an elastic quarter space was considered in [12]
using the method, proposed by Popov G.Ya. In this case the unknown vector
of transformants of the displacement consists of two components, that is why
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implementation of the matrix differential calculus operates with matrices of
the 2x2 order.

The aim of this work is to solve the elasticity problem for the quarter space
in the dynamic statement directly with the method of the integral transforms
and evaluate difficulties and advantages that appear in both approaches. Note
that in [12] the problem was solved under assumption that unknown functions
are equal to zero, which made the problem basically equivalent to the Lamb
problem, and there was no necessity to solve an integral equation.

Main Results
1. Statement of the problem
An elastic quarter space 0 < 𝑥, 𝑧 < ∞, −∞ < 𝑦 < ∞ with 𝜇 — Poisson

ratio, 𝐺 — shear modulus is under consideration. Normal dynamic compressive
load is acting on a boundary 𝑧 = 0, concentrated at the point with coordinates
(𝑎, 𝑏) while a boundary 𝑥 = 0 is rigidly fixed. Displacements, 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), which ap-
pear in the medium are in the interest of investigation. The statement leads
to the following boundary conditions

𝜎𝑧|𝑧=0 = 𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏)𝑃 (𝑡), 𝜏𝑧𝑦|𝑧=0 = 0, 𝜏𝑧𝑥|𝑧=0 = 0,

𝑢|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑤|𝑥=0 = 0.
(1)

Here 𝛿(𝑥) is the Dirac delta function. Zero initial conditions are assumed.
Unknown displacements satisfy the motion equations, written in a vector form

∆(𝑢, 𝑥, 𝑤) +
2

𝜅− 1

(︂
𝜕Θ

𝜕𝑥
,
𝜕Θ

𝜕𝑦
,
𝜕Θ

𝜕𝑧
,

)︂
=
𝜌

𝐺

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
,
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2

)︂
. (2)

Here ∆ — Laplace operator, 𝜅 = 3−4𝜇, 𝜌 — density of the elastic medium,

Θ =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
— volume expansion. The following change of variables is

introduced
�̃� = 𝑥/𝑎, 𝑦 = (𝑦 − 𝑏)/𝑎, 𝑧 = 𝑧/𝑎.

In this coordinate system axis 𝑦 will be a line of symmetry and condition
of parity for vertical displacement take place 𝑤(�̃�,−𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(�̃�, 𝑦, 𝑧, 𝑡) .
Normal load (1) in these coordinates take form 𝜎𝑧|𝑧=0 = 𝑎−2𝛿(𝑥− 1)𝛿(𝑦)𝑃 (𝑡).
Further symbol “waves” are omitted, implying the change of variables.

2. Reduction the problem to a vector one-dimensional problem.
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To reduce the given problem (1)-(2) to the one-dimensional one, the integral
transforms are applied, sin-cos- Furrier — with respect to a variable 𝑥, Furrier
— with respect to a variable 𝑦 and Laplace — with respect to a variable 𝑡⎡⎢⎣𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧)𝑣𝛼𝛽𝑝(𝑧)

𝑤𝛼𝛽𝑝(𝑧)

⎤⎥⎦ =

∞∫︁
0

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

⎡⎢⎣𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

⎤⎥⎦
⎛⎜⎝cos𝛼𝑥

sin𝛼𝑥

sin𝛼𝑥

⎞⎟⎠ 𝑒𝑖𝛽𝑦𝑒−𝑝*𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡 (3)

during this operation initial conditions were satisfied. Motion equations (2)
and boundary conditions (1) take form⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢′′𝛼𝛽𝑝(𝑧)−
(︂
𝜅+ 1

𝜅− 1
𝛼2 + 𝛽2 + 𝑝2

)︂
𝑤𝛼𝛽𝑝(𝑧) +

2

𝜅− 1
𝛼𝑤′

𝛼𝛽𝑝(𝑧)−

− 2

𝜅− 1
𝑖𝛼𝛽𝑣𝛼𝛽𝑝(𝑧) =

𝜅+ 1

𝜅− 1
𝑢′𝛽𝑝(0, 𝑧)

𝑣′′𝛼𝛽𝑝(𝑧)−
(︂
𝛼2 +

𝜅+ 1

𝜅− 1
𝛽2 + 𝑝2

)︂
𝑣𝛼𝛽𝑝(𝑧)−

2

𝜅− 1
𝑖𝛽𝑤′

𝛼𝛽𝑝(𝑧)+

+
2

𝜅− 1
𝑖𝛼𝛽𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧) = 0

𝑤′′
𝛼𝛽𝑝(𝑧)−

𝜅− 1

𝜅+ 1

(︀
𝛼2 + 𝛽2 + 𝑝2

)︀
𝑤𝛼𝛽𝑝(𝑧)−

2

𝜅+ 1
𝑖𝛽𝑣′𝛼𝛽𝑝(𝑧)−

− 2

𝜅+ 1
𝑎𝑢′𝛼𝛽𝑝(𝑧) = 0

0 < 𝑧 <∞,

(4)

Here notation was used 𝑝 = 𝑝*/𝑐2, 𝑝* — parameter Laplace transform, 𝑐2 =√︀
𝐺/𝜌 — propagation speed of transverse (shear, secondary or S-) waves.

𝛼𝑤𝛼𝛽𝑝(0) + 𝑢′𝛼𝛽𝑝(0) = 0, −𝑖𝛽𝑤𝛼𝛽𝑝(0) + 𝑣′𝛼𝛽𝑝(0) = 0,

−3−𝜅
𝜅+1 [𝛼𝑢𝛼𝛽𝑝(0) + 𝑖𝛽𝑣𝛼𝛽𝑝(0)] + 𝑤′

𝛼𝛽𝑝(0) =
𝜅−1
𝜅+1

𝑃𝑝

𝐺𝑎 sin𝛼

𝑃𝑝 =
∞∫︀
0

𝑃 (𝑡)𝑒−𝑝*𝑡𝑑𝑡.

(5)

Boundary condition 𝑢(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0 was not realized. Let’s denote unknown
function at right part of equations (4)

𝜒𝛽(𝑧) = 𝑢′𝛽𝑝(0, 𝑧). (6)

In order to rewrite the system (4) in a vector form, the unknown vector of
transformants and the vector of right part are introduced

y(𝑧) = (𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧) 𝑣𝛼𝛽𝑝(𝑧) 𝑤𝛼𝛽𝑝(𝑧))
𝑇 , f(𝑧) =

(︂
𝜅+ 1

𝜅− 1
𝜒𝛽(𝑧) 0 0

)︂𝑇

, (7)
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and also constant matrices

Q =

⎛⎜⎝ 0 0 1
𝜅−1𝛼

0 0 − 1
𝜅−1 𝑖𝛽

− 1
𝜅+1𝛼 − 1

𝜅+1 𝑖𝛽 0

⎞⎟⎠

P =

⎛⎜⎜⎝
−
(︁
𝜅+1
𝜅−1𝛼

2 + 𝛽2 + 𝑝2
)︁

− 2
𝜅−1 𝑖𝛼𝛽 0

2
𝜅−1 𝑖𝛼𝛽 −

(︁
𝛼2 + 𝜅+1

𝜅−1𝛽
2 + 𝑝2

)︁
0

0 0 −𝜅−1
𝜅+1

(︀
𝛼2 + 𝛽2 + 𝑝2

)︀
⎞⎟⎟⎠

So, the system (4) is written using the differential operator of the 2d kind

𝐿2y(𝑧) = Iy′′(𝑧) + 2Qy′(𝑧) +Py(𝑧) = f(𝑧), 0 < 𝑧 <∞ (8)

So, the vector one-dimensional boundary problem was obtained in form (8),
(5) with respect to unknown vector of transformants (7).

3. Solving the vector boundary problem.
Solution to the vector problem (8), (5) was constructed in a form [8]

y(𝑧) =

∞∫︁
0

Φ(𝑧 − 𝜉)f(𝜉)𝑑𝜉 +Y−(𝑧)C, (9)

where Φ(𝑧− 𝜉) — fundamental matrix, C = (𝐶1 𝐶2 𝐶3)
𝑇 — constant vector,

should be found from the boundary conditions (5), Y−(𝑧) — general decreasing,
when 𝑧 →∞, solution to a matrix equation 𝐿2Y(𝑧) = 0.
Characteristic matrix to the equation (8) has a form

M(𝑠) =

⎛⎜⎜⎝
𝑠2 −

(︁
𝜅+1
𝜅−1𝛼

2 + 𝛽2 + 𝑝2
)︁

− 2
𝜅−1 𝑖𝛼𝛽

2
𝜅−1 𝑖𝛼𝛽 𝑠2 −

(︁
𝛼2 + 𝜅+1

𝜅−1𝛽
2 + 𝑝2

)︁
− 2

𝜅+1𝛼𝑠 − 2
𝜅+1 𝑖𝛽𝑠

2
𝜅−1𝛼𝑠

− 2
𝜅−1 𝑖𝛽𝑠

𝑠2 − 𝜅−1
𝜅+1(𝛼

2 + 𝛽2 + 𝑝2)

⎞⎟⎠ .

The decreasing solution

Y−(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∮︁
𝐶

𝑒𝑠𝑧M−1(𝑠)𝑑𝑠
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was constructed on the basis of poles

𝑠1 = −
√︂
𝑁2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2, 𝑠2 = −

√︀
𝑁2 + 𝑝2, 𝑁2 = 𝛼2 + 𝛽2,

where 𝑠1 is a pole of a first kind, 𝑠2 is a pole of a second kind, of an inverse
characteristic matrix

M−1(𝑠) =
M𝐴(𝑠)

detM(𝑠)
, M𝐴(𝑠) =

⎛⎜⎝𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

⎞⎟⎠

𝐴11 =

[︂
𝑠2 −

(︂
𝜅− 1

𝜅+ 1
𝛼2 + 𝛽2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2
)︂]︂

[𝑠2 − (𝑁2 + 𝑝2)],

𝐴12 =
2

𝜅+ 1
𝑖𝛼𝛽[𝑠2 − (𝑁2 + 𝑝2)], 𝐴13 = −

2

𝜅− 1
𝛼𝑠[𝑠2 − (𝑁2 + 𝑝2)],

𝐴21 = −
2

𝜅+ 1
𝑖𝛼𝛽[𝑠2 − (𝑁2 + 𝑝2)],

𝐴22 =

[︂
𝑠2 −

(︂
𝛼2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝛽2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2
)︂]︂

[𝑠2 − (𝑁2 + 𝑝2)],

𝐴23 =
2

𝜅− 1
𝑖𝛽𝑠[𝑠2 − (𝑁2 + 𝑝2)], 𝐴31 =

2

𝜅+ 1
𝛼𝑠[𝑠2 − (𝑁2 + 𝑝2)],

𝐴32 =
2

𝜅+ 1
𝑖𝛽𝑠[𝑠2 − (𝑁2 + 𝑝2)],

𝐴33 =

[︂
𝑠2 − 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝛼2 + 𝛽2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2
)︂]︂

[𝑠2 − (𝑁2 + 𝑝2)],

detM =

[︂
𝑠2 −

(︁√︀
𝑁2 + 𝑝2

)︁2]︂2 ⎡⎣𝑠2 −(︃√︂𝑁2 +
𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2

)︃2
⎤⎦

and have a following form

Y−(𝑧) = Y
(𝑠1)
− (𝑧) +Y

(𝑠2)
− (𝑧), (10)
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Y−(𝑧) =
1

2𝑝2
𝑒−Δ1𝑧

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼2

∆1

𝑖𝛼𝛽

∆1

𝜅+1
𝜅−1𝛼

−
𝑖𝛼𝛽

∆1

𝛽2

∆1
−𝜅+1

𝜅−1 𝑖𝛽

−𝛼 −𝑖𝛽 −𝜅+1
𝜅−1∆1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

+
1

2𝑝2
𝑒−Δ2𝑧

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−
𝛼2 + 𝑝2

∆2
−
𝑖𝛼𝛽

∆2
−𝜅+1

𝜅−1𝛼

𝑖𝛼𝛽

∆2
−
𝛽2 + 𝑝2

∆2

𝜅+1
𝜅−1 𝑖𝛽

𝛼 𝑖𝛽 𝜅+1
𝜅−1

𝛼2 + 𝛽2

∆2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

functions ∆1,∆2 have a form

∆1 =

√︂
𝑁2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2, ∆2 =

√︀
𝑁2 + 𝑝2. (11)

To construct a fundamental matrix, the definition can be used. According to
it, the solution to the equation 𝐿2y(𝑧) = f(𝑧), 0 < 𝑧 <∞, related to (8), can
be written in a form

y(𝑧) =

∞∫︁
0

f(𝜉)Φ(𝑧 − 𝜉)𝑑𝜉,

Φ(𝑧−𝜉) — fundamental matrix. To solve the equation, continue the right part
of it by zero for 𝑧 < 0 and apply the integral Furrier transform

y𝑠 =

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑠𝑧y(𝑧)𝑑𝑧

Taking into account, that from a relation 𝐿2𝑒
𝑠𝑧I = 𝑒𝑠𝑧M(𝑧) follows 𝐿2𝑒

𝑖𝑠𝑧I =

𝑒𝑖𝑠𝑧M(𝑖𝑠)

𝐿2

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑠𝑧y(𝑧)𝑑𝑧 =

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑠𝜉f(𝜉)𝑑𝜉,

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑠𝑧M(𝑖𝑠)y(𝑧)𝑑𝑧 = f𝑠, M(𝑖𝑠)y𝑠 = f𝑠, y𝑠 = M−1(𝑖𝑠)f𝑠.

After an application the inverse integral transform to the last relation

y(𝑧) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

M−1(𝑖𝑠)f𝑠𝑒
−𝑖𝑠𝑧𝑑𝑠 =

∞∫︁
0

f(𝜉)

⎛⎝ 𝑖

2𝜋

∞∫︁
−∞

M−1(𝑖𝑠)𝑒−𝑖𝑠(𝑧−𝜉)𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝜉
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and comparing it with the definition, resulting formula was obtained

Φ(𝑧 − 𝜉) = 𝑖

2𝜋

∞∫︁
−∞

M−1(𝑖𝑠)𝑒−𝑖𝑠(𝑧−𝜉)𝑑𝑠.

Characteristic matrix has a form

M(𝑖𝑠) =

⎛⎜⎜⎝
−𝑠2 −

(︁
𝜅+1
𝜅−1𝛼

2 + 𝛽2 + 𝑝2
)︁

− 2
𝜅−1 𝑖𝛼𝛽

2
𝜅−1 𝑖𝛼𝛽 −𝑠2 −

(︁
𝛼2 + 𝜅+1

𝜅−1𝛽
2 + 𝑝2

)︁
2

𝜅+1 𝑖𝛼𝑠 − 2
𝜅+1 𝑖𝛽𝑠

− 2
𝜅−1 𝑖𝛼𝑠

− 2
𝜅−1𝛽𝑠

−𝑠2 − 𝜅−1
𝜅+1(𝛼

2 + 𝛽2 + 𝑝2)

⎞⎟⎠ ,

M−1(𝑖𝑠) =
M𝐴(𝑖𝑠)

detM(𝑖𝑠)
,M𝐴(𝑖𝑠) =

⎛⎜⎝𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

⎞⎟⎠ ,

𝐴11 =

[︂
𝑠2 +

(︂
𝜅− 1

𝜅+ 1
𝛼2 + 𝛽2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2
)︂]︂

[𝑠2 +𝑁2 + 𝑝2]

𝐴12 = −
2

𝜅+ 1
𝑖𝛼𝛽[𝑠2 +𝑁2 + 𝑝2], 𝐴13 = −

2

𝜅− 1
𝑖𝛼𝑠[𝑠2 +𝑁2 + 𝑝2],

𝐴21 = −
2

𝜅+ 1
𝑖𝛼𝛽[𝑠2 +𝑁2 + 𝑝2],

𝐴22 =

[︂
𝑠2 +

(︂
𝛼2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝛽2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2
)︂]︂

[𝑠2 +𝑁2 + 𝑝2],

𝐴23 =
2

𝜅− 1
𝑖𝛽𝑠[𝑠2 − (𝑁2 + 𝑝2)], 𝐴31 =

2

𝜅+ 1
𝑖𝛼𝑠[𝑠2 +𝑁2 + 𝑝2],

𝐴32 = −
2

𝜅+ 1
𝛽𝑠[𝑠2 +𝑁2 + 𝑝2],

𝐴33 =

[︂
𝑠2 +

𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝛼2 + 𝛽2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2
)︂]︂

[𝑠2 +𝑁2 + 𝑝2],

detM(𝑖𝑠) =
[︁
𝑠− 𝑖

√︀
𝑁2 + 𝑝2

]︁2 [︁
𝑠+ 𝑖

√︀
𝑁2 + 𝑝2

]︁2
·

·
[︁
𝑠− 𝑖

√
𝑁2 + 𝜅−1

𝜅+1𝑝
2
]︁ [︁
𝑠+ 𝑖

√︁
𝑁2 + 𝜅−1

𝜅+1𝑝
2
]︁

𝑠1 = −𝑖
√︂
𝑁2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2, 𝑠2 = −𝑖

√︀
𝑁2 + 𝑝2,
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𝑠3 = 𝑖

√︂
𝑁2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2, 𝑠4 = 𝑖

√︀
𝑁2 + 𝑝2

Using Jordan lemma, closing contours in the upper and lower half-planes,
the main theorem on residues, taking into account the kinds of poles, resulting
formula take a form

𝑖

2𝜋

∞∫︁
−∞

M−1(𝑖𝑠)𝑒−𝑖𝑠(𝑧−𝜉)𝑑𝑠 =

[︃
𝑖[Res(𝑠3) + Res(𝑠4)], 𝑧 − 𝜉 < 0

−𝑖[Res(𝑠1) + Res(𝑠2)], 𝑧 − 𝜉 > 0

Fundamental matrix was constricted

Φ(𝑧−𝜉)= 1
2𝑝2
𝑒−Δ2|𝑧−𝜉|

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−
𝛼2 + 𝑝2

∆2

𝑖𝛼𝛽

∆2
sgn(𝑧 − 𝜉)𝜅+1

𝜅−1𝛼

𝑖𝛼𝛽

∆2

𝛽2 + 𝑝2

∆2
− sgn(𝑧 − 𝜉)𝜅+1

𝜅−1 𝑖𝛽

sgn(𝑧 − 𝜉)𝛼 − sgn(𝑧 − 𝜉)𝑖𝛽 −𝜅+1
𝜅−1

𝛼2 + 𝛽2

∆2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

+
1

2𝑝2
𝑒−Δ1|𝑧−𝜉|

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼2

∆1
−
𝑖𝛼𝛽

∆1
− sgn(𝑧 − 𝜉)𝜅+1

𝜅−1𝛼

−
𝑖𝛼𝛽

∆1
−
𝛽2

∆1
sgn(𝑧 − 𝜉)𝜅+1

𝜅−1 𝑖𝛽

− sgn(𝑧 − 𝜉)𝛼 sgn(𝑧 − 𝜉)𝑖𝛽 𝜅+1
𝜅−1∆1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
The solution (9) can be rewritten in a matrix form⎛⎜⎝𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧)𝑣𝛼𝛽𝑝(𝑧)

𝑤𝛼𝛽𝑝(𝑧)

⎞⎟⎠ =
1

2𝑝2

∞∫︀
0

⎛⎜⎝𝜑11 𝜑12 𝜑13

𝜑21 𝜑22 𝜑23

𝜑31 𝜑32 𝜑33

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝

𝜅+1
𝜅−1𝜒𝛽(𝜉)

0

0

⎞⎟⎠ 𝑑𝜉+

+
1

2𝑝2

⎛⎜⎝𝑦
11
− 𝑦12− 𝑦13−
𝑦21− 𝑦22− 𝑦23−
𝑦31− 𝑦32− 𝑦33−

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝐶1

𝐶2

𝐶3

⎞⎟⎠
(12)

So, transformants of displacements can be written as

𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧) =
𝜅+1
𝜅−1

1

2𝑝2

∞∫︀
0

𝜑11𝜒𝛽(𝜉)𝑑𝜉 +
1

2𝑝2
(𝑦11− 𝐶1 + 𝑦12− 𝐶2 + 𝑦13− 𝐶3)

𝑣𝛼𝛽𝑝(𝑧) =
𝜅+1
𝜅−1

1

2𝑝2

∞∫︀
0

𝜑21𝜒𝛽(𝜉)𝑑𝜉 +
1

2𝑝2
(𝑦21− 𝐶1 + 𝑦22− 𝐶2 + 𝑦23− 𝐶3)

𝑤𝛼𝛽𝑝(𝑧) =
𝜅+1
𝜅−1

1

2𝑝2

∞∫︀
0

𝜑31𝜒𝛽(𝜉)𝑑𝜉 +
1

2𝑝2
(𝑦31− 𝐶1 + 𝑦32− 𝐶2 + 𝑦33− 𝐶3)

(13)
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where

𝜑11 = −
𝛼2 + 𝑝2

∆2
𝑒−Δ2|𝑧−𝜉| + 𝑒−Δ1|𝑧−𝜉| 𝛼

2

∆1
,

𝜑21 = 𝑖𝛼𝛽

[︃
1

∆2
𝑒−Δ2|𝑧−𝜉| −

1

∆1
𝑒−Δ1|𝑧−𝜉|

]︃
,

𝜑31 = 𝛼 sgn(𝑧 − 𝜉)[𝑒−Δ2|𝑧−𝜉| − 𝑒−Δ1|𝑧−𝜉|]

Components 𝑦𝑖𝑗− of the decreasing solution are given in (10). To find unknown
constants in the solution (13), a system of equations was obtained after satis-
fying the boundary conditions (5).

2𝜅−1
𝜅+1𝛼

[︃
𝑁2 + 1

2𝑝
2

∆1
−∆2

]︃
𝐶1 + 2𝜅−1

𝜅+1 𝑖𝛽

[︃
𝑁2 + 1

2𝑝
2

∆1
−∆2

]︃
𝐶2 + 𝑝2𝐶3 =

= 𝜅−1
𝜅+1

2𝑝2

𝐺𝑎 sin𝛼𝑃𝑝 +𝐵1

𝑝2𝐶1 − 2𝜅+1
𝜅−1𝛼

[︃
∆1 −

𝑁2 + 1
2𝑝

2

∆2

]︃
𝐶3 = 𝐵2

𝑝2𝐶2 + 2𝜅+1
𝜅−1 𝑖𝛽

[︃
∆1 −

𝑁2 + 1
2𝑝

2

∆2

]︃
𝐶3 = 𝐵3

Right part of equations has a form

𝐵1 = 𝛼
∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)

[︃
2∆2𝑒

−Δ2𝜉 −
2𝑁2 + 𝑝2

∆1
𝑒−Δ1𝜉

]︃
𝑑𝜉,

𝐵2 =
𝜅+1
𝜅−1

∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)[(2𝛼
2 + 𝑝2)𝑒−Δ2𝜉 − 2𝛼2𝑒−Δ1𝜉]𝑑𝜉,

𝐵3 = 2𝜅+1
𝜅−1 𝑖𝛼𝛽

∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)[−𝑒−Δ2𝜉 + 𝑒−Δ1𝜉]𝑑𝜉.

Determinant of the system is

det =
𝑝2

∆1∆2
[∆1∆2 −𝑁2]∆,

∆ = 4𝑁4 + 4𝑁2𝑝2 + 𝑝4 − 4𝑁2∆1∆2.

(14)
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After solving the system constants were found

𝐶1 =
2𝑝2

𝐺𝑎𝛼 sin𝛼𝑃𝑝

∆1[∆1∆2 − (𝑁2 + 1
2𝑝

2)]

[∆1∆2 −𝑁2]∆
+ 𝐶𝐵

1 ,

𝐶2 = −2𝑝2

𝐺𝑎 𝑖𝛽 sin𝛼𝑃𝑝

∆1[∆1∆2 − (𝑁2 + 1
2𝑝

2)]

[∆1∆2 −𝑁2]∆
+ 𝐶𝐵

2 ,

𝐶3 =
𝜅−1
𝜅+1

𝑝4

𝐺𝑎 sin𝛼𝑃𝑝

∆1∆2

[∆1∆2 −𝑁2]∆
+ 𝐶𝐵

3 ,

𝐶𝐵
1 = 𝜅+1

𝜅−1

1

[∆1∆2 −𝑁2]∆

∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)[𝛼
2(∆− 4𝑝2∆1∆2)𝑒

−Δ2𝜉+

+(𝑝4∆1∆2 + 2𝛼2𝑝2∆1∆2)𝑒
−Δ1𝜉]𝑑𝜉,

𝐶𝐵
2 = 𝜅+1

𝜅−1

𝑖𝛼𝛽

[∆1∆2 −𝑁2]∆

∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)[(4𝑝
2∆1∆2 −∆)𝑒−Δ2𝜉+

+(4𝑝4∆1∆2 + 8𝑁2∆1∆2 −∆)𝑒−Δ1𝜉]𝑑𝜉,

𝐶𝐵
3 =

𝛼∆2

[∆1∆2 −𝑁2]∆

∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)[(4𝑁
4 − 4𝑁2∆1∆2 − 𝑝4)𝑒−Δ2𝜉+

+(4𝑝4∆1∆2 −∆)𝑒−Δ1𝜉]𝑑𝜉.

(15)

Transformants of the displacements can be written in a following form

(𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧) 𝑣𝛼𝛽𝑝(𝑧) 𝑤𝛼𝛽𝑝(𝑧))
𝑇 = (𝑢0𝛼𝛽𝑝(𝑧) 𝑣0𝛼𝛽𝑝(𝑧) 𝑤0

𝛼𝛽𝑝(𝑧))
𝑇+

+(𝑢1𝛼𝛽𝑝(𝑧) 𝑣1𝛼𝛽𝑝(𝑧) 𝑤1
𝛼𝛽𝑝(𝑧))

𝑇

Where additions 𝑢0𝛼𝛽𝑝(𝑧), 𝑣
0
𝛼𝛽𝑝(𝑧), 𝑤

0
𝛼𝛽𝑝(𝑧) correspond to the solution, which

include intensity of the acting load 𝑃𝑝, and additions with an upper index “1”
include an integral with the unknown function 𝜒𝛽(𝜉) in (6). Transformants
with an index “0” have a form

𝑢0𝛼𝛽𝑝(𝑧) = 𝛼
sin𝛼

𝐺𝑎

𝑃𝑝

∆
[2∆1∆2𝑒

−Δ2𝑧 − (2𝑁2 + 𝑝2)𝑒−Δ1𝑧],

𝑣0𝛼𝛽𝑝(𝑧) = 𝑖𝛽
sin𝛼

𝐺𝑎

𝑃𝑝

∆
[2∆1∆2𝑒

−Δ2𝑧 − (2𝑁2 + 𝑝2)𝑒−Δ1𝑧]

𝑤0
𝛼𝛽𝑝(𝑧) =

sin𝛼

𝐺𝑎
𝑃𝑝

∆1

∆
[2𝑁2𝑒−Δ2𝑧 − (2𝑁2 + 𝑝2)𝑒−Δ1𝑧].

(16)

It can be easily seen that transformants coincide with ones, obtained with
the method of Popov G.Ya. in [12]. Difference is in sign, because a compressive
load is here in the statement of the problem in contrast to a stretching load
in that investigation. Using the relation (13), so as components of decreasing
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solution (10) and constants (15), transformant of interest for displacement was
constructed

𝑤𝛼𝛽𝑝(𝑧) =
𝜅+1
𝜅−1

𝛼

2𝑝2

∞∫︀
0

[𝑒−Δ2|𝑧−𝜉| sgn(𝑧 − 𝜉)−

−𝑒−Δ1|𝑧−𝜉| sgn(𝑧 − 𝜉)]𝜒𝛽(𝜉)𝑑𝜉+

+𝜅+1
𝜅−1

𝛼

2𝑝2∆

∞∫︀
0

𝐹1(𝑁, 𝑧, 𝜉, 𝑝)𝜒𝛽(𝜉)𝑑𝜉 + 𝑤0
𝛼𝛽𝑝(𝑧).

(17)

To find the initial vertical displacement the inverse integral transform
should be applied

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1

𝜋2
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑙

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

𝑤𝛼𝛽𝑝(𝑧)𝑒
𝑝*𝑡𝑒𝑖𝛽𝑦 sin𝛼𝑥𝑑𝑝*𝑑𝛽𝑑𝛼,

𝑙 = (𝜆 − 𝑖∞, 𝜆 + 𝑖∞) Algorithm of conducting a component 𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) was
considered in [12], and related to the solution of the Lamb problem.

4. Reduction to the singular integral equation.

An integral equation was constructed, based on the fact, that the boundary
condition 𝑢(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0 in (1) has not been realized yet. Considering the
solution 𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧) in (13), rewrite it in the form

𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧) =
𝜅+1
𝜅−1

1

2𝑝2

∞∫︀
0

[︃
𝛼2

∆1
𝑒−Δ1|𝑧−𝜉| −

𝛼2

∆2
𝑒−Δ2|𝑧−𝜉|

]︃
𝜒𝛽(𝜉)𝑑𝜉−

−𝜅+1
𝜅−1

1

2𝑝2

∞∫︀
0

𝑝2

∆2
𝑒−Δ2|𝑧−𝜉|𝜒𝛽(𝜉)𝑑𝜉 +

1

2𝑝2
(𝑦11− 𝐶1 + 𝑦12− 𝐶2 + 𝑦13− 𝐶3)

or after substitution values for constants (15) and elements of decreasing solu-
tion (10)

𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧) =
𝜅+1
𝜅−1

1

2𝑝2

∞∫︀
0

[︃
𝛼2

∆1
𝑒−Δ1|𝑧−𝜉| −

𝛼2

∆2
𝑒−Δ2|𝑧−𝜉|

]︃
𝜒𝛽(𝜉)𝑑𝜉+

+𝜅+1
𝜅−1

1

2𝑝2

∞∫︀
0

𝐹 1(𝑧, 𝜉)𝜒𝛽(𝜉)𝑑𝜉 +
𝜅+1
𝜅−1

1

2𝑝2
𝛼2

∆

∞∫︀
0

𝐹 2(𝑧, 𝜉)𝜒𝛽(𝜉)𝑑𝜉 + 𝑢0𝛼𝛽𝑝(𝑧),
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where

𝐹 1(𝑧, 𝜉) = −
𝑝2

∆2
𝑒−Δ2|𝑧−𝜉| −

𝑝2

∆2
𝑒−Δ2𝑧𝑒−Δ2𝜉+

+𝑁2

(︃
1

∆1
𝑒−Δ1𝑧 −

1

∆2
𝑒−Δ2𝑧

)︃
−∆2(𝑒

−Δ1𝑧 − 𝑒−Δ2𝑧)𝑒−Δ2𝜉,

𝐹 2(𝑧, 𝜉) =
1

[∆1∆2 −𝑁2]
(𝑝2[∆2𝑒

−Δ1𝑧 −∆1𝑒
−Δ2𝑧]·

·[4𝑁2𝑒−Δ1𝜉 + (4𝑝2 + 8𝑁2)𝑒−Δ2𝜉]+

+∆2[𝑒
−Δ1𝑧 − 𝑒−Δ2𝑧][(4𝑁2 − 4𝑁2∆1∆2 − 𝑝4)𝑒−Δ1𝜉 + 4𝑝2∆1∆2𝑒

−Δ2𝜉])

After an application the inverse cosine transform Furrier with respect to the
variable 𝛼 to the solution 𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧) and changing the order of integration

𝑢1𝛽𝑝(𝑥, 𝑧) ∼
𝜅+ 1

𝜅− 1

1

2𝑝2
2

𝜋

∞∫︁
0

𝜒𝛽(𝜉)

∞∫︁
0

[︃
𝑒−Δ1|𝑧−𝜉| 𝛼

2

∆1
− 𝑒−Δ2|𝑧−𝜉| 𝛼

2

∆2

]︃
cos𝛼𝑥𝑑𝛼𝑑𝜉

consider the inner integral with respect to the variable 𝛼, which can be calcu-
lated using the table integral № 3.961(2) in [3]

∞∫︁
0

𝑒−
√

𝛼2+𝛽2|𝑧−𝜉|

𝛼2 + 𝛽2
cos𝛼𝑥𝑑𝛼 = 𝐾0(|𝛽|

√︀
𝑥2 + (𝑧 − 𝜉)2),

𝐾0(𝑧) — Macdonald function, taking into account that 𝛼2 cos𝛼𝑥 = −(cos𝛼𝑥)′′𝑥
and a form of the functions ∆1,∆2, defined in (11)

𝑢1𝛽𝑝(𝑥, 𝑧) ∼
𝜅+1
𝜅−1

1

𝜋𝑝2

(︃
−
𝜕2

𝜕𝑥2

)︃
∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)[𝐾0(Υ1

√︀
𝑥2 + (𝑧 − 𝜉)2)−

−𝐾0(Υ2

√︀
𝑥2 + (𝑧 − 𝜉)2)]𝑑𝜉,

Υ1 =
√︁
𝛽2 + 𝜅−1

𝜅+1𝑝
2, Υ2 =

√︀
𝛽2 + 𝑝2

(18)

Direct verification can approve the correctness of the relation

𝜕2

𝜕𝑥2
𝐾0(

√︀
𝛽2 + 𝑝2

√︀
𝑥2 + (𝑧 − 𝜉)2) +

𝜕2

𝜕𝑧2
𝐾0(

√︀
𝛽2 + 𝑝2

√︀
𝑥2 + (𝑧 − 𝜉)2)−

−(𝛽2 + 𝑝2)𝐾0(
√︀
𝛽2 + 𝑝2

√︀
𝑥2 + (𝑧 − 𝜉)2) = 0

After an application this relation to (18), it was rewritten in a form

𝑢1𝛽𝑝(𝑥, 𝑧) ∼
𝜅+1
𝜅−1

1

𝜋𝑝2

(︃
𝜕2

𝜕𝑧2
−Υ2

1

)︃
∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)𝐾0(Υ1

√︀
𝑥2 + (𝑧 − 𝜉)2𝑑𝜉−

−𝜅+1
𝜅−1

1

𝜋𝑝2

(︃
𝜕2

𝜕𝑧2
−Υ2

2

)︃
∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)𝐾0(Υ2

√︀
𝑥2 + (𝑧 − 𝜉)2)𝑑𝜉.



The dynamical problem for the quarter space 213

Here the value 𝑥 = 0 can be fixed

𝑢1𝛽𝑝(0, 𝑧) ∼
𝜅+1
𝜅−1

1

𝜋𝑝2

(︃
𝜕2

𝜕𝑧2
−Υ2

1

)︃
∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)𝐾0(Υ1|𝑧 − 𝜉|)𝑑𝜉−

−𝜅+1
𝜅−1

1

𝜋𝑝2

(︃
𝜕2

𝜕𝑧2
−Υ2

2

)︃
∞∫︀
0

𝜒𝛽(𝜉)𝐾0(Υ2|𝑧 − 𝜉|)𝑑𝜉.

So, the integral equation for the unknown function 𝜒𝛽(𝑧) = 𝑢′𝛽𝑝(0, 𝑧) has been
obtained

1

𝜋

(︃
𝜕2

𝜕𝑧2
−Υ2

1

)︃ ∞∫︁
0

𝜒𝛽(𝜉)𝐾0(Υ1|𝑧 − 𝜉|)𝑑𝜉−

−
1

𝜋

(︃
𝜕2

𝜕𝑧2
−Υ2

2

)︃ ∞∫︁
0

𝜒𝛽(𝜉)𝐾0(Υ2|𝑧 − 𝜉|)𝑑𝜉+

+
2

𝜋

∞∫︁
0

𝜒𝛽(𝜉)

∞∫︁
0

(︃
−
𝑝2

∆2
𝑒−Δ2|𝑧−𝜉| +

+ 𝛼2𝐹 1(𝑧, 𝜉) +
𝛼2

∆
𝐹 2(𝑧, 𝜉) +

1

∆
𝐹 3(𝑧, 𝜉)

)︃
𝑑𝛼𝑑𝜉 =

=
𝜅− 1

𝜅+ 1

2𝑝2𝑃𝑝

𝜋𝐺𝑎

∞∫︁
0

𝛼 sin𝛼

∆
[(2𝑁2 + 𝑝2)𝑒−Δ1𝑧 − 2∆1∆2𝑒

−Δ2𝑧]𝑑𝛼

(19)

Here ∆ is defined in (14), ∆𝑖, 𝑖 = 1, 2 — in (11), Υ𝑖, 𝑖 = 1, 2 — in (18),

[∆1∆2 −𝑁2]𝐹 1(𝑧, 𝜉)=−
𝑝2

∆2
𝑒−Δ2𝑧𝑒−Δ1𝜉+𝛽2

[︃
1

∆1
𝑒−Δ1𝑧−

1

∆2
𝑒−Δ2𝑧

]︃
𝑒−Δ2𝜉−

−𝑁2

[︃
1

∆1
𝑒−Δ1𝑧 −

1

∆2
𝑒−Δ2𝑧

]︃
𝑒−Δ1𝜉 −∆2[𝑒

−Δ1𝑧 − 𝑒−Δ2𝑧]𝑒−Δ2𝜉,

[∆1∆2 −𝑁2]𝐹 2(𝑧, 𝜉) = 𝑓1(𝑁)𝑒−Δ2𝑧𝑒−Δ1𝜉 + 𝑓2(𝑁)𝑒−Δ2𝑧𝑒−Δ2𝜉+

+𝑓3(𝑁)𝑒−Δ1𝑧𝑒−Δ1𝜉 + 𝑓4(𝑁)𝑒−Δ1𝑧𝑒−Δ2𝜉,

𝑓1(𝑁) = 4∆1𝑝
4 + 4𝑁4𝑝2∆1 −∆2(4𝑁

2 − 4𝑁2∆1∆2 − 𝑝4),

𝑓2(𝑁) = −𝑝4∆1∆2 − 4𝑁2(𝑁2 +
1

2
𝑝2 −∆1∆2)− 4𝑝2∆1∆2,

𝑓3(𝑁) = −4𝑁4𝑝2∆2 +∆2(4𝑁
2 − 4𝑁2∆1∆2 − 𝑝4),
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𝑓4(𝑁) = 4𝑁2𝑝2∆1∆2 + 𝑝4∆1∆2 + 4𝑁2(𝑁2 +
1

2
𝑝2 −∆1∆2)− 4𝑝2∆1∆2,

∆2[∆1∆2 −𝑁2]𝐹 3(𝑧, 𝜉)=𝑝2𝑒−Δ2𝑧𝑒−Δ2𝜉[𝑝4∆1∆2 − 4𝛽2(𝑁2+
1

2
𝑝2 −∆1∆2)

2].

Analyzing the unknown function in the integral equation (19), it can be seen
that

𝜒𝛽(𝑧) = 𝑢′𝛽𝑝(0, 𝑧) ∼
𝜕

𝜕𝑥
𝑢(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

(︂
𝐺
𝜅+ 1

𝜅− 1

)︂−1

𝜎𝑥(0, 𝑦, 𝑧)

So, the behavior of the function 𝜒𝛽(𝑧) = 𝑢′𝛽𝑝(0, 𝑧) is the same as a behavior
of a normal stress 𝜎𝑥(0, 𝑦, 𝑧) while 𝑧 → 0 . Normal stress tends to infinity
according to a power low with an exponent equal to −𝛾(𝛾 < 1), which depends
on a Poisson ratio 𝜇 of the medium.

The unknown function is represented as series

𝜒𝛽(𝜉) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛(𝛽)𝑒
−𝜉𝜉−𝛾𝐿(−𝛾)

𝑛 (2𝜉)

where 𝐿(−𝛾)
𝑛 (2𝜉) — Laguerre polynomials, 𝑥𝑛(𝛽) unknowns. This correspon-

dence should be substituted into the equation (19) with the following applica-
tion the method of orthogonal polynomials. After that, the unknown function
𝜒𝛽(𝑧) should be substituted into the expression for the vertical displacement
(17).

Conclusion

The dynamic problem for the elastic quarter space was solved by the di-
rect application of the integral transforms to the motion equations and the
boundary conditions. This operation reduces the initial problem to the one-
dimensional vector boundary problem, which was solved with the help of a
matrix differential calculus. In this case all needed matrices, such as decreas-
ing solution and fundamental matrix turned to be 3 × 3, so as a system of
equations for finding constants in the solution, which significantly complicates
calculations, if compare with application of the method of Popov G.Ya., where
all needed matrices were 2× 2 order. In the process an integral singular equa-
tion was derived by satisfying a remaining boundary condition. Components
of displacements which include the intensity of the acting load coincide with
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ones, obtained earlier by the method of Popov G.Ya. The future investigation
will be deducted to the analysis of the steady-state oscillations and displace-
ments which appear in the medium under acting distributed load.

Фесенко Г. О.
Безпосереднє розв’язання динамiчної задачi для пружного чверть простору

Резюме

Побудовано поле перемiщень у пружному чверть простору, коли одна границя жорстко
закрiплена, а на iншiй дiє динамiчна нормальна стискальна сила, зосереджена у точцi.
Задачу було розв’язано iз застосуванням методу iнтегральних перетворень Лапласа та
Фур’є безпосередньо до рiвнянь руху та граничних умов. Це призводить до одновимiрної
векторної неоднорiдної крайової задачi вiдносно невiдомих трансформант перемiщень.
Цю задачу розв’язано з допомогою матричного диференцiального числення. Фунда-
ментальна матриця та спадаючий розв’язок вiдповiдного матричного рiвняння були
побудованi з допомогою основної теореми про лишки. Сингулярне iнтегральне рiвня-
ння отримано у процесi реалiзацiї граничної умови. Слабко збiжна частина рiвняння
була пiдсумована iз видiленням сингулярного ядра. Поведiнку невiдомої у iнтеграль-
ному рiвняннi функцiї було проаналiзовано на основi її механiчного змiсту. Невiдому
функцiю подано у виглядi ряду по полiномам Лагерра. Оригiнал вертикального пере-
мiщення було отримано пiсля застосування обернених iнтегральних перетворень.
Ключовi слова: пружний чверть простiр, iнтегральнi перетворення, динамiчне на-
вантаження матричне диференцiальне числення, сингулярне iнтегральне рiвняння.
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Текст статтi має бути пiдготовлений за допомогою видавничої системи
LATEX вiдповiдно до вимог та з використанням шаблону, якi викладено на
сторiнцi журналу для авторiв на сайтi. Також вимоги можна отримати в
редакцiйнiй колегiї журналу.

Загальний обсяг статтi не повинен перевищувати 25 сторiнок.
Структура статтi:
— УДК;
— список авторiв;
— мiсце роботи авторiв;
— назва статтi;
— резюме мовою оригiналу обсягом не менше 100 слiв;
— Mathematical Subject Classification (2010);



— список ключових слiв мовою оригiналу;
— основний текст статтi повинен вiдповiдати вимогам постанови Пре-

зидiї ВАК України «Про пiдвищення вимог до фахових видань, внесених
до перелiкiв ВАК України» вiд 15.01.2003 р. № 7-05/1, тобто необхiдно
видiлити вступ, основну частину i висновки. Основна частина повинна
мiстити постановку проблеми в загальному виглядi та її зв’язок iз важли-
вими науковими чи практичними завданнями; аналiз останнiх дослiджень
i публiкацiй, в яких започатковано розв’язання даної проблеми i на якi
спирається автор, видiлення невирiшених ранiше частин загальної про-
блеми, котрим присвячується подана стаття; формулювання цiлей статтi
(постановка завдання); виклад основного матерiалу дослiдження з повним
обґрунтуванням отриманих наукових результатiв; висновки з цього дослi-
дження i перспективи подальших розвiдок у цьому напрямi. Посилання на
лiтературу в текстi подаються порядковим номером у квадратних дужках;

— список лiтературних джерел укладається в порядку посилань або в
алфавiтному порядку та оформлюється вiдповiдно до Державного стан-
дарту України ДСТУ 7.1:2006 «Бiблiографiчний запис. Бiблiографiчний
опис. Загальнi вимоги та правила складання» та вiдповiдає вимогам ВАК
України (див. наказ № 63 вiд 26.01.2008);

— анотацiя iншою мовою повинна мiстити назву, список авторiв, резю-
ме обсягом не менше 100 слiв та список ключових слiв;

— додатково, якщо стаття написана українською мовою, пiсля анотацiї
англiйською мовою додається список лiтератури у транслiтерацiї, оформ-
лений у вiдповiдностi до мiжнародного стандарту Harvard (зразок та пра-
вила оформлення можна знайти в шаблонi статтi на сайтi).

Усi надiсланi статтi проходять анонiмне рецензування.

Редколегiя має право вiдхилити рукописи, якщо вони не вiдповiдають
вимогам журналу «Дослiдження в математицi i механiцi».

В одному номерi журналу публiкується тiльки одна стаття автора,
зокрема й у спiвавторствi.
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