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УДК 519.6

Ю. О. Григор’єв
Одеський нацiональний морський унiверситет

МЕТОД НЬЮТОНА ТА ЙОГО ВIЗУАЛIЗАЦIЯ

Актуальнiсть роботи. Математичне модулювання в рiзних галузях науки i технiки часто
приводить до нелiнiйних рiвнянь або систем таких рiвнянь. Далеко не завжди цi рiвнян-
ня можна розв’язати точними методами. Частiше доводиться застосовувати наближенi
методи. Одним iз найбiльш популярних серед них є метод Ньютона. У сучасних робо-
тах метод Ньютона часто служить основою для розробки нових наближених методiв,
якi прискорюють збiжнiсть iтерацiйних процесiв або застосовуються для розв’язання
систем великих порядкiв.
Мета роботи. Вiзуалiзувати роботу алгоритму розв’язання рiвняння, а також системи
рiвнянь за методом Ньютона, щоб результати цiєї роботи можна було використовува-
ти при складаннi електронних пiдручникiв з вивчення даного методу. Iншою метою є
дослiдження методу у разi, коли система має декiлька розв’язкiв; вивчити можливiсть
застосування методу для рiвнянь з нескiнченною кiлькiстю розв’язкiв.
MSC: 65H05, 65H10.
Ключовi слова: нелiнiйне рiвняння, система нелiнiйних рiвнянь, похiдна, матриця
Якобi, метод Ньютона.
DOI: 10.18524/2519-206X.2022.1-2(39-40).285581.

Вступ

У данiй роботi розглядається метод Ньютона [1] наближеного розв’я-
зання рiвняння

𝑓 (𝑥) = 0. (1)

Якщо рiвняння мiстить лише одну змiнну 𝑥, то наближенi значення 𝑥𝑖
кореня 𝑥* обчислюють за формулою

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 −
𝑓 (𝑥𝑖−1)

𝑓 ′ (𝑥𝑖−1)
, 𝑖 = 1, 2, .... (2)

Тут 𝑥0 — початкове значення шуканого кореня. Метод Ньютона уза-
гальнюють i для рiвнянь у багатовимiрних просторах: 𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚. Для
цього у формулi (1) похiдну 𝑓 ′ (𝑥𝑖−1) замiнюють матрицею Якобi, а дiле-
ння — оберненою матрицею. В цьому випадку формула набуває вигляду:

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 −
(︀
𝑓 ′ (𝑥𝑖−1)

)︀−1
𝑓 (𝑥𝑖−1) , 𝑖 = 1, 2, .... (3)

Надiйшла 23.08.2022 © Григор’єв Ю. О., 2022
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Метод Ньютона часто використовують у прикладних задачах при роз-
в’язаннi нелiнiйних рiвнянь [2–6], а також цей метод часто служить осно-
вою для розробки нових наближених методiв, якi прискорюють збiжнiсть
iтерацiйних процесiв або застосовують для розв’язання систем великих по-
рядкiв. Так, для розв’язання систем 𝑛 нелiнiйних рiвнянь з 𝑛 невiдомими
для великих значень 𝑛 в роботi [7] запропоновано новий метод розв’я-
зання з використанням блочних матриць Якобi. Метод Ньютона має ква-
дратичний порядок збiжностi. Для пiдвищення його порядку розроблено
бiльше 200 рiзних багатокрокових iтерацiйних методiв [8]. Звичайно метод
Ньютона застосовують у випадках, коли матриця Якобi є квадратною,
а визначник цiєї матрицi вiдмiннiй вiд нуля. У роботах [9–11] метод був
узагальнений на випадок 𝑚 ̸= 𝑛. В роботi [9] було запропоновано обидвi
частини матричного рiвняння (1) помножити на матрицю, що спряжена
до якобiана. Таким чином, знаходився псевдорозв’язок рiвняння (1). У
роботах [10; 11] якобiан прямокутної форми подавався у виглядi добутку
трьох матриць:

𝑓 ′ (𝑥𝑖−1) = 𝑅𝑖−1𝐽𝜎𝑆𝑖−1,

де 𝑅𝑖−1 та 𝑆𝑖−1 — невиродженi матрицi, а

𝐽𝜎 =

(︃
𝐼𝜎 0

0 0

)︃
,

тут 𝜎 — ранг матриця Якобi. Обернена матриця (𝑓 ′ (𝑥𝑖−1))
−1 замiнювалась

напiвоберненою матрицею

𝐽−
𝑖−1 = 𝑆−1

𝑖−1𝐽
*
𝜎𝑅

−1
𝑖−1,

де 𝐽*
𝜎 — спряжена матриця. В результатi iтерацiйна схема прийняла ви-

гляд:

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 − 𝐽−
𝑖−1𝑓 (𝑥𝑖−1) , 𝑖 = 1, 2, ....

В роботах [9; 11] одержано деякi достатнi умови збiжностi цього iтерацiй-
ного процесу до точного розв’язку рiвняння (1).

У данiй роботi у випадках якобiана прямокутної форми пiдбирались
матрицi, що є оберненими до матриць Якобi з правої сторони. Першою
метою роботи є вiзуалiзацiя роботи алгоритму для того, щоб результати
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можна було використовувати при складаннi електронних пiдручникiв, на-
приклад, в книгах системи дистанцiйного навчання moodle. Мовою програ-
мування Python складено код реалiзацiї цього методу та складено код для
його вiзуалiзацiї, тобто для отримання анiмацiї роботи алгоритму. Дру-
гою метою є дослiдження роботи алгоритму у випадках, коли рiвняння
(або система рiвнянь) має декiлька розв’язкiв чи безлiч розв’язкiв. В усiх
випадках роботу алгоритму наочно було продемонстровано на рисунках.

Основнi результати
1. Метод Ньютона для рiвняння з однiєю змiнною
У цьому роздiлi розглянемо метод Ньютона наближеного розв’язан-

ня рiвняння (1) з однiєю змiнною. Розрахункова формула наближеного
розв’язання цього рiвняння має вигляд (2), де 𝑥𝑖 — наближенi значення
шуканого кореня 𝑥*, 𝑥0 – його початкове значення. Для вiзуалiзацiї роботи
методу Ньютона розв’язання рiвняння (1) ми взяли функцiю

𝑓 (𝑥) = 𝑥3 − 𝑥2 − 1

та початкову точку 𝑥0 = 3. На рис. 1 зображено графiк функцiї та ламану,
що iлюструє роботу алгоритму Ньютона.

Анiмацiю роботи алгоритму Ньютона ми створили мовою Python, вклю-
чивши iнтерактивний режим вiдображення графiкiв, застосувавши коман-
ду plt.ion(). Виключається режим командою plt.ioff(). Для оновлення да-
них використовуємо команди

plt .𝑑𝑟𝑎𝑤()

plt . gcf().𝑐𝑎𝑛𝑣𝑎𝑠.𝑓𝑙𝑢𝑐ℎ_𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑠()

iз затримкою 0.001 секунди:

time .𝑠𝑙𝑒𝑒𝑝(0.001)

На рис. 2 представлено фрагмент коду.
Тут цикл ведеться вiд 0 до 46 з кроком 0.1.
При 𝑖 = 0 вимальовується точка 𝑥0 на рис. 1 (команди 64, 65).
При 0 < 𝑖 < 17 вимальовуються вiдрiзок 𝑥0𝑀0 (команди 66–69). Цей

вiдрiзок розбивається на частини довжини 0.1 i вимальовується кожна
частина цього вiдрiзка.
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Рис. 1. Вiзуалiзацiя роботи алгоритму Ньютона

При 𝑖 = 17 вимальовується точка 𝑀0 (команди 70–72).
При 17 < 𝑖 < 34 вимальовуються кусочки вiдрiзку 𝑀0𝑥1 (команди 73–

79). Для цього ми побудували вектор 𝑀0𝑥1 за координатами точок 𝑀0 та
𝑥1, подiлили на його довжину та отримали одиничний напрямний вектор
𝑒1 вiдрiзка 𝑀0𝑥1. Координати цього вектора ми позначили через 𝑒1[0] та
𝑒1[1]:

𝑒1 (𝑒1[0], 𝑒1[1]) .

На шляху 𝑀0𝑥1 вимальовуємо першу дiлянку 𝑀0𝑃 довжини 0.1. Щоб
отримати координати точки 𝑃, користуємось векторною рiвнiстю

𝑂𝑃 = 𝑂𝑀0 + 0.1𝑒1,

де 𝑂 — початок координат. Оскiльки над векторами виконуються лiнiйнi
дiї, то такi самi дiї справедливi i для координат цих векторiв:

𝑥𝑝 = 𝑥0 + 0.1𝑒1[0], 𝑦𝑝 = 𝑦0 + 0.1𝑒1[1],
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де 𝑥𝑝, 𝑦𝑝 — координати точки 𝑃 , 𝑥0, 𝑦0 — координати точки 𝑀0. Ана-
логiчно вимальовуємо iншi дiлянки вiдрiзка 𝑀0𝑥1. В кодi це реалiзовано
командами 76 та 78. Так само вимальовуємо решту вiдрiзкiв ламаної, що
зображена на рис. 1.

Рис. 2. Фрагмент коду створення анiмацiї

Повнiстю код отримання анiмацiї можна переглянути за посиланням:
https://bit.ly/43fX85B
Тут була використана програма написана мовою Python версiї 3.10.5

та бiблiотеки time, numpy, matplotlib.pyplot. Результат роботи алгоритму
у форматi GIF можна переглянути за наступним посиланням:

https://bit.ly/3PJrNp3
2. Метод Ньютона для системи рiвнянь
У цьому пунктi розглянемо метод Ньютона для системи рiвнянь. Якщо

рiвняння (1) задає систему рiвнянь, то формулу (2) слiд замiнити фор-
мулою (3). Тут 𝑓 ′ (𝑥) — похiдна Фреше (для багатовимiрних просторiв
вона являє собою матрицю Якобi, що складається iз частинних похiдних
функцiй заданої системи), (𝑓 ′ (𝑥))−1 — обернена матриця.

Приклад. За методом Ньютона розв’язати систему рiвнянь{︃
𝑥3 + 𝑦2 − 9.1 = 0,

𝑥2 + 𝑦 − 5 = 0.
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Позначимо

x =

(︃
𝑥

𝑦

)︃
, 𝑓 (x) =

(︃
𝑥3 + 𝑦2 − 9.1

𝑥2 + 𝑦 − 5

)︃
.

Тодi

𝑓 ′ (x) =

(︃
3𝑥2 2𝑦

2𝑥 1

)︃
,

(𝑓 ′ (x))−1 — обернена матриця. Зауважимо, що обернена матриця iснує,
якщо визначник |𝑓 ′ (x)| вiдмiнний вiд нуля, тобто

3𝑥2 − 4𝑥𝑦 ̸= 0.

Значить, обернена матриця не iснує на прямих 𝑥=0 та 3𝑥−4𝑦=0. На цих
прямих не можна брати початковi точки 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0 для знаходження
розв’язкiв системи за методом Ньютона. За початкову точку вiзьмемо 𝑥0=3,
𝑦0 = 5. При 𝑖 = 0 будемо мати

x0 =

(︃
3

5

)︃
, 𝑓 (x0) =

(︃
42.9

9

)︃
,

𝑓 ′ (x0) =

(︃
27 10

6 1

)︃
, (𝑓 ′ (x0))

−1 = 1
33

(︃
−1 10

6 −27

)︃
.

За формулою Ньютона (3) знайдемо перше наближення кореня

x1 =

(︃
3

5

)︃
− 1

33

(︃
−1 10

6 −27

)︃(︃
42.9

9

)︃
=

(︃
1.57273

4.56364

)︃
.

Аналогiчно, пiдставляючи у формулу (3) x1 замiсть x0, знайдемо x2 —
друге наближення кореня. Продовжуючи процес так далi, знайдемо на
шостому кроцi розв’язок системи

𝑥6 = 1.753, 𝑦6 = 1.927

з похибкою 𝑟 = |𝑓 (𝑥6, 𝑦6)| = 2.4 · 10−5.
На рис. 3 зображено графiки заданих рiвнянь, маршрут отриманих

наближень вiд заданої точки 𝑥0 = 3, 𝑦0 = 5 до розв’язку системи 𝑥6 =

1.753, 𝑦6 = 1.927 (червона ламана), а також лiнiї, на яких не можна
брати початковi точки (штриховi лiнiї).
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Рис. 3. Маршрут наближення вiд початкової точки (3,5)

Рис. 4. Маршрути наближень вiд початкових точок (4,1) i (-2,-6)

Рис. 5. Маршрути наближень вiд початкових точок (1,1) i (-1,-6)
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На рис. 3 видно, що система рiвнянь має чотири розв’язки. Взяв-
ши за початкову точку 𝑥0 = 3, 𝑦0 = 5, ми знайшли найближчий до
цiєї точки розв’язок. Взявши другу початкову точку 𝑥0 = 4, 𝑦0 = 1,
знайдемо другий розв’язок 𝑥7 = 2.022, 𝑦7 = 0.9097 (рис. 4 лiворуч).
Взявши третю початкову точку 𝑥0 = −2, 𝑦0 = −6, знайдемо третiй
розв’язок 𝑥4 = −3.491, 𝑦4 = −7.186 (рис. 4 праворуч). Взявши че-
тверту початкову точку 𝑥0 = −4, 𝑦0 = 1, знайдемо четвертий розв’язок
𝑥5 = −1.285, 𝑦5 = 3.35. В розглянутих вище чотирьох випадках метод
Ньютона приводив до розв’язку, найближче розташованого до вибраної
початкової точки. Але, якщо початкова точка взята близько до лiнiї, де не
можна брати початковi точки, то маршрут стає непередбачуваним i може
привести не до найближчого розв’язку системи (рис. 5). На рис. 5 лiворуч
за початкову точку було взято 𝑥0 = 1, 𝑦0 = 1, а праворуч за початкову то-
чку було взято 𝑥0 = −1, 𝑦0 = −6. На правому рисунку друге наближення
до кореня знаходиться недалеко вiд лiнiї, де не можна брати початкових
точок.

3. Наближення до елiпса

У попередньому пунктi ми розв’язали систему двох рiвнянь з двома
невiдомими, яка мала чотири розв’язки. Цiкаво, як буде вести себе метод
Ньютона у випадку, коли рiвняння має безлiч розв’язкiв? У даному пунктi
ми розглянемо рiвняння елiпса

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
− 1 = 0

при 𝑎 = 5, 𝑏 = 3. Коренями цього рiвняння є всi точки елiпса. Знайдемо
один iз цих коренiв, користуючись методом Ньютона. За початкову точку
вiзьмемо 𝑥0 = 6, 𝑦0 = 5. Позначимо

x =

(︃
𝑥

𝑦

)︃
, 𝑓 (x) =

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
− 1.

Тодi

𝑓 ′ (x) =
(︁
2𝑥
𝑎2

2𝑦
𝑏2

)︁
.

Тут обернених матриць (𝑓 ′ (x))−1 у звичайному розумiннi не iснує. Але
iснує (i не одна) матриця, що є оберненою до отриманої матрицi з правої
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сторони. У якостi такої вiзьмемо

(︀
𝑓 ′ (x)

)︀−1
=

1

2

(︃
𝑎2

2𝑥
𝑏2

2𝑦

)︃
.

Зауважимо, що обернена матриця не iснує на координатних осях 𝑥 = 0

та 𝑦 = 0. На цих осях не можна брати початкових точок.
У вибранiй початковiй точцi 𝑥0 = 6, 𝑦0 = 5 отримаємо

x0 =

(︃
6

5

)︃
, 𝑓 (x0) =

36

25
+
25

9
−1 =

724

225
= 3.218,

(︀
𝑓 ′ (x0)

)︀−1
=

(︃
1.042

0.45

)︃
.

За формулою Ньютона

x1 = x0 −
(︀
𝑓 ′ (x0)

)︀−1
𝑓 (x0)

знайдемо перше наближення

x1 =

(︃
6

5

)︃
−

(︃
1.042

0.45

)︃
3.218 =

(︃
2.647

3.552

)︃
.

На сьомому кроцi отримаємо один iз коренiв рiвняння:

𝑥7 = −0.122, 𝑦7 = 3.0

з похибкою 𝑓 (𝑥7, 𝑦7) = 3.8 · 10−4.
На рис. 6 лiворуч зображено графiк елiпса та маршрут отриманих

наближень вiд заданої точки 𝑥0 = 6, 𝑦0 = 5 до наближеного розв’язку
рiвняння 𝑥7 = −0.122, 𝑦7 = 3.0 (червона ламана).

Якщо за початкову точку вiзьмемо 𝑥0 = 1, 𝑦0 = 1, то дiйдемо до iншого
кореня рiвняння 𝑥4 = 4.442, 𝑦4 = 1.377 (рис. 6, праворуч).

4. Наближення до параболи
У даному пунктi ми розглянемо рiвняння параболи

𝑥2 − 𝑦 = 0.

Коренями цього рiвняння є всi точки параболи. Знайдемо один iз цих
коренiв, користуючись методом Ньютона. За початкову точку вiзьмемо
𝑥0 = −1, 𝑦0 = 7. Позначимо

x =

(︃
𝑥

𝑦

)︃
, 𝑓 (x) = 𝑥2 − 𝑦.
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Рис. 6. Маршрути наближень вiд початкових точок (6,5) i (1,1)

Тодi
𝑓 ′ (x) =

(︁
2𝑥 −1

)︁
.

У якостi оберненої з правої сторони вiзьмемо матрицю

(︀
𝑓 ′ (x)

)︀−1
=

1

2

(︃
1
2𝑥

−1

)︃
.

Зауважимо, що обернена матриця не iснує на прямiй 𝑥 = 0. На цiй
прямiй не можна брати початкових точок.

У вибранiй початковiй точцi 𝑥0 = −1, 𝑦0 = 7 отримаємо

x0 =

(︃
−1

7

)︃
, 𝑓 (x0) = 1− 7 = −6,

(︀
𝑓 ′ (x0)

)︀−1
=

1

2

(︃
−0, 5

−1

)︃
.

За формулою Ньютона (3) знайдемо перше наближення

x1 =

(︃
−1

7

)︃
− 1

2

(︃
−0.5

−1

)︃
(−6) =

(︃
−2.5

4

)︃
.

На 3-му кроцi ми отримали один iз коренiв рiвняння:

𝑥3 = −2.269, 𝑦3 = 5.150

з похибкою 𝑓 (𝑥3, 𝑦3) = 3 · 10−5.
На рис. 7 лiворуч зображуємо графiк параболи та маршрут отриманих

наближень вiд заданої точки 𝑥0 = −1, 𝑦0 = 7 до наближеного розв’язку
рiвняння 𝑥3 = −2.269, 𝑦7 = 5.150 (червона ламана).
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Якщо за початкову точку вiзьмемо 𝑥0 = 3, 𝑦0 = 1, то дiйдемо до iншого
кореня рiвняння 𝑥3 = 2.285, 𝑦3 = 5.223 (рис. 7, праворуч) з похибкою
𝑓 (𝑥3, 𝑦3) = 6 · 10−8.

Рис. 7. Маршрути наближень вiд початкових точок (-1,7) i (3,1)

5. Наближення до елiпсоїда
У даному пунктi ми розглянемо рiвняння елiпсоїда

4𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 + 2𝑦𝑧 + 2𝑧2 − 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 0.

Коренями цього рiвняння є всi точки елiпсоїда. Знайдемо один iз цих коре-
нiв, користуючись методом Ньютона. За початкову точку вiзьмемо 𝑥0 = 0,
𝑦0 = 0, 𝑧0 = 1. Позначимо

x =

⎛⎜⎝ 𝑥

𝑦

𝑧

⎞⎟⎠ , 𝑓 (x) = 4𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 + 2𝑦𝑧 + 2𝑧2 − 𝑥+ 𝑦 − 𝑧.

Тодi
𝑓 ′ (x) =

(︁
8𝑥− 2𝑦 − 1 −2𝑥+ 6𝑦 + 2𝑧 + 1 2𝑦 + 4𝑧 − 1

)︁
.

У якостi оберненої з правої сторони вiзьмемо матрицю

(︀
𝑓 ′ (x)

)︀−1
=

1

3

⎛⎜⎝
1

8𝑥−2𝑦−1
1

−2𝑥+6𝑦+2𝑧+1
1

2𝑦+4𝑧−1

⎞⎟⎠ .

Зауважимо, що обернена матриця не iснує на площинах

8𝑥− 2𝑦 − 1 = 0, −2𝑥+ 6𝑦 + 2𝑧 + 1 = 0, 2𝑦 + 4𝑧 − 1 = 0.
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На цих площинах не можна брати початкових точок. У вибранiй початко-
вiй точцi 𝑥0 = 0, 𝑦0 = 0, 𝑧0 = 1 отримаємо

(︀
𝑓 ′ (x0)

)︀−1
=

1

9

⎛⎜⎝ −3

1

1

⎞⎟⎠ .

За формулою Ньютона (3) знайдемо перше наближення

x1 =

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠− 1

9

⎛⎜⎝ −3

1

1

⎞⎟⎠ =
1

9

⎛⎜⎝ 3

−1

8

⎞⎟⎠ .

Таким чином,

𝑥1 =
1

3
≈ 0.333, 𝑦1 =

−1

9
≈ −0.111, 𝑧1 =

8

9
≈ 0.889.

На четвертому кроцi ми отримали один iз коренiв рiвняння:

𝑥4 = 0.194, 𝑦4 = −0.324, 𝑧4 = 0.777

з похибкою 𝑓 (𝑥4, 𝑦4, 𝑧4) = 7 · 10−4.

На рис. 8 зображуємо графiк елiпсоїда та маршрут отриманих набли-
жень вiд заданої точки 𝑥0 = 0, 𝑦0 = 0, 𝑧0 = 1 до наближеного розв’язку
рiвняння 𝑥4 = 0.194, 𝑦4 = −0.324, 𝑧4 = 0.777 (червона ламана).

Рис. 8. Маршрут наближення вiд початкової точки (0,0,1)
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6. Метод Ньютона для невизначеної системи
У даному роздiлi застосуємо метод Ньютона до наступної системи рiв-

нянь {︃
𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧 = 0,

𝑦 + 𝑧 − 2 = 0.

Очевидно, що ця система має безлiч розв’язкiв. Всi розв’язки системи
лежать на лiнiй перетину параболоїда з площиною. Знайдемо деякi з цих
розв’язкiв.

Позначимо

x =

⎛⎜⎝ 𝑥

𝑦

𝑧

⎞⎟⎠ ,

𝑓 (x) =

(︃
𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧

𝑦 + 𝑧 − 2

)︃
.

Тодi

𝑓 ′ (x) =

(︃
2𝑥 2𝑦 −1

0 1 1

)︃
.

У якостi оберненої з правої сторони вiзьмемо

(︀
𝑓 ′ (x)

)︀−1
=

⎛⎜⎝
1
2𝑥 0

0 1
2𝑦+1

0 2𝑦
2𝑦+1

⎞⎟⎠ .

Зауважимо, що обернена матриця не iснує на площинах 𝑥 = 0 та 2𝑦 +

1 = 0. На цих площинах не можна брати початковi точки. За початкову
точку вiзьмемо 𝑥0 = 1, 𝑦0 = 1, 𝑧0 = 3. Отримаємо

x0 =

⎛⎜⎝ 1

1

3

⎞⎟⎠ ,

𝑓 (x0) =

(︃
−1

2

)︃
,

(︀
𝑓 ′ (x)

)︀−1
=

⎛⎜⎝
1
2 0

0 1
3

0 2
3

⎞⎟⎠ .
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За формулою Ньютона (3) знайдемо перше наближення

x1 =

⎛⎜⎝ 1

1

3

⎞⎟⎠−

⎛⎜⎝
1
2 0

0 1
3

0 2
3

⎞⎟⎠(︃ −1

2

)︃
=

=

⎛⎜⎝ 1

1

3

⎞⎟⎠−

⎛⎜⎝
−1
2
2
3
4
3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝
3
2
1
3
5
3

⎞⎟⎠ .

Таким чином,

𝑥1 =
3

2
= 1.5, 𝑦1 =

1

3
≈ 0.333, 𝑧1 =

5

3
≈ 1.667.

На третьому кроцi ми отримали один iз коренiв системи:

𝑥3 = 1.247, 𝑦3 = 0.333, 𝑧3 = 1.667

з похибкою |𝑓 (𝑥4, 𝑦4, 𝑧4)| = 4 · 10−4.
Якщо за початкову точку вiзьмемо 𝑥0 = 1, 𝑦0 = −1, 5, 𝑧0 = 3, то на

третьому кроцi отримаємо наступний корiнь системи:

𝑥3 = 0.829, 𝑦3 = −1.75, 𝑧3 = 3.75

з похибкою |𝑓 (𝑥4, 𝑦4, 𝑧4)| = 4 · 10−6.
Взявши за початкову точку 𝑥0 = 0.5, 𝑦0 = −2, 𝑧0 = 5, за чотири кроки

прийдемо до наступного кореня системи:

𝑥4 = 0.943, 𝑦4 = −1.667, 𝑧4 = 3.667

з похибкою |𝑓 (𝑥4, 𝑦4, 𝑧4)| = 5 · 10−7.
Якщо ж початкову точку взяти подалi вiд розв’язкiв системи, напри-

клад, 𝑥0 = 2, 𝑦0 = 2, 𝑧0 = 2, то отримаємо розбiжну послiдовнiсть точок.

Висновки

Робота присвячена дослiдженню та вiзуалiзацiї методу Ньютона набли-
женого розв’язання рiвнянь виду (1), де

𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚.
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У роздiлi 1 розглянуто приклад наближеного розв’язання за методом
Ньютона одного рiвняння з однiєю змiнною. Мовою програмування Python
складено код розв’язання цього прикладу. В результатi отримано файл у
форматi gif, який наочно демонструє роботу алгоритму.

У роздiлах 2 — 6 роботу методу Ньютона було дослiджено на випа-
док, коли рiвняння (чи система рiвнянь) має декiлька розв’язкiв або без-
лiч розв’язкiв. На прикладах було продемонстровано, що метод Ньюто-
на працює i тодi, коли рiвняння або система рiвнянь мають навiть без-
лiч розв’язкiв. В цих випадках у звичайному розумiннi не iснує матриць,
обернених до матриць Якобi. Але iснує багато матриць, обернених з правої
сторони. Питання: яку з них краще вибрати, потребує подальшого теорети-
чного дослiдження. В роботi правi оберненi матрицi ми пiдбирали навман-
ня. Ця частина роботи була виконана в системi комп’ютерної математики
wxMaxima. Результати наочно представлено на графiках.
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Hryhoriev Yu.
Newton’s method and its visualization

Summary

Relevance of work. Mathematical modulation in various fields of science and
technology often leads to nonlinear equations or systems of such equations.
Far from always, these equations can be solved by exact methods. More of-
ten it is necessary to use approximate methods. One of the most popular of
them is Newton’s method. In modern works, Newton’s method often serves as
the basis for the development of new approximate methods that accelerate the
convergence of iterative processes or are used to solve systems of large orders.
The goal of the work. Visualize the work of the algorithm for solving the equa-
tion, as well as the system of equations according to Newton’s method, so that
the results of this work could be used when compiling electronic textbooks on
the study of this method. Another goal is to study the method in the case
when the system has several solutions; to study the possibility of using the
method for equations with an infinite number of solutions.
Key words: nonlinear equation, system of nonlinear equations, derivative, Ja-
cobi matrix, Newton’s method.

References

1. Andrunyk, V. A., Vysotska, V. A., Pasichnyk, V.V., Chyrun, L. B., Chyrun, L. V. (2020).
Chyselni metody v komp‘iuternykh naukakh: navchalnyi posibnyk [Numerical methods in
computer science: a study guide]. Lviv: Vydavnytstvo «Novyi svit–2000», 470 p.

2. Boichuk, A. A., Samoilenko, A. M. (2016). Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems. 2th ed. Berlin, Boston: De Gruyter, 298 p.

3. Chuiko, S. M. (2018). Pro uzaghalnennya teoremy Niutona—Kantorovicha u
banakhovomu prostori [A generalization of the Newton—Kantorovich theorem in a
Banakh space]. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr., №6, P. 22–31.

4. Chuiko, S. M., Boichuk, I. A. (2009). Autonomous Noetherian boundary-value problem
in the critical case. Nonlinear Oscillations, Vol. 12, №3, P. 417–428.

5. Chuiko, S. M., Boichuk, I. A., Pirus, O. E. (2013). On the approximate solution of an
autonomous boundary-value problem by the Newton—Kantorovich method. J. Math.
Sci., Vol. 189, №5, P. 867–881.

6. Chuiko, S. M., Pirus, O. E. (2013). On the approximate solution of autonomous
boundary-value problems by the Newton method. J. Math. Sci., Vol. 191, №3, P. 449–
463.



24 Григор’єв Ю. О.

7. Khimich, A. N., Sidoruk, V. А., Nesterenko, A. N. (2020). Hibrydnyi alhorytm metodu
Niutona dlia rozviazuvannia system neliniinykh rivnian z blochnymy matrytsiamy
[Hybrid algorithm Newton method for solving systems of nonlinear equations with block
Jacobi matrix]. Programming problems, №2-3, P. 208–217.

8. Petkovic M. S. (2013). Multipoint Methods for Solving Nonlinear Equations. Amsterdam:
Elsevier, 344 p.

9. Ben-Israel A. (1966). A Newton-Raphson method for the solution of systems of equati-
ons. J. Math. Anal. Appl, Vol. 15, P. 243–252.

10. Chuiko S.M. (2017). To The generalization of the Newton-Kantorovich theorem. Visn.
Kharkiv. nats. un-tu. im. V.N. Karazina. Ser. matem., prykl. matem. i mekhanika. Vol.
85. №1, P. 62–68.

11. Chuiko S. M. (2020). Obobschenie metoda Nyutona—Kantorovicha dlya sistem neli-
neynykh veschestvennykh uravneniy [A generalization of the Newton-Kantorovich
method for systems of nonlinear real equations]. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr., №3,
P. 3–9.



Дослiдження в математицi i механiцi. — 2022. — Т. 27, вип. 1–2 (39–40). — С. 25–39

УДК 517.925
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Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова

АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНОГО КЛАСУ
НЕЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЧЕТВЕРТОГО
ПОРЯДКУ

Для двочленого неавтономного звичайного диференцiального рiвняння четвертого по-
рядку з експоненцiальною нелiнiйнiстю та неперервним i вiдмiнним вiд нуля у деякому
лiвому околi 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) коефiцiєнтом 𝑝(𝑡) дослiджується асимптотична поведiнка при
𝑡 ↑ 𝜔 одного з можливих типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв. Спочатку з використанням апрi-
орних асимптотичних властивостей розглянутих 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв встановлюються
необхiднi умови їх iснування, а також асимптотичнi зображення цих розв’язкiв та їх
похiдних до третього порядку включно. Питання про фактичне iснування розв’язкiв
з отриманими асимптотичними зображення вирiшується шляхом його зведення до пи-
тання про iснування зникаючих в особливiй точцi розв’язкiв у системи квазiлiнiйних
диференцiальних рiвнянь, до якої рiвняння зводиться за допомогою деяких перетво-
рень, що визначаються з урахуванням виду встановлених асимптотичних зображень.
При цьому також вирiшується i питання про кiлькiсть розв’язкiв рiвняння зi знайдени-
ми асимптотичними зображеннями.
MSC: 34E05.
Ключовi слова: неавтономнi диференцiальнi рiвняння, експоненцiальна нелiнiйнiсть,
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- розв’язки, асимптотична поведiнка 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- розв’язкiв.
DOI: 10.18524/2519-206X.2022.1-2(39-40).293952.

Вступ

Пiсля розробки методiв дослiдження асимптотичної поведiнки розв’яз-
кiв диференцiальних рiвнянь другого та третього порядку зi степеневими
та правильно змiнними нелiнiйностями проявилася зацiкавленiсть дослi-
дникiв до встановлення асимптотики розв’язкiв двочлених неавтономних
диференцiальних рiвнянь n-го порядку зi швидко змiнною нелiнiнiстю ви-
ду

𝑦(𝑛) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙(𝑦),
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де 𝛼0 ∈ {−1; 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ — неперервна функцiя, 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞ та
𝜙 : Δ𝑌0 −→]0,+∞[ — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

𝜙′(𝑦) ̸= 0, 𝑦 ∈ Δ𝑌0 , lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙(𝑦) =

{︃
або 0,

або +∞, саме
lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙(𝑦)𝜙′′(𝑦)

𝜙′2(𝑦)
= 1,

𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, Δ𝑌0 — однобiчний окiл 𝑌0.
Важливим окремим випадком таких рiвнянь є рiвняння з експоненцi-

альною нелiнiйнiстю. Для цих рiвнянь в работах Євтухова В. М., Дрiк Н. Г.
[1], Євтухова В. М., Шинкаренко В. М. [2], Євтухова В. М., Харькова В. М.
[3] були розробленi методи дослiдження асимптотичної поведiнки класу
розв’язкiв, якi визначаються через експоненцiальну нелiнiйнiсть, що є не
зовсiм природним. Найбiльш природним уявляється встановлення асим-
птотичних властивостей тих розв’язкiв, якi дослiджувалися ранiше при
розглядi диференцiальних рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями,
а саме так званих 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв (див., наприклад, роботу [4]).

Означення 1 ([5]). Розв’язок 𝑦 вказаного диференцiального рiвняння
𝑛-порядку називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо
вiн визначений на промiжку [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє наступнi умови

𝑦(𝑡) ∈ Δ𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0,

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

[︃
або 0,

або ±∞,
(𝑘 = 1, 2, ...𝑛− 1), lim

𝑡↑𝜔

[𝑦(𝑛−1)(𝑡)]2

𝑦(𝑛−2)(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡)
= 𝜆0.

В данiй роботi розглядається двочлене неавтономне диференцiальне
рiвняння четвертого порядку виду

𝑦(4) = 𝛼0𝑝0(𝑡)[1 + 𝑟(𝑡)]𝑒𝜎𝑦 (𝜎 ̸= 0), (1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝0 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ — неперервна, або неперервно ди-
ференцiйовна функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, 𝑟 : [𝑎, 𝜔[−→] − 1,+∞[ —
неперервна функцiя така, що

lim
𝑡↑𝜔

𝑟(𝑡) = 0. (2)

В цьому рiвняннi функцiя 𝜙(𝑦) = 𝑒𝜎𝑦 (𝜎 ̸= 0) є швидко змiнною функцiєю
тiльки при 𝑦 → 𝑌0 = ±∞. При цьому у якостi околiв Δ𝑌0 точок 𝑌0 = ±∞
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можемо обирати промiжки

Δ𝑌0 =

[︃
]0,+∞[, якщо 𝑌0 = +∞,

]−∞, 0[, якщо 𝑌0 = −∞
(3)

Таким чином, для рiвняння (1) отримуємо наступне

Означення 2. Розв’язок 𝑦 диференцiального рiвняння (1) називається
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на про-
мiжку [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє наступнi умови

𝑦(𝑡) ∈ Δ𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0 = ±∞, (4)

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

[︃
або 0,

або ±∞,
(𝑘 = 1, 2, 3), lim

𝑡↑𝜔

[𝑦(3)(𝑡)]2

𝑦(2)(𝑡)𝑦(4)(𝑡)
= 𝜆0. (5)

З цього означення зокрема випливає, що число

𝜈0 =

{︃
1, якщо 𝑌0 = +∞,

−1, якщо 𝑌0 = −∞
(6)

визначає знаки будь-якого 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язку i його першої похiдної в
деякому лiвому околi 𝜔.

Метою роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iснування у
диференцiального рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв у випадку, коли 𝜆0 ∈
R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

(не особливий випадок), а також асимптотичних зображень
при 𝑡 ↑ 𝜔 для таких розв’язкiв та їх похiдних до третього порядку включно
iз визначенням їх кiлькостi.

Вибiр у даному дослiдженнi рiвняння четвертого порядку пов’язаний
з тим, що отриманi ранiше для рiвнянь другого i третього порядкiв [7]; [8]
результати про поведiнку 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв не можуть бути безпосере-
дньо поширеними на рiвняння n-го порядку без попереднього детального
дослiдження рiвняння четвертого порядку.

При встановленнi необхiдних умов iснування у диференцiального рiв-
няння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв буде використаний вiдомий результат Євту-
хова В. М. про апрiорнi асимптотитчнi властивостi таких розв’язкiв, який
випливає з роботи [5].
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Лема 1 ([5], Роздiл 3, §10). Якщо 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
, то кожний

𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язок диференцiального рiвняння (1) задовольняє наступнi
граничнi умови:

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
(𝑘)(𝑡)

𝑦(𝑘−1)(𝑡)
=

𝑎0𝑘
𝜆0 − 1

(𝑘 = 1, . . . , 4), де 𝑎0𝑘 = (4− 𝑘)𝜆0 + 𝑘 − 3, (7)

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞

Крiм того, в роботi буде використовуватись одне вiдоме твердження
про iснування зникаючих в особливiй точцi розв’язкiв у системи квазiлi-
нiйних диференцiальних рiвнянь виду

𝑣′𝑖 = ℎ(𝑡)

[︃
𝑓𝑖(𝑡) +

4∑︁
𝑘=1

𝑐𝑖𝑘(𝑡)𝑣𝑘 + 𝑉𝑖(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣4)

]︃
(𝑖 = 1, . . . , 4), (8)

в якому функцiї

ℎ, 𝑓𝑖 : [𝑡0, 𝜔[−→ R (𝑖 = 1, . . . , 4) 𝑐𝑖𝑘 : [𝑡0, 𝜔[−→ R (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 4)

є неперервними i задовольняють умови:

ℎ(𝑡) ̸= 0, при 𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝜔

𝜔∫︁
𝑡0

|ℎ(𝑡)| 𝑑𝑡 = +∞, (9)

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑖(𝑡) = 0 (𝑖 = 1, . . . , 4), lim
𝑡↑𝜔

𝑐𝑖𝑘(𝑡) = 𝑐0𝑖𝑘 (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 4), (10)

а функцiї 𝑉𝑖 неперервнi на множинi

[𝑡0, 𝜔[×R𝑏, де R𝑏 =
{︀
(𝑣1, . . . , 𝑣4) ∈ R4 : |𝑣𝑖| ≤ 𝑏 (𝑖 = 1, . . . , 4), 𝑏 > 0

}︀
i задовольняють умову

lim
|𝑣1|+...+|𝑣4|→0

𝑉𝑖(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣4)

|𝑣1|+ . . .+ |𝑣4|
=0 (𝑖=1, . . . , 4) рiвномiрно за 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[. (11)

З теореми 2.2 роботи [6] випливає наступний результат для системи (8).

Лема 2 ([6], Теорема 2.2). Нехай виконуються умови (9)–(11) i гранична
матриця коефiцiєнтiв 𝐶0 =

(︀
𝑐0𝑖𝑘
)︀2
𝑖,𝑘=1

не має характеристичних коренiв
з нульовою дiйсною частиною. Тодi у системи диференцiальних рiвнянь
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(8) iснує хоча б один розв’язок (𝑣𝑖)
4
𝑖=1 : [𝑡1, 𝜔[−→ R4 (𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔), що пря-

мує до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔. Бiльше того, iснує 𝑚-параметрична сiм’я таких
розв’язкiв, якщо серед коренiв характеристичного рiвняння матрицi 𝐶0

iснує 𝑚 коренiв (з урахуванням кратних), дiйснi частини, яких мають
знак протилежний знаку функцiї ℎ на промiжку [𝑡0, 𝜔[.

Далi, при 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

уведемо додатковi допомiжнi позначення

𝐾(𝜆0) =
(𝜆0 − 1)3

𝜆0(2𝜆0 − 1)
, 𝐽0(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴0

𝜋3𝜔(𝜏)𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏,

де

𝐴0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔, якщо

𝜔∫︀
𝑎
|𝜋𝜔(𝜏)|3𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏 < +∞,

𝑎, якщо
𝜔∫︀
𝑎
|𝜋𝜔(𝜏)|3𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

𝐽1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴1

𝑝0(𝜏)

𝐽0(𝜏)
𝑑𝜏, 𝐽𝑖(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴𝑖

𝐽𝑖−1(𝜏)𝑑𝜏, (𝑖 = 2, 3)

де

𝐴1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0, якщо

𝜔∫︀
𝑎0

𝑝0(𝜏)
|𝐽0(𝜏)| 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎0

𝑝0(𝜏)
|𝐽0(𝜏)| 𝑑𝜏 < +∞,

𝑎0 ∈ [𝑎, 𝜔[,

𝐴𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0, якщо

𝜔∫︀
𝑎0

|𝐽𝑖−1(𝜏)|𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎0

|𝐽𝑖−1(𝜏)|𝑑𝜏 < +∞
(𝑖 = 2, 3).

𝑌 (𝑡) = − 1

𝜎
ln(𝛼0(−

1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)), 𝑞(𝑡) =

𝑌 ′(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
.

Основнi результати

Теорема 1. Нехай 𝜆0 ∈ R∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
. Для iснування у диференцiального

рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, щоб виконувались нерiвностi

𝛼0𝜈0𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2) > 0, 𝛼0𝜈1𝐾(𝜆0)𝜋𝜔(𝑡) > 0, при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, (12)
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i наступнi умови

𝛼0𝜎𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡)

𝐽0(𝑡)
= ±∞, (13)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
2(𝑡)

𝐽2(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

(14)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
3(𝑡)

𝐽3(𝑡)
=

2𝜆0 − 1

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝑞(𝑡) = 1, lim

𝑡↑𝜔

𝛼0𝜋𝜔(𝑡)𝐽3(𝑡)

𝑌 (𝑡)
=

3𝜆0 − 2

𝜆0 − 1
,

причому кожний такий розв’язок допускає при 𝑡 ↑ 𝜔 наступнi асимпто-
тичнi зображення

𝑦(𝑡) = − 1

𝜎
ln(𝛼0(−

1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)) + 𝑜(1),

𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝛼0𝐽4−𝑘(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (𝑘 = 1, 2, 3). (15)

Доведення. Нехай 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

i 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[−→ Δ𝑌0 – 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
розв’язок диференцiального рiвняння (1). Тодi згiдно з (1), умовами (5),
(7) i уведеними позначеннями

sign 𝑦(𝑡) = 𝜈0, sign 𝑦′(𝑡) = 𝜈1, sign 𝑦′′(𝑡) = 𝛼0𝜆0,

sign 𝑦′′′(𝑡) = 𝛼0[(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)], sign 𝑦(4)(𝑡) = 𝛼0. (16)

При цьому, як вже було встановлено, виконується умова (12).
Крiм того, з (7) випливає, що

𝑦(4)(𝑡) =
𝑦(4)(𝑡)

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡) ∼ 𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2)

(𝜆0 − 1)4
𝑦(𝑡)

𝜋4𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦(4)(𝑡) =
𝑦(4)(𝑡)

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
𝑦′(𝑡) ∼ 𝜆0(2𝜆0 − 1)

(𝜆0 − 1)3
𝑦′(𝑡)

𝜋3𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔

i тому з (1) дiстаємо

𝑦(𝑡)

𝑒𝜎𝑦(𝑡)
=

𝛼0(𝜆0 − 1)4

𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2)
𝜋4𝜔(𝑡)𝑝0(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔 (17)

i
𝑦′(𝑡)

𝑒𝜎𝑦(𝑡)
=
𝛼0(𝜆0 − 1)3

𝜆0(2𝜆0 − 1)
𝜋3𝜔(𝑡)𝑝0(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (18)
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З цих спiввiдношень зокрема отримуємо наступнi знаковi умови

𝜈0 = 𝛼0sign[𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2)], 𝜈1 = 𝛼0sign [𝜆0(𝜆0 − 1)(2𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)],

i тодi виконуються нерiвностi (12), а також згiдно з уже встановленим
маємо, що

𝜈0 = 𝜈1.

Далi, iнтегруючи асимптотичне спiввiдношення (18) на промiжку вiд 𝑡0 до
𝑡, знаходимо

𝑦(𝑡)∫︁
𝑦(𝑡0)

𝑑𝑠

𝑒𝜎𝑠
=
𝛼0(𝜆0 − 1)3

𝜆0(2𝜆0 − 1)

𝑡∫︁
𝑡0

𝜋3𝜔(𝑡)𝑝0(𝜏)[1 + 𝑜(1)]𝑑𝜏, де 𝑠 = 𝑦(𝑡). (19)

Враховуючи, що в (19) 𝑦(𝑡) → 𝑌0 = ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔, а також правило обрання
границь iнтегрування 𝐴0 в iнтегралi 𝐽0, знаходимо

− 1

𝜎
𝑒−𝜎𝑦

⃒⃒⃒⃒𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡0)

=
𝛼0(𝜆0 − 1)3

𝜆0(2𝜆0 − 1)

𝑡∫︁
𝑡0

𝜋3𝜔(𝑡)𝑝0(𝜏)[1 + 𝑜(1)]𝑑𝜏

𝑒−𝜎𝑦(𝑡) = 𝛼0(−
1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (20)

звiдки ми отримуємо першу умову з (13). Прологарифмуємо вираз (20)

−𝜎𝑦(𝑡) = ln(𝛼0(−
1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)[1 + 𝑜(1)]) при 𝑡 ↑ 𝜔, (21)

i отримаємо перше з асимптотичних спiввiдношень (15) для 𝑦(𝑡). Викори-
стовуючи властивоcтi (17), отримаємо, що

𝑦(𝑡) =
𝛼0(𝜆0 − 1)4

𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2)

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡)

𝑒−𝜎𝑦(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (22)

або з урахуванням отриманого значння 𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡) =
𝛼0(𝜆0 − 1)4

𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2)

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡)

𝛼0(− 1
𝜎 )𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)

[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (23)

або

𝑦(𝑡) =
𝜆0 − 1

3𝜆0 − 2

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡)

(− 1
𝜎 )𝐽0(𝑡)

[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (24)
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де 𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡) > 0, sign𝐽0 = sign𝜋𝜔. Оскiльки при 𝑡 ↑ 𝜔, 𝑦(𝑡) → 𝑌0 = ±∞,

то звiдси випливає справедливiсть другої граничної умови (13).
Далi отримаємо асимптотичнi спiввiдношення для похiдних першого, дру-
гого та третього порядку для розв’язку, визначеного першою формолою
(15). Пiдставляючи перше асимптотичне спiввiдношення з (15) у праву
частину рiвняння (1), дiстанемо, що

𝑦(4)(𝑡) = 𝛼0𝑝0(𝑡)𝑒
𝜎𝑌 (𝑡) при 𝑡 ↑ 𝜔. (25)

Iнтегруючи (25) на промiжку вiд 𝑡0 до 𝑡 з урахуванням правила обрання
нижньої границi iнтегрування 𝐴1 в iнтегралi 𝐽1(𝑡), ми отримаємо асимпто-
тичне спiввiдношення

𝑦′′′(𝑡) = 𝛼0𝐽1(𝑡)[1 + 𝑜(1)], 𝑡 ↑ 𝜔, (26)

тобто має мiсце друге з асимптотичних спiввiдношень (15) при 𝑘 = 3.
Звiдси з урахуванням правил обрання границь iнтегрування 𝐴2 та 𝐴3 в
iнтегралiв 𝐽2(𝑡) i 𝐽3(𝑡) в результатi iнтегрування на промiжку вiд 𝑡0 до 𝑡
спiввiдношення (26) таким же чином встановлюємо справедливiсть iнших
асимптотичних спiввiдношень (15) при 𝑘 = 2 i 𝑘 = 1. З отриманих асим-
птотичних спiввiдношень (15) i того факту, що 𝑦(𝑡) ∼ 𝑌 (𝑡), з урахуванням
граничних умов (7) безпосередньо випливають перше, друге та третє гра-
ничнi спiввiдношення з (14).
Доведемо справедливiсть четвертої умови (14). Оскiльки

𝑞(𝑡) =
𝑌 ′(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
=
𝑒−𝜎𝑌 (𝑡) 𝐽

′
0(𝑡)

𝐽0(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
=
𝛼0𝐾(𝜆0)𝐽

′
0(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
=
𝛼0𝐾(𝜆0)𝜋

3
𝜔(𝑡)𝑝0(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)

i згiдно з першою i третьою граничною умовою з (14)

𝐽3(𝑡) =
𝐽3(𝑡)

𝐽2(𝑡)

𝐽2(𝑡)

𝐽1(𝑡)

𝐽1(𝑡)

𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽 ′
1(𝑡) =

=
𝐽3(𝑡)

𝐽 ′
3(𝑡)

𝐽2(𝑡)

𝐽 ′
2(𝑡)

𝐽1(𝑡)

𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽 ′
1(𝑡)∼

(𝜆0 − 1)3

(2𝜆0 − 1)𝜆0
𝜋3𝜔(𝑡)𝑝0(𝑡)=𝐾(𝜆0)𝜋

3
𝜔(𝑡)𝑝0(𝑡) при 𝑡 ↑ 𝜔,

звiдси отримаємо то 𝑞(𝑡) ∼ 1 при 𝑡 ↑ 𝜔, тобто має мiсце четверта з
граничних умов з (14). Далi доведемо справедивiсть граничної умови п’ять
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з (14) Для доведення застосуємо правило Лопiталя у формi Штольця. При
цьому з урахуванням четветої з умов (14) дiстанемо, що

lim
𝑡↑𝜔

𝑌 ′(𝑡)

𝛼0(𝜋𝜔(𝑡)𝐽3(𝑡))′
= lim

𝑡↑𝜔

𝑌 ′(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
[︁
3𝜆0−2
𝜆0−1 + 𝑜(1)

]︁ =
𝜆0 − 1

3𝜆0 − 2
,

що доводить справедливiсть п’ятої з граничних умов (14).
Теорему повнiстю доведено.

Теорема 2. Нехай 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

i виконуються умови (12)-(14).
Нехай, крiм того

lim
𝑡↑𝜔

(1− 𝑞(𝑡))|𝑌 (𝑡)|
3
4 = 0 i 𝛼0𝜎 > 0. (27)

Тодi дифференцiальне рiвняння (1) має двопараметричну сiмь’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)

розв’язкiв, що задовольняють при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

𝑦(𝑡)=𝑌 (𝑡) + 𝑜(1), 𝑦
′
(𝑡)=𝛼0𝐽3(𝑡)

[︃
1+

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
3
4

]︃
, 𝑦

′′
(𝑡)=𝛼0𝐽2(𝑡)

[︃
1+

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
2

]︃
,

𝑦
′′′
(𝑡) = 𝛼0𝐽1(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
4

]︃
. (28)

Доведення. Нехай 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

i виконуються умови (12)-
(14) i (27). Покажемо, що у цьому випадку рiвняння (1) має хоча б один
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язок, що задовольняє при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення
(15), i з’ясуємо питання про кiлькiсть таких розв’язкiв. Для цього спочатку
рiвняння (1) за допомогою замiн

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡) + 𝑦1(𝑡), 𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝛼0𝐽4−𝑘(𝑡)[1 + 𝑦𝑘+1(𝑡)], (𝑘 = 1, 2, 3) (29)

зведемо до системи диференцiальних рiвнянь

𝑦′1=𝛼0𝐽3(𝑡) [1− 𝑞(𝑡)+𝑦2] , 𝑦′2=
𝐽

′
3(𝑡)

𝐽3(𝑡)
(𝑦3−𝑦2),

𝑦′3=
𝐽

′
2(𝑡)

𝐽2(𝑡)
(𝑦4−𝑦3), 𝑦′4=

𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)

[︃
(1 + 𝑟(𝑡))

𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)
− 1− 𝑦4

]︃
. (30)

Цю систему будемо розглядати на множинi

Ω = [𝑡1, 𝜔[×𝐷, де 𝐷 =

{︂
(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) ∈ R4

1
2

: |𝑦𝑖| ≤
1

2
, (𝑖 = 1, . . . , 4)

}︂
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i число 𝑡1 ∈ [𝑎, 𝜔[ обрано таким чином, що

𝑌 (𝑡) + 𝑦1 ⊂ Δ𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ i |𝑦1| ≤
1

2
.

На данiй множинi правi частини системи неперервнi i мають неперервнi
частинi похiднi до другого порядку включно за змiнними 𝑦𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 4).

Використовуючи останiй факт, уточнимо вигляд четвертого рiвняння си-
стеми. Розкладаючи 𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡) при фiксованому 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ за формолую
Тейлора по змiннiй 𝑦1 в околi нуля з залишковим членом у формi Лагран-
жа, будемо мати

𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)
= 1 + 𝑦1 +

1

2!

𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝜉1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)
𝑦21, де |𝜉1| < |𝑦1|.

Тому останнє рiвняння системи запишеться у виглядi

𝑦′4 =
𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)

[︂
(1 + 𝑟(𝑡))(1 + 𝑦1 +

1

2!
𝑒𝜉1)𝑦21 − 1− 𝑦4

]︂
. (31)

Оскiльки |𝜉𝑖| < |𝑦1| i |𝑦1| → 0, то iснує 𝛿 таке, що четверте рiвняння системи
(30) може бути записаним у виглядi

𝑦′4 =
𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)
[𝑟(𝑡) + (1 + 𝑟(𝑡))𝑦1 − 𝑦4 +𝑅(𝑡, 𝑦1)] ,

де |𝑅(𝑡, 𝑦1| ⩽ 𝑦21 при |𝑦1| ⩽ 𝛿 для деякого 0 < 𝛿 <
1

2
. (32)

Надалi отриману систему будемо розглядати на множинi Ω0 = [𝑡1, 𝜔[×R4
𝛿 .

Згiдно з теоремою 1 маємо

lim
𝑡↑𝜔

𝜉1(𝑡) =
3𝜆0 − 2

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝜉2(𝑡) =

2𝜆0 − 1

𝜆0 − 1
,

lim
𝑡↑𝜔

𝜉3(𝑡) =
𝜆0

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝜉4(𝑡) =

1

𝜆0 − 1
. (33)

З урахуванням виду функцiї 𝜉𝑖(𝑡), перепишемо систему (30) у виглядi

𝑦′1 =
𝑌 (𝑡)
𝜋𝜔(𝑡)

{𝜉1(𝑡)(1− 𝑞(𝑡)) + 𝑦2} ,

𝑦′2 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉2(𝑡)(𝑦3 − 𝑦2)} ,

𝑦′3 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉3(𝑡)(𝑦4 − 𝑦3)} ,

𝑦′4 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉4(𝑡) [𝑟(𝑡) + (1 + 𝑟(𝑡))𝑦1 − 𝑦4 +𝑅(𝑡, 𝑦1)]} .

(34)
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З метою асимптотично вiрiвняти множники при 𝑡 ↑ 𝜔 в правiй частинi
рiвнянь системи (37) застосуємо до неї додаткове перетворення

𝑦1(𝑡) = 𝜐1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−
3
4𝜐2(𝑡),

𝑦3(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−
1
2𝜐3(𝑡), 𝑦4(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−

1
4𝜐4(𝑡). (35)

В результатi цього перетворення отримаємо систему диференцiальних рiв-
нянь (8), в якiй

ℎ(𝑡) =
|𝑌 (𝑡)|

1
4

𝜋𝜔(𝑡)
(ℎ(𝑡) ̸= 0), 𝑓1(𝑡) = 𝜉1(𝑡)(1− 𝑞(𝑡))|𝑌 (𝑡)|

3
4 sign𝑌 (𝑡),

𝑓2(𝑡) = 0, 𝑓3(𝑡) = 0, 𝑓4(𝑡) = 𝜉4(𝑡)𝑟(𝑡), (36)

𝑐11(𝑡) = 0, 𝑐12(𝑡) = 𝜉1(𝑡) sign𝑌 (𝑡), 𝑐13(𝑡) = 0, 𝑐14(𝑡) = 0,

𝑐21(𝑡) = 0, 𝑐22(𝑡) = 0, 𝑐23(𝑡) = 𝜉2(𝑡), 𝑐24(𝑡) = 0,

𝑐31(𝑡) = 0, 𝑐32(𝑡) = 0, 𝑐33(𝑡) = 0, 𝑐34(𝑡) = 𝜉3(𝑡),

𝑐41(𝑡) = 𝜉4(𝑡)(1 + 𝑟(𝑡)), 𝑐42(𝑡) = 0, 𝑐43(𝑡) = 0, 𝑐44(𝑡) = 0,

а також
𝑉 (𝑡, 𝜐1) = 𝜉4(𝑡)𝑅(𝑡, 𝜐1). (37)

В силу умов (33) i (27) та вигляду функцiї 𝑌 (𝑡) випливає, що в цiй систе-

мi lim𝑡↑𝜔 𝑓𝑖(𝑡) = 0, де (𝑖 = 1, .., 4) i
𝜔∫︀
𝑡1

|𝑌 (𝑡)|
1
4

𝜋𝜔(𝑡)
𝑑𝑡 = +∞, тобто виконується

умова (9) i перша умова з (10). Також тут функцiя 𝑉 (𝑡, 𝜐1) згiдно з умо-
вами на функцiю 𝑅(𝑡, 𝜐1) (32) задовольняє умовi (11). Крiм того в силу
умов (33) i вигляду функцiї 𝑌 (𝑡), i що sign𝑌 (𝑡) = 𝜈0

sign𝜎 , гранична матриця
коефiцiєнтiв (𝑐4𝑖,𝑘=1(𝑡)) при 𝑡 ↑ 𝜔 має наступний вид

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 3𝜆0−2

𝜆0−1 (
𝜈0

sign𝜎 ) 0 0

0 0 2𝜆0−1
𝜆0−1 0

0 0 0 𝜆0
𝜆0−1

1
𝜆0−1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

З урахуванням (13) характеристичне рiвняння цiєї сталої матрицi має на-
ступний вигляд

𝜆4 =
𝛼0

sign𝜎
|3𝜆0 − 2||2𝜆0 − 1||𝜆0|

(𝜆0 − 1)4
. (38)
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Знайдемо коренi цього рiвняння. У випадоку, коли 𝛼0
sign𝜎 = 1, характери-

стичне рiвняння може бути записаним у видi(︃
𝜆2 −

√︃
|3𝜆0 − 2|(|2𝜆0 − 1|)|𝜆0|

(𝜆0 − 1)4

)︃(︃
𝜆2 +

√︃
|3𝜆0 − 2|(|2𝜆0 − 1|)|𝜆0|

(𝜆0 − 1)4

)︃
= 0

i воно має два дiйсних кореня

𝜆1,2 = ±
4
√︀
|3𝜆0 − 2||2𝜆0 − 1||𝜆0|

|𝜆0 − 1|
(39)

i два комплексно спряжених кореня

𝜆3,4 = ±𝑖
4
√︀
|3𝜆0 − 2||2𝜆0 − 1||𝜆0|

|𝜆0 − 1|
. (40)

Таким чином, оскiльки виконується умова 𝛼0
sign𝜎 > 0, то в цьому випадку

характеристичне рiвняння (38) має чотири комплексноспряженi коренi з
вiдмiнною вiд нуля дiйсною частиною.
Тодi на основi леми 2 система диференцiальних рiвнянь (8) має дво-пара-
метричну сiм’ю розв’язкiв 𝜐𝑖, де (𝑖 = 1, 2, 3, 4) на промiжку [𝑡0, 𝜔[→ R4,
якi прямують до 0 при 𝑡 ↑ 𝜔. Кожному такому розв’язку з урахуванням
замiн (29) i (35) вiдповiдає розв’язок 𝑦(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[→ R диференцiального
рiвняння (1), для якого мають мiсце асимптотичнi зображення (28).
Неважко також перевiрити з урахуванням цих асимптотичних зображень
i вигляду рiвняння (1), що побудованi нами розв’язки є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’яз-
ками.

Теорему повнiстю доведено.

Зауваження 1. Питання про iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв у диферен-
цiального рiвняння (1) у випадку, коли 𝛼0

sign𝜎 < 0, залишається вiдкритим
i воно потребує додаткового дослiдження складного випадку, коли серед
коренiв характеристичного рiвняння е два чисто уявних кореня.

Висновки

В даннiй роботi для рiвняння зi швидкозмiнною нелiнiйнiстю отриманi
необхiднi i достатнi умови iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв у випадку, ко-
ли 𝜆0 ∈ R ∖

{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

(не особливий випадок), i вирiшено питання про
кiлькiсть таких розв’язкiв.
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Evtukhov V. M., Golubev S. V.
Asymptotic behaviour of solutions of one class of the fourth-

order nonlinear differential equations

Summary

The asymptotic behaviour as 𝑡 ↑ 𝜔 of one of the possible types of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
solutions of a binomial non-autonomous fourth-order ordinary differential equa-
tion with exponential nonlinearity and a continuous and non-zero in some left
neighbourhood 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) coefficient 𝑝(𝑡) is investigated. First, using a priori
asymptotic properties of the considered 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-solutions, necessary condi-
tions for their existence are established, as well as asymptotic representations
of these solutions and their derivatives up to the third order. The question of
the actual existence of solutions with the obtained asymptotic representations
is solved by reducing it to the question of the existence of solutions that vanish
at a specific point of a system of quasilinear differential equations. This system
is obtained as a result of some transformations of the original equation, taking
into account the kind of established asymptotic representations. In addition,
the question of the number of solutions with found asymptotic representations
is also resolved.
Key words: non-autonomous differential equations, exponential nonlinearity,
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- solutions, asymptotic behavior of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- solutions.
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B. B. Карапетров
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова

АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНОГО ВИДУ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ 𝑛-го ПОРЯДКУ

У данiй роботi розглядається диференцiальне рiвняння 𝑛-го порядку (𝑟(𝑡)𝑢(𝑚))(𝑛−𝑚) =∑︀𝑚
𝑘=0 𝑝𝑘𝑢

(𝑘), 𝑛 ≥ 2, для якого знайденi умови iснування та асимптотичнi зображення
розв’язкiв при деяких умовах на функцiї 𝑝𝑘 та функцiю 𝑟. Розв’язки такого типу рiвнянь
при 𝑚 = 0 розглядалися у роботi Хiнтона, а при 𝑠 ≡ 1 та 𝑚 = 𝑛 − 1 розглядалися у
роботi Кiгурадзе I.Т. Результати, отримнi у данiй роботi для вказаного рiвняння, у
деякому сенсi узагальнють результати, отриманi в роботах Хiнтона та I. Т. Кiгурадзе.
При отриманнi асимптотичних зображень за допомогою замiн рiвняння перетворюється
у еквiвалентну систему квазалiнiйних диференцiальних рiвнянь, для якої виконуються
вiдомi результати Левiнсона, рiвняння у деякому сенсi асимптотично еквiвалентне до
вiдповiдного двочленного диференцiального рiвняння 𝑛-го порядку.
MSC: 34A34, 34C41, 34Е99.
Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння n-го порядку, асимптотичнi зображення роз-
в’язкiв, системи квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь, квазiпохiднi.
DOI: 10.18524/2519-206X.2022.1-2(39-40).294141.

Вступ

Розглядається диференцiальне рiвняння

(𝑟(𝑡)𝑢(𝑚))(𝑛−𝑚) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑢
(𝑘), 𝑛 ≥ 2, (1)

де 𝑝𝑘 ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐([𝑎; +∞[) (𝑘 = 0, ...,𝑚),

lim
𝑡→+∞

𝑝0(𝑡)

𝑞(𝑡)
= 𝜎, 𝜎 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑝0(𝑎)), (2)

𝑟(𝑡) та 𝑞(𝑡) – додатнi двiчi неперервно диференцiйовнi на промiжку [𝑎; +∞[

функцiї, 𝐶𝑙𝑜𝑐([𝑎; +∞[) – простiр локально неперервних функцiй на про-
мiжку [𝑎; +∞[, 𝐿([𝑎; +∞[) – Банаховий простiр iнтегрованих за Лебегом
функцiй.

Рiвняння виду (1) при 𝑚 = 0 розглядалися у роботi [2]:

(𝑟(𝑡)𝑢(𝑚))(𝑛−𝑚) ± 𝑞𝑦 = 0, 𝑛 ≥ 2.
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Рiвняння виду (1) при 𝑠 ≡ 1 та 𝑚 = 𝑛− 1 розглядалися у роботi [3]:

𝑢(𝑛) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘(𝑡)𝑢
(𝑘).

Для таких рiвнянь було отримано асимптотичнi зображення розв’язкiв при
накладанi рiзних умов на коефiцiєнти.

Метою даної роботи є встановлення асимптотичних зображень розв’яз-
кiв рiвняння (1) при 𝑡→ +∞.

Основнi результати
Отримано наступну теорему.

Теорема 1. Нехай для рiвняння (1) виконується умова (2), а також
умови (︁𝑞

𝑟

)︁ 1
𝑛
/∈ 𝐿([𝑎; +∞[), (3)

𝑟′

𝑟
·
(︁𝑞
𝑟

)︁− 1
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[),

𝑞′

𝑞
·
(︁𝑞
𝑟

)︁− 1
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[), (4)(︂

𝑟′

𝑟

)︂2

·
(︁𝑞
𝑟

)︁− 1
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[),

(︂
𝑞′

𝑞

)︂2

·
(︁𝑞
𝑟

)︁− 1
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[), (5)

𝑝𝑘−1(𝑡)

𝑞(𝑡)
·
(︁𝑞
𝑟

)︁ 𝑘−1
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[) (𝑘 = 2,𝑚),

𝑝𝑚(𝑡)

𝑟(𝑡)𝑞(𝑡)
·
(︁𝑞
𝑟

)︁𝑚
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[). (6)

Тодi рiвняння (1) має фундаментальну систему розв’язкiв 𝑢𝑗 (𝑗 = 1, 𝑛),
якi допускають асимптотичнi зображення

𝑢𝑘−1
𝑗 = 𝑞(𝑡)−𝛼𝑘 ·𝑟(𝑡)−𝛽𝑘 ·𝑒𝑥𝑝

⎡⎣𝜆𝑗 · 𝑡∫︁
𝑎

(︁𝑞
𝑟

)︁ 1
𝑛

⎤⎦·[𝜆𝑘−1
𝑗 +𝑜(1)], (𝑘, 𝑗 = 1, 𝑛), (7)

де 𝜆0𝑗 – коренi рiвняння
𝜆𝑛 = 𝜎. (8)

Доведення.
Застосуємо до рiвняння (1) перетворення:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢(𝑖)(𝑡) = 𝑧𝑖+1(𝑡), 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚− 1,

𝑢(𝑚)(𝑡) =
𝑧𝑚+1(𝑡)

𝑟(𝑡)
,

(𝑟(𝑡)𝑢(𝑚))(𝑖−𝑚) = 𝑧𝑖+1(𝑡), 𝑚+ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1,𝑚 ̸= 𝑛− 1.

(9)
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Отримаємо систему квазiлiнiйних рiвнянь, еквiвалентну до рiвняння (1)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′(𝑖)(𝑡) = 𝑧𝑖+1(𝑡), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1, 𝑖 ̸= 𝑚

𝑧′(𝑚)(𝑡) =
𝑧𝑚+1(𝑡)

𝑟(𝑡)
,

𝑧′𝑛 = 𝑝0(𝑡)𝑧1 +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡) · 𝑧𝑖+1 +
𝑝𝑚(𝑡)

𝑟(𝑡)
· 𝑧𝑚+1.

(10)

Запишемо систему (10) у матричнiй формi:

𝑍 ′ = 𝑃 · 𝑍; (11)

де

𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)
𝑛
1 , 𝑝𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1, 𝑖 ̸= 𝑚, 𝑗 = 𝑖+ 1,

1

𝑟(𝑡)
, 𝑖 = 𝑚, 𝑗 = 𝑖+ 1,

𝑝𝑖−1, 𝑖 = 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚,
𝑝𝑚
𝑟
, 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 𝑚+ 1,

0, otherwise.

(12)

До системи (11) застосуємо перетворення

𝑍(𝑡) = 𝑄(𝑡) ·𝑊 (𝑡), (13)

де
𝑄(𝑡) = 𝑑𝑖𝑎𝑔

[︁
𝑞𝛼1𝑟𝛽1 ...𝑞𝛼𝑛𝑟𝛽𝑛

]︁
.

У результатi перетворення (13) отримаємо систему

𝑊 ′ =
[︀
𝑄−1𝑃𝑄−𝑄−1𝑄′]︀ ·𝑊. (14)

Зауважимо, що

𝑄−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

[︂
1

𝑞𝛼1𝑟𝛽1
...

1

𝑞𝛼𝑛𝑟𝛽𝑛

]︂
.

𝑃 ·𝑄 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
1 , 𝑎𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑞𝛼𝑖+1 · 𝑟𝛽𝑖+1 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1, 𝑖 ̸= 𝑚, 𝑗 = 𝑖+ 1,

𝑞𝛼𝑚+1 · 𝑟𝛽𝑚+1−1, 𝑖 = 𝑚, 𝑗 = 𝑖+ 1,

𝑝𝑖−1 · 𝑞𝛼𝑖 · 𝑟𝛽𝑖 , 𝑖 = 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚,

𝑝𝑚 · 𝑞𝛼𝑚+1 · 𝑟𝛽𝑚+1−1, 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 𝑚+ 1,

0, otherwise,
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𝑄−1𝑃𝑄 = (𝑏𝑖𝑗)
𝑛
1 , 𝑏𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑞𝛼𝑖+1−𝛼𝑖 · 𝑟𝛽𝑖+1−𝛽𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1, 𝑖 ̸=𝑚, 𝑗= 𝑖+1,

𝑞𝛼𝑚+1−𝛼𝑚 · 𝑟𝛽𝑚+1−𝛽𝑚−1, 𝑖=𝑚, 𝑗= 𝑖+1,

𝑝𝑖−1 · 𝑞𝛼𝑖−𝛼𝑛 · 𝑟𝛽𝑖−𝛽𝑛 , 𝑖=𝑛, 1≤𝑗≤𝑚,

𝑝𝑚 · 𝑞𝛼𝑚+1−𝛼𝑛 · 𝑟𝛽𝑚+1−𝛽𝑛−1, 𝑖=𝑛, 𝑗=𝑚+1,

0, otherwise,

𝑄−1𝑄 =
𝑞′

𝑞
·𝐷1 +

𝑟′

𝑟
·𝐷2, 𝐷1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 [𝛼1, ..., 𝛼𝑛] , 𝐷2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 [𝛽1, ..., 𝛽𝑛] .

Оберемо 𝛼𝑖 та 𝛽𝑖 таким чином, щоб

𝛼2 − 𝛼1 = 𝛼3 − 𝛼2 = ... = 𝛼𝑚+1 − 𝛼𝑚 = 𝛼𝑛 − 𝛼𝑛−1 = 1 + 𝛼1 − 𝛼𝑛 = 𝜏𝛼,

𝛽2 − 𝛽1 = 𝛽3 − 𝛽2 = ... = 𝛽𝑚+1 − 𝛽𝑚 − 1 = 𝛽𝑛 − 𝛽𝑛−1 = 𝛽1 − 𝛽𝑛 = 𝜏𝛽.

З останнiх рiвностей випливає, що 𝜏𝛼 = 1
𝑛 , 𝜏𝛽 = − 1

𝑛 .

Тодi ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼1 − 𝛼𝑛 =
1

𝑛
− 1,

𝛼2 − 𝛼𝑛 =
1

𝑛
− 𝑛− 1

𝑛
,

...........................................

𝛼𝑚+1 − 𝛼𝑛 =
1

𝑛
− 𝑛−𝑚

𝑛
.

Нехай 𝑄−1𝑃𝑄 =
(︀ 𝑞
𝑟

)︀ 1
𝑛 · [𝐾 + 𝑉 ], де 𝐾 = (𝑘𝑖𝑗)

𝑛
1 , 𝑉 = (𝑣𝑖𝑗)

𝑛
1 ,

𝑘𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 1≤ 𝑖≤𝑛− 1, 𝑗= 𝑖+1,

𝜎, 𝑖=𝑛, 𝑗=1,

0, otherwise,

𝑣𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝0
𝑞

− 𝜎, 𝑖=𝑛, 𝑗=1,

𝑝𝑖−1

𝑞
·
(︁𝑞
𝑟

)︁ 𝑖−1
𝑛
, 𝑖=𝑛, 2≤𝑗≤𝑚,

𝑝𝑚
𝑞

·
(︁𝑞
𝑟

)︁𝑚
𝑛
, 𝑖=𝑛, 𝑗=𝑚+1,

0, otherwise.

Отже, система (14) перетворюється на наступну систему
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𝑊 ′ =

[︂(︁𝑞
𝑟

)︁ 1
𝑛 · [𝐾 + 𝑉 ]− 𝑞′

𝑞
·𝐷1 +

𝑟′

𝑟
·𝐷2

]︂
·𝑊. (15)

До системи (15) застосуємо перетворення

ℎ(𝑡) =

𝑡∫︁
𝑎

(︂
𝑞(𝜍)

𝑟(𝜍)

)︂ 1
𝑛

𝑑𝜍. (16)

Нехай також 𝑔-функцiя, обернена до функцiї ℎ, для всiх 𝑡>𝑎 𝑔(ℎ(𝑡))= 𝑡.
Оскiльки виконуються умови (3)-(5) теореми, то ℎ(𝑡) → ∞ при 𝑡 → ∞.

Також маємо 𝑊 (𝑠) = 𝑍(𝑔(𝑠)). У результатi перетворення (16) отримаємо
систему

𝑊 ′ = [𝐾 + 𝑉 − 𝛼(𝑠) ·𝐷1 + 𝛽(𝑠) ·𝐷2] ·𝑊, (17)

де

𝛼(𝑠) =

(︂
𝑞(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂− 1
𝑛 𝑞′

𝑞
, 𝛽(𝑠) =

(︂
𝑞(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂− 1
𝑛 𝑟′

𝑟
.

З умов (3)—(5) теореми також випливає, що

∞∫︁
0

|𝛼′(𝑠)|𝑑𝑠 =
∞∫︁
𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︃(︂

𝑞(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂− 1
𝑛 𝑞′

𝑞

)︃′
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑠 < +∞

та
∞∫︁
0

𝛼2(𝑠)𝑑𝑠 =

∞∫︁
𝑎

(︃(︂
𝑞(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂− 2
𝑛
(︂
𝑞′

𝑞

)︂′
)︃2

𝑑𝑠 < +∞.

Аналогiчнi результати є справедливими i для 𝛽(𝑠).
Розглянемо тепер характеристичнi числа матрицi

[𝐾 + 𝑉 − 𝛼(𝑠) ·𝐷1 − 𝛽(𝑠) ·𝐷2] . (18)

Позначимо їх як 𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠), 𝜏 = 1, 𝑛, де 𝛾𝜏 (𝑠) → 0 при 𝑠→ 0, 𝜆𝜏 (𝜏 = 1, 𝑛)—
коренi характеристичного рiвняння матрицi 𝐾, яке має вигляд (8):

𝜆𝑛 = 𝜎.

Самi коренi мають вигляд

𝜆𝜏 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑒𝑥𝑝[

𝑖Π(2𝜏 − 1)

𝑛
, 𝜎 = −1,

𝑒𝑥𝑝[
2Π · 𝑖(𝜏 − 1)

𝑛
, 𝜎 = 1.
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З означення 𝛾𝜏 (𝑠) випаливає, що

0 = 𝑑𝑒𝑡 [𝐾 + 𝑉 − 𝛼(𝑠) ·𝐷1 − 𝛽(𝑠) ·𝐷2 − (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠)) · 𝐼] =

=
𝑝0
𝑞

+
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝑞

·
(︁𝑞
𝑟

)︁ 𝑘
𝑛

𝑘∏︁
𝑖=1

(𝛼𝑖𝛼(𝑠) + 𝛽𝑖𝛽(𝑠) + (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠)))+

+
𝑛∏︁

𝑖=1

(𝛼𝑖𝛼(𝑠) + 𝛽𝑖𝛽(𝑠) + (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠))). (19)

У результатi розкладання правої частини рiвняння (19) маємо

𝜎 = (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠))
𝑛 − (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠))

𝑛−1
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝛼𝑖𝛼(𝑠) + 𝛽𝑖𝛽(𝑠)))+

+...+ (−1)𝑛
𝑛∏︁
1

(𝛼𝑖𝛼(𝑠) + 𝛽𝑖𝛽(𝑠)))+

+
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝑞

·
(︁𝑞
𝑟

)︁ 𝑘
𝑛

𝑘∏︁
𝑖=1

(𝛼𝑖𝛼(𝑠) + 𝛽𝑖𝛽(𝑠) + (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠))) +
𝑝0
𝑞

− 𝜎. (20)

Зауважимо, що

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖 = 0. (21)

Оскiльки 𝛼(𝑠) → 0, 𝛽(𝑠) → 0, 𝛾(𝑠) → 0, при 𝑠 → +∞ виконується (21)
та умови (6) теореми випливає, що iснує таке число 𝑀 , що

|(𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠))
𝑛 − 𝜎| ≤𝑀(|𝛼(𝑠)|+ |𝛽(𝑠)|)2. (22)

З (22) також випливає, що iснує число А, що

|𝛾𝜏 (𝑠)| ≤ 𝐴(|𝛼(𝑠)|+ |𝛽(𝑠)|)2. (22)

Отже, 𝜏(𝑠) ∈ 𝐿([𝑎; +∞[) та виконуються умови теореми 8.1 з роботи [1])
та наслiдку 6.5 з роботи [3]).

Отже, рiвняння (1) має фундаментальну систему розв’язкiв 𝑢𝑗 (𝑗 =

1, 𝑛), якi допускають асимптотичнi зображення (7). Теорему повнiстю до-
ведено.
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Висновки

Шляхом замiни рiвняння (1) зводиться до еквiвалентної системи квазi-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь, завдяки чому побудовано асимптоти-
чне зображення розв’язкiв рiвняння(1) при 𝑡→ +∞.
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Karapetrov V. V.
Asymptotic representations of the solutions of some type 𝑛-th

order differential equations

Summary

In this work there is considered the 𝑛 order differential equation
(𝑟(𝑡)𝑢(𝑚))(𝑛−𝑚) =

∑︀𝑚
𝑘=0 𝑝𝑘𝑢

(𝑘), for which the existence conditions and asymp-
totic representations of solutions under certain conditions on the function 𝑝𝑘

and the function 𝑟 are found. Solutions of this type of equation for 𝑚 = 0 were
considered in the work of Hinton, and for 𝑠 ≡ 1 and 𝑚 = 𝑛 − 1 were consid-
ered in the work of I.T. Kiguradze. The results obtained in this work for the
indicated equation in some sense generalize the results obtained in the works
of Hinton and I. T. Kiguradze. For obtaining asymptotic images using substi-
tutions, the equation is transformed into an equivalent system of quasi-linear
differential equations for which the well-known Levinson results are satisfied,
the equation is in some sense asymptotically equivalent to the corresponding
binomial differential equation of the 𝑛th order.
Key words: n-th order differential equations, asymptotic representations of so-
lutions, systems of quasi-linear differential equations, quasiderivatives.
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УСЕРЕДНЕННЯ В ЛIНIЙНИХ ЗА КЕРУВАННЯМ ЗАДАЧАХ
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ СИСТЕМАМИ В
ДИСКРЕТНОМУ ЧАСI IЗ ЗМIННИМ ЗАПIЗНЕННЯМ

Для дискретних рiвнянь керованого руху iз змiнним запiзненням у станi системи та
з параметром керування, що входить лiнiйно, обгрунтовано можливiсть застосування
методу усереднення. Для задачi оптимального керування на траєкторiях такої системи
з термiнальним критерiєм доведено теорему про близькiсть значень критерiя неусере-
дненої задачi оптимального керування на оптимальному керуваннi усередненої задачi
з оптимальним значенням критерiя неусередненої (вихiдної) задачi. Тобто оптимальне
керування усередненої задачi є асимптотично оптимальним керуванням для вихiдної
задачi. Розроблено числово-асимптотичний метод розв’язання адачi оптимального ке-
рування системою в дискретному часi, яка мiстить змiнне запiзнення в станi та лiнiйно
залежить вiд параметра керування.
MSC: 4637563475835.
Ключовi слова: метод усереднення, рiвняння керованого руху, задача оптимального
керування, запiзнення, дискретнi рiвняння.
DOI: 10.18524/2519-206X.2022.1-2(39-40).294142.

Вступ

Метод усереднення широко застосовується до дослiдження рiзноманi-
тних систем. М. М. Крилов i М. М. Боголюбов в першiй половинi мину-
лого столiття розробили асимптотичний метод, який знайшов своє засто-
сування не тiльки в нелiнiйнiй механiцi, а й у рiзних галузей прикладних
наук. Книга [2] присвячена огляду асимптотичних методiв нелiнiйної ме-
ханiки. Рiзницевi рiвняння є моделями систем у дискретному часi. Для
таких рiвнянь також було обгрунтовано можливiсть застосування методу
усереднення [1], для дискретних систем iз запiзненням метод усереднення
обгрунтовано в [6]. Можливiсть застосування методу усереднення до за-
дач оптимального керування вперше наголосив М. М. Моiсеєв. В роботах
В. О. Плотнiкова та учнiв його наукової школи метод усереднення засто-
совується до нових класiв задач керування [3; 5; 7; 8]. У згаданих роботах
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пропонується усереднювати рiвняння керованого руху та спецiальним чи-
ном будувати керування усередненої системи. Тобто, керування вихiдної
та усередненої систем мають рiзну вимiрнiсть, рiзну природу. Для дискре-
тних керованих систем та для дискретних керованих систем iз запiзненням
такого роду метод усереднення запропоновано в [4; 9]. В данiй роботi про-
понується обгрунтування методу усереднення для дискретних керованих
систем, якi лiнiйно залежать вiд параметра керування та мiстять змiнне
запiзнення в станi, пропонується обгрунтування матоду усереднення, коли
керування вихiдної й усередненої системи обираються iз однiєї множини
допустимих керувань. Для задачi оптимального керування на траєкторiях
такої системи з термiнальним критерiєм доведено теорему про близькiсть
значень критерiя неусередненої задачi оптимального керування на опти-
мальному керуваннi усередненої задачi з оптимальним значенням критерiя
неусередненої (вихiдної) задачi. Розроблено числово-асимптотичний метод
розв’язання задачi оптимального керування системою в дискретному часi,
яка мiстить змiнне запiзнення в станi та лiнiйно залежить вiд параметра
керування.

Основнi результати
1. Постановка лiнiйної за керуванням задачi оптимального ке-

рування системами в дискретному часi зi змiнним запiзненням.
Розглянемо лiнiйну за керуванням задачу оптимального керування зi

змiнним запiзненням вiдносно стану, яка лiнiйно залежить вiд керування
та описується системою рiвнянь в дискретному часi

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝜀 · ⌊𝑓(𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)) +𝐴(𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)) · 𝑢𝑖⌋, 𝑥0 = 𝑥0 (1)

i термiнальним критерiєм якостi

𝐽(𝑢) = Φ(𝑥𝑁 ) → 𝑚𝑖𝑛
𝑢⊂𝑈

, (2)

де цiле значення 𝑖— поточний момент дискретного часу, що належить мно-
жинi 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, так як 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋, 𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜀 > 0 — малий
параметр, ⌊𝑐⌋ — цiла частина числа 𝑐; 𝑥𝑖 ∈ 𝐷 ⊂ (𝑅𝑛) — поточий 𝑛-вимiрний
стан системи, який належить множинi 𝐷; 𝑢𝑖 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑟) — поточне
𝑟-вимiрне керування, яке обирається з компактної множини 𝑈 , задана цi-
лозначна функцiя 𝑠(𝑖) ∈ 𝐼𝑠 = {0, 1, 2, ..., 𝑖} визначає момент дискретного
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часу впливу змiнного запiзнення на поточний 𝑖-ий стан системи, очевидно,
що 𝑠(𝑖) ⩽ 𝑖 для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑓(𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)) — задана 𝑛-вимiрна функцiя,
𝐴(𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)) — задана 𝑛 × 𝑟-матрицi; Φ(𝑥𝑖) — задана скалярна функцiя;
𝑥0 — заданий початковий стан системи.

Означення 1. Допустимими керуваннями системи (1) назвемо функцiї
𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} iз компактної множини 𝑈 , для яких знайдеться значен-
ня 𝜀0 > 0, не залежне вiд 𝑢 ∈ 𝑈 , таке, що для всiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] вiдповiдний
розв’язок 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} системи рiвнянь (1) визначений для будь-якого
𝑖 ∈ 𝐼 та належить замкнутiй множинi 𝐷.

Означення 2. Оптимальним керуванням задачi (1), (2) назвемо таке
допустиме керування 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼}, на якому критерiй якостi (1)
приймає мiнiмальне значення 𝐽(𝑢*) = 𝑚𝑖𝑛

𝑢∈𝑈
𝐽(𝑢).

Потрiбно знайти таке допустиме керування 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} i
вiдповiдну йому траєкторiю 𝑥* = {𝑥*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼}, яка є розв’язком системи
рiвнянь (1), при цьому критерiй якостi (2) приймає мiнiмальне значення
𝐽(𝑢*) = 𝑚𝑖𝑛

𝑢∈𝑈
𝐽(𝑢).

2. Усереднення в лiнiйних за керуванням задачах керування
системами в дискретному часi зi змiнним запiзненням.

Для розв’язання задачi керування системою (1) застосуємо метод усе-
реднення. Припустимо, що рiвномiрно вiдносно цiлого 𝑞 ⩾ 0 та 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐷

iснують функцiї 𝑓0(𝑤1, 𝑤2), 𝐴0(𝑤
1, 𝑤2), якi задовольняють умови

lim
ℎ→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦1ℎ

𝑞+ℎ−1∑︁
𝑗=𝑞

𝑓
(︀
𝑗, 𝑤1, 𝑤2

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑤1, 𝑤2

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ = 0 (3)

lim
ℎ→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦1ℎ

𝑞+ℎ−1∑︁
𝑗=𝑞

𝐴
(︀
𝑗, 𝑤1, 𝑤2

)︀
−𝐴0

(︀
𝑤1, 𝑤2

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ = 0 (4)

Системi (1) поставимо у вiдповiднiсть усереднену систему

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 𝜀 ·
⌊︀
𝑓0
(︀
𝑦𝑖, 𝑦𝑠(𝑖)

)︀
+𝐴0

(︀
𝑦𝑖, 𝑦𝑠(𝑖)

)︀
· 𝜈𝑖
⌋︀
, 𝑦0 = 𝑥0, (5)

де 𝑦𝑖 ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 — поточний 𝑛-вимiрний стан системи; 𝜈𝑖 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑟)

— поточне 𝑟-вимiрне керування усередненної задачi, що обирається iз тiєї
ж компактної множини 𝑈 .
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Доведемо, що для будь-якого допустимого керування системи (1) або
будь-якого допустимого керування усередненної системи (5), що вiдповiдає
обраному керуванню, траєкторiї обох задач будуть близькi на скiнченному
асимптотично великому промiжку дискретного часу.

Теорема 1. Нехай в областi 𝑄 = {𝑖 ∈ 𝐼;𝑥𝑖 ∈ 𝐷;𝑢𝑖 ∈ 𝑈} для систем (1) i
(5) виконанi наступнi умови:

1) функцiя 𝑓(𝑖, 𝑤1, 𝑤2) та матричнозначна функцiя 𝐴(𝑖, 𝑤1, 𝑤2) рiв-
номiрно обмеженi сталою 𝑀 > 0 i для всiх 𝑖 ∈ 𝐼 задовольняють умову
Лiпшиця за 𝑤1, 𝑤2 зi сталою 𝜆 > 0;

2) рiвномiрно вiдносно цiлого значення 𝑞 ⩾ 0 та 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐷 iснують
функцiї 𝑓0(𝑤1, 𝑤2), 𝐴0(𝑤

1, 𝑤2), якi задовольняють вiдношення (3), (4);
3) функцiя 𝑠(𝑖) приймає цiлi значення iз множини 𝐼𝑠 = {0, 1, 2, ..., 𝑖}

для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 та задоволняє умову Лiпшиця зi сталою 𝜆 > 0;
4) для будь-якого керування 𝜈 = {𝜈𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої системи (5)

вiдповiдний йому розв’язок 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}, 𝑦0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 визначений
для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 та разом зi своїм 𝑝-околом належить областi 𝐷.

Тодi для будь-якого 𝜂 > 0 i 𝐿 > 0 iснує таке 𝜀0(𝜂, 𝐿) > 0, що для
всiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] i будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ справедливi
наступнi твердження:

1) будь-яке допустиме керування 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} системи (1)
є допустимим керуванням усередненої системи (5), при цьому для вiд-
повiдних цьому керуванню розв’язкiв 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} системи (1) i 𝑦 =

{𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої системи (5) зi спiльною початковою умовою 𝑥0 =

𝑦0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 справедлива оцiнка:

‖𝑥𝑖 − 𝑦𝑖‖ ≤ 𝜂; (6)

2) будь-яке допустиме керування 𝜈 = {𝜈𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої си-
стеми (5) є допустимим керуванням системи (1), при цьому для вiдпо-
вiдних цьому керуванню розв’язкiв 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої системи (5)
i 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} вихiдної системи (1) iз загальною початковою умовою
𝑦0 = 𝑥0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 справедлива оцiнка (6).

Доведення. Доведемо перше тверждення теореми. Нехай 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈
𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} довiльне допустиме керування системи (1), 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} — вiд-
повiдний розв’язок цiєї системи, який визначений для всiх 𝑖 ∈ 𝐼 i належить
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замкнутiй множинi 𝐷. Нехай 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} — вiдповiдний цьому ж керу-
ванню розв’язок усередненої системи (5) зi спiльною початковою умовою
𝑥0 = 𝑦0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷, та який за умовою 4) теореми визначений для
всiх 𝑖 ∈ 𝐼 i разом зi своїм 𝑝-околом належить областi 𝐷. Це означає, що
керування 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} є допустимим i для усередненної системи.

Визначимо властивостi функцiй 𝑓0(𝑤
1, 𝑤2), 𝐴0(𝑤

1, 𝑤2), що входять в
усереднену систему (5). Iз побудови (3), (4) при виконаннi умови 1) теореми
виходить, що всi вони обмеженi сталою 𝑀 > 0 i задовольняють умову
Лiпшиця за 𝑤1, 𝑤2 зi сталою 𝜆 > 0.

Оберемо довiльне значення 𝜂 > 0 i зафiксуємо його. Оцiнимо рiзницю
мiж розв’язками початкової системи (1) i вiдповiдної усередненної системи
(5) в довiльний момент дискретного часу 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋.
Для цього оберемо цiле значення 𝑇 (𝜀), яке має такi властивостi

lim
𝜀→0

𝑇 (𝜀) = +∞, lim
𝜀→0

𝜀 · 𝑇 (𝜀) = 0, (7)

На множинi 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁} зафiксуємо моменти часу 𝑘ℎ, вiддаленi
один вiд одного на вiдстанi 𝑇 (𝜀). При цьому отримаємо час, який повiльно
змiнюється

𝑘 ∈ 𝐼𝑘 = {0, 1, 2, ..., 𝑁𝑘}, 𝑁𝑘 = ⌊𝐿/𝜀𝑇 ⌋. (8)

Для довiльного значення дискретного часу 𝑖 ∈ 𝐼 знайдеться момент
повiльного часу 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 такий, що 𝑖 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ − 1) i буде справедлива
нерiвнiсть

‖𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1‖ ⩽ ‖𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑘ℎ‖+ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+ ‖𝑦𝑘ℎ − 𝑦𝑖+1‖ . (9)

В отриманiй нерiвностi оцiнимо кожен доданок окремо. Для першого
доданку в (9) при виконаннi умов 1) теореми отримаємо

‖𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1‖ ⩽

⩽ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑖∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
+𝐴

(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

⩽ 𝜀
𝑖∑︁

𝑗=𝑘ℎ

(𝑀 +𝑀 ‖𝑢𝑗‖).
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Значення 𝑢𝑖 ∈ 𝑈 допустимого керування 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} системи (1)
обираються iз компактної множини 𝑈 , тому знайдеться така стала 𝐾 ⩾ 0,
що для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 буде справедлива оцiнка

‖𝑢𝑖‖ ⩽ 𝐾, (10)

звiдси для першого доданку в (9) виходить, що

‖𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑘ℎ‖ ⩽ 𝜀ℎ𝑀(1 +𝐾). (11)

Аналогiчно для третього доданку в (9) при виконаннi умови 1) теореми
i властивостей функцiй, що входять в усереднену систему, отримаємо

‖𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑘ℎ‖ ⩽

⩽ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑖∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓0
(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀
+𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

⩽ 𝜀ℎ𝑀(1 +𝐾). (12)

У нерiвностi (9) залишилось оцiнити другий додаток. Для цього систе-
ми (1) i (5) при 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 представимо у видi

𝑥(𝑘+1)ℎ = 𝑥𝑘ℎ + 𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
+𝐴

(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗
]︀
,

𝑦(𝑘+1)ℎ = 𝑦𝑘ℎ + 𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓0
(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀
+𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗
]︀
.

Розглянемо вiдповiдну рiзницю i перетворимо її з урахуванням обме-
ження (10) наступним чином

⃦⃦
𝑥(𝑘+1)ℎ − 𝑦(𝑘+1)ℎ

⃦⃦
⩽ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦+
+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝐴
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗 −𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽
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⩽ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦+
+𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
−𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀⃦⃦
. (13)

У вiдношеннi (13) оцiнимо кожен доданок. Для другого доданку з ура-
хуванням виконання умови 1) теореми при всiх 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 отримаємо

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

⩽ 𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓

(︀
𝑗, 𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− 𝑓

(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦+
+𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓0
(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− 𝑓0 (𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗))

⃦⃦
⩽

⩽ 𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑗 − 𝑥𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑗) − 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
+

+𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

𝑓
(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− ℎ · 𝑓0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦+
+𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑦𝑘ℎ − 𝑦𝑗‖+

⃦⃦
𝑦𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑗)

⃦⃦)︀
. (14)
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Оцiнимо окремо деякi вирази, що входять в (14). При виконаннi умов
1), 3) теореми та обмеження (10) для будь-якого 𝑠(𝑗) ⩽ 𝑗, 𝑗 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ),
𝑘 ∈ 𝐼𝑘 отримаємо

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑗) − 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦
⩽

⩽ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑚𝑖𝑛(𝑠(𝑗),𝑠(𝑘ℎ))⩽𝑡<𝑚𝑎𝑥(𝑠(𝑗),𝑠(𝑘ℎ))

[︀
𝑓
(︀
𝑡, 𝑥𝑡, 𝑥𝑠(𝑡)

)︀
+𝐴

(︀
𝑡, 𝑥𝑡, 𝑥𝑠(𝑡)

)︀
· 𝑢𝑡
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

≤ 𝜀𝑀 (1 +𝐾) · ‖𝑠(𝑗)− 𝑠(𝑘ℎ)‖ =

= 𝜀𝜆𝑠𝑀 (1 +𝐾) · ‖𝑗 − 𝑘ℎ‖ ≤ 𝜀ℎ𝜆𝑠𝑀 (1 +𝐾) . (15)

Аналогiчно отримаємо оцiнку для виразу

⃦⃦
𝑦𝑠(𝑗) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦
⩽

⩽ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑚𝑖𝑛(𝑠(𝑗),𝑠(𝑘ℎ))⩽𝑡<𝑚𝑎𝑥(𝑠(𝑗),𝑠(𝑘ℎ))

[︀
𝑓0
(︀
𝑦𝑡, 𝑦𝑠(𝑡)

)︀
+𝐴0

(︀
𝑦𝑡, 𝑦𝑠(𝑡)

)︀
· 𝑢𝑡
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

≤ 𝜀𝑀 (1 +𝐾) · ‖𝑠(𝑗)− 𝑠(𝑘ℎ)‖ =

= 𝜀𝜆𝑠𝑀 (1 +𝐾) · ‖𝑗 − 𝑘ℎ‖ ≤ 𝜀ℎ𝜆𝑠𝑀 (1 +𝐾) . (16)

При виконаннi умови 2) теореми маємо iснування границi (3), а це
означає, що знайдеться монотонно спадна функцiя 𝜓(ℎ), яка задовольняє
вiдношення lim

ℎ→∞
𝜓(ℎ) = 0 i така, що для третього доданку в (14) при будь-

якому 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 виконується нерiвнiсть

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

𝑓
(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− ℎ · 𝑓0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ≤ 𝜀ℎ𝜓(ℎ). (17)

Враховуючи отриманi оцiнки (11), (12), (15)–(17), iз нерiвностi (14) при
всiх 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 буде слiдувати оцiнка другого доданку в (13) у видi

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

⩽ 2𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) + 𝜀ℎ𝜆𝑠𝑀 (1 +𝐾))+
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+𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
+ 𝜀𝜆𝜓(ℎ) ⩽

⩽ 2𝜀ℎ𝜆𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ𝜓(ℎ)+

+𝜀ℎ𝜆
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
. (18)

У вiдношеннi (13) оцiнимо третiй доданок. При виконаннi умов 1), 2)
теореми, з урахуванням оцiнок (11), (12), (15), (16) й iснування границi
(4), для будь-якого 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 отримаємо

𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
−𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀⃦⃦
⩽

⩽ 𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
−𝐴

(︀
𝑗, 𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀
−𝐴

(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
−𝐴0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
−𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀⃦⃦
⩽

⩽ 𝜀𝜆𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑗 − 𝑥𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑗) − 𝑥𝑠(𝑘ℎ

⃦⃦)︀
+

+𝜀𝜆𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ

⃦⃦)︀
+

+𝜀ℎ𝐾 · 1
ℎ

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
−𝐴0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀𝜆𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑦𝑘ℎ − 𝑦𝑗‖+

⃦⃦
𝑦𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑗

⃦⃦)︀
⩽

⩽ 2𝜀ℎ𝜆𝐾𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ𝐾𝜓(ℎ)+
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+𝜀ℎ𝜆𝐾
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
. (19)

Отже, виходячи з оцiнок (18)–(19) для доданкiв в (13), отримаємо

⃦⃦
𝑥(𝑘+1)ℎ − 𝑦(𝑘+1)ℎ

⃦⃦
⩽ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

+2𝜀ℎ𝜆𝐾𝜀ℎ𝑀(1 + 2𝐾)(1 + 𝜆) + 𝜀ℎ𝜓(ℎ)+

+𝜀ℎ𝜆
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
+

+4𝜀ℎ𝜆𝐾𝜀ℎ𝑀 (1 + 2𝐾) (1 + 𝜆𝑠) + 2𝜀ℎ𝐾𝜓(ℎ)+

+2𝜀ℎ𝜆𝐾
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
⩽

⩽ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+ 2𝜀ℎ𝜆𝜀ℎ𝑀(1 + 2𝐾)2 (1 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ (1 + 2𝐾)𝜓(ℎ)+

+𝜀ℎ𝜆 (1 + 2𝐾)
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
. (20)

Введемо позначення

𝛿𝑘 = 𝑚𝑎𝑥
0⩽𝑗⩽𝑘ℎ

‖𝑥𝑗 − 𝑦𝑗‖ , (21)

тодi нерiвнiсть (20) можна представити у виглядi нерiвностi⃦⃦
𝑥(𝑘+1)ℎ − 𝑦(𝑘+1)ℎ

⃦⃦
⩽

⩽ (1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 + 2𝐾)) · 𝛿𝑘 + 2𝜀ℎ𝜆𝜀ℎ𝑀(1 + 2𝐾)2 (1 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ (1 +𝐾)𝜓(ℎ),

яка виконується для будь-якого 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝑁𝑘 − 1}, отже

𝛿𝑁𝑘
⩽ (1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 + 2𝐾)) · 𝛿𝑁𝑘−1

+

+𝜀ℎ (1 + 2𝐾) · [2𝜀ℎ𝜆𝑀 (1 + 2𝐾) (1 + 𝜆𝑠) + 𝜓(ℎ)] . (22)

Далi отримаємо

𝛿𝑁𝑘
⩽ 𝜀ℎ (1 + 2𝐾) · [2𝜀ℎ𝜆𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) + 𝜓(ℎ)]×

×(1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝐾))𝑁𝑘−1 − 1

(1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝐾))− 1
⩽

⩽

[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) +

𝜓(ℎ)

2𝜆

]︂(︁
𝑒2𝜆𝐿(1+𝐾) − 1

)︁
. (23)
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З урахуванням оцiнок (11), (12), (23) для доданкiв, що входять в праву
частину нерiвностi (9), i позначення (21) для всiх 𝑖 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ − 1),
𝑘 ∈ 𝐼𝑘 справедливим є

‖𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1‖ ⩽ 2𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾)+

+

[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) +

𝜓(ℎ)

2𝜆

]︂(︁
𝑒2𝜆𝐿(1+𝐾) − 1

)︁
. (24)

Враховуючи поведiнку функцiї 𝜓(ℎ), lim
ℎ→∞

𝜓(ℎ) = 0, i властивостi (7),
для правої частини отриманої нерiвностi буде справедливе спiввiдношення

lim
𝜀→0

(︂
2𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) +

[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) +

𝜓(ℎ)

2𝜆

]︂(︁
𝑒2𝜆𝐿(1+𝐾) − 1

)︁)︂
=0.

Це означає, що для довiльно обраних 𝜂 > 0 i 𝐿 > 0 знайдеться та-
ке 𝜀0(𝜂, 𝐿) > 0, що для всiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] i будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁},
𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ iз нерiвностi (24) буде випливати оцiнка (6). За умовою теореми
розв’язок 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої системи (5) разом зi своїм 𝑝-околом
належить областi 𝐷. Вимагатимемо, щоб розв’язок 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} систе-
ми (1) знаходився в тому самому 𝑝-околi розв’язку усередненої системи
‖𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1‖ ⩽ 𝜂 < 𝑝, а значить також належав областi 𝐷, не виходячи за
її межi.

Перша частина теореми доведена.
Доведемо друге твердження теореми. Нехай 𝜈 = {𝜈𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} —

допустиме керування усередненої системи (5), а 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} — вiдпо-
вiдний йому розв’язок, який за умовою теореми разом зi своїм 𝑝-околом
належить областi 𝐷. Нехай 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} — вiдповiдний цьому ж керу-
ваню розв’язок системи (1), який задовольняє спiльну початкову умову
𝑦0 = 𝑥0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷. Оцiнка рiзницi для розв’язкiв початкової систе-
ми (1) i усередненої системи (5), що вiдповiдають допустимому керуванню
𝜈 = {𝜈𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} для усередненої системи, проводиться так само, як i в
першiй частинi доведення. Вимога ‖𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1‖ ⩽ 𝜂 < 𝑝 для будь-якого
𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ означає, що розв’язок 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}
початкової системи (1) знаходиться в 𝑝-околi розв’язку 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усе-
редненої системи (5) i за умовою 4) теореми не виходить за межу областi
𝐷 для жодного моменту дискретного часу 𝑖 ∈ 𝐼. Це означає, що керуван-
ня 𝜈 = {𝜈𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої системи (5) дiйсно є допустимим i для
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початкової системи (1), а для вiдповiдних розв’язкiв цих систем справе-
длива оцiнка (6) теореми. Тим самим доведено друге твердження теореми.
Теорема доведена.

3. Усереднення в лiнiйних за керуванням задачах оптималь-
ного керування в дискретному часi зi змiнним запiзненням.

Для задачi оптимального керування (1), (2), в яку керування входить
лiнiйно, розглянемо вiдповiдну усереднену задачу оптимального керуван-
ня. Задача описується автономною системою рiвнянь (5) в дискретному
часi 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋, яка мiстить змiнне запiзнення в
станi, i термiнальний критерiй якостi

𝐽0(𝜈) = Φ(𝑦𝑁 ) → 𝑚𝑖𝑛
𝑣⊂𝑈

. (25)

Через 𝜈* = {𝜈*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} позначимо оптимальне керування задачi (5),
(25), на якому критерiй якостi (25) приймає мiнiмальне значення 𝐽0 (𝜈*) =
𝑚𝑖𝑛
𝜈⊂𝑈

𝐽0(𝜈). Встановимо вiдношення мiж оптимальним розв’язком вихiдної

задачi (1), (2) i оптимальним розв’язком усередненої задачi (5), (25).

Теорема 2. Нехай в областi 𝑄 = {𝑖 ∈ 𝐼;𝑥𝑖 ∈ 𝐷;𝑢𝑖 ∈ 𝑈} для задач опти-
мального керування (1), (2) i (5), (25) виконанi умови теореми 1. Крiм
того: 5) функцiя Φ(𝑥) задовольняє умови Лiпшица зi сталою 𝜆 > 0. То-
дi оптимальний розв’язок усередненої задачi (5), (25) є асимптотично
оптимальним розв’язком задачi (1), (2), тобто для будь-яких 𝜂 > 0 i
𝐿 > 0 знайдеться таке 𝜀0(𝜂, 𝐿) > 0, що для всiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] справедливi
оцiнки

|𝐽* − 𝐽*
0 | ⩽ 𝜂, 𝐽 (𝜈*)− 𝐽* ⩽ 𝜂, (26)

де 𝐽* = 𝐽(𝑢*) i 𝐽*
0 = 𝐽0(𝜈

*) — оптимальне значення критерiїв якостi
задачi (1), (2) i усередненої задачi (5), (25) вiдповiдно, 𝐽(𝜈*) — значення
критерiя якостi задачi (1), (2) на оптимальному керуваннi усередненої
задачi (5), (25).

Доведення. Iз постановки задач виходить, що множина допустимих
керувань 𝑈 вихiдної системи (1) є не пустою компактною множиною, а
множина вiдповiдних розв’язкiв 𝐷 системи (1) є замкненою. При вико-
наннi умови 1) теореми виходить, що множина 𝐷 є обмеженою, а значить
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також компактною, i для задачi оптимального керування виду (1), (2) в
дискретному часi 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ завжди iснує оптималь-
не керування 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} i вiдповiдний оптимальний розв’язок
𝑥* = {𝑥*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} для будь-якого початкового стану системи. При цьому
критерiй якостi (2) на оптимальному керуваннi приймає скiнченне значен-
ня 𝐽* = 𝐽(𝑢*) = 𝑚𝑖𝑛

𝑢∈𝑈
𝐽(𝑢). Аналогiчно для усередненої задачi оптималь-

ного керування виду (5), (25) в дискретному часi 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁},
𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ iснує оптимальне керування 𝜈* = {𝜈*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} i вiдпо-
вiдний розв’язок 𝑦* = {𝑦*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} i вiдповiдне скiнченне значення крите-
рiя якостi 𝐽*

0 = 𝐽0(𝜈
*) = 𝑚𝑖𝑛

𝜈∈𝑈
𝐽0(𝜈). Виконання умов теореми для будь-

якого допустимого значення керування 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} вихiдної си-
стеми (1) означає, що умови теореми виконуються i для оптимального
керування 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} з вiдповiдним оптимальним розв’язком
𝑥* = {𝑥*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} задачi (1), (2). Отже, на пiдставi теореми 1 для обраних
𝜂0 > 0 i 𝐿 > 0 знайдеться 𝜀0 (𝜂0, 𝐿) > 0, таке, що для всiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0)

i будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ оптимальне керування
𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} вихiдної задачi (1), (2) є допустимим керуванням усе-
редненої задачi (5), (25), а для вiдповiдних йому розв’язкiв 𝑥* = {𝑥*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼}
вихiдної задачi (1), (2) i 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої задачi (5), (25) зi спiль-
ною початковою умовою 𝑥*0 = 𝑦0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 справедлива оцiнка

‖𝑥*𝑖 − 𝑦𝑖‖ ⩽ 𝜂0.

Нерiвнiсть виконується для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼, значить i для 𝑖 = 𝑁 , тому
при виконанi умови 5) теореми отримаємо

|𝐽(𝑢*)− 𝐽0(𝑢
*)| = |Φ(𝑥*𝑁 )− Φ(𝑦𝑁 )| ⩽ 𝜆 · ‖𝑥*𝑁 − 𝑦𝑁‖ ⩽ 𝜆𝜂0 = 𝜂. (27)

Аналогiчно оптимальне керування 𝜈* = {𝜈*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої
задачi (5), (25) є допустимим керуванням задачi (1), (2), а для вiдповiдних
йому розв’язкiв 𝑦* = {𝑦*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої задачi (5), (25) i 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}
задачi (1), (2) зi спiльною початковою умовою 𝑦*0 = 𝑥0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷

справедливi оцiнки

‖𝑦*𝑖 − 𝑥𝑖‖ ⩽ 𝜂0,
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|𝐽0 (𝜈*)− 𝐽 (𝜈*)| = |Φ (𝑦*𝑁 )− Φ (𝑥𝑁 )| ⩽ 𝜆 · ‖𝑦*𝑁 − 𝑥𝑁‖ ⩽ 𝜆𝜂0 = 𝜂. (28)

На оптимальному керуваннi критерiй якостi приймає мiнiмальне зна-
чення, тому для будь-якого iншого допустимого керування вiдповiдних
задач виконуються нерiвностi

𝐽 (𝜈*) ⩾ 𝐽 (𝑢*) , 𝐽0 (𝑢
*) ⩾ 𝐽0 (𝜈

*) . (29)

Для оптимальних значень критерiїв якостi задачi (1), (2) i усередненої
задачi (5), (25) може виконуватись одна iз двох нерiвностей

𝐽 (𝑢*) ⩾ 𝐽0 (𝜈
*) або 𝐽 (𝑢*) < 𝐽0 (𝜈

*) .

У першому випадку iз (29), (28) маємо

𝐽 (𝜈*) ⩾ 𝐽 (𝑢*) ⩾ 𝐽0 (𝜈
*) ⩾ 𝐽 (𝜈*)− 𝜂, звiдси |𝐽 (𝑢*)− 𝐽0 (𝜈

*)| ⩽ 𝜂.

У другому випадку iз (29), (28) маємо

𝐽0 (𝑢
*) ⩾ 𝐽0 (𝜈

*) > 𝐽 (𝑢*) ⩾ 𝐽0 (𝑢
*)− 𝜂, звiдси |𝐽0 (𝜈*)− 𝐽 (𝑢*)| ⩽ 𝜂.

Отже, в обох випадках справедлива перша нерiвнiсть в (26), iз якої з ура-
хуванням нерiвностi (29) випливає друга нерiвнiсть в (26).

Теорема доведена.
Отже оптимальне керування усередненної системи є асимптотично оп-

тимальним для вихiдної системи.
4. Числово-асимптотичний метод розв’язання задачi оптима-

льного керування системою в дискретному часi зi змiнним запi-
зненням та такою, що лiнiйно залежить вiд параметра керування.

Таким чином, доведенi теореми обгрунтовують числово-асимптотич-
ний метод розв’язання задачi оптимального керування системою в дис-
кретному часi зi змiнним запiзненням та такою, що лiнiйно залежить вiд
параметра керування (1), (2), реалiзацiя якого здiйснюється наступним
чином:

1. Для керованої функцiонально-диференцiальної системи (1) будуємо
усереднену систему (5).

2. Розв’язуємо усереднену задачу оптимального керування (5), (25),
знаходимо оптимальне керування 𝜈* усередненої задачi.
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3. Будуємо траєкторiю 𝑥(𝑡, 𝜈*) вихiдної системи (1), яка вiдповiдає ке-
руванню 𝜈*.

4. Для асимптотично оптимального керування 𝜈* знаходимо значення
функцiоналу якостi (2), яке згiдно з теоремою 2 вiдрiзняється вiд
оптимального значення на малу величину 𝜂.

Висновки

Отже, в роботi доведено можливiсть застосування методу усереднення
для задачi оптимального керування ситемою у дискртному часi, що лiнiйно
залежить вiд керування та мiстить змiнне запiзнення у станi. Розроблено
числово асимптотичний метод розв’язання задачi оптимального керування
такою системою.
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Latysh A.
An averaging in linear by control optimal control problem on

discret time with variable delay

Summary

For discrete equations of controlled motion with a varying delay in the state
of the system and with a linearly input control parameter, the possibility of
applying the averaging method has been proved. For the optimal control prob-
lem on the trajectories of such a system with a terminal criterion, the theorem
on the proximity of the values of the criterion of the non-averaged optimal con-
trol problem on the optimal control of the averaged problem with the optimal
value of the criterion of the non-averaged (initial) problem has been proved.
That is, the optimal control of the averaged problem is asymptotically optimal
control for the original problem. A numerically asymptotic method for solving
the optimal control problem of a system in discrete time, which contains a
varying delay in the state and linearly depends on the control parameter, has
been developed.
Key words: averaging method, equations of controlled motion, optimal control
problem, delay, discrete equations.
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У сучаснiй теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь та систем рiвнянь з невiдомою
комплекснозначною функцiєю комплексної змiнної чiльне мiсце займають системи рiв-
нянь, якi не розв’язанi або частково розв’язанi вiдносно похiдних. Вивчається система
звичайних диференцiальних рiвнянь, якi частково розв’язнi вiдносно похiдних, з пря-
мокутними матрицями навколо полюса. У статтi наведенi умови приведення системи
звичайних диференцiальних рiвнянь, яка частково розв’язна вiдносно похiдних, до си-
стеми звичайних диференцiальних рiвнянь спецiального вигляду. Доведена теорема з
достатнiми умовами iснування хоча б одного розв’язку задачi Кошi, у якого частина
компонентiв є аналiтичними функцiями у областях з нерухомою особливою на межi, а
решта компонентiв є функцiями, вибраними з певного класу функцiй.
MSC: 39A45.
Ключовi слова: система звичайних диференцiальних рiвнянь, яка частково розв’язна
вiдносно похiдних, задача Кошi, нерухома особлива точка, iзольована особлива точка,
полюс.
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Вступ

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

𝐴(𝑧)𝑌
′
= 𝐵(𝑧)𝑌 + 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌

′
), (1)

де матрицi 𝐴 : 𝐷1 → C𝑝×𝑛, 𝐵 : 𝐷10 → C𝑝×𝑛, 𝑝 < 𝑛,𝐷1 = {𝑧 : |𝑧| <
𝑅1, 𝑅1 > 0, 𝐷10 = 𝐷1∖{0}, матриця 𝐴 = 𝐴(𝑧) — аналiтична в областi
𝐷1, а матриця 𝐵 = 𝐵(𝑧) – аналiтична в областi 𝐷10. Вектор-функцiя 𝑓 :

𝐷1×𝐺1×𝐺2 → C𝑝, де областi𝐺𝑘 ⊂ C𝑛, 0 ∈ 𝐺𝑘, 𝑘 = 1; 2, вектор-функцiя 𝑓 =

𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌
′
) є аналiтичною в областi 𝐷10 ×𝐺10 ×𝐺20, 𝐺𝑘0 = 𝐺𝑘∖{0}, 𝑘 = 1; 2,

та має в точцi (0, 0, 0) iзольовану особливу точку, а отже, точка (0, 0, 0) є
усувною особливою точкою для функцiї багатьох змiнних 𝑓 = 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌

′
)
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[1]. Довизначимо вектор-функцiю 𝑓 у точцi (0, 0, 0) так, щоб вона стала
аналiтичною функцiєю в областi 𝐷1 × 𝐺1 × 𝐺2. Нехай розклад вектор-
функцiї 𝑓 = 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌

′
) у збiжний степеневий ряд в околi точки (0, 0, 0) не

має вiльних та лiнiйних членiв.

Основнi результати
Систему (1) дослiджуємо у припущеннi, що 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴(𝑧) = 𝑝 при 𝑧 ∈ 𝐷1.
Введемо функцiю 𝑌 = 𝑐𝑜𝑙((𝑌1 𝑌2)), 𝑌1 = 𝑐𝑜𝑙(𝑌11(𝑧), . . . , 𝑌1𝑝(𝑧)), 𝑌2 =

𝑐𝑜𝑙(𝑌21(𝑧), . . . , . . . , 𝑌2𝑛−𝑝(𝑧)), 𝑌1 : 𝐷1 → C𝑝, 𝑌2 : 𝐷10 → C𝑛−𝑝. Без обмеже-
ння спiльностi будемо вважати, що матрицi 𝐴(𝑧), 𝐵(𝑧) та вектор-функцiя
𝑓 = 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌

′
) мають вигляд

𝐴(𝑧) = (𝐴1(𝑧)𝐴2(𝑧)),

𝐵(𝑧) = (𝐵1(𝑧)𝐵2(𝑧)),

𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌
′
) = 𝑓*(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′
2 ),

𝐴1 : 𝐷1 → C𝑝×𝑝,

𝐴2 : 𝐷10 → C𝑝×(𝑛−𝑝),

𝐵1 : 𝐷10 → C𝑝×𝑝,

𝐵2 : 𝐷10 → C𝑝×(𝑛−𝑝),

𝑑𝑒𝑡𝐴1(𝑧) ̸= 0 при 𝑧 ∈ 𝐷1,

𝑓* : 𝐷1 ×𝐺11 ×𝐺12 ×𝐺21 ×𝐺22 → C𝑝,

𝐺𝑗1 ×𝐺𝑗2 = 𝐺𝑗 , 𝐺𝑗1 ⊂ C𝑝, 𝐺𝑗2 ⊂ C𝑛−𝑝, 𝑗 = 1, 2

та розвинення вектор-функцiї 𝑓* = 𝑓*(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) у збiжний cтепене-

вий ряд в околi точки (0, 0, 0, 0, 0) не має вiльних та лiнiйних членiв.
Позначимо

𝐴−1
1 (𝑧)𝐵2(𝑧)𝑌2 −𝐴−1

1 (𝑧)𝐴2(𝑧)𝑌
′
2 +𝐴−1

1 (𝑧)𝑓*(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) =

= 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ).

Тодi система (1) набуде вигляду

𝑌
′
1 = 𝐴−1

1 (𝑧)𝐵1(𝑧)𝑌1 + 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ). (2)



68 Самкова Г.Є., Лiманська Д.Є.

За умовою вектор-функцiя 𝐹 * = 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) є аналiтичною в обла-

стi 𝐷1×𝐺110×𝐺120×𝐺210×𝐺220, 𝐺𝑗𝑘0 = 𝐺𝑗𝑘∖{0}, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, тобто у точцi
(0, 0, 0, 0, 0) має iзольовану особливу точку, отже точка (0, 0, 0, 0, 0) є усув-
ною особливою точкою для функцiї 𝐹 * [1]. Довизначимо вектор-функцiю
𝐹 * у точцi (0, 0, 0, 0, 0) так, що б вона стала аналiтичною функцiєю в обла-
стi 𝐷1×𝐺11×𝐺12×𝐺21×𝐺22. Не обмежуючи спiльностi, будемо вважати,
що 𝐹 *(0, 0, 0, 0, 0) = 0.

Пiд𝐻𝑛−𝑝
𝑢 будемо розумiти клас (𝑛−𝑝)− вимiрних аналiтичних в областi

𝐷10 функцiй, що мають в точцi 𝑧 = 0 полюс порядку 𝑢, 𝑢 ∈ N.
Розглянемо випадок, коли 𝐴−1

1 (𝑧)𝐵1(𝑧)− аналiтична матриця в областi
𝐷10 та у точцi 𝑧 = 0 має полюс порядку 𝑟, 𝑟 ∈ N, а вектор-функцiя 𝑌2 ∈
𝐻𝑛−𝑝

𝑢 . Тодi функцiя 𝑌2 = 𝑌2(𝑧) може бути зображена у виглядi збiжного
ряду Лорана при 𝑧 ∈ 𝐷10.

𝑌2(𝑧) = 𝑧−𝑢𝑌 *
2 (𝑧),=

∞∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘𝑧
𝑘−𝑢,

де 𝐵𝑘 ∈ C𝑛−𝑝, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑌 *
2 (𝑧) – аналiтична вектор-функцiя в областi

𝐷1 така, що 𝑌 *
2 (0) = 𝐵0 ̸= 0. Оскiльки 𝐵0 ̸= 0, то вектор-функцiя 𝑌 ′

2 (𝑧) у
точцi 𝑧 = 0 має полюс порядку 𝑢+ 1.

Оскiльки вектор-функцiя 𝐹 * = 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) — аналiтична в

областi 𝐷1 × 𝐺11 × 𝐺12 × 𝐺21 × 𝐺22, то 𝐹 * = 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) можна

уявити в околi точки (0, 0, 0, 0, 0) у виглядi збiжного степеневого ряду

𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) =

∑︁
𝑎+|𝑗|+|𝑘|+|𝑏|+|𝑑|=1,|𝑘|+|𝑑|̸=0

𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧
𝑎𝑌 𝑗

1 𝑌
𝑘
2 (𝑌

′
1 )

𝑏(𝑌
′
2 )

𝑑+

+

∞∑︁
𝑎+|𝑗|+|𝑘|+|𝑏|+|𝑑|=2

𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧
𝑎𝑌 𝑗

1 𝑌
𝑘
2 (𝑌

′
1 )

𝑏(𝑌
′
2 )

𝑑,

де 𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑 ∈ C𝑝, 𝑗 = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑝), |𝑗| = 𝑗1 + · · ·+ 𝑗𝑝, (𝑌1)
𝑗 = (𝑌11)

𝑗1 . . . (𝑌1𝑝)
𝑗𝑝),

𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑝), |𝑏| = 𝑏1+· · ·+𝑏𝑝, (𝑌
′
1 )

𝑏 = (𝑌
′
11)

𝑏1 . . . (𝑌
′
1𝑝)

𝑏𝑝 , 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛−𝑝),

|𝑘| = 𝑘1 + · · · + 𝑘𝑛−𝑝, (𝑌2)
𝑘 = (𝑌21)

𝑘1 . . . (𝑌2𝑛−𝑝)
𝑘𝑛−𝑝 , 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛−𝑝),

|𝑑| = 𝑑1 + · · ·+ 𝑑𝑛−𝑝, (𝑌
′
2 )

𝑑 = (𝑌
′
21)

𝑑1 . . . (𝑌
′
2𝑛−𝑝)

𝑑𝑛−𝑝 .

Припустимо, що iснують 𝑞 ∈ N та 𝑠 ∈ N такi, що

1. для деяких 𝑎0 ∈ N, 𝑗0 = (𝑗01, . . . , 𝑗0𝑝), 𝑗0ℎ ∈ N ∪ {0}, ℎ = (1, 𝑝), 𝑏0 =

(𝑏01, . . . , 𝑏0𝑝), 𝑏0ℎ ∈ N ∪ {0}, ℎ=1, 𝑝, що при |𝑘|=𝑞, |𝑑|=𝑠, 𝐶𝑎0𝑗0𝑘𝑏0𝑑 ̸=0;
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2. для будь-яких ℎ,𝑚 ∈ N,та 𝜇 = 1, 2, . . . ., 𝑛− 𝑝, 𝑐 = 1, 2, . . . , 𝑛− 𝑝,

𝐶𝑎𝑗(𝑘+ℎ𝑒𝜇)𝑏(𝑑+𝑚𝑒𝑐) = 0, якщо |𝑘| = 𝑞, |𝑑| = 𝑠, 𝑒𝜇 − (𝑛 − 𝑝) — вимiрний
𝜇-ий одиничний орт.

Отже елементи розкладання функцiї 𝐹 * в околi точки (0, 0, 0, 0, 0) в
степеневий ряд, який мiстить максимальнi ступенi вектор-функцiй 𝑌2 та
𝑌

′
2 з вiдмiнними вiд нуля коефiцiєнтами, матимуть вигляд

𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧
𝑎𝑌 𝑗

1 𝑌
𝑘
2 (𝑌

′
1 )

𝑏
(𝑌

′
2 )

𝑑
= 𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧

𝑎−𝑢𝑞−(𝑢+1)𝑠𝑌 𝑗
1 (𝑌

*
2 )

𝑘(𝑌
′
1 )

𝑏
(𝑧𝑌 *

2

′
− 𝑢𝑌 *

2 )
𝑑
,

при 𝑎 = 0, 1, 2 . . . , |𝑗| = 0, 1, 2, . . . , |𝑏| = 0, 1, 2, . . . , |𝑘| = 𝑞, |𝑑| = 𝑠. Принаймнi
такi складовi будуть при 𝑎 = 𝑎0, 𝑗 = 𝑗0, 𝑏 = 𝑏0. Позначимо через 𝑙 =

𝑢𝑞 + (𝑢+ 1)𝑠, та

𝑎0 = min
{𝑎0∈N∪{0}:𝐶𝑎0𝑗0𝑘𝑏0𝑓

̸=0}
𝑎0.

У такому випадку можливi двi логiчнi ситуацiї:
1) 𝑎0 − 𝑙 ≥ 0. Тодi для довiльної фiксованої функцiї 𝑌2 ∈ 𝐻𝑛−𝑝

𝑟 ,

𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) = 𝐹 (5)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ), де 𝐹 (5) =𝐹 (5)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) — аналiтична

функцiя у точцi (0, 0, 0), i система (2) приводиться до системи

𝑧𝑟𝑌
′
1 = 𝑃 (5)(𝑧)𝑌1 + 𝑧𝑟𝐻(5)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ),

де 𝑃 (5)(𝑧) — аналiтична матриця у областi 𝐷1, 𝐻
(5) = 𝐻(5)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) — ана-

лiтична вектор-функцiя у областi 𝐷1×𝐺11×𝐺21. Цей випадок розглянуто
у роботi [3, с. 33].
2) 𝑎0 − 𝑙 < 0, тодi вектор-функцiя 𝐹 * = 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′
2 ) може бути

зображена у виглядi

𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) =

= 𝑧−𝑙
∑︁

𝑎+|𝑗|+|𝑘|+|𝑏|+|𝑑|=1,|𝑘|+|𝑑|̸=0

𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧
𝑎𝑌 𝑗

1 (𝑌
*
2 )

𝑘(𝑌
′
1 )

𝑏(𝑧𝑌 *
2

′
)− 𝑟𝑌 *

2 )
𝑑
+

+
∞∑︁

𝑎+|𝑗|+|𝑘|+|𝑏|+|𝑑|=2

𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧
𝑎𝑌 𝑗

1 (𝑌
*
2 )

𝑘(𝑌
′
1 )

𝑏
(𝑧𝑌 *

2

′
−𝑟𝑌 *

2 )
𝑑
=𝑧−𝑙𝐹 **(𝑧,𝑌1,𝑌

*
2 ,𝑌

′
1 ,𝑌

*
2

′
),

де 𝐹 ** — аналiтична в областi 𝐷1×𝐺11×𝐺12×𝐺21×𝐺22 вектор-функцiя.
Без обмеження спiльностi, при 𝑌2 ∈ 𝐻𝑛−𝑝

𝑢 , та функцiях 𝑌 *
2 (𝑧), 𝑌

*
2

′
(𝑧) ана-

лiтичних в областi 𝐷1 позначимо 𝐹 **(𝑧, 𝑌1, 𝑌
*
2 , 𝑌

′
1 , 𝑌

*
2

′
) = 𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ),
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причому 𝐻(6)(0, 0, 0) = 0. Система (2) при 𝑟0 = 𝑚𝑎𝑥(𝑙, 𝑟) приводиться до
системи вигляду

𝑧𝑟0𝑌
′
1 = 𝑧𝑟0−𝑟𝑃 (6)(𝑧)𝑌1 + 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ), (3)

де матриця 𝐴−1
1 (𝑧)𝐵1(𝑧) = 𝑧−𝑟𝑃 (6)(𝑧), 𝑃 (6)(𝑧) — аналiтична у областi 𝐷1,

вектор-функцiя 𝐻(6) : 𝐷1 ×𝐺11 ×𝐺12 → C𝑝, 𝐻(6) = 𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌
′
1 ) — аналi-

тична у областi 𝐷1 ×𝐺11 ×𝐺21, 𝐻
(6) = 𝑐𝑜𝑙(𝐻

(6)
1 , . . . ,𝐻

(6)
𝑝 ).

Таким чином, у даному випадку будемо дослiджувати питання iсну-
вання аналiтичних розв’язкiв системи (3) з початковою умовою

𝑌1(𝑧) → 0, 𝑧 → 0, 𝑧 ∈ 𝐷10, (4)

та якi задовольняють додатковiй умовi

𝑌
′
1 (𝑧) → 0, 𝑧 → 0, 𝑧 ∈ 𝐷10. (5)

1. Допомiжна лема про зведення системи (3) до системи спе-
цiального вигляду.

Означення 1. Говоримо, що вектор-функцiя 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌
′
1 ) має вла-

стивiсть 𝑉3 в околi точки (0, 0, 0), якщо у цiй областi компоненти вектор-
функцiї 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) можливо розкласти у збiжнi ряди вигляду

𝑧𝑟0−𝑙𝐻
(6)
𝑗 (𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) = 𝑧𝑟0−𝑙

∞∑︁
𝑠+|𝑑|+|𝑞|=2

𝐶
(6.𝑗)
𝑠𝑑𝑞 𝑧𝑠𝑌 𝑑

1 (𝑧
𝑟0𝑌

′
1 )

𝑞
, 𝑗 = 1, 𝑝,

де 𝐶(6.𝑗)
𝑠𝑑𝑞 ∈ C, 𝐶(6)

𝑠𝑑𝑞 = 𝑐𝑜𝑙(𝐶
(6.1)
𝑠𝑑𝑞 , . . . , 𝐶

(6.𝑝)
𝑠𝑑𝑞 ).

Лема. Якщо у системi (3) вектор-функцiя 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌
′
1 ) має вла-

стивiсть 𝑉3 в околi точки (0, 0, 0), то система (3) може бути однозна-
чно приведена до системи вигляду

𝑧𝑟0𝑌
′
1 = 𝑧𝑟0−𝑟𝑃 (6)(𝑧)𝑌1 + 𝑧𝑟0−𝑙𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1), (6)

де 𝑃 (6) = 𝑃 (6)(𝑧) — аналiтична матриця в областi 𝐷1 ⊆ 𝐷1, 0 ∈ 𝐷1, 𝐹
(6) =

𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1) — аналiтична вектор-функцiя в областi �̃�1 × �̃�11 ⊆ 𝐷1 ×𝐺11,

(0, 0) ∈ 𝐷1 × �̃�11, 𝐹
(6)(0, 0) = 0.
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2. Система (6) вздовж вiдрiзку.
Згiдно з методом аналiтичного продовження розв’язкiв [5] систему (6)

вивчимо вздовж двох сiмей кривих, а потiм виконаємо аналiтичне продов-
ження розв’язкiв з кривої однiєї сiм’ї за допомогою кривих другої сiм’ї на
деяку область.

Для довiльних фiксованих 𝑡1 ∈ (0, 𝑅1], 𝑣1, 𝑣2 ∈ R, 𝑣1 < 𝑣2, вводиться
множина 𝐼(𝑡1) = {(𝑡, 𝑣) ∈ R2 : 𝑡 ∈ (0, 𝑡1), 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}. При 𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑣) = 𝑡𝑒𝑖𝑣,

множина 𝐼(𝑡1) ⊂ R2 ставиться у вiдповiднiсть до множини 𝐼(𝑡1) ⊂ C :
𝐼(𝑡1) = {𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝑣 ∈ C : 𝑡 ∈ (0, 𝑡1), 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}.

Означення 2. Нехай 𝑝, 𝑔 : 𝐼(𝑡1) → [0,+∞). Говоримо, що функцiя 𝑝 має
властивiсть 𝑄1 вiдносно функцiї 𝑔 при 𝑣 = 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2), якщо функцiя 𝑝=
= 𝑝(𝑡, 𝑣0) є функцiєю вищого порядку малостi вiдносно функцiї 𝑔 = 𝑔(𝑡, 𝑣0)

при 𝑡→ +0.

Означення 3. Нехай 𝑝, 𝑔 : 𝐼(𝑡1) → [0,+∞). Говоримо, що функцiя 𝑝 має
властивiсть 𝑄2 вiдносно функцiї 𝑔 на множинi 𝐼(𝑡1), якщо iснують такi
𝐶1 ≥ 0, 𝐶2 ≥ 0, що на множинi 𝐼(𝑡1) виконуються нерiвностi

𝐶1 · 𝑔(𝑡, 𝑣) ≤ 𝑝(𝑡, 𝑣) ≤ 𝐶2 · 𝑔(𝑡, 𝑣).

Вводяться допомiжнi вектор-функцiї 𝜙(𝑧) = 𝑐𝑜𝑙(𝜙1(𝑧), . . . , 𝜙𝑝(𝑧)), 𝜙 :

𝐼(𝑡1) → C𝑝,та 𝜓(𝑡, 𝑣) = 𝑐𝑜𝑙(𝜓1(𝑡, 𝑣), . . . , 𝜓𝑝(𝑡, 𝑣)), 𝜓𝑗 : 𝐼(𝑡1) → [0; +∞), 𝑗 =

1, 𝑝, при 𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑣) = 𝑡𝑒𝑖𝑣, 𝜓𝑗(𝑡, 𝑣) = |𝜙𝑗(𝑧(𝑡, 𝑣))|, 𝑗 = 1, 𝑝, функцiї 𝜓𝑗 , 𝑗 =

1, 𝑝 — є дiйснозначними функцiями дiйсних змiнних 𝑡, 𝑣. Розглядається
аналiтична на множинi 𝐼(𝑡1) вектор-функцiя 𝜙 = 𝜙(𝑧) така, що для будь-
яких 𝑧 ∈ 𝐼(𝑡1) для вiдповiдних функцiй 𝜓𝑗 = 𝜓𝑗(𝑡, 𝑣), 𝑗 = 1, 𝑝, при (𝑡, 𝑣) ∈
𝐼(𝑡1) виконано умови:

𝜓𝑗(𝑡, 𝑣) > 0, (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣))
′
𝑡 > 0, (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣))

′
𝑣 ≥ 0

та рiвномiрно вiдносно 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2) виконано умови:

𝜓𝑗(+0, 𝑣) = 0, (𝜓𝑗(+0, 𝑣))
′
𝑡 = 0, 𝑗 = 1, 𝑝.

Розглянемо комплексну змiнну 𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝑣, де 𝑡 > 0, 𝑡, 𝑣 ∈ R. Зафiксуємо
𝑣 = 𝑣0, 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) i розглянемо систему (6) на вiдрiзку 𝐿𝑣0(𝑡1) = {(𝑡, 𝑣) ∈
R2 : 𝑡 ∈ (0, 𝑡1), 𝑣 = 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}, 𝑣0 — фiксоване число.
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Позначимо 𝑌1(𝑧(𝑡, 𝑣0)) = 𝑌1(𝑡), 𝑌1(𝑡) = 𝑌11(𝑡) + 𝑖𝑌12(𝑡), 𝑌1𝑗(𝑡) =
= 𝑐𝑜𝑙(𝑌1𝑗1(𝑡), . . . , 𝑌1𝑗𝑝(𝑡)), 𝑗 = 1, 2, функцiї 𝑌11(𝑡), 𝑌12(𝑡) — є дiйснозначни-
ми функцiями дiйсної змiнної 𝑡. 𝑃 (6)(𝑧(𝑡, 𝑣0)) = [𝑝

(6)
𝑗𝑘 (𝑡)]

𝑝

𝑗,𝑘=1
= 𝑃

(6)
1 (𝑡) +

𝑖𝑃
(6)
1 (𝑡), 𝑃

(6)
𝑠 (𝑡) = [𝑝

(6)
𝑗𝑘𝑠(𝑡)]

𝑝

𝑗,𝑘=1
, 𝑠 = 1, 2, де 𝑝(6)𝑗𝑘 (𝑡) = 𝑝

(6)
𝑗𝑘1(𝑡) + 𝑖𝑝

(6)
𝑗𝑘2(𝑡), 𝑗, 𝑘 =

1, 𝑝, функцiї 𝑝(6)𝑗𝑘𝑠(𝑡), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝 — є дiйснозначними функцiями дiйсної змiн-

ної 𝑡 та елементами матриць 𝑃 (6)
𝑠 (𝑡), 𝑠 = 1, 2.

При фiксованому 𝑣 = 𝑣0, 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) вектор-функцiю 𝐹 (6)=𝐹 (6)(𝑧(𝑡, 𝑣),

𝑌1(𝑧(𝑡, 𝑣))) уявимо як 𝐹 (6)(𝑧(𝑡,𝑣0),𝑌1(𝑧(𝑡,𝑣0)))=𝐹
(6)(𝑡,𝑌11,𝑌12), 𝐹

(6)(𝑡, 𝑌1)=

=𝑐𝑜𝑙(𝐹
(6)
1 (𝑡,𝑌11,𝑌12), . . . , 𝐹

(6)
𝑝 (𝑡,𝑌11,𝑌12)), 𝐹

(6)
𝑗 (𝑡, 𝑌11, 𝑌12)=𝐹

(6)
1𝑗 (𝑡, 𝑌11, 𝑌12) +

+ 𝑖𝐹
(6)
2𝑗 (𝑡, 𝑌11, 𝑌12), 𝑗 = 1, 𝑝, де 𝐹 (6)

1𝑗 , 𝐹
(6)
2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝 – є дiйснозначними фун-

кцiями дiйсних змiнних.
Система (6) буде зведена до вигляду

𝑡𝑟0(𝑌
′
11 + 𝑖𝑌

′
12) = 𝑡𝑟0−𝑟(𝑃

(6)
1 + 𝑖𝑃

(6)
2 )(𝑌11 + 𝑖𝑌12)𝑒

(1−𝑟)𝑖𝑣0 + 𝑡𝑟0−𝑙𝑒(1−𝑙)𝑖𝑣0 ·

·(𝑅𝑒𝐹 (6)(𝑡, 𝑌11, 𝑌12) + 𝑖𝐼𝑚𝐹 (6)(𝑡, 𝑌11, 𝑌12)). (7)

Дорiвняємо лiворуч i праворуч в системi (7) дiйснi та уявнi частини вектор-
функцiй, отримаємо систему 2𝑝 рiвнянь та введемо такi матрицi та вектор-
функцiю

𝑃 (6) (𝑡) =

(︃
𝑃

(6)
1 (𝑡) −𝑃 (6)

2 (𝑡)

𝑃
(6)
2 (𝑡) 𝑃

(6)
1 (𝑡)

)︃
;

𝑓 (6)
(︁
𝑡, 𝑌11, 𝑌12

)︁
=

(︃
𝑅𝑒𝐹 (6)(𝑡, 𝑌11, 𝑌12)

𝐼𝑚𝐹 (6)(𝑡, 𝑌11, 𝑌12)

)︃
;

�̃�5(𝑣0) =

(︃
𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣0)𝐸 𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣0)𝐸

−𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣0)𝐸 𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣0)𝐸

)︃
;

�̃�6(𝑣0) =

(︃
𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣0)𝐸 𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣0)𝐸

−𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣0)𝐸 𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣0)𝐸

)︃
;

де 𝐸 — одинична матрица 𝑝× 𝑝.
Тодi система (7) зведеться до системи

𝑡𝑟0

(︃
𝑌

′
11(𝑡)

𝑌
′
12(𝑡))

)︃
= 𝑡𝑟0−𝑟𝑃 (6)(𝑡)�̃�5(𝑣0)

(︃
𝑌11(𝑡)

𝑌12(𝑡)

)︃
+

+𝑡𝑟0−𝑙�̃�6(𝑣0)𝑓
(6)(𝑡, 𝑌11, 𝑌12). (8)
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Таким чином, система (6) вздовж вiдрiзка 𝐿𝑣0(𝑡1) при довiльному фiксова-
ному 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) зведеться до системи дiйсних диференцiальних рiвнянь
(8).

3. Система (6) вздовж дуги кола.
Розглянемо комплексну змiнну 𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝑣, де 𝑡 > 0, 𝑡, 𝑣 ∈ R. Зафiксуємо

𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1) i розглянемо систему (6) вздовж дуги кола 𝑂𝑡1(𝑡0) =

{(𝑡, 𝑣) ∈ R2 : 𝑡 = 𝑡0, 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}, при фiксованому 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1).

Позначимо 𝑌1(𝑧(𝑡0, 𝑣)) = 𝑌1(𝑣), 𝑌1(𝑣) = 𝑌11(𝑣) + 𝑖𝑌12(𝑣), 𝑌1𝑗(𝑣) =

= 𝑐𝑜𝑙(𝑌1𝑗1(𝑣), . . . , 𝑌1𝑗𝑝(𝑣)), 𝑗 = 1, 2, функцiї 𝑌11(𝑣), 𝑌12(𝑣) – є дiйснозначни-
ми функцiями дiйсної змiнної 𝑣. 𝑃 (6)(𝑧(𝑡0, 𝑣)) = [𝑝

(6)
𝑗𝑘 (𝑣)]

𝑝

𝑗,𝑘=1
= 𝑃

(6)
1 (𝑣) +

𝑖𝑃
(6)
2 (𝑣), 𝑃

(6)
𝑠 (𝑣) = [𝑝

(6)
𝑗𝑘𝑠(𝑣)]

𝑝

𝑗,𝑘=1
, 𝑠 = 1, 2, де 𝑝(6)𝑗𝑘 (𝑣) = 𝑝

(6)
𝑗𝑘1(𝑣)+𝑖𝑝

(6)
𝑗𝑘2(𝑣), 𝑗, 𝑘 =

1, 𝑝, функцiї 𝑝(6)𝑗𝑘𝑠(𝑣), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝 — є дiйснозначними функцiями дiйсної

змiнної 𝑣 та елементами матриць 𝑃 (6)
𝑠 (𝑣), 𝑠 = 1, 2.

Вектор-функцiю 𝐹 (6)(𝑧(𝑡, 𝑣), 𝑌1(𝑧(𝑡, 𝑣))) при фiксованому 𝑡 = 𝑡0,

𝑡0 ∈ (0, 𝑡1) уявимо як 𝐹 (6)(𝑧(𝑡0, 𝑣), 𝑌1(𝑧(𝑡0, 𝑣))) = 𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12),

𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12) = 𝑐𝑜𝑙(𝐹
(6)
1 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12), . . . , 𝐹

(6)
𝑝 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12)),

𝐹
(6)
𝑗 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12) = 𝐹

(6)
1𝑗 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12) + 𝑖𝐹

(6)
2𝑗 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12), 𝑗 = 1, 𝑝,

де 𝐹 (6)
1𝑗 , 𝐹

(6)
2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝 – є дiйснозначними функцiями дiйсних змiнних.

Система (6) буде зведена до вигляду

𝑡𝑟0−1
0 (𝑌

′
11 + 𝑖𝑌

′
12) = 𝑖𝑡𝑟0−𝑟

0 (𝑃
(6)
1 (𝑣) + 𝑖𝑃

(6)
2 (𝑣))(𝑌11 + 𝑖𝑌12)𝑒

(1−𝑟)𝑖𝑣+

+𝑖𝑡𝑟0−𝑙
0 𝑒(1−𝑙)𝑖𝑣(𝑅𝑒𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12) + 𝑖𝐼𝑚𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12)). (9)

Дорiвняємо лiворуч i праворуч в системi (9) дiйснi та уявнi частини вектор-
функцiй, отримаємо систему 2𝑝 рiвнянь та введемо такi матрицi та вектор-
функцiю

𝑃 (6) (𝑣) =

(︃
𝑃

(6)
1 (𝑣) −𝑃 (6)

2 (𝑣)

𝑃
(6)
2 (𝑣) 𝑃

(6)
1 (𝑣)

)︃
;

𝑓 (6)
(︁
𝑡, 𝑌11, 𝑌12

)︁
=

(︃
𝑅𝑒𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12)

𝐼𝑚𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12)

)︃
;

�̂�5(𝑣) =

(︃
𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣)𝐸 −𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣)𝐸

𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣)𝐸 𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣)𝐸

)︃
;

�̂�6(𝑣) =

(︃
𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣)𝐸 −𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣)𝐸

𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣)𝐸 𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣)𝐸

)︃
.
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Тодi система (9) зведеться до системи

𝑡𝑟0−1
0

(︃
𝑌

′
11(𝑣)

𝑌
′
12(𝑣)

)︃
= 𝑡𝑟0−𝑟

0 𝑃 (6)(𝑣)�̂�5(𝑣)

(︃
𝑌11(𝑣)

𝑌12(𝑣)

)︃
+

𝑡𝑟0−𝑙
0 �̂�6(𝑣)𝑓

(6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12). (10)

Таким чином, система (6) вздовж дуги кола 𝑂𝑡1(𝑡0) при довiльному фiксо-
ваному 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1) зведеться до системи дiйсних диференцiальних рiвнянь
(10).

Введено допомiжнi властивостi 𝑆6,𝑀6 вiдносно аналiтичної вектор-
функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧), де 𝜙(𝑧) = 𝑐𝑜𝑙(𝜙1(𝑧), . . . , 𝜙𝑝(𝑧)), 𝜓𝑗(𝑡, 𝑣) = |𝜙𝑗(𝑧(𝑡, 𝑣))|, 𝑗 =
1, 𝑝.

Означення 4. Говоримо, що матриця 𝑃 (6)(𝑧) має властивiсть 𝑆6 вiдносно
вектор-функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧), якщо виконуються умови:

1. Для кожного 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) функцiї 𝑡𝑟0(𝜓𝑗(𝑧(𝑡, 𝑣)))
′
𝑡 мають властивiсть

𝑄1 вiдповiдно вiдносно функцiй 𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑗 (𝑡)|𝜓𝑗(𝑧(𝑡, 𝑣)), 𝑗 = 1, 𝑝 при
𝑣 = 𝑣0;

2. Функцiї 𝑡𝑟0−1(𝜓𝑗(𝑡, 𝑣))
′
𝑣 мають властивiсть 𝑄2 вiдповiдно вiдносно

функцiй 𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑗 (𝑣)|𝜓𝑗(𝑡, 𝑣), 𝑗 = 1, 𝑝 на множинi 𝐼(𝑡2) для деякого
𝑡2 ∈ (0, 𝑡1);

3. Для кожного 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) функцiї 𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑘 (𝑡)|𝜓𝑘(𝑡, 𝑣) мають власти-
вiсть 𝑄1 вiдповiдно вiдносно функцiй 𝑡𝑟0(𝜓𝑗(𝑡, 𝑣))

′
𝑡, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑗 ̸= 𝑘

при 𝑣 = 𝑣0;

4. Функцiї 𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑘 (𝑣)|𝜓𝑘(𝑡, 𝑣) мають властивiсть 𝑄2 вiдповiдно вiдно-
сно функцiй 𝑡𝑟0−1(𝜓𝑗(𝑡, 𝑣))

′
𝑣, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑗 ̸= 𝑘 на множинi 𝐼(𝑡2) для

деякого 𝑡2 ∈ (0, 𝑡1).

Позначимо множини Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) = {(𝑡, 𝑌11, 𝑌12) : 𝑌 2
11𝑗 + 𝑌 2

12𝑗 <

< 𝛿2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0))
2, 𝑡 ∈ (0, 𝑡1)}, 𝑗 = 1, 𝑝. Множина Ω̃(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) може бути

розглянута як перетин множин Ω̃𝑗 , Ω̃(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) =
⋂︀𝑝

𝑗=1 Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))).
Частину межi множин Ω̃𝑗 , 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑝} будемо позначати як

𝜕Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) = {(𝑡, 𝑌11, 𝑌12) : 𝑌 2
11𝑗 + 𝑌 2

12𝑗 = 𝛿2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0))
2, 𝑌 2

11𝑘 + 𝑌 2
12𝑘 <
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< 𝛿2𝑘(𝜓𝑘(𝑡, 𝑣0))
2, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑘 ̸= 𝑗, 𝑡 ∈ (0, 𝑡1)}.

Ω̂𝑗(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) = {(𝑣, 𝑌11, 𝑌12) : 𝑌 2
11𝑗 + 𝑌 2

12𝑗 < 𝜏2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣))
2, 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)},

𝑗 = 1, 𝑝.

Множина Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) може бути розглянута як перетин множин Ω̂𝑗 ,

Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) =
⋂︀𝑝

𝑗=1 Ω̂𝑗(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))). Частину межi множин Ω̂𝑗 , 𝑗 ∈
{1, 2, . . . , 𝑝} будемо позначати як

𝜕Ω̂𝑗(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) = {(𝑣, 𝑌11, 𝑌12) : 𝑌 2
11𝑗 + 𝑌 2

12𝑗 =

= 𝜏2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣))
2, 𝑌 2

11𝑘 + 𝑌 2
12𝑘 <

< 𝜏2𝑘 (𝜓𝑘(𝑡0, 𝑣))
2, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑘 ̸= 𝑗, 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}.

Означення 5. Говоримо, що вектор-функцiя 𝐹 (6) = 𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1) має вла-
стивiсть 𝑀6 вiдносно вектор-функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧), якщо виконуються умови:

1. Для кожного 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) при (𝑡, 𝑌11, 𝑌12) ∈ Ω̃(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) функцiї
𝑡𝑟0−𝑙𝐹

(6)
𝑘𝑗 (𝑡, 𝑌11, 𝑌12) мають властивiсть 𝑄1 вiдповiдно вiдносно функцiй

𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑗 (𝑡)|𝜓𝑗(𝑡, 𝑣), 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑘 = 1, 2 при 𝑣 = 𝑣0;
2. Для будь-яких (𝑣, 𝑌11, 𝑌12) ∈ Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) функцiї

𝑡𝑟0−𝑙𝐹
(6)
𝑘𝑗 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12) мають властивiсть 𝑄2 вiдповiдно вiдносно функцiй

𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑗 (𝑣)|𝜓𝑗(𝑡, 𝑣)), 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑘 = 1, 2 на множинi 𝐼(𝑡2) для деякого 𝑡2 ∈
(0, 𝑡1).

Введемо областi Λ(6)
+.𝑘(𝑡2), 𝑘 ∈ {+,−}, якi визначаються наступним чи-

ном

Λ
(6)
+.+(𝑡2) = {(𝑡, 𝑣) : 𝑐𝑜𝑠((𝑟−1)𝑣−�̃�(6)

𝑗𝑗 (𝑡)) > 0, 𝑠𝑖𝑛((𝑟−1)𝑣−�̂�(6)
𝑗𝑗 (𝑣)) > 0, 𝑗 = 1, 𝑝,

𝑡 ∈ (0, 𝑡2), 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)};

Λ
(6)
+.−(𝑡2) = {(𝑡, 𝑣) : 𝑐𝑜𝑠((𝑟−1)𝑣−�̃�(6)

𝑗𝑗 (𝑡)) > 0, 𝑠𝑖𝑛((𝑟−1)𝑣−�̂�(6)
𝑗𝑗 (𝑣)) < 0, 𝑗 = 1, 𝑝,

𝑡 ∈ (0, 𝑡2), 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)};

де функцiї �̃�(6)
𝑗𝑗 (𝑡), �̂�

(6)
𝑗𝑗 (𝑣), 𝑗 = 1, 𝑝 визначенi у [3].

Не обмежуючи спiльностi, будемо вважати, що Λ
(6)
+.𝑘(𝑡2) ̸= ⊘, 𝑘 ∈ {+,−}.

Означення 6. Говоримо, що система (6) належить класу 𝐶(6)
+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−},

якщо матриця 𝑃 (6)(𝑧) = 𝑃 (6)(𝑡𝑒𝑖𝑣) така, що (𝑡, 𝑣) ∈ Λ
(6)
+.𝑘(𝑡2), 𝑘 ∈ {+,−}.
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4. Формулювання основних результатiв.
Введемо областi

𝐺
(6)
+.𝑘(𝑡2) = {𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑣) : 0 < |𝑧| < 𝑡2, (𝑡, 𝑣) ∈ Λ

(6)
+.𝑘(𝑡2)}, 𝑘 ∈ {+,−}.

Теорема 1. Нехай 𝑝 < 𝑛,𝐴(𝑧) — аналiтична матриця в областi 𝐷1 та
𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴(𝑧) = 𝑝 при 𝑧 ∈ 𝐷1. Нехай систему (1) можливо привести до ви-
гляду (2). Система (2) при 𝑌2 ∈ 𝐻𝑛−𝑝

𝑢 може бути приведена до системи
(3). Вектор-функцiя 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) має властивiсть 𝑉3 в околi точки

(0, 0, 0). Крiм того, для системи (6) виконуються умови:

1. Матриця 𝑃 (6)(𝑧) — аналiтична матриця в областi 𝐷1 i має вла-
стивiсть 𝑆6 вiдносно аналiтичної вектор-функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧);

2. Вектор-функцiя 𝐹 (6) = 𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1) — аналiтична в областi 𝐷1×𝐺1,

𝐹 (6)(0, 0) = 0 i має властивiсть 𝑀6 вiдносно вектор-функцiї 𝜙 =

𝜙(𝑧);

3. Система (6) належить одному з класiв 𝐶(6)
+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−}.

Тодi для кожного 𝑘 ∈ {+,−}, для деякого 𝑡* ∈ (0, 𝑡2) i для кожного 𝑌2 ∈
𝐻𝑛−𝑝

𝑢 iснують розв’язки системи (1) 𝑌 (𝑧), першi компоненти котрих
задовольняють початковим умовам 𝑌1(𝑧0) = 𝑌10 при 𝑧0 ∈ 𝐺

(6)
+.𝑘(𝑡

*), 𝑌10 ∈
{𝑌1 : |𝑌1𝑗(𝑧0)| < 𝛿𝑗 |𝜙𝑗(𝑧0)|, 𝛿𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑝}, аналiтичнi в областi 𝐺(6)

+.𝑘(𝑡
*) i

для цих p компонент розв’язкiв у зазначенiй областi справедливi оцiнки

|𝑌1𝑗(𝑧)|2 < 𝛿2𝑗 |𝜙𝑗(𝑧)|2, 𝑗 = 1, 𝑝. (11)

Доведення. За умовою систему (1) можливо привести до вигляду
(3). Вектор-функцiя 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) має властивiсть 𝑉3 в околi точки

(0, 0, 0). Застосуємо Лему 1, згiдно з якою система (3) може бути однозна-
чно приведена до системи (6).

1. Розглянемо систему (6) на вiдрiзку 𝐿𝑣0(𝑡1) при фiксованому значеннi
𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2). Нехай 𝑇 (6) — вектор поля напрямкiв системи (8) в довiльнiй
фiксованiй точцi (𝑡, 𝑌11(𝑡), 𝑌12(𝑡)) ∈ 𝜕Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑝}.(︂

𝑡𝑟0𝑇 (6),
�̄�𝑗

2

)︂
= −𝑡𝑟0𝛿2𝑗𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0)(𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0))

′

𝑡 + 𝑡𝑟0−𝑟(𝑝
(6)
𝑗𝑗1(𝑡)𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣0)+
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+𝑝
(6)
𝑗𝑗2(𝑡)𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣0))𝛿

2
𝑗 (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0))

2 + 𝑡𝑟0−𝑟
𝑝∑︁

𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

((𝑝
(6)
𝑗𝑘1(𝑡)𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣0)+

+𝑝
(6)
𝑗𝑘2(𝑡)𝑠𝑖𝑛((𝑟−1)𝑣0))×(𝑌11𝑘𝑌11𝑗+𝑌12𝑘𝑌12𝑗)+𝑡𝑟0−𝑟

𝑝∑︁
𝑘=1

((𝑝
(6)
𝑗𝑘1(𝑡)𝑠𝑖𝑛((𝑟−1)𝑣0)−

−𝑝(6)𝑗𝑘2(𝑡)𝑐𝑜𝑠((𝑟−1)𝑣0))×(𝑌12𝑘𝑌11𝑗 −𝑌11𝑘𝑌12𝑗)+ 𝑡𝑟0−𝑙(𝐹
(6)
1𝑗 𝑐𝑜𝑠((𝑙−1)𝑣0)+𝐹

(6)
2𝑗 ·

·𝑠𝑖𝑛((𝑙−1)𝑣0))𝑌11𝑗+𝑡
𝑟0−𝑙(−𝐹 (6)

1𝑗 𝑠𝑖𝑛((𝑙−1)𝑣0)+𝐹
(6)
2𝑗 𝑐𝑜𝑠((𝑙−1)𝑣0))𝑌12𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝.

Оскiльки, за умовою, матриця 𝑃 (6) має властивiсть 𝑆6, а вектор-функцiя
𝐹 (6) = 𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1) має властивiсть 𝑀6 вiдносно вектор-функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧),
то (︂

𝑡𝑟0𝑇 (6),
�̄�𝑗

2

)︂
→
√︁
(𝑝

(6)
𝑗𝑗1(𝑡))

2 + (𝑝
(6)
𝑗𝑗2(𝑡))

2(𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣0 − �̃�
(6)
𝑗𝑗 (𝑡))),

𝑗 = 1, 𝑝, 𝑡→ +0.

Оскiльки система (6) належить одному з класiв 𝐶(6)
+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−}, то iснує

таке 𝑡*, що при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) справедливо (𝑡𝑟0𝑇 (6), �̄�𝑗/2) > 0, 𝑗 = 1, 𝑝. Отже
при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) поверхня 𝜕Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) є поверхнею без контакту для
системи (8), причому при спаданнi змiнної 𝑡 iнтегральна крива входить в
область Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))).

Згiдно з топологiчним принципом Важевського [6], через кожну то-
чку множини Ω̃(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) ∪ 𝜕Ω̃(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) ∩ (𝑡 = 𝑡**), 𝑡** ∈ (0, 𝑡*)

проходить хоча б одна гладка iнтегральна крива системи (8), i всi iнте-
гральнi кривi даної системи, що проходять через точки Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0)))∪
𝜕Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧 (𝑡, 𝑣0) ) ) ∩ (𝑡 = 𝑡**), 𝑡** ∈ (0, 𝑡*), залишаються в областi
Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) при (𝑡, 𝑣0) ∈ Λ

(6)
+.𝑘(𝑡

*), 𝑘 ∈ {+,−}, 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2). Причому
виконанi нерiвностi

|𝑌1𝑠𝑗(𝑧(𝑡, 𝑣0))|2 < 𝛿2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0))
2, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2 (12)

при (𝑡, 𝑣0) ∈ Λ
(6)
+.𝑘(𝑡

*), 𝑘 ∈ {+,−}.
2. Розглянемо систему (6) вздовж дуги кола 𝑂𝑡1(𝑡0) при фiксовано-

му значеннi 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1). Нехай 𝑇 (6) — вектор поля напрямкiв системи
(10) в довiльнiй фiксованiй точцi (𝑡, 𝑌11(𝑡), 𝑌12(𝑡)) ∈ 𝜕Ω̂𝑗(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))), 𝑗 ∈
{1, . . . , 𝑝}.
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Розглянемо скалярний добуток(︂
𝑡𝑟0−1𝑇 (6),

�̄�𝑗

2

)︂
=−𝑡𝑟0−1

0 𝜏2𝑗 𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣)(𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣))
′

𝑣+𝑡
𝑟0−𝑟
0 (𝑝

(6)
𝑗𝑗1(𝑣)𝑠𝑖𝑛(((𝑟 − 1)𝑣)−

−𝑝(6)𝑗𝑗2(𝑣)𝑐𝑜𝑠(((𝑟−1)𝑣))𝜏2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣))
2+𝑡𝑟0−𝑟

0

𝑝∑︁
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

(𝑝
(6)
𝑗𝑘1(𝑣)𝑠𝑖𝑛((𝑟−1)𝑣)−𝑝(6)𝑗𝑘2(𝑣)·

·𝑐𝑜𝑠(((𝑟 − 1)𝑣))× (𝑌11𝑘𝑌11𝑗 + 𝑌12𝑘𝑌12𝑗)+

+𝑡𝑟0−𝑟
0

𝑝∑︁
𝑘=1

(𝑝
(6)
𝑗𝑘1(𝑣)𝑐𝑜𝑠(((𝑙 − 1)𝑣) + 𝑝

(6)
𝑗𝑘2(𝑣)·

·𝑠𝑖𝑛(((𝑙 − 1)𝑣))× (𝑌11𝑘𝑌12𝑗 − 𝑌12𝑘𝑌11𝑗) + 𝑡𝑟0−𝑙(𝐹
(6)
1𝑗 𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣)−

−𝐹 (6)
2𝑗 𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣))𝑌11𝑗 + 𝑡𝑟0−𝑙(𝐹

(6)
1𝑗 𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣)+

+𝐹
(6)
2𝑗 𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣))𝑌12𝑗 , 𝑗=1, 𝑝.

Оскiльки, за умовою, матриця 𝑃 (6) має властивiсть 𝑆6, а вектор-функцiя
𝐹 (6) = 𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1) має властивiсть 𝑀6 вiдносно вектор-функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧),
то (︂

𝑡𝑟0−1𝑇 (6),
�̄�𝑗

2

)︂
→
√︂

(𝑝
(6)
𝑗𝑗1(𝑣))

2
+ (𝑝

(6)
𝑗𝑗2(𝑣))

2
𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣 − �̂�

(6)
𝑗𝑗 (𝑣)),

𝑗 = 1, 𝑝, при 𝑡0 → +0, 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2). Отже, 𝑠𝑖𝑔𝑛(
(︁
𝑡𝑟0−1𝑇 (6),

�̄�𝑗

2

)︁
) =

= 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣 − �̂�
(6)
𝑗𝑗 (𝑣))), 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2). Без обмеження спiль-

ностi для кожного фiксованого 𝑡0 ∈ (0, 𝑡*) поверхня 𝜕Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) ∈
Λ
(6)
+.𝑘(𝑡

*), 𝑘 ∈ {+,−} є поверхнею без контакту для системи (10).
Оскiльки система (6) належить одному з класiв 𝐶

(6)
+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−}, то

будь-яка iнтегральна крива системи (10), що проходить через точку мно-
жини Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣)))∩(𝑣 = 𝑣0), 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2), якщо (𝑡0, 𝑣0) ∈ Λ

(6)
+.+(𝑡

*), зали-
шається в областi Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) при спаданнi 𝑣, а якщо (𝑡0, 𝑣0) ∈ Λ

(6)
+.−(𝑡

*),
залишається в областi Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) при зростаннi 𝑣.

Понад того виконанi нерiвностi

|𝑌1𝑠𝑗(𝑧(𝑡0, 𝑣))|2 < 𝜏2𝑗 |𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣)|2, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2 (13)

при (𝑡0, 𝑣) ∈ Λ
(6)
+.𝑘(𝑡

*), 𝑘 ∈ {+,−}.
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3. Аналогiчно доведенню Теореми 1.1 [2] припустимо, що виконуються
нерiвнiсть 𝛿2𝑗 < 𝜏2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝.

В першому етапi доведення цiєї теореми отримано, що вздовж кривої
𝐿𝑣0(𝑡), 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) iснує хоча б один неперервний диферен-
цiйовний розв’язок системи

|𝑌1𝑠𝑗(𝑧)|2 < 𝛿2𝑗 |𝜙𝑗(𝑧)|2, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2,

який задовольняє оцiнкам (12). Позначимо множину таких розв’язкiв
{𝑌1.𝑣0(𝑧(𝑡, 𝑣))}.

Виберемо розв’язок 𝑌1.𝑣0(𝑧(𝑡, 𝑣)) з множини {𝑌1.𝑣0(𝑧(𝑡, 𝑣))} та здiйснимо
його аналiтичне продовження з 𝐿𝑣0(𝑡

*), (𝑡, 𝑣) ∈ Λ
(6)
+.𝑘(𝑡

*) при фiксованому
𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) на область, яка мiстить 𝐿𝑣0(𝑡

*), зi збереженням оцiнки (12).
З другого етапу доказу цiєї теореми випливає, що при виконаннi нерiв-

ностi (13) розв’язок 𝑌1.𝑣0(𝑧(𝑡, 𝑣)) при фiксованому 𝑣0 можна продовжити з
вiдрiзка 𝐿𝑣(𝑡

*) вздовж кривих 𝑂𝑡0 на множину Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) ∩ (𝑣 = 𝑣*)

при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*), при цьому аналiтичне продовження позначимо 𝑌1(𝑧). Отри-
маємо множину розв’язкiв {𝑌1(𝑧)}.

У пiдсумку, будь-який розв’язок 𝑌1(𝑧) може бути аналiтично продов-
жений в областi 𝐺(6)

+.𝑘(𝑡
*)×{𝑌 : |𝑌𝑟𝑗 | < 𝛿𝑗 |𝜙𝑗(𝑧0)|, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2}, причому

в данiй областi виконано нерiвнiсть (11).
А значить, для кожного 𝑌2 ∈ 𝐻𝑛−𝑝

𝑢 система (1) має хоча б один
розв’язок 𝑌 (𝑧), першi компонент якого є аналiтичними функцiями в обла-
стi 𝐺(6)

+.𝑘(𝑡
*) i для цих 𝑝 компонент розв’язка у зазначенiй областi викону-

ються оцiнки (11).
Теорема доведена.

Висновки

Таким чином, було детально вивчено систему (1) у припущеннi, що
матрицi 𝐴(𝑧), 𝐵(𝑧) — прямокутнi матрицi розмiрностi 𝑝 × 𝑛, 𝑝 < 𝑛, i
𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴(𝑧) = 𝑝 при 𝑧 ∈ 𝐷1. Тодi система (1) буде приведена до вигляду
(2). Розглянутi випадки, коли матриця 𝐴−1

1 (𝑧)𝐵1(𝑧) — аналiтична в обла-
стi 𝐷10 та у точцi 𝑧 = 0 має полюс порядку 𝑟, а 𝑌2 взято з класу функцiй
𝐻𝑛−𝑝

𝑢 та доведено теорему про iснування розв’язкiв для задачi Кошi (2),
(4) у припущеннi, що виконується додаткова умова (5). А саме, коли ма-
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триця 𝐴−1
1 (𝑧)𝐵1(𝑧) — аналiтична в областi 𝐷10 та у точцi 𝑧 = 0 має полюс,

а 𝑌2 взято з класу функцiй 𝐻𝑛−𝑝
𝑢 , а матриця 𝐴−1

1 (𝑧)𝐵1(𝑧) — аналiтична в
областi 𝐷10 та у точцi 𝑧 = 0 має полюс, знайдено достатнi умови iснуван-
ня хоча б одного розв’язку задачi Кошi (2)–(4), першi компоненти якого
є аналiтичними функцiями у областях 𝐺(6)

+.𝑘(𝑡
*), 𝑘 ∈ {+,−}, у припущеннi,

що виконується додаткова умова (5).
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Summary

In modern theory of ordinary differential equations and systems of equations
with an unknown complex-valued function of a complex variable, a prominent
place is occupied by systems of equations that are either unsolved or partially
solved with respect to derivatives. The system of ordinary differential equa-
tions, which is partially solved with respect to the derivatives, with rectangular
matrices around the pole has been studied. The article presents conditions for
transforming a system of ordinary differential equations, which is partially solv-
able with respect to derivatives, to a system of ordinary differential equations
with a special form. The theorem with sufficient conditions of the existence
at least one solution of the Cauchy problem is proven, some components of
the solution are analytic functions in domains with the fixed singularity on the
boundary, and the remaining components are functions chosen from a certain
class of functions.
Key words: system of ordinary differential equations, that is partially resolved
relatively to the derivatives, Cauchy’s problem, fixed singularity, isolated sin-
gularity, pole.
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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ, ЯКЕ
МIСТИТЬ ДОБУТОК РIЗНОГО ТИПУ НЕЛIНIЙНОСТЕЙ ВIД
НЕВIДОМОЇ ФУНКЦIЇ ТА ЇЇ ПОХIДНОЇ

Дослiдження асимтотичних зображень розв’язкiв диференцiальних рiвняння, зокрема
другого порядку, якi мiстять у правiй частинi нелiнiйностi рiзних видiв, грають важливу
роль у розвитку якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь. У роботi розглянуто тип дифе-
ренцiальних рiвнянь другого порядку, якi мiстять у правiй частинi добуток правильно
змiнної функцiї вiд невiдомої функцiї та швидко змiнної функцiї вiд похiдної невiдомої
функцiї при прямуваннi вiдповiдних аргументiв до нуля або нескiнченностi. Отриман-
но необхiднi та достатнi умови iснування повiльно змiнних 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв
таких рiвнянь. Також отриманi асимптотичнi зображення таких розв’язкiв та їх похi-
дних першого порядку. Зауважимо, що при накладаннi додаткових умов на коефiцiєнти
характеристичного рiвняння таких 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв рiвняння iснує однопара-
мерична сiм’я. Подiбнi результати були отриманi ранiше при розглядi рiвнянь другого
порядку, якi мiстять у правiй частинi добуток швидко змiнної функцiї вiд невiдомої
функцiї та правильно змiнної функцiї вiд похiдної невiдомої функцiї при прямуваннi
аргументiв до нуля або нескiнченностi. Для рiвнянь, якi розглядаються у данiй роботi,
подiбнi результати є новими.
MSC: 34A34, 34C41, 34Е99.
Ключовi слова: нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння другого порядку, асимптотичнi зо-
браження розв’язкiв, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язки, швидко змiннi функцiї, правильно змiн-
нi функцiї, повiльно змiннi першi похiднi.
DOI: 10.18524/2519-206X.2022.1-2(39-40).294309.

Вступ

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦
′)𝜙1(𝑦), (1)

де 𝛼0 ∈ {−1; 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ (−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞), 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 →]0,+∞[

(𝑖 ∈ {0, 1}) є неперервними функцiями, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}, Δ𝑌𝑖 — або промiжок
[𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[

∗, або — ]𝑌𝑖, 𝑦
0
𝑖 ].
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Крiм того, будемо вважати, що функцiя 𝜙1 : Δ𝑌0 →]0,+∞[ є правильно
змiнною (див. [1, c. 17]) порядку 𝜎1 при прямуваннi аргументу до 𝑌0, а
функцiя 𝜙0 : Δ𝑌1 →]0,+∞[ двiчi неперервно диференцiйовна на Δ𝑌1 та
така, що

lim
𝑦→𝑌1
𝑦∈Δ𝑌1

𝜙0(𝑦) ∈ {0,+∞}, 𝜙′
0(𝑦) ̸= 0 при 𝑦 ∈ Δ𝑌1 , lim

𝑦→𝑌1
𝑦∈Δ𝑌1

𝜙0(𝑦)𝜙
′′
0(𝑦)(︀

𝜙′
0(𝑦)

)︀2 = 1. (2)

З умов (2) випливає, що функцiя 𝜙0 та її похiдна першого порядку є
швидко змiнними при прямуваннi аргументу до 𝑌1 (див. [6, c. 91–92]).

У силу властивостей функцiї 𝜙0 та теореми 3.10.8 з роботи [1] функцiя
𝜙0 та її похiдна першого порядку належать класу функцiй Γ, який був
введений Л. Ханом (див., наприклад, [1, c. 75]), а також класу Γ𝑌0(𝑍0),
який був введений у роботi [3] як узагальнення класу Γ.

Для рiвнянь типу (1) розглянемо наступний клас ров’язкiв.

Означення 1 ([5]). Розв’язок 𝑦 рiвняння (1), визначений на [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[,
називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язком (−∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞), якщо справедли-
вими є наступнi твердження

𝑦(𝑖) : [𝑡0, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑖 , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0. (3)

У роботi [2] було встановлено умови iснування у рiвняння (1)
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв у випадку 𝜆0 ∈ R∖{0, 1}.

Метою даної роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iсну-
вання у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв, а також асимптотичних
зображень при 𝑡 ↑ 𝜔 для цих розв’язкiв та їх похiдних першого порядку.

Зауважимо, що у роботi [5] встановлено такi апрiорнi асимптотичнi
спiввiдношення 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв, що розглядаються:

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= [1 + 𝑜(1)],

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝑜(1) при 𝑡 ↑ 𝜔, (4)

де

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞.

Наведемо означення.
∗При 𝑌𝑖 = +∞(𝑌𝑖 = −∞) вважаємо, що 𝑦0

𝑖 > 0 (𝑦0
𝑖 < 0) вiдповiдно.



𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язки рiвннь з рiзного типу нелiнiйностями 85

Означення 2. Нехай 𝑌 ∈ {0,∞}, Δ𝑌 — деякий однобiчний окiл 𝑌 . Непе-
рервно диференцiйовна функцiя 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ називається нормалiзо-
ваною повiльно змiнною функцiєю при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) (див. [6, c. 2–3]),
якщо

lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝑦𝐿′(𝑦)

𝐿(𝑦)
= 0.

Означення 3. Говорять, що повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) фун-
кцiя 𝜃 : Δ𝑌 →]0; +∞[ задовiльняє умову 𝑆 при прямуваннi аргументу до
𝑌 (див., наприклад, у [5]), якщо для будь-якої нормалiзованої повiльно
змiнної при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) функцiї 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ має мiсце спiввiд-
ношення

𝜃(𝑦𝐿(𝑦)) = 𝜃(𝑦)(1 + 𝑜(1)) при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ).

Основнi результати
Отримано наступну теорему.

Теорема 1. Нехай 𝜎1 ̸= 1, функцiя 𝜙1(𝑦
′)|𝑦′|−𝜎1 задовольняє умову 𝑆 при

𝑦′ → 𝑌1 (𝑦′ ∈ Δ𝑌1). Тодi кожен 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞) — розв’язок диференцi-
ального рiвняння (1) може бути представлений у виглядi

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡), (5)

де 𝐿 : [𝑡0, 𝜔[→ 𝑅 — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

𝑦00𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡) > 0, 𝐿′(𝑡) ̸= 0 при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ (𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔), (6)

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡) ∈ {0;±∞}, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡) = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
= 0. (7)

При цьому у випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
(8)

мають мiсце наступнi спiввiдношення

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
= −1, 𝛼0𝐿

′(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[(𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔), (9)

𝑝(𝑡) =
𝛼0𝐿

′(𝑡)

|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)) · 𝜙0

(︁
𝐿(𝑡)

[︁
1 + 𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︁)︁ [1 + 𝑜(1)]

при 𝑡 ↑ 𝜔. (10)
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Доведення. Нехай функцiя 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ Δ𝑌0 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞) є розв’яз-
ком рiвняння (1). Тодi даний розв’язок та його похiднi першого та другого
порядкiв зберiгають знак на деякому промiжку [𝑡1, 𝜔[(𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔) та
виконуються умови (4). У силу першої з умов (4) iснує ([7, с. 15]) така
нормалiзована повiльно змiнна при 𝑡 ↑ 𝜔 функцiя 𝐿(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[−→ 𝑅, яка
задовольняє першу з умов (6) та останню з умов (7), а також для якої має
мiсце рiвнiсть (5).

З (4) та (5) випливає, що

𝑦′(𝑡) = 𝐿(𝑡)

[︂
1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︂
= 𝐿(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (11)

звiдки, зважаючи на (3), виконуються перша та друга умови (7) теореми.
З (5), (11), оскiльки 𝑦 є розв’язком рiвняння (1), то має мiсце рiвнiсть

2𝐿′(𝑡) + 𝜋𝜔(𝑡)(𝑡)𝐿
′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡))𝜙1(𝑦

′(𝑡)). (12)

У випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi (8), викори-
стовуючи правило Лопiталя у формi Штольца, з урахуванням умов (6) та
(7), маємо

0 = lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
= 1 + lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
, (13)

звiдки випливає перша з умов (9). З (12) та (13), маємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0

(︂
𝐿(𝑡)

[︂
1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︂)︂
𝜙1(𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)) = 𝐿′(𝑡)

[︂
2 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)

]︂
=

= 𝐿′(𝑡)[1 + 𝑜(1)].

Оскiльки функцiя 𝜃1(𝑦
′) = 𝜙1(𝑦

′)|𝑦′|−𝜎1 задовольняє умову 𝑆 та вико-
нується (11), то

𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0

(︂
𝐿(𝑡)

[︂
1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︂)︂
|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)) =

= 𝐿′(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Отже, справедливими є друга з умов (9) та асимпотичне зображення
(10). Теорема доведена.
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Означення 4. Будемо говорити, що виконується умова 𝑁 , якщо для де-
якої неперервно диференцiйовної функцiї 𝐿(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[−→ 𝑅(𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[),
яка задовольняє умови (5)–(7) та (9), має мiсце зображення

𝑝(𝑡) =
𝛼0𝐿

′(𝑡)

|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)) · 𝜙0

(︁
𝐿(𝑡)

[︁
1 + 𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︁)︁ [1 + 𝑟(𝑡)], (14)

де 𝑟(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[−→]− 1;+∞[ – неперервна функцiя, яка прямує до нуля при
𝑡 ↑ 𝜔.

Введемо позначення

𝜇0 = sign𝜙′
0(𝑦

′), 𝜃1(𝑦) = 𝜙1(𝑦)|𝑦|−𝜎1 , 𝑋(𝑡) = 𝐿(𝑡) · 𝑒1(𝑡),

𝐻(𝑡) =
𝐿2(𝑡)𝜙′

0 (𝑋(𝑡))

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)𝜙0 (𝑋(𝑡))
, 𝑞1(𝑡) =

(︁
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︁′
(︁
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︁2
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=𝑋(𝑡)

,

𝑒1(𝑡) = 1 +
𝜋𝜔(𝑡)𝐿

′(𝑡)

𝐿(𝑡)
, 𝑒2(𝑡) = 2 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
.

Для цих функцiй, у силу (2) та (7), виконуються наступнi твердження:
1)

lim
𝑡↑𝜔

𝑒1(𝑡) = lim
𝑡↑𝜔

𝑒2(𝑡) = 1 (15)

lim
𝑡↑𝜔

𝐻(𝑡) = ±∞, lim
𝑡↑𝜔

𝑞1(𝑡) = 0, (16)

2) якщо iснує границя

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡)

𝐿′(𝑡)
· 𝐻 ′(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

,

тодi

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡)

𝐿′(𝑡)
· 𝐻 ′(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

= 0. (17)

Дiйсно, твердження (15) бепосередньо випливають з умов (7) та (9).
Твердження (16) випливають зi справедливостi тверджень:

𝐻(𝑡) =
𝐿(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)
· 𝑋(𝑡)𝜙′

0 (𝑋(𝑡))

𝜙0 (𝑋(𝑡))
· 1

𝑒1(𝑡)
,



88 Чепок О. О.

𝜙0(𝑋(𝑡))𝜙′′
0(𝑋(𝑡))(︀

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

)︀2 = 1 +

(︂
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

)︂′

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

.

Твердження (17) доводиться аналогiчно до вiдповiдного твердження,
наведеного у роботi Євтухова В.М. та Чернiкової А.Г. [3].

Справедливою є теорема

Теорема 2. Нехай 𝜎1 ̸= 1, функцiя 𝜃1 задовольняє умову 𝑆, виконується
умова 𝑁 та

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
|𝐻(𝑡)|

1
2 = 𝛾0, 0 < 𝛾0 <∞. (18)

Тодi за умови
𝛼0𝜇0𝛾0 > 0 (19)

диференцiальне рiвняння (1) має однопараметричну сiм’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-
розв’язкiв, для кожного з яких мають мiсце наступнi асимптотичнi зо-
браження при 𝑡 ↑ 𝜔:

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡)(1 + 𝑜(1)), (20)

𝑦′(𝑡) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· |𝐻(𝑡)|
1
2 · 𝑜(1). (21)

Доведення. До рiвняння (1) застосуємо перетворення

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡) · [1 + 𝑧1(𝑡)],

𝑦′(𝑡) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧2(𝑡).

Отримуємо систему диференцiальних рiвнянь

𝑧′1 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
· [−𝑒1𝑧1 + 1 +𝐾(𝑡)𝑒1(𝑡)𝑧2], (22)

𝑧′2 = 𝐿′(𝑡) · 𝑒2(𝑡) ·
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
×

×
[︂
𝛼0𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡))𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2)) ·𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝐿′(𝑡)
×

×[1 + 𝑧1]
𝜎1 − 1 + 𝑧2 · 𝑞1(𝑡)] , (23)
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де

𝐾(𝑡) =
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝑋(𝑡)𝜙′
0(𝑋(𝑡))

, 𝑁(𝑡, 𝑧1) =
𝜃1(𝑌1(𝑡, 𝑧1))

𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)
,

𝑌1(𝑡, 𝑧1) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡) · [1 + 𝑧1(𝑡)], 𝑌2(𝑡, 𝑧2) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧2(𝑡).

Оскiльки функцiя 𝑌1(𝑡, 𝑧1) є правильно змiнною порядку 1, функцiя 𝜃1
задовольняє умову 𝑆, то

lim
𝑡↑𝜔

𝑁(𝑡, 𝑧1) = 1 рiвномiрно за 𝑧1 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
. (24)

У силу умови 𝑁

𝛼0𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡))𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2))

𝐿′(𝑡)
=
𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2))

𝜙0(𝑋(𝑡))
[1 + 𝑟(𝑡)]. (25)

Розкладаючи праву частину (25) при фiксованому 𝑡 ∈ [𝑡1;𝜔[ за форму-
лою Маклорена з залишком у формi Лагранжа, маємо,

𝜙0(𝑌1(𝑡, 𝑧1))

𝜙0(𝑋(𝑡))
· [1 + 𝑟(𝑡)] = [1 + 𝑟(𝑡)] · (1 + 𝑧2) +𝑅(𝑡, 𝑧2),

де

𝑅(𝑡, 𝑧2) = [1 + 𝑟(𝑡)] ·
𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧22 ,

|𝜉| < |𝑧2|.

Оскiльки

𝑌 (𝑡, 𝑧1) = 𝑋(𝑡)

⎡⎣1 + 1
𝑋(𝑡))𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜉

⎤⎦ ,
то з умов (2) та (7) випливає, що

𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

=

𝜙′2
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

𝜙0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂ · [1 + 𝑑1(𝑡, 𝑧2)],

де

lim
𝑡↑𝜔

𝑑1(𝑡, 𝑧2)= 0 рiвномiрно за 𝑧2 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
.
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За лемою 1.2. з [3], оскiльки 𝜙0,𝜙′
0 ∈ Γ𝑌1(𝑍1) з додатковою функцiєю

𝑔 = 𝜙0

𝜙′
0
, то справедливою є рiвнiсть

𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

=
𝜙′2
0 (𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝑒𝜉[1 + 𝑑1(𝑡, 𝑧2)],

де

lim
𝑡↑𝜔

𝑑1(𝑡, 𝑧2)= 0 рiвномiрно за 𝑧2 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
.

Отже, для будь-якого 𝜀 > 0 iснують такi 𝑡1 ∈ [𝑡0;𝜔[ та 0 < 𝛿 ≤ 1
2 , що

|𝑅(𝑡, 𝑧2)| ≤ (1 + 𝜀)|𝑧2|2 при 𝑡 ∈ [𝑡1;𝜔[, |𝑧1| ≤ 𝛿. (26)

Вибираємо довiльним чином число 𝜀 > 0 та розглянемо систему (22)–(23)
на множинi

Ω = [𝑡1;𝜔[×𝐷, де 𝐷 = {(𝑧1; 𝑧2) ∈ 𝑅2, |𝑧1| ≤ 𝛿, |𝑧2| ≤
1

2
}.

Система (22)–(23) на Ω має вид

𝑧′1 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
· [𝐴11𝑧1 +𝐴12𝑧2 + 1], (27)

𝑧′2 = 𝐿′(𝑡)𝑒2(𝑡) ·
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
×

× [𝐴21(𝑡)𝑧1 +𝐴22(𝑡)𝑧2 +𝑅1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅2(𝑡, 𝑧1, 𝑧2)] , (28)

де

𝐴11(𝑡) = −𝑒1(𝑡), 𝐴12 = 𝐾(𝑡)𝑒1(𝑡), 𝐴21(𝑡) = 𝜎1, 𝐴22(𝑡) = 1,

𝑅1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) =

(︂
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
− 1

)︂
(1 + 𝜎1𝑧1 + 𝑧2) + 𝑞1𝑧2,

𝑅2(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) =
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
(𝜎1𝑧1𝑧2 + (1 + 𝑧2) ((1 + 𝑧1)

𝜎1 − 1− 𝜎1𝑧1))+

+𝑅(𝑡, 𝑧2) ·
(1 + 𝑧2)(1 + 𝑧1)

𝜎1𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
.

Зауважимо, що з урахуванням (2) та (15),

lim
𝑡↑𝜔

𝐴11 = −1, lim
𝑡↑𝜔

𝐴12 = 0.
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Крiм того,

lim
𝑡→+∞

𝑅1(𝑡; 𝑧1; 𝑧2)= 0 рiвномiрно за 𝑧1, 𝑧2 : |𝑧𝑖| <
1

2
, 𝑖 = 1, 2.

lim
𝑡→+∞

𝑅2(𝑡; 𝑧1; 𝑧2)

|𝑧1|+ |𝑧2|
= 0 .

Застосуємо до системи (27)–(28) додаткове перетворення

𝑧1(𝑡) = 𝑣1(𝑡), (29)

𝑧2(𝑡) = |𝐻(𝑡)|
1
2 𝑣2(𝑡). (30)

У результатi отримаємо

𝑣′1 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
· [𝑐11(𝑡)𝑣1 + 𝑐12𝑣2 + 1], (31)

𝑣′2 = ℎ(𝑡)

[︃
𝑐21𝑣1 + 𝑐22𝑣2 +

1

2
· 𝐿(𝑡)
𝐿′(𝑡)

· 𝐻
′(𝑡)sign𝐻(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

𝑣2+

+
𝜋𝜔(𝑡)𝐿

′(𝑡)

𝐿(𝑡)
·𝑅1(𝑡, 𝑣1, |𝐻(𝑡)|

1
2 𝑣2(𝑡))+

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
·𝑅2(𝑡, 𝑣1, |𝐻(𝑡)|

1
2 𝑣2(𝑡))

]︃
, (32)

де

ℎ(𝑡) =
𝐿′(𝑡)𝑒2(𝑡)

𝐿(𝑡)
|𝐻(𝑡)|

1
2 , 𝑐11 = −𝑒1(𝑡), 𝑐12 = 𝐾(𝑡)𝑒1(𝑡)|𝐻(𝑡)|

1
2 (33)

𝑐21 =
𝜋𝜔(𝑡)𝐿

′(𝑡)

𝐿(𝑡)
𝐴21, 𝑐22 =

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
· |𝐻(𝑡)|

1
2 ·𝐴22.

З (6), (7) маємо
𝑡∫︁

𝑡1

ℎ(𝜏)𝑑𝜏 = ±∞. (33)

Зауважимо, що

𝐾(𝑡)𝑒1(𝑡)|𝐻(𝑡)|
1
2 =

𝜙0(𝑋(𝑡))

𝐿(𝑡)𝜙′
0(𝑋(𝑡))

|𝐻(𝑡)|
1
2 =

=
|𝐻(𝑡)|

1
2

𝐻(𝑡)
· 𝐿(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)
=

1

|𝐻(𝑡)|
1
2 sign𝐻(𝑡)

· 𝐿(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)
.

Отже
lim
𝑡↑𝜔

𝑐11(𝑡) = −1.
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lim
𝑡↑𝜔

𝑐12 = lim
𝑡↑𝜔

𝐾(𝑡)𝑒1(𝑡)sign𝐻(𝑡)|𝐻(𝑡)|
1
2 =

𝛼0𝜇0
𝛾0

З (14)–(16), (22) та (23) маємо

lim
𝑡↑𝜔

𝑐22 = 𝛼0𝜇0𝛾0 lim
𝑡↑𝜔

𝑐21 = 0. (34)

З (17) маємо

lim
𝑡↑𝜔

1

2
· 𝐿(𝑡)
𝐿′(𝑡)

· 𝐻
′(𝑡)sign𝐻(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

= 0. (35)

Отже характеристичне рiвняння граничної матрицi коефiцiентiв при
𝑣1 та 𝑣2 (︃

−1 𝛼0𝜇0

𝛾0

0 𝛼0𝜇0𝛾0

)︃
має вид

(𝜌− 𝛼0𝜇0𝛾0)(𝜌+ 1) = 0.

З умов теореми випливає, що у цього рiвняння рiвно два дiйсних коренi
рiзних знакiв.

Отримуємо, що для системи диференцiальних рiвнянь(31)–(32) викона-
но всi умови теореми 2.2 з [4]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (31)–(32)
має однопараметричну сiм’ю розв’язкiв {𝑣𝑖}2𝑖=1 : [𝑡*,+∞[−→ R2 (𝑡* ≥ 𝑡1),
якi прямують до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔. Цим розв’язкам вiдповiдають розв’язки
𝑦 : [𝑡*,+∞[−→ R (𝑡* ≥ 𝑡1) рiвняння (1), що допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимпто-
тичнi зображення (20)–(21).

З виду цих зображень маємо, що отриманi розв’язки є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-
розв’язками рiвняння (1). Теорема повнiстю доведена.

Висновки

Отже для диференцiальних рiвнянь другого порядку, якi мiстять у пра-
вiй частинi добуток правильно змiнної функцiї вiд невiдомої функцiї та
швидко змiнної функцiї вiд похiдної невiдомої функцiї при аргументах, що
прямують, вiдповiдно, до нуля або нескiнченностi, побудовано асимптоти-
чнi зображення розв’язкiв та їх похiдних першого порядку. Отриманно
необхiднi та достатнi умови iснування повiльно змiнних 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞).
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second order differential equation, which contains the product

of different types of nonlinearities from an unknown function

and its derivative

Summary

The study of asymptotic representations of solutions of differential equations,
in particular, of the second order differential equations, which contain non-
linearities of various types in the right-hand side, play an important role in
the development of the qualitative theory of differential equations. This paper
considers the type of differential equations of the second order, which con-
tain in the right part the product of a regularly varying function from an
unknown function and a rapidly varying function from the derivative of an
unknown function when the corresponding arguments tend to zero or infin-
ity. Necessary and sufficient conditions for the existence of slowly varying
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞) solutions of such equations have been obtained. Asymptotic
representations of such solutions and their first-order derivatives are also ob-
tained. Note that when additional conditions are imposed on the coefficients
of the characteristic equation, such 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solutions of the equation
exist as a one-parameter family. Similar results were obtained earlier when
considering second-order equations, which contain in the right-hand side the
product of a rapidly varying function from an unknown function and a regu-
larly varying function from the derivative of an unknown function when the
arguments tend to zero or infinity. For the equations considered in this paper,
similar results are new.
Key words: nonlinear second-order differential equations, asymptotic represen-
tations of solutions, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, rapidly varying functions, regu-
larly varying functions, slowly varying first-order derivatives.
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РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ ТРЕТЬОГО
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Встановлюються умови iснування одного класу розв’язкiв у двочленного неавтономного
диференцiального рiвняння третього порядку з нелiнiйнiстю, близькою у деякому сен-
сi до лiнiйної. Iз застосуванням априорних властивостей так званих 𝑃𝜔(𝜆0)-розв’язкiв
отримано асимптотичнi при 𝑡 ↑ 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) зображення для таких розв’язкiв та їх
похiдних першого та другого порядку у випадку 𝜆0 = 0. Твердження, що доведенi для
нелiнiйного рiвняння перенесено на лiнiйнi диференцiальнi рiвняння третього порядку
з асимптотично малими коефiцiєнтами. Зазначене дозволило, певною мiрою, доповнити
вiдомi результати щодо асимптотичних властивостей розв’язкiв лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь третьго порядку.
MSC: 34D05, 34E05.
Ключовi слова: рiвняння третього порядку, асимптотичнi зображення, помiрно змiн-
на нелiнiйнiсть, iснування розв’язкiв.
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Вступ

Розглянемо диференцiальне рiвняння

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦| ln |𝑦||𝜎, (1.1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝜎 ∈ R, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ — неперервна функцiя, −∞ <

𝑎 < 𝜔 ≤ +∞∗.
Проблема отримання умов iснування розв’язкiв з певними властивостя-

ми для деяких класiв диференцiальних рiвнянь третього порядку неодно-
разово пiднiмалась у роботах дослiдникiв у галузi якiсної теорiї звичайних
диференцiальних рiвнянь. Основнi результати дослiджень понад три де-
сятилiття тому сформульовано у монографiях I. Кiгурадзе та Т. Чантурiї

∗Вважаємо, що 𝑎 > 1 при 𝜔 = +∞ и 𝜔 − 𝑎 < 1 при 𝜔 < +∞.

Надiйшла 11.06.2022 © Шарай Н.В., Шинкаренко В.М., 2022
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[1] та М. Грегуша [2]. Зважаючи на прикладнi застосування та рiзнома-
нiтнiсть проблематики, дослiдження звичайних диференцiальних рiвнянь
третього порядку є актуальним i в наш час.

Розв’язок 𝑦 рiвняння (1.1), який заданий i вiдмiнний вiд нуля на про-
мiжку [𝑡𝑦, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[, будемо називати 𝑃𝜔(𝜆0)-розв’язком, якщо вiн задо-
вольняє наступним умовам:

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

{︃
або 0,

або ±∞
(𝑘 = 0, 1, 2), lim

𝑡↑𝜔

(𝑦′′(𝑡))2

𝑦′′′(𝑡)𝑦′(𝑡)
= 𝜆0. (1.2)

В роботах [3–5] для рiвняння (1.1) були встановленi умови iснування
𝑃𝜔(𝜆0)-розв’язкiв у випадку, якщо 𝜆0 ∈ R ∖ {0}, а також були одержанi
асимптотичнi подання для таких розв’язкiв та їх похiдних до другого по-
рядку включно. При цьому встановлена кiлькiсть розв’язкiв зi знайденим
асимптотичним зображенням.

В роботi [6] для диференцiального рiвняння другого порядку вигляду
(1.1) отриманi умови iснування та асимптотика 𝑃𝜔(0)-розв’язкiв.

Метою даної роботи є встановлення необхiдних та достатнiх умов iсну-
вання у диференцiального рiвняння (1.1) 𝑃𝜔(0)-розв’зкiв, а також асимп-
тотичного зображення при 𝑡 ↑ 𝜔 для всiх таких розв’зкiв та їх похiдних до
другого порядку включно.

Допомiжнi твердження
Для отримання результатiв щодо асимптотичного поводження розв’яз-

кiв диференцiального рiвняння (1.1) сформулюємо двi леми, перша з яких
пов’язана з апрiорними асимптотичними властивостями 𝑃𝜔(0)-розв’язкiв,
друга лема — з iснуванням зникаючих в околi особливої точки розв’язкiв
квазiлiнiйних систем диференцiальних рiвнянь. Введемо необхiдну у по-
дальшому функцiю

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞.

На пiдставi леми 10.6, яка доведена в роботi [7] (Глава 3, S10, 143–144),
можливо отримати наступне твердження.

Лема 1. Для кожного 𝑃𝜔(0)-розв’язку диференцiального рiвняння (1.1)

мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 наступнi асимптотичнi спiввiдношення
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𝑦(𝑡) ∼ 𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡), 𝑦′′(𝑡) = 𝑜

(︂
𝑦′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)

)︂
. (2.1)

У випадку iснування скiнченої або рiвної ±∞ границi lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦′′′(𝑡)
𝑦′′(𝑡) має

мiсце спiввiдношення

𝑦′′′(𝑡) ∼ − 𝑦′′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔. (2.2)

Далi, розглянемо систему диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑣′𝑘 = ℎ(𝑡)

[︂
𝑓𝑘(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) +

3∑︀
𝑖=1

𝑐𝑘𝑖𝑣𝑖 + 𝑉𝑘(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)

]︂
(𝑘 = 1, 2),

𝑣′3 = 𝐻(𝑡)

[︂
𝑓3(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) +

3∑︀
𝑖=1

𝑐3𝑖𝑣𝑖 + 𝑉𝑛(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)

]︂
,

(2.3)

в якiй 𝑐𝑘𝑖 ∈ R (𝑘, 𝑖 = 1, 2, 3), ℎ, 𝐻 : [𝑡0, 𝜔[−→ R ∖ {0} — неперервно дифе-
ренцiйованi функцiї, 𝑓𝑘 : [𝑡0, 𝜔[×R3

1
2

(𝑘 = 1, 2, 3) — неперервнi функцiї, що
задовольняють умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑘(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 0 рiвномiрно по (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ R3
1
2

, (2.4)

де

R3
1
2

=

{︂
(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ R3 : |𝑣𝑖| ≤

1

2
(𝑖 = 1, 2, 3)

}︂
,

а 𝑉𝑘 : R3
1
2

−→ R (𝑘 = 1, 2, 3) — неперервно диференцiйованi функцiї такi,
що

𝑉𝑘(0, . . . , 0) = 0 (𝑘 = 1, 2, 3),
𝜕𝑉𝑘(𝑡, 0, 0, 0)

𝜕𝑣𝑖
= 0 (𝑖, 𝑘 = 1, 2, 3). (2.5)

У вiдповiдностi з теоремою 2.6 з работи В.М. Євтухова та А.М. Самой-
ленка [8] для системи диференцiальних рiвнянь вигляду (2.3) має мiсце
наступне твердження.

Лема 2. Нехай функцiї ℎ i 𝐻 задовольняють умовам

lim
𝑡↑𝜔

𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)
= 0,

𝜔∫︁
𝑡0

𝐻(𝜏) 𝑑𝜏 = ±∞, lim
𝑡↑𝜔

1

𝐻(𝑡)

(︂
𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)

)︂′
= 0. (2.6)

Нехай, окрiм того, для матриць 𝐶3 = (𝑐𝑘𝑖)
3
𝑘,𝑖=1 и 𝐶2 = (𝑐𝑘𝑖)

2
𝑘,𝑖=1 виконую-

ться наступнi умови: det𝐶3 ̸= 0, а 𝐶2 не має власних значень з нульовою
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дiйсною частиною. Тодi система диференцiальних рiвнянь (2.3) має при-
наймi один розв’язок (𝑣𝑘)

3
𝑘=1 : [𝑡1, 𝜔[−→ R3

1
2

(𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝜔), який прямує
до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔. Бiльше того, якщо серед власних значень матрицi 𝐶2

є 𝑚 власних значень (з урахуванням кратних), дiйснi частини яких мi-
стять знак, протилежний знаку функцiї ℎ(𝑡) на промiжку [𝑡0, 𝜔[, то при
виконаннi на промiжку [𝑡0, 𝜔[ нерiвностi 𝐻(𝑡) (det𝐶3) (det𝐶2) > 0 таких
розв’язкiв у системи (2.3) iснує 𝑚-параметрична сiм’я, а при виконаннi
протилежної нерiвностi — (𝑚+ 1)-параметрична сiм’я.

Основнi результати

Для формулювання основного результату введемо допомiжнi функцiї

𝑃1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴1

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑃2(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴2

𝑃1(𝜏) 𝑑𝜏,

𝐽𝐴(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴

𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) |𝑙𝑛|𝜋𝜔(𝜏)||𝜎𝑑𝜏, 𝐼(𝑡) =

𝑡∫︁
𝑎

𝐽𝐴(𝜏) 𝑑𝜏,

де

𝐴1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎, якщо

𝜔∫︀
𝑎
𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎
𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 < +∞,

𝐴2 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎, якщо

𝜔∫︀
𝑎
|𝑃1(𝜏)| 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎
|𝑃1(𝜏)| 𝑑𝜏 < +∞,

𝐴 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎, якщо

𝜔∫︀
𝑎
|𝜋𝜔(𝜏)|𝑝(𝜏) |𝑙𝑛|𝜋𝜔(𝜏)||𝜎𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎
|𝜋𝜔(𝜏)|𝑝(𝜏) |𝑙𝑛|𝜋𝜔(𝜏)||𝜎𝑑𝜏 < +∞.

Теорема 1. Припустимо, що iснує (скiнчений або рiвний ±∞)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
. (3.1)
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Диференцiальне рiвняння (1.1) має 𝑃𝜔(0)-розв’язки тодi i тiльки тодi,
коли виконуються умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡) = 0, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
= −1, lim

𝑡↑𝜔
𝐼(𝑡) = ±∞. (3.2)

При цьому кожен iз таких розв’зкiв допускає наступнi асимптотичнi
зображення при 𝑡 ↑ 𝜔 :

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝜋𝜔(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (3.3)

ln |𝑦′(𝑡)| = 𝛼0𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (3.4)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)[1 + 𝑜(1)]. (3.5)

Бiльше того, якщо умови (3.2) виконанi, тодi диференцiальне рiвняння
(1.1) має двопараметричну сiм’ю розв’язкiв, яка має асимптотичнi роз-
винення (3.3)–(3.5) при 𝑡 ↑ 𝜔, як у випадку 𝜔 = +∞, так i 𝜔 < +∞.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑦 : [𝑡𝑦, 𝜔[−→ R — довiльний 𝑃𝜔(0)-
розв’язок диференцiального рiвняння (1.1). Тодi, в вiдповiдностi з означе-
нням 𝑃𝜔(0)-розв’язку iснує 𝑡0 ∈ [𝑡𝑦, 𝜔[ таке, що ln |𝑦(𝑡)| ≠ 0 на промiжку
[𝑡0, 𝜔[, i за лемою 2.1 виконуються асимптотичнi спiввiдношення (2.1). Вiд-
повiдно до першого iз асимтотичних спiввiдношень (2.1) маємо асимпто-
тичнi зображення (3.3), з яких зокрема маємо

𝑦(𝑡) ∼ 𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡), при 𝑡 ↑ 𝜔.

Це означає, що виконується зображення

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
∼ 1

𝜋𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔.

Дане зображення, коли 𝜔 = +∞ (за означенням 𝜋𝜔(𝑡) = 𝑡), суперечить
останньому спiввiдношенню (2.1). При 𝜔 < +∞ якщо проiнтегрувати,
одержуємо

ln |𝑦(𝑡)| ∼ ln |𝜋𝜔(𝑡)| при 𝑡 ↑ 𝜔.

В силу цих асимптотичних спiввiдношень з (1.1) отримаємо

𝑦′′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜋𝜔(𝑡)| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎𝑦′(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,
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тодi
𝑦′′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝛼0𝑝(𝑡)𝜋𝜔(𝑡)| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (3.6)

Оскiльки (︂
𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

)︂′
=
𝑦′′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

[︂
1− [𝑦′′(𝑡)]2

𝑦′′′(𝑡)𝑦′(𝑡)

]︂
,

i з означення 𝑃𝜔(0)-розв’язку

lim
𝑡↑𝜔

[𝑦′′(𝑡)]2

𝑦′′′(𝑡)𝑦′(𝑡)
= 0.

Звiдки (︂
𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

)︂′
∼ 𝑦′′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔.

Тому асимптотичне спiввiдношення (3.6) можна записати у виглядi(︂
𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

)︂′
= 𝛼0𝑝(𝑡)𝜋𝜔(𝑡) ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Iнтергруючи дане спiввiдношення вiд 𝑡0 до 𝑡, одержуємо

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝑐0 + 𝛼0

𝑡∫︁
𝑡0

𝑝(𝜏)𝜋𝜔(𝜏)| ln |𝜋𝜔(𝜏)||𝜎[1 + 𝑜(1)] 𝑑𝜏, (3.7)

де 𝑐0 стала, або з урахуванням вибору границi iнтегрування 𝐴 в функцiї
𝐽𝐴

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝑐+ 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

де

𝑐 = 𝑐0 + 𝛼0

𝐴∫︁
𝑡0

𝑝(𝜏)𝜋𝜔(𝜏)| ln |𝜋𝜔(𝜏)||𝜎[1 + 𝑜(1)] 𝑑𝜏.

У випадку, коли 𝐴 = 𝑎, iнтеграл у правiй частинi (3.7) прямує до ±∞ при
𝑡 ↑ 𝜔, i тодi (3.7) може бути переписано в виглядi

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (3.8)

Покажемо, що у випадку, коли iнтеграл у правiй частинi (3.7) прямує до
нуля при 𝑡 ↑ 𝜔, тодi також виконується спiввiдношення (3.8), тобто ми
маємо

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝑐+ 𝑜(1) при 𝑡 ↑ 𝜔.
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Це зображення, коли 𝜔 = +∞ (тобто 𝜋𝜔(𝑡) = 𝑡), суперечить останньому
спiввiдношенню (2.1), а якщо 𝜋𝜔(𝑡) < +∞, то шляхом iнтегрування одер-
жуємо

ln |𝑦′(𝑡)| = 𝑐1 + 𝑜(1) при 𝑡 ↑ 𝜔 (𝑐1 = const),

що суперечить першiй умовi (2.1). Тому в кожному з двох можливих роз-
глянутих випадкiв виконується асимптотичне спiввiдношення (3.8), тобто
виконується (3.5), i за допомогою останнього з асимптотичних спiввiдно-
шень iз (2.1) виконується перша умова (3.2).

Крiм того, з (3.7) та (3.5) випливає, що

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
=
𝐽 ′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Тодi
𝜋𝜔(𝑡)𝑦

′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
=
𝜋𝜔(𝑡)𝐽

′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔 (3.9)

i в силу iсунвання границi (3.1) (скiнченої або рiвної ±∞) та, користую-
чись лемою 2.1, приходимо до висновку, що з урахуванням (2.2), iз (3.9)
випливає справедливiсть другої з умов (3.2).

Крiм того, iнтегруючи спiввiдношення (3.8) на промежутку вiд 𝑡0 до 𝑡,
отримуємо

ln |𝑦′(𝑡)| = 𝑐+ 𝛼0

𝑡∫︁
𝑡0

𝐽𝐴(𝜏)[1 + 𝑜(1)] 𝑑𝜏.

Оскiльки, за означенням 𝑃𝜔(0)-розв’язкiв, lim
𝑡↑𝜔

ln |𝑦′(𝑡)| = ±∞, тодi третя з

умов (3.2) виконана i це спiввiдношення може бути записано як (3.4).
Достатнiсть. Нехай умови (3.2) виконанi. Покажемо, що у цьому ви-

падку диференцiальне рiвняння (1.1) має 𝑃𝜔(0)-розв’язки, що допускають
при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (3.3)–(3.5), i дамо вiдповiдь на питання
про кiлькiсть розв’язкiв з такими властивостями.

Оскiльки виконується тотожнiсть

𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡) =
𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
𝐼(𝑡),

тодi з умов (3.2) випливає, що

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
= 0. (3.10)
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Крiм того, за правилом Лопiталя

lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
= lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡) = 0. (3.11)

Застосовуючи до рiвняння (1.1) перетворення

𝑦(𝑡)
𝑦′(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡)[1 + 𝑣1(𝑡)],

𝑦′′(𝑡)
𝑦′(𝑡) = 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)[1 + 𝑣2(𝑡)],

ln |𝑦′(𝑡)| = 𝛼0𝐼(𝑡)[1 + 𝑣3(𝑡)],

(3.12)

одержимо систему диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣′1 = − 𝑣1
𝜋𝜔(𝑡)

− 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)(1 + 𝑣1)(1 + 𝑣2),

𝑣′2 = −𝐽 ′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)(1 + 𝑣2)− 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)(1 + 𝑣2)
2+

+
𝐽 ′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)(1 + 𝑣1)
| ln |𝜋𝜔(𝑡)(1+𝑣1)||𝜎

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎 |1 + 𝛼0
𝐼(𝑡)(1+𝑣3)

ln |𝜋𝜔(𝑡)(1+𝑣1)| |
𝜎,

𝑣′3 =
𝐽𝐴(𝑡)
𝐼(𝑡) (1 + 𝑣2)− 𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡) (1 + 𝑣3).

Позначимо

ℎ(𝑡) =
1

𝜋𝜔(𝑡)
, 𝐻(𝑡) =

𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
, 𝛿1(𝑡) = 𝛼0𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡),

𝛿2(𝑡) =
𝜋𝜔(𝑡)𝐽

′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
+ 1, 𝛿3(𝑡) = − 𝛼0𝐼(𝑡)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
, 𝛿4(𝑡, 𝑣1) =

ln |1 + 𝑣1|
ln |𝜋𝜔(𝑡)|

та перепишемо одержану систему диференцiальних рiвнянянь у виглядi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣′1 = ℎ(𝑡) [𝑓1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)− 𝑣1] ,

𝑣′2 = ℎ(𝑡) [𝑓2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)− 𝑣1 + 𝑣2] ,

𝑣′3 = 𝐻(𝑡) [𝑣2 − 𝑣3] ,

(3.13)

де функцiї 𝑓1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3), 𝑓2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) мають вигляд

𝑓1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 𝛿1(𝑡)(1 + 𝑣2)
2 − 𝛿2(𝑡)(1 + 𝑣2),
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𝑓2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 𝛿1(𝑡)(1 + 𝑣2)
2 − 𝛿2(𝑡)(1 + 𝑣2) + (1 + 𝑣1) ·

·
[︂
1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
|1 + 𝛿4(𝑡, 𝑣1)|𝜎|1 +

𝛿3(𝑡)(1 + 𝑣3)

1 + 𝛿4(𝑡, 𝑣1
|𝜎
]︂
.

Оскiльки виконуються умови (3.2) та (3.11), для функцiй 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3, 𝛿4 ви-
конуються граничнi спiввiдношення

lim
𝑡↑𝜔

𝛿𝑖(𝑡) = 0 (𝑖 = 1, 2, 3) (3.14)

i
lim
𝑡↑𝜔

𝛿4(𝑡, 𝑣1) = 0 рiвномiрно при 𝑣1 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
. (3.15)

Зважаючи на отриманi граничнi спiввiдношення, ми вибираємо число 𝑡0 ∈
]𝑎, 𝜔[ таким чином, що для 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ та |𝑣1| ≤ 1

2 , |𝑣3| ≤
1
2 виконуються

наступнi нерiвностi

|𝛿4(𝑡, 𝑣1)| ≤
1

2
,

⃒⃒⃒⃒
𝛿3(𝑡)(1 + 𝑣3)

1 + 𝛿4(𝑡, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

2
.

Далi розглянемо систему рiвнянь на множинi

Ω = [𝑡0, 𝜔[×R3
1
2

, де R3
1
2

=

{︂
(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ R3 : |𝑣𝑖| ≤

1

2
, 𝑖 = 1, 2, 3

}︂
i 𝑡0 — деяке число з промiжка [𝑎, 𝜔[.

Правi частини системи неперервнi на цiй множинi, функцiї ℎ,𝐻 непе-
рервно-диференцiйованi на iнтервалi [𝑡0, 𝜔), а за умовами (3.14), (3.15)

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑘(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣3) = 0 рiвномiрно при (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ R3
1
2

(𝑘 = 1, 2).

Таким чином, система диференцiальних рiвнянь (3.13) є квазiлiнiйною си-
стемою диференцiальних рiвнянь типу (2.3). Покажемо, що для цiєї си-
стеми виконується всi умови леми 2.2. Враховуючи вигляд функцiй 𝐼 та
𝐽𝐴

𝑡∫︁
𝑡0

𝐻(𝜏) 𝑑𝜏 ∼ ln |𝐽𝐴(𝑡)| −→ ±∞ коли 𝑡 ↑ 𝜔.

Окрiм того,

𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)
=
𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
,

1

𝐻(𝑡)

(︂
𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)

)︂′
= 1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
− 𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
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i тому, враховуючи другу з умов (3.2) i умову (3.10), отримуємо спiввiдно-
шення

𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)
=
𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
,

1

𝐻(𝑡)

(︂
𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)

)︂′
= 1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
− 𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
,

тобто для системи (3.13) виконуються умови (2.4) леми 2.2.
Помiтимо, що матрицi 𝐶2 та 𝐶3 розмiру 2 × 2 та 3 × 3 (вiдповiдно) з

леми 2.2 у випадку системи диференцiальних рiвнянь (3.13) мають вигляд

𝐶2 =

(︃
−1 0

0 1

)︃
,

𝐶3 =

⎛⎜⎝ −1 0 0

0 1 0

0 1 −1

⎞⎟⎠ .

Власними значеннями матрицi 𝐶2 є коренi алгебраїчного рiвняння

(𝜆− 1)(𝜆+ 1) = 0,

тобто числа 𝜆1 = 1 > 0, 𝜆2 = −1 < 0. Крiм того,

det𝐶2 = −1, det𝐶3 = 1.

Таким чином, для системи диференцiальних рiвнянь (3.13) виконую-
ться всi умови леми 2.2. Згiдно з цiєю лемою система диференцiльних рiв-
нянь (3.13) має принаймi один розв’язок (𝑣𝑘)

3
𝑘=1 : [𝑡1, 𝜔[−→ 𝑅3 (𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[),

який прямує до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔.
Бiльше того, оскiльки серед власних значень матрицi 𝐶2 є одне вiд’ємне

i одне додатнє число та det𝐶2 = −1, det𝐶3 = 1, то згiдно з твердженнями
леми 2.2, якщо виконується нерiвнiсть ℎ(𝑡) > 0 (ℎ(𝑡) < 0) на промiжку
[𝑡0, 𝜔[, тодi система диференцiальних рiвнянь (3.13) має однопараметричну
сiм’ю розв’язкiв, якi зникають при 𝑡 → 𝜔 у випадку, коли 𝐻(𝑡) < 0 на
[𝑡0, 𝜔[, i двопараметричну сiм’ю розв’язкiв у випадку, коли 𝐻(𝑡) > 0 на
[𝑡0, 𝜔[.

Для остаточного вирiшення питання про кiлькiсть зникаючих при 𝑡 ↑ 𝜔
розв’язкiв у системи (3.13) необхiдно визначити знаки функцiй ℎ i 𝐻 на
промiжку [𝑡0, 𝜔[.
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Оскiльки ℎ(𝑡) = 𝜋−1
𝜔 (𝑡), тодi з визначення функцiї 𝜋𝜔 маємо

signℎ(𝑡) =

{︃
1, якщо 𝜔 = +∞,

−1, якщо 𝜔 < +∞.

Для функцiї 𝐻 у вiдповiдностi з означенням функцiї 𝐼 маємо

𝐻(𝑡) =
𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
=

|𝐽𝐴(𝑡)|
𝑡∫︀
𝑎
|𝐽𝐴(𝜏)| 𝑑𝜏

якщо 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔).

Користуючись одержаними умовами для функцiй ℎ та 𝐻, отримаємо на-
ступнi фiнальнi висновки щодо кiлькостi зникаючих при 𝑡 ↑ 𝜔 розв’язкiв
у системи диференцiальних рiвнянь (3.13):

1) якщо 𝜔 = +∞, то при 𝜎 < 1 система диференцiальних рiвнянь (3.13)
має однопараметричну сiм’ю зникаючих при 𝑡 ↑ 𝜔 розв’язкiв, а при 𝜎 > 1 —
принаймнi один такий розв’язок;

2) якщо 𝜔 < +∞, то при 𝜎 < 1 система диференцiальних рiвнянь (3.13)
має трипараметричну сiм’ю зникаючих при 𝑡 ↑ 𝜔 розв’язкiв, а при 𝜎 > 1 —
двопараметричну сiм’ю таких розв’язкiв.

Користуючись перетвореннями (3.12), кожному розв’язку
(𝑣𝑘)

3
𝑘=1 : [𝑡1, 𝜔[−→ R3 системи диференцiальних рiвнянь (3.13), який пря-

мує до нуля, вiдповiдає розв’язок 𝑦 : [𝑡1, 𝜔[−→ R диференцiального рiвнян-
ня (1.1), який при 𝑡 ↑ 𝜔 має асимптотичнi зображення (3.3)–(3.5). Користу-
ючись цими зображеннями та умовою (3.2), неважко довести, що кожний
такий розв’язок є 𝑃𝜔(0)-розв’язком диференцiального рiвняння (1.1).

Теорему повнiстю доведено.

Зауваження При перевiрцi виконання умов (3.2) можливо вважа-
ти, що в силу першої з цих умов друга та третя умови еквiвалентнi
вiдповiдно умовам

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡) |ln |𝜋𝜔(𝑡)||
𝜎 = 0,

𝜔∫︁
𝑎

𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) |𝑙𝑛|𝜋𝜔(𝜏)||𝜎𝑑𝜏 = +∞.

Наведемо приклад застосування доведеної теореми для рiвнянь бiльш
загального виду. Звернемо увагу на те, що теорема 3.1 охоплює випадок
𝜎 = 0, тобто коли диференцiальне рiвняння (1.1) є лiнейним диференцi-
альним рiвнянням вигляду

𝑦′′′ = 𝛼0 𝑝(𝑡) 𝑦. (3.16)
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Для рiвняння (3.16) iз теореми 3.1 з урахуванням зауваження має мiсце
наступний наслiдок.

Наслiдок 1. Припустимо, що iснує (скiнчена або рiвна ±∞) границя
(3.1). Для iснування у диференцiального рiвняння (3.16) 𝑃𝜔(0)-розв’язкiв
необхiдно i достатньо виконання умов

lim
𝑡↑𝜔

𝜋2𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)
𝑡∫︀
𝐴

𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) 𝑑𝜏

= −1,

𝜔∫︁
𝑎

|𝜋𝜔(𝜏)|2𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋3𝜔(𝑡)𝑝(𝑡) = 0. (3.17)

При цьому кожний з таких 𝑃𝜔(0)-розв’язкiв допускає наступнi асим-
птотичнi зображення при 𝑡 ↑ 𝜔 :

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝜋𝜔(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (3.18)

ln |𝑦′(𝑡)| = 𝛼0

𝜔∫︁
𝑎

|𝜋𝜔(𝜏)|2𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)], (3.19)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝛼0𝑝(𝑡)𝜋

2
𝜔(𝑡)[1 + 𝑜(1)]. (3.20)

Бiльше того, якщо умови (3.17) виконанi, тодi диференцiальне рiвня-
ння (3.16) має двопараметричну сiм’ю розв’язкiв, яка має асимптотичнi
зображення (3.18)–(3.20) при 𝑡 ↑ 𝜔 у випадках 𝜔 = +∞, а також коли
𝜔 < +∞.

Висновки

У роботi встановлено необхiднi та достатнi умови iснування у диферен-
цiального рiвняння (1.1) 𝑃𝜔(0)-розв’зкiв, а також асимптотичнi зображен-
ня при 𝑡 ↑ 𝜔 для всiх таких розв’зкiв та їх похiдних до другого порядку
включно.

Результати, сформульованi у Наслiдку 3.1 у випадку 𝜔 = +∞ допов-
нюють результати для лiнiйних диференцiальних рiвнянь з асимптотично
малими коефiцiєнтами, що наведенi в роботi [1] (Роздiл 1).
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Актуальнiсть подальших дослiджень вбачаємо у встановленi умов iсну-
вання та асимптотицi 𝑃𝜔(𝜆0)-розв’зкiв для рiвнянь з узагальненим вигля-
дом нелiнiйностi.
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Asymptotic representation of some classes of solutions third-

order differential equation

Summary

The conditions for the existence of one class of solutions of a binomial non-
autonomous differential equation of the third order with a nonlinearity close
in some sense to a linear one are established. Using the a priori properties of
the so-called 𝑃𝜔(𝜆0)–solutions, asymptotic at 𝑡 ↑ 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) images were
obtained for such solutions connections and their derivatives of the first and
second order in the case 𝜆0 = 0. The propositions proved for the nonlinear
equation are transferred to linear differential equations of the third order with
asymptotically small coefficients. This made it possible, to some extent, to
supplement the known results regarding the asymptotic properties of solutions
of linear differential equations of the third order.
Key words: equations of the third order, asymptotic images, moderately variable
nonlinearity, existence of solutions .
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МАТРИЧНЕ ПОДАННЯ ОПЕРАЦIЙ НАД ГРАФАМИ

Теорiя графiв має широке розповсюдження з практичної точки зору. Графи оточують
нас у повсякденному життi (наприклад, карти дорiг та шляхiв), а також вiдiграють ва-
жливу роль у наукових дослiдженнях (наприклад, електросхеми). Для побутового за-
стосування, безумовно, найзручнiшим є геометричний спосiб подання графiв. Але для
комп’ютерної обробки iнформацiї це не є рацiональним. В цих випадках використовує-
ться матричне подання графiв у виглядi матриць сумiжностi або матриць iнцидентностi.
Тому все бiльшого значення набувають дослiдження, присвяченi саме цiй темi. У статтi
розглядається можливiсть виконання операцiй над матрицями, якими подано графи.
Цi методи мають свої особливостi та обмеження. Вони також розглянутi у статтi. Для
кожної операцiй запропонований варiант обробки як матрицi сумiжностi, так i матрицi
iнцидентностi для орiєнтованих та неорiєнтованих графiв, показано вiдмiнностi такої
обробки в залежностi вiд виду графу.
MSC: 03G05, 03G25, 03F52, 06E25, 15B34.
Ключовi слова: орiєнтований та неорiєнтований граф, матриця сумiжностi, матри-
ця iнцидентностi, операцiї над графами, елементарнi логiчнi операцiї, булева матри-
ця, багатозначна логiка.
DOI: 10.18524/2519-206X.2022.1-2(39-40).294314.

Вступ

Сьогодення ставить перед наукою все бiльшу кiлькiсть задач, пов’яза-
них iз комп’ютеризацiєю. Саме потреби комп’ютерної обробки iнформацiї
потребують дослiдження можливостей матричного подання графiв i, як
наслiдок, матричного подання усiх можливих перетворень графiв. Опера-
цiї над графами – це перший важливий крок на шляху таких перетворень.
Матричне подання цих операцiй має свої особливостi в залежностi вiд виду
кожного конкретного графу, тому процедура їх виконання не є повнiстю
унiверсальною. Рiзнi види графiв потребують своїх iндивiдуальних пiдхо-
дiв до їх розглядання. За матрицями сумiжностi та iнцидентностi можна
повнiстю охарактеризувати граф та вiдновити його геометричну реалiза-
цiю. Для простих неорiєнтованих графiв цi матрицi є булевими. Якщо граф
не має кратних ребер, то його матриця сумiжностi є булевою незалежно
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вiд того, орiєнтований цей граф чи нi. Матриця iнцидентностi є булевою
лише для неорiєнтованого графу. Тому для матричного виконання опера-
цiй над графами треба залучати не лише апарат булевих матриць [1], а й
апарат багатозначної логiки та апарат звичайних арифметичних операцiй.

ПОПЕРЕДНI РЕЗУЛЬТАТИ. Однiєю з важливiших алгебраїчних
моделей є апарат матриць, який може бути застосований в багатьох як
теоретичних, так i прикладних галузях математики.

Означення. Матриця називається булевою, якщо її елементами є
логiчнi скаляри iз поля К={0,1} [1].

Тобто елементами булевої матрицi є нулi та одиницi. Наприклад, буле-
вою буде матриця [2]

A =

⎛⎜⎝1 0 1

1 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

Якщо матрицi є булевими, то з ними можна виконувати як звичайнi алге-
браїчнi операцiї над матрицями, так i операцiї двозначної логiки, описанi
в [1]. Якщо матрицi не є булевими, то для виконання з ними логiчних
операцiй диз’юнкцiї та кон’юнкцiї треба застосовувати апарат багатозна-
чної логiки. В цьому випадку операцiї диз’юнкцiї та кон’юнкцiї матриць
виконуються за наступними правилами [3]

𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦}, (1)

𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 𝑦}. (2)

Основнi результати

Можливiсть матричного виконання основних операцiй над графами
можна показати на прикладах. Розглянемо два орiєнтованi графи, зобра-
женi на рис. 1.
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Рис. 1. Орiєнтованi графи

Для обох цих графiв можна побудувати матрицi сумiжностi:

𝐴 (𝐺1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

1 1 1

0

0

0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 0 0

0

1

1

0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐴 (𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0

0 0 1

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 1 1

0

0

0

0 2 0

1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 1

0

0

1

0 0 0 0 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Цi матрицi побудовано виходячи з того, що номер рядка вiдповiдає
початковiй вершинi, а номер стовпця – кiнцевiй вершинi кожного ребра.
Але цi графи можуть бути вiд самого початку заданi цими матрицями.
Виконання операцiй над такими графами не потребує вiдтворення їх гео-
метричної реалiзацiї.

Граф 𝐺1 не мiстить кратних ребер, тому його матриця сумiжностi є
булевою. Граф 𝐺2 мiстить суворо паралельнi ребра 𝑒5(𝑣4, 𝑣2) i 𝑒6(𝑣4, 𝑣2).
Тому його матриця сумiжностi мiстить елемент 𝑎42 = 2, тобто булевою
не є. Але якщо врахувати, що операцiя диз’юнкцiї для багатозначної логi-
ки виконується за правилом (1), то диз’юнкцiя для цих матриць набуває
вигляду:
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𝐴 (𝐺1) ∨𝐴 (𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

1 1 1

0

0

0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 1
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= 𝐴∪.

Якщо операцiю об’єднання вказаних графiв виконати графiчно, то отри-
маємо граф, зображений на рис. 2.

Рис. 2. Граф 𝐺1 ∪𝐺2

Легко побачити, що цьому графу вiдповiдає матриця сумiжностi 𝐴∪.
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Якщо врахувати, що для багатозначної логiки операцiя кон’юнкцiї ви-
конується за правилом (2), то кон’юнкцiя для матриць 𝐴 (𝐺1) i 𝐴 (𝐺2)

набуває вигляду:

𝐴 (𝐺1) ∧𝐴 (𝐺2) =
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= 𝐴∩.

Якщо операцiю перетину вказаних графiв виконати графiчно, то отри-
маємо граф, зображений на рис. 3.

Рис. 3. Граф 𝐺1 ∩𝐺2

Легко побачити, що цьому графу вiдповiдає матриця сумiжностi 𝐴∩.
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Виконаємо тепер з матрицями 𝐴 (𝐺1) i 𝐴 (𝐺2) операцiю суми за мо-
дулем 2, маючи на увазi її загальне означення як залишку вiд дiлення
вiдповiдної суми на 2:

𝐴 (𝐺1)⊕𝐴 (𝐺2) =
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= 𝐴⊕.

Якщо виконати графiчно операцiю кiльцевої суми графiв 𝐺1 i 𝐺2, то
отримаємо граф, зображений на рис. 4.

Рис. 4. Граф 𝐺1 ⊕𝐺2
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Для цього графу також легко побачити, що йому вiдповiдає матриця
сумiжностi 𝐴⊕.

В цих графах кожному ребру наданий порядковий номер. В практично-
му застосуваннi цi номери можуть означати якесь певне змiстовне наван-
таження. Але при матричному вiдображеннi цей змiст може втрачатися.
Матриця вiдображає наявнiсть або вiдсутнiсть ребра, тобто наявнiсть або
вiдсутнiсть зв’язку мiж об’єктами. Тому, якщо в двох графах мiж двома
вершинами одне й те саме ребро має рiзне змiстовне навантаження (напри-
клад, автомобiльна та ґрунтова дороги), то матриця сумiжностi покаже
лише наявнiсть або вiдсутнiсть цього зв’язку без пояснення його харак-
теру. Але зазвичай у практичних застосунках iнформацiї про наявнiсть
зв’язку буває достатньо, тому для бiнарних операцiй над орiєнтованими
графами [4] застосування елементарних операцiй багатозначної логiки над
матрицями сумiжностi є ефективним математичним апаратом.

Застосуємо тепер означення кiльцевої суми графiв. Згiдно з ним, мно-
жина ребер кiльцевої суми графiв визначається зi спiввiдношення 𝐸⊕ =

{(𝐸𝐺1∪𝐸𝐺2)∖(𝐸𝐺1∩𝐸𝐺2)} [4]. Виходячи з цього спiввiдношення, виконаємо
арифметичну операцiю вiднiмання матрицi 𝐴∧ вiд матрицi 𝐴∨:

𝐴∪ −𝐴∩ =
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.
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Ця матриця збiгається з матрицею 𝐴⊕ для кiльцевої суми графiв 𝐺1

i 𝐺2, тобто матриця сумiжностi графа, отриманого в результатi кiльце-
вої суми двох графiв, може бути обчисленою i в такий спосiб. Цей при-
клад наочно показує, що для матричного виконання операцiй над графа-
ми одночасне застосування i арифметичних, i логiчних операцiй є при-
пустимим. Для програмної реалiзацiї перетворень матриць це також не є
перешкодою. Однак слiд зазначити, що як арифметичнi, так i логiчнi опе-
рацiї над матрицями висувають певнi вимоги до розмiрностi цих матриць:
операцiї арифметичного додавання i вiднiмання, а також логiчнi опера-
цiї диз’юнкцiї, кон’юнкцiї та суми за модулем 2 можна виконувати лише
з матрицями однакової розмiрностi [1]. З цього випливає, що в описаний
спосiб можна виконувати операцiї в матричному поданнi лише для графiв,
у яких збiгаються множини вершин, причому не лише за кiлькiстю, а й за
змiстом.

Слiд також зазначити, що кiльцева сума графiв не може мiстити iзо-
льованих вершин. Якщо при виконаннi цiєї операцiї такi вершини утворю-
ються, то їх треба видаляти з графа.

Видалення вершини з графу тягне за собою видалення всiх iнцидент-
них до неї ребер, тобто видалення всiх зв’язкiв цього об’єкта або вузла з
iншими об’єктами або вузлами. Це означає, що при видаленнi вершини 𝑣𝑖
з матрицi сумiжностi треба видалити i-й рядок та i-й стовпець. У зв’язку
з цим алгоритм виконання операцiї видалення вершини 𝑣𝑖 з графа в мат-
ричному поданнi аналогiчний алгоритму побудови мiнору 𝑀𝑖𝑖 для матрицi
сумiжностi цього графу. Нехай, наприклад, з графу 𝐺1 треба видалити
вершину 𝑣4. Побудуємо для матрицi 𝐴 (𝐺1) мiнор 𝑀44 [5]:

𝑀44 =
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.

Отже, новому графу 𝐺′
1 = 𝐺1∖{𝑣4} буде вiдповiдати матриця сумiжно-

стi
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𝐴
(︁
𝐺

′
1

)︁
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

1

0

1

0

1

0

0 0

0 0

0 0 0 1 1 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1 1

0 1

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Алгоритм видалення з матрицi рядкiв та стовпцiв вже комп’ютеризова-
ний. У даному випадку програмна реалiзацiя буде передбачати виконання
двох зсувiв: для рядкiв та стовпцiв. Для графа без iзольованих вершин до-
цiльно проводити цю операцiю саме з використанням матрицi сумiжностi.

У матрицi сумiжностi ознакою iзольованої вершини є наявнiсть одно-
йменних нульових рядка i стовпця. У матрицi iнцидентностi ознакою iзо-
льованої вершини є наявнiсть нульового рядка. Отже, якщо вершина, яку
треба видалити з графу, є iзольованою, то в цьому єдиному випадку зручнi-
ше проводити цю операцiю з використанням матрицi iнцидентностi. При
видаленнi нульового рядка з матрицi iнцидентностi жодний зв’язок мiж
iншими вершинами (об’єктами або вузлами) не порушується. Тому не по-
трiбно вiдслiдковувати появу стовпцiв, якi пiсля видалення цього рядка
будуть мiстити лише одну одиницю, що не є припустимим для матрицi
iнцидентностi [4]. Використання матрицi iнцидентностi при видаленнi iзо-
льованої вершини скорочує вдвiчi програмну реалiзацiю (не треба одноча-
сно видаляти ще й стовпець, до того ж зсув буде теж лише один). Нехай,
наприклад, граф 𝐺3 заданий своєю матрицею сумiжностi 𝐴 (𝐺3):

𝐴 (𝐺3) =
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Матриця 𝐴 (𝐺3) мiстить повнiстю нульовi 4-й рядок та 4-й стовпець.
Це свiдчить про iзольованiсть вершини 𝑣4. Ця матриця повнiстю симе-
трична, тому граф 𝐺3 є неорiєнтованим. Його можна вважати повнiстю
заданим верхньотрикутною частиною матрицi 𝐴 (𝐺3). У вiдповiдностi з
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алгоритмом, описаним в [4], за цiєю матрицею можна побудувати матри-
цю iнцидентностi 𝐼 (𝐺3) графа 𝐺3 без вiдновлення його геометричної ре-
алiзацiї. Таким чином, неорiєнтованому графу 𝐺3 вiдповiдає матриця iн-
цидентностi

𝐼 (𝐺3) =
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В матрицi iнцидентностi 𝐼 (𝐺3) iзольованiй вершинi 𝑣4 вiдповiдає нульо-
вий 4-й рядок. Щоб видалити з графа 𝐺3 цю iзольовану вершину треба
iз матрицi 𝐼 (𝐺3) видалити лише 4-й рядок без подальшого додаткового
видалення низки стовпцiв. Таким чином, для графа 𝐺′

3 = 𝐺3∖{𝑣4} маємо
матрицю iнцидентностi
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За потреби за цiєю матрицею можна вiдновити геометричну реалiзацiю
графа 𝐺′

3 або його матрицю сумiжностi [4].
Операцiя видалення одного ребра передбачає зникнення iз графу яко-

гось одного ребра (зв’язку або вiдношення) зi збереженням всiх вершин
(об’єктiв або вузлiв) та решти зв’язкiв мiж об’єктами [6]. Таким чином,
у матрицi сумiжностi змiн зазнають лише тi елементи, якi вiдповiдають
ребрам, що видаляються. Решта елементiв матрицi сумiжностi зберiгають
свої значення. Порядок матрицi також залишається тим самим, бо нiяка
вершина внаслiдок видалення ребра iз графа не зникає. При видаленнi
орiєнтованого ребра зменшується лише один елемент матрицi сумiжностi.
При видаленнi неорiєнтованого ребра однакових змiн зазнає пара симет-
ричних елементiв матрицi сумiжностi. Нехай мiж вершинами 𝑣𝑖 i 𝑣𝑗 необхi-
дно видалити певну кiлькiсть 𝑙−𝑖𝑗 ребер. Отже, для виконання цiєї операцiї
треба виконати операцiю арифметичного вiднiмання матрицi 𝐴−

𝑒 вiд ма-
трицi сумiжностi початкового графу. У матрицi-вiд’ємнику 𝐴−

𝑒 елементи,
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що вiдповiдають ребрам, якi видаляються, будуть дорiвнювати 𝑙−𝑖𝑗 . Решта
елементiв цiєї матрицi будуть нульовими.

Розглянемо, наприклад, граф 𝐺1 ∪ 𝐺2, якому вiдповiдає матриця су-
мiжностi 𝐴∪. В цiй матрицi є пара симетричних елементiв 𝑎46=𝑎64=1. Цi
елементи вiдповiдають парi протилежно спрямованих ребер, яку можна
замiнити одним неорiєнтованим ребром. Нехай з цього графу треба вида-
лити це неорiєнтоване ребро. Нехай до того ж з цього графа треба видали-
ти також одне з суворо паралельних орiєнтованих ребер вiд вершини 𝑣4 до
вершини 𝑣2. Це означає, що в матрицi 𝐴−

𝑒 вiдмiнними вiд нуля будуть ли-
ше елементи 𝑙−42=1 i 𝑙46=𝑙64=1. Отже, щоб обчислити матрицю сумiжностi
графа

(𝐺1 ∪𝐺2)
′
= (𝐺1 ∪𝐺2) ∖ {−→𝑒 (𝑣4, 𝑣2)} ∖ {𝑒 (𝑣4, 𝑣6)}

(запис −→𝑒 означає, що дане ребро є орiєнтованим), можна отримати, вико-
навши наступне арифметичне вiднiмання:

𝐴∪ −𝐴−
𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴((𝐺1 ∪𝐺2)

′
).

Програмна реалiзацiя цiєї операцiї значно простiша, нiж її алгебраїч-
не обґрунтування. Для її виконання достатньо зменшити на величини 𝑙−𝑖𝑗
вiдповiднi елементи матрицi сумiжностi початкового графа.
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Операцiя доповнення визначається для неорiєнтованих графiв. Тому,
якщо граф є орiєнтованим або змiшаним, спочатку треба побудувати для
нього асоцiйований (або спiввiднесений) граф [4], а потiм вже для цьо-
го нового графу виконувати операцiю доповнення. З матрицi сумiжностi
𝐴(𝐺) початкового графа обчислюємо нову матрицю 𝐴𝑠(𝐺) за правилом:

𝑎𝑠𝑖𝑗 = 𝑎𝑠𝑗𝑖 = min {1,max {𝑎𝑖𝑗 , 𝑎𝑗𝑖}} . (3)

Отримана матриця буде булевою. Але вона може мiстити одиницi на го-
ловнiй дiагоналi, тобто вiдображати граф з петлями. Спiввiднесений граф,
який не може мiстити петлi, використовується в цих обчисленнях лише як
промiжний результат. Тому позбутися цих петель можна один раз вже на
останньому кроцi, а не щоразу для всiх промiжних матриць. Наступним
кроком для отримання матрицi сумiжностi доповнення графа 𝐺 треба ви-
конати логiчну операцiю заперечення [1] матрицi 𝐴𝑠(𝐺), тобто обчислити
матрицю 𝐴𝑠(𝐺).

Для прикладу знайдемо матрицю сумiжностi доповнення орiєнтовано-
го графа 𝐺2. Побудуємо для цього графа матрицю 𝐴𝑠 (𝐺2):

𝐴𝑠 (𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тепер обчислимо заперечення цiєї матрицi, тобто матрицю 𝐴𝑠(𝐺):

𝐴𝑠(𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Тепер треба позбутися петель в отриманому графi, тобто одиниць на го-
ловнiй дiагоналi отриманої матрицi. Для цього треба виконати її кон’юнк-
цiю iз запереченням одиничної матрицi. В результатi буде отримано ма-
трицю сумiжностi графа-доповнення:

𝐴𝑠(𝐺2) ∧ 𝐸 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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∧
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴

(︀
𝐺2

)︀
.

Для неорiєнтованих графiв формула (3) набуває вигляду

𝑎𝑠𝑖𝑗 = 𝑎𝑠𝑗𝑖 = min {1, 𝑎𝑖𝑗}. (4)

Для неорiєнтованих графiв без кратних ребер матрицю сумiжностi
графа-доповнення можна отримати вiдразу кон’юнкцiєю заперечення ма-
трицi сумiжностi початкового графа з матрицею 𝐸.

В булевiй алгебрi кон’юнкцiя з одиницею не впливає на результат. Тому
в програмнiй реалiзацiї на останньому кроцi побудови матрицi 𝐴(𝐺) мо-
жна просто присвоїти нульове значення усiм елементам головної дiагоналi,
тобто всiм елементам, для яких збiгаються номер стовпця i номер рядка
(i = j ).

Операцiя введення ребра є зворотною до операцiї видалення ребра. При
введеннi орiєнтованого ребра передбачається збiльшення одного елемента
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матрицi сумiжностi. При введеннi неорiєнтованого ребра однакових змiн
зазнає пара симетричних елементiв матрицi сумiжностi. Нехай мiж верши-
нами 𝑣𝑖 i 𝑣𝑗 необхiдно додати певну кiлькiсть 𝑙+𝑖𝑗 ребер. При програмнiй ре-
алiзацiї вiдбувається збiльшення вiдповiдних елементiв матрицi сумiжно-
стi початкового графа на вказану величину. Алгебраїчна реалiзацiя цiєї
операцiї передбачає арифметичну суму двох матриць. Одним з доданкiв є
матриця сумiжностi початкового графа. У другому доданку 𝐴+

𝑒 елементи,
що вiдповiдають новим ребрам, дорiвнюють 𝑙+𝑖𝑗 . Решта елементiв другого
доданку є нульовими.

Нехай, наприклад, до графу 𝐺1 необхiдно ввести два суворо пара-
лельних орiєнтованих ребра вiд вершини 𝑣2 до вершини 𝑣4 i одне не-
орiєнтоване ребро мiж вершинами 𝑣3 i 𝑣7. Це означає, що в даному ви-
падку 𝑙+24 = 2 i 𝑙+37 = 𝑙+73 = 1. Тодi матрицю сумiжностi графа 𝐺

′′
1 =

𝐺1 + 2 · {−→𝑒 (𝑣2, 𝑣4)} + {𝑒 (𝑣3, 𝑣7)} можна отримати, виконавши наступну
арифметичну суму:

𝐴 (𝐺1) +𝐴+
𝑒 =
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴(𝐺

′′
1).

Операцiю введення вершини в ребро розглянемо також на прикладi гра-
фа𝐺1. Її зручнiше виконувати з матрицею iнцидентностi. Цю матрицю для
графа 𝐺1 можна отримати iз його матрицi сумiжностi або безпосередньо iз
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геометричної реалiзацiї. Для зручностi в матрицi iнцидентностi було збе-
режено ту нумерацiю ребер, яку подано для цього графа на рис. 1. Для
наочностi запишемо цю матрицю у виглядi таблицi.

Нехай треба ввести вершину 𝑤′ в ребро 𝑒2(𝑣1, 𝑣5) i вершину 𝑤′′ в ребро
𝑒14(𝑣6, 𝑣7). Обидва цi ребра є орiєнтованими. При введеннi вершини в ребро
напрямок руху новими ребрами має збiгатися з напрямком, який був у
старого ребра. Схему алгоритму перетворення матрицi iнцидентностi для
виконання цiєї операцiї подано на рис. 5.

Рис. 5. Схема перетворення матрицi iнцидентностi при введеннi вершини
в ребро

При введеннi вершини 𝑤
′ ребро 𝑒2(𝑣1, 𝑣5) з графа видаляється. Ана-

логiчно при введеннi вершини 𝑤
′′ видаляється ребро 𝑒14(𝑣6, 𝑣7). На схемi

вiдповiднi цим ребрам стовпцi матрицi iнцидентностi зафарбовано чорним
кольором. Замiсть ребра 𝑒2(𝑣1, 𝑣5) з’являються 2 новi ребра (два новi стовп-
ця 𝑒′2 i 𝑒′′2 в матрицi). Рух цими ребрами має повторювати напрямок руху
ребром 𝑒2. Тому початкова вершина ребра 𝑒′2 має збiгатися з початковою
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вершиною ребра 𝑒2. З кiнцевою вершиною ребра 𝑒2 має збiгатися кiнцева
вершина ребра 𝑒′′2 . Таким чином, нова вершина 𝑤′ є транзитною при русi
вiд вершини 𝑣1 до вершини 𝑣5. Тобто вона є кiнцевою для нового ребра
𝑒
′
2 i початковою для нового ребра 𝑒′′2 . Рядок для нової вершини в матрицi

має з’явитися в промiжку мiж рядками, що вiдповiдають граничним вер-
шинам старого ребра. Зручнiше додавати його вiдразу пiсля початкової
вершини, тобто в даному випадку пiсля вершини 𝑣1. При цьому елементи
«– 1» в стовпцi 𝑒′2 i елемент «1» в стовпцi 𝑒′′2 будуть єдиними елементами
в рядку цiєї вершини.

Аналогiчно замiсть ребра 𝑒14(𝑣6, 𝑣7) також з’являються два новi ребра
(новi стовпцi 𝑒′14 i 𝑒′′14 в матрицi). Вершина 𝑣6 є початковою для старого
ребра 𝑒14 i нового ребра 𝑒′14. Вершина 𝑣7 є кiнцевою для старого ребра 𝑒14
i нового ребра 𝑒′′14. Рядок для нової транзитної вершини 𝑤

′′ буде мiстити
лише два ненульовi елементи: «– 1» у стовпцi 𝑒′14 i «1» у стовпцi 𝑒′′14. Цей
новий рядок буде розташований мiж рядками 𝑣6 i 𝑣7. Рядки нових вершин
на схемi рис. 5 зафарбовано зеленим кольором, а стовпцi нових ребер –
сiрим. Таким чином, матриця iнцидентностi нового графа буде мати ви-
гляд:

За потреби вiд цiєї матрицi можна перейти до матрицi сумiжностi
𝐴(𝐺

′′′
1 ) або геометричної реалiзацiї графа 𝐺′′′

1 .
У випадку, коли нова вершина вводиться до неорiєнтованого ребра,

алгоритм перетворення матрицi iнцидентностi буде таким самим. Вiдмiн-
нiсть буде полягати лише в тому, що новi ребра будуть також неорiєнто-
ваними. Тому всi ненульовi елементи нових стовпцiв будуть додатними,
тобто дорiвнювати «+1».

Використаємо матрицю iнцидентностi 𝐼(𝐺1), щоб дослiдити алгоритм
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ї ї перетворення при виконаннi операцiї замикання (ототожнення) вершин.
Ця операцiя можлива лише для сумiжних вершин. У графi 𝐺1 такими вер-
шинами, наприклад, є вершини 𝑣1 i 𝑣5 (їх зв’язує ребро 𝑒2), а також верши-
ни 𝑣2 i 𝑣4 (їх зв’язує ребро 𝑒5). Ототожнимо кожну з цих пар вершин. Згiдно
з означенням цiєї операцiї [4], усi вершини, сумiжнi хоча б з однiєю з отото-
жнюваних вершин, будуть сумiжнi з новою вершиною. Це означає, що усi
ребра, iнцидентнi хоча б з однiєю з ототожнюваних вершин, зберiгаються
в графi i будуть iнцидентнi новiй вершинi. Ребро, що зв’язує ототожню-
ванi вершини, перетворюється на петлю. Таким чином, у матрицi 𝐼(𝐺1)

має з’явитися новий рядок, що вiдповiдає новiй вершинi. Його елементи є
арифметичною сумою вiдповiдних елементiв рядкiв тих вершин, для яких
проводиться операцiя замикання. Рядки пари ототожнюваних вершин при
цьому з матрицi видаляються. Схему цих перетворень показано на рис. 6.

Рис. 6. Схема перетворення матрицi iнцидентностi при замиканнi вершин

Ребра 𝑒2 i 𝑒5 перетворилися на петлi (на схемi вiдповiднi стовпцi зафар-
бовано рожевим). Рядки, що вiдповiдають вершинам, якi було замкнено
(𝑣1 з 𝑣5 i 𝑣2 з 𝑣4), з матрицi iнцидентностi видаляються (на схемi цi рядки
зафарбовано чорним). У матрицi з’являються новi рядки, що вiдповiдають
новим вершинам – результатам замикання. На схемi цi рядки зафарбовано
зеленим. Елементи рядка 𝑣1,5 дорiвнюють арифметичнiй сумi вiдповiдних
елементiв рядкiв 𝑣1 i 𝑣5, а елементи рядка 𝑣2,4 дорiвнюють арифметичнiй
сумi вiдповiдних елементiв рядкiв 𝑣2 i 𝑣4. Таким чином, матриця iнцидент-
ностi нового графа 𝐺𝑣+

1 має вигляд:
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У разi, якщо граф є неорiєнтованим, то схема перетворення його матри-
цi iнцидентностi залишається такою ж самою, але замiсть арифметичної
суми елементiв ототожнюваних вершин виконується операцiя суми за мо-
дулем 2 цих елементiв. Як i при виконаннi попереднiх операцiй, за потреби
вiд отриманої матрицi iнцидентностi можна перейти до матрицi сумiжно-
стi дослiджуваного графа або вiдновити його геометричну реалiзацiю.

Операцiя стягування ребра вiдбувається за тим самим алгоритмом, що
й операцiя замикання вершин, але з подальшим видаленням з графа отри-
маних петель. Таким чином, при стягуваннi ребра спочатку вiдбувається
ототожнення вершин, що є граничними для цього ребра. Отже, якщо для
графа 𝐺1 стоїть задача стягнути ребра 𝑒2 i 𝑒5, то можна також скористати-
ся схемою на рис. 6. Спочатку за цiєю схемою замикаються пари вершин 𝑣1
i 𝑣5 (є граничними для ребра 𝑒2), а також 𝑣2 i 𝑣4 (є граничними для ребра
𝑒5). В результатi цього замикання утворюються двi петлi (рожевi стовпцi
на схемi), якi треба видалити з графа. Як наслiдок, iз матрицi iнцидент-
ностi треба видалити стовпцi 𝑒2 i 𝑒5. Петлi, що не мають вiдношення до
жодної з ототожнюваних вершин, у графi залишаються. Тому в матрицi цi
стовпцi також залишаються без змiн (стовпцi 𝑒11 i 𝑒17). В результатi буде
отримана матриця iнцидентностi нового графа 𝐺𝑒+

1 :
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Висновки

Деякi операцiї зручнiше виконувати з матрицями сумiжностi, а деякi —
з матрицями iнцидентностi. Однi й тi самi алгоритми мають вiдмiнностi
в залежностi вiд того, орiєнтованi чи вiльнi графи беруть участь у роз-
глянутих операцiях. В залежностi вiд видiв графiв також є обмеження
на вiдображення змiстовної iнформацiї матрицями цих графiв. Але в пра-
ктичних застосунках цi обмеження, як правило, несуттєвi. Отже, для ко-
жної операцiї над графами та кожного виду графiв можна запропонувати
комбiнацiю алгебраїчних операцiй (арифметичних та логiчних), що дозво-
ляють отримати матрицю нового графа, або чiткий легко програмований
алгоритм перетворення матриць початкових графiв. Жодна з розглянутих
операцiй над графами не є неможливою в матричному виконаннi. Запропо-
нованi алгоритми можуть значно спростити комп’ютерну обробку графiв.
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Yakimova N.A., Klishyn M.E.
Matrix representation of operations on graphs

Summary

This article considers the possibility of matrix execution of both unary and
binary operations on graphs. Graphs, as an abstract mathematical construc-
tion, have a very wide range of practical applications. First of all, it is al-
gorithmization and computer processing of information, electrical engineering,
etc. Therefore, it is important to have a mathematical apparatus that allows
you to transform the graphical presentation of information about objects into
algebraic models for their further research using purely mathematical meth-
ods. If necessary, it is always possible to return from such an algebraic model
to a graphical representation of the object (for example, to a graphical rep-
resentation of a circuit diagram in electronics). For each of the considered
operations on graphs, either a combination of algebraic operations or an easily
programmable matrix processing algorithm is proposed, which can be used to
represent any graph. Attention is also paid to the differences in such processing
depending on the type of graphs involved in the considered operations. Some
operations are more convenient to perform with adjacency matrices, and some
- with incidence matrices. This article also considers these features of matrix
execution of operations on graphs. All the proposed algorithms are illustrated
with specific detailed examples. Thus, it is shown that for all operations on
graphically presented objects, their matrix interpretation is possible. This re-
sult greatly facilitates the possibility of software implementation of work with
such graphic objects.
Key words: directed and undirected graph, adjacency matrix, incidence matrix,
operations on graphs, elementary logical operations, Boolean matrix, multival-
ued logic.
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ON NUMBERS OF THE TYPE 𝑛 = (𝑢2 + 𝑑𝑣2)𝑤 IN ARITHMETIC
PROGRESSION

Let us 𝑅(𝑛) denotes the number of representations of positive integers 𝑛 by form
𝑛 = (𝑢2 + 𝑣2)𝑤, 𝑢, 𝑣 ∈ Z, 𝑤 ∈ N. The function 𝑅(𝑛) is an analogue of the divisor function
𝑑3(𝑛). Summarize the Heath-Brown results on distribution of value of the divisor function
𝑑3(𝑛) on an arithmetical progression 𝑛 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞), (𝑎, 𝑞) = 1, with increasing the arith-
metical ratio together with 𝑥, an asymptotic formula for summatory function for 𝑅(𝑛) was
being construct, which is a non-trivial for 𝑞 → ∞. The proof of this result use the truncated
functional equation on the line 𝑅𝑒𝑠 = 1

2
+ Δ, |Δ| < 1

2
of the Hecke Zeta function with

transport of an imaginary quadratic field Q(
√
−𝑑).

MSC: 99A99, 88B88, 77C77, 66D66.
Key words: imaginary quadratic field, Hecke zeta-function, Dirichlet series, functional equa-
tion, summatory function.
DOI: 10.18524/2519-206X.2022.1-2(39-40).294316.

Introduction

Definition. Let denotes by 𝑅(𝑛) the number representations a positive integer
𝑛 in the form 𝑛 = (𝑢2 + 𝑑𝑣2)𝑤, 𝑢, 𝑣 ∈ Z, 𝑤 ∈ N, 𝑑 is a free square positive
integer. The function 𝑅(𝑛) you can consider as an analogue the arithmetic
function 𝑑3(𝑛) (a number of representations of 𝑛 as a product of three natural
numbers: 𝑑3(𝑛) =

∑︀
𝑛=𝑛1𝑛2𝑛3

1).

We denote
𝐾(𝑑) =

{︁
𝑢+ 𝑖

√
𝑑𝑣 |𝑢, 𝑣 ∈ Z

}︁
.

For 𝛼 ∈ 𝐾(𝑑) we put 𝑁(𝛼) = 𝑢2 + 𝑑𝑣2, 𝑆𝑝(𝛼) = 𝜆𝑢 = 𝜆𝑅𝑒(𝛼). Our aim
deduce an a asymptotic formula for summatory functions

𝐹 (𝑥) =
∑︁
𝑛⩽𝑥

𝑅(𝑛);

𝐹 (𝑥, 𝑎, 𝑞) =
∑︁

𝑛≡𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞)
𝑛⩽𝑥

𝑅(𝑛).

Received 01.06.2022 © Belozerov G. S., Vorobiova A. V., 2022
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Notation. We will use the following notations:

• 𝐺 :=
{︁
𝑎+ 𝑏

√
𝑑𝑖 |𝑎, 𝑏 ∈ Z, 𝑖2 = −1

}︁
is the ring of integer elements of the

field Q(
√
−𝑑);

• 𝐺𝛾 is the ring of residues of 𝐺 module 𝛾;

• 𝐺*
𝛾 = {𝑤 ∈ 𝐺𝛾 , (𝑤, 𝛾) = 1} ;

• 𝑠 ∈ C, 𝑠 = 𝜎 +𝑅𝑒𝑠, 𝑡 = 𝐼𝑚𝑠;

• Γ(𝑧) is the Euler gamma function;

• by 𝑓 ≪ 𝑔 (or 𝑓 = 𝑂(𝑔)) for 𝑥 ∈ 𝑋, where 𝑋 is an arbitrary set on
which 𝑓 and 𝑔 defined, we mean that exists a constant 𝐶 > 0 such that
|𝑓(𝑥)| ⩽ 𝑐𝑔(𝑥) for all 𝑥 ∈ 𝑋.

Let us denote shifting the Hecke function

𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) :=
∑︁
𝑤∈𝐺

𝑒𝑔𝑚𝑖𝑎𝑟𝑔(𝑤+𝛿1)

𝑁 (𝜔 + 𝛿1)
𝑠 · 𝑒2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿2𝑤),

𝑅𝑒𝑠 > 1, 𝛿1, 𝛿2 ∈ Q(
√
−𝑑), 𝑑 is a free-square, 𝑑 > 0; (the pair (𝛿1, 𝛿2) we call

a shift of 𝑤). Here 𝑔 — is the number unit in 𝐺, t.e. number unit 𝛼 from 𝐺,

𝑁(𝛼) = 1.

In the domain𝑅𝑒𝑠 > 1 the series for 𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) is defined by an absolutely
convergent Dirichlet series.

1. Auxiliary arguments

Lemma 1. The shifting Hecke zeta-function of the field Q(
√
−𝑑) satisfies the

functional equation

𝜋−𝑠Γ

(︂
𝑔|𝑚|
2

+ 𝑠

)︂
𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) =

= 𝜋−(1−𝑠)Γ

(︂
𝑔|𝑚|
2

+ 1− 𝑠

)︂
𝑍𝑚(1− 𝑠;−𝛿2, 𝛿1)𝑒−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿2).

Moreover, 𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) is an entire function if 𝑚 ̸= 0. If 𝑚 = 0 the for 𝛿2
not integer element from Q(

√
−𝑑) the 𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) is also entire function. For

𝑚 = 0 and 𝛿2 is an integer element of Q(
√
−𝑑) the Hecke zeta-function is

holomorphic except at 𝑠 = 1, where it has a simple pole with residue 𝜋.
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Proof. For 𝛿1 = 𝛿2 = 0 and 𝑚 = 𝑚𝑔, where 𝑔 is a number of units in
the ring 𝐺, we get the well-known Hecke zeta-function 𝑍𝑚(𝑠,𝐺) of the first
kind with the exponent 𝑚 (see Hecke [3]). In [1] this lemma has be stated in
case 𝑑 = 1. But for the completeness of treatment we restore a proof of our
statement.

We start from the relation

Γ(𝑠) · |𝑤 + 𝛿1|−2𝑠 =

∞∫︁
0

𝑒𝑥𝑝(−𝑥 · |𝑤 + 𝛿1|2)𝑥𝑠−1𝑑𝑥.

For 𝑅𝑒𝑠 > 1 and 𝑚 ∈ Z we have

Γ
(︁𝑔
2
|𝑚|+ 𝑠

)︁
𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) =

𝛿2∫︁
0

∑︁
𝑤∈𝐺

𝑤 ̸=−𝛿1

𝑒−𝑥|𝑤+𝛿1|2𝑥𝑠−1𝑑𝑥.

Let us denote 𝛿𝑗 = 𝛿𝑗1 + 𝑖
√
𝑑𝛿𝑗2, 𝑗 = 1, 2.

Then grountruthing shows that the functions

𝑓(𝑢1, 𝑢2) = 𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝜋

2

𝑥

[︀
(𝛿11 + 𝑢1)

2 + 𝑑(𝛿12 + 𝑢2)
2
]︀)︂

,

𝑓(𝑢1, 𝑢2) =
𝜋

𝑥
𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝜋

2

𝑥

[︀
(𝛿11 + 𝑢1)

2 + 𝑑(𝛿12 + 𝑢2)
2
]︀)︂

satisfy the conditions of Poisson summation formula. Hence, putting

Θ𝑚(𝑥, 𝛿1, 𝛿2) =

=
∑︀

𝑤∈𝐺 𝑒𝑥𝑝(−𝑥(𝑤 + 𝛿1)
2) · (𝑤 + 𝛿1)

𝑔𝑚𝑒𝑥𝑝
(︀
2𝜋𝑅𝑒(𝛿2𝑤)

)︀
and applying the Poisson formula, we find

Θ0(𝑥, 𝛿1, 𝛿2) =
𝜋

𝑥
Θ0

(︂
𝜋2

𝑥
, 𝛿2,−𝛿1

)︂
𝑒𝑥𝑝

(︀
−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿2)

)︀
.

Consider the operator
𝑑

𝑑𝛿1
:=

𝜕

𝜕𝛿11
+ 𝑖

√
𝑑
𝜕

𝜕𝛿12
.

Then the following equalities hold for the 𝑚 ⩾ 0

(−2𝑥)𝑔𝑚Θ𝑚(𝑥, 𝛿1,−𝛿2) =
𝑑𝑚

𝑑𝛿𝑚1
Θ0(𝑥, 𝛿1, 𝛿2)
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and
𝜋

𝑥
(−2𝜋𝑖)4𝑚Θ𝑚

(︂
𝜋2

𝑥
, 𝛿1,−𝛿2

)︂
𝑒𝑥𝑝

(︀
−2𝜋𝑖(𝛿1𝛿2)

)︀
=

=
𝑑𝑚

𝑑𝛿𝑚1

(︂
𝜋

𝑥
Θ0

(︂
𝜋2

𝑥
, 𝛿2,−𝛿1

)︂
𝑒𝑥𝑝

(︀
−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿2)

)︀)︂
.

So, for any 𝑚 ∈ Z the following functional equation

Θ𝑚(𝑥, 𝛿1, 𝛿2) =
(︁𝜋
𝑥

)︁𝑔𝑚+1
Θ𝑚

(︂
𝜋2

𝑥
, 𝛿2, 𝛿1

)︂
𝑒𝑥𝑝

(︀
−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿2)

)︀
(1)

hold.
Now, applying reasoning used for the proof of functional equation for Rie-

mann zeta–function (see [4]) by the functional equation for a theta–function
Θ𝑚, we infer

Γ

(︂
𝑔|𝑚|
2

+ 𝑠

)︂
𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) = 𝜋−(1−2𝑠)𝑒𝑥𝑝

(︀
−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿2)

)︀
𝐼𝑚(𝛿1, 𝛿2),

where

𝐼𝑚(𝛿1, 𝛿2) =

=
∞∫︀
0

∑︀
𝑤∈𝐺

𝑤 ̸=−𝛿1

𝑒𝑥𝑝(−𝑥|𝑤 + 𝛿1|2)(𝑤 + 𝛿1)
𝑔𝑚 · 𝑒𝑥𝑝(2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿2𝑤))𝑥𝑠+2+

1
2𝑔𝑚−1𝑑𝑥 =

=
𝜋∫︀
0

+
∞∫︀
𝜋
:= 𝐼𝑚1 + 𝐼𝑚2.

In integral 𝐼𝑚 we apply the functional equation (1) for Θ𝑚(𝑥, 𝛿1, 𝛿2) and
make substitution 𝑥 = 𝜋2𝑦−1. We have

Γ

(︂
1

2
𝑔|𝑚|+ 𝑠

)︂
𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) = 𝜋2𝑠−1𝑒𝑥𝑝

(︀
−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿2)

)︀
×

×
∞∫︁
𝜋

∑︁
𝑤∈𝐺

𝑤 ̸=−𝛿2

𝑒𝑥𝑝(−𝑥|𝑤 + 𝛿1|2)(𝑤 + 𝛿2)
𝑔𝑚𝑒𝑥𝑝(−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝑤))𝑥

−𝑠+
1
2 |𝑔𝑚|𝑑𝑥+

+

∞∫︁
𝜋

∑︁
𝑤∈𝐺

𝑤 ̸=−𝛿1

𝑒𝑥𝑝(−𝑥|𝑤 + 𝛿1|2)(𝑤 + 𝛿1)
𝑔𝑚𝑒𝑥𝑝(−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿2𝑤))𝑥

𝑠−1+
𝑔
2 |𝑚−1|𝑑𝑥+

+ 𝜀(𝑚, 𝛿2)
𝜋𝑠

𝑠− 1
− 𝜀(𝑚, 𝛿1)𝑒𝑥𝑝(−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿2)) ·

𝜋𝑠

𝑠
, (2)

where

𝜀(𝑚, 𝛿) =

⎧⎨⎩1 if 𝑚 = 0 and 𝑎 ∈ 𝐺,

0 otherwise.
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The relation (2) was obtained for 𝑅𝑒𝑠 > 1. However, the right part of
this equality is an analytic function in all–complex s-plaines except maybe the
points 𝑠 = 0 and 𝑠 = 1, which can be the poles.

Finally multiplying (2) be 𝑒𝑥𝑝(2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿))𝜋−2𝑠+1 and making the substi-
tution 𝑠→ 1−𝑠, 𝛿1 → 𝛿2, 𝛿2 → 𝛿1, we obtain that the right part doesn’t vary,
and hence proved the following functional equation for 𝑚 > 0

𝜋−𝑠Γ
(︁𝑔
2
|𝑚|+ 𝑠

)︁
𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) =

= 𝜋−(1−𝑠)Γ
(︁𝑔
2
|𝑚|+ 1− 𝑠

)︁
𝑍−𝑚(1− 𝑠;−𝛿2, 𝛿1)𝑒𝑥𝑝(−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿2)).

For 𝑚 = −𝑚′, 𝑚′ > 0, we put 𝛿1 = −𝛿′1, 𝛿2 = −𝛿′2, and then we obtain

𝑍𝑚(𝑠; 𝛿2, 𝛿1) = 𝑍𝑚′(𝑠;−𝛿2,−𝛿1) and 𝑍𝑚′(1− 𝑠; 𝛿1,−𝛿2) = 𝑍𝑚(1− 𝑠;−𝛿1, 𝛿2).

Thus, for any 𝑚 ∈ Z

𝜋−𝑠Γ

(︂
𝑔|𝑚|
2

+ 𝑠

)︂
𝑍𝑚(𝑠; 𝛿2, 𝛿1) =

= 𝜋−(1−𝑠)Γ

(︂
𝑔|𝑚|
2

+ 1− 𝑠

)︂
𝑍−𝑚(1− 𝑠;−𝛿1, 𝛿2)𝑒−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿2) =

= 𝜋−(1−𝑠)Γ

(︂
𝑔|𝑚|
2

+ 1− 𝑠

)︂
𝑍−𝑚(1− 𝑠; 𝛿1,−𝛿2)𝑒−2𝜋𝑖𝑅𝑒(𝛿1𝛿2).

Consequence 1. For 𝛿2 /∈ 𝐺 (but 𝛿2 ∈ Q(
√
−𝑑)), then 𝑍0(0; 𝛿1, 𝛿2) = 0.

Consequence 2. In the strip 𝜀 ⩽ 𝑅𝑒𝑠 ⩽ 1 + 𝜀 we have

(𝑠− 1)𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) ≪ (|𝑡|+ 3)(𝑡2 +𝑚2)𝑘1𝑞𝑘2 ,

where 𝑘1 =
(1− 2𝜎)(1− 𝜎 + 𝜀)

1 + 2𝜀
, 𝑘2 = − 𝜎 + 𝜀

1 + 2𝜀
, 𝜀 > 0 an arbitrary little num-

ber, holds.

This follows of once if we employ by the Phragmén–Lindelöf principle and
the estimates for 𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) on the band edge −𝜀 ⩽ 𝑅𝑒𝑠 ⩽ 1 + 𝜀.

For 𝑞 ∈ N let us denote 𝜒 a multiplicative character of the group 𝐺*
𝑞 :

𝜒(𝛼) := 𝜒(𝑁(𝛼)). We have for 𝛿1 =
𝑙1
𝑞
, 𝛿2 =

𝑙2
𝑞
, 𝑙1, 𝑙2 ∈ Z𝑞:

𝑍𝑚

(︂
𝑠;𝜒,

𝑙2
𝑞

)︂
:=
∑︁
𝑤∈𝐺

𝑒𝑔𝑚𝑖𝑎𝑟𝑔𝑤

𝑁(𝑤)𝑠
𝜒2 (𝑁(𝑤)) 𝑒

2𝜋𝑖𝑅𝑒

(︂
𝑙2
𝑞 𝑤

)︂
,
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𝑍𝑚

(︂
𝑠;
𝑙1
𝑞
,
𝑙2
𝑞

)︂
=

1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒

𝑍𝑚

(︂
𝑠;𝜒,

𝑙2
𝑞

)︂
.

In [3] we have the following truncated functional equation.

Lemma 2. Let 𝑞 ∈ N, 𝑚 ∈ Z, 𝑑 > 0 be a free-square rational integer, 𝑅 is an
ideal class of the field Q(

√
−𝑑); 𝑠 ∈ C, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜏 ∈ C, 𝑎𝑟𝑔𝜏 = 𝑎𝑐𝑡𝑔

𝑡

𝜎 + 𝑔
2

,

𝑔 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
4 if 𝑑 = 1;

2 if 𝑑 = 3;

1 in other cases;

𝑥 =
𝑑𝑞2

(︁
𝑡2 +

(︀𝑔
2 |𝑚|+ 𝜎

)︀2)︁1
2

2𝜋|𝜏 |
; 𝑦 =

𝑑𝑞2
(︁
𝑡2 +

(︀𝑔
2 |𝑚|+ 𝜎

)︀2)︁1
2

2𝜋|𝜏−2|

𝑋 =

(︂
1 +

2(𝑀 + 5)

𝑔|𝑚|
log 𝑥

)︂
; 𝑌 =

(︂
𝑦 +

2(𝑀 + 5)

𝑔|𝑚|

)︂
.

Then for 𝑡2 + 𝑔𝑚2 ⩾ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 the following truncated functional equation for

𝑍𝑚

(︂
𝑠;𝜒𝑞,

𝑙2
𝑞

)︂
=

=
∑︀
𝑤∈𝑅

𝑁(𝑤)⩽𝜒

𝑒𝑔𝑚𝑖𝑎𝑟𝑔𝑤

𝑁(𝑤)𝑠
·

(︃
𝜒𝑞(𝑁(𝑤))𝑒

2𝜋𝑖𝑅𝑒

(︂
𝑙2
𝑞 𝑤

)︂
× Γ*

(︂
𝑠+

𝑔

2
|𝑚|, 2𝜋𝜏𝑁(𝑤)√

𝑑𝑞

)︂)︃
+

+

(︂
𝑑𝑞2

4𝜋2

)︂1
2−𝜖

(︃
Γ
(︀𝑔
2 |𝑚|+ 1− 𝑠

)︀
Γ
(︀
𝑠+ 𝑔

2 |𝑚|
)︀ ∑︀

𝑤∈𝑅
𝑁(𝑤)⩽𝜒

𝜒2(𝑁(𝑤))

𝑁(𝑤)1−𝑠
𝑒−𝑔𝑚𝑖𝑎𝑟𝑔𝑤𝑒

−2𝜋𝑖𝑅𝑒
(︁
𝑙
𝑞 𝑤

)︁
×

×Γ*
(︂
1− 𝑠+

𝑔

2
|𝑚|, 2𝜋𝜏

−1𝑁(𝑤)√
𝑑𝑞

)︂)︃
+𝑂

(︀
𝑋−𝑀 + 𝑌 −𝑀

)︀
,

where 𝑀 > 0 is an arbitrary number.

Γ*
(︂
𝑧 +

𝑔

2
|𝑚|, 2𝜎𝑖𝑁(𝑤)√

𝑑𝑞
𝜏𝑟

)︂
= Γ

(︂
𝑧 +

𝑔

2
|𝑚|, 2𝜋𝑁(𝑤)√

𝑑𝑞
𝜏𝑟

)︂
· Γ
(︁
𝑧 +

𝑔

2
|𝑚|
)︁−1

.

Moreover Γ*
(︂
𝑧 +

𝑔

2
|𝑚|, 2𝜎𝑖𝑁(𝑤)√

𝑑𝑞
𝜏𝑟

)︂
in all indicated parameters have the
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estimation

≪ 𝑒𝑥𝑝

(︃
−𝑁(𝑤) + 𝑧

𝑧

(︁𝑔
2
|𝑚|+ 𝜎

)︁
×

×
(︂
𝑁(𝑤)

𝑧

)︂𝑔
2 |𝑚|+𝑅𝑒𝑤 (︂

𝑡2 +
(︁𝑔
2
|𝑚|+ 𝜎

)︁2)︂
×
(︂
𝑡2 +

(︁𝑔
2
|𝑚|+ 𝜎

)︁2)︂1
𝑞
+

+

⎛⎝𝑁(𝑤)

𝑧
−
(︂
𝑡2 +

(︁𝑔
2
|𝑚|+ 𝜎2

)︁−1
)︂ 𝑞

2

⎞⎠−1)︃
.

Similarly truncated equation is true for 𝑍𝑚

(︂
𝑠;
𝑙1
𝑞
,
𝑙2
𝑞

)︂
, where 𝑙1, 𝑙2 ∈ 𝐺𝑞.

We shall need

Lemma 3. The zeta–function Gurwits 𝜉(𝑠, 𝑢) determined by the relation for
𝑅𝑒𝑠 > 1

𝜁(𝑠, 𝑢) =

∞∑︁
𝑛=0

1

(𝑛+ 𝑢)𝑠
, (0 < 𝑢 ⩽ 1)

is an analytic for all 𝑠 ∈ C (except 𝑠 = 1), where it has a prime pole with
residue 1. Moreover 𝜉(𝑠, 𝑢) satisfies the following Gurwits relation

𝜁(𝑠, 𝑢) =
2Γ(1− 𝑠)

(2𝜋)1−𝑠

{︃
sin

𝜋𝑠

2

∞∑︁
𝑛=1

cos 2𝑛𝜋𝑎

𝑛1−𝑠
+ cos

𝜋𝑠

2

∞∑︁
𝑛=1

sin 2𝑛𝜋𝑎

𝑛1−𝑠

}︃
.

Lemma 4. Let 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, |𝜎| ⩽ 2, 𝜏 ∈ C, 𝑎𝑟𝑔𝜏 =
(︁𝜋
2
+ |𝑡|−1

)︁
𝑠𝑔𝑛(𝐼𝑚𝑠).

There exists a constant 𝑡0 > 1 such that uniformly at |𝑡| > 𝑡0, 𝜏, we have the
truncated functional equation

𝜁(𝑠, 𝑢) =

=
1

2

∑︁
|𝑛+𝑢|⩽𝑥𝑙𝑜𝑔𝑥

𝐹

(︂
𝑠; (𝑛+ 𝑢)𝜏

1
2
√
𝜋

)︂
+ 𝑎𝑛𝐹

(︂
1− 𝑠; (𝑛+ 𝑢)𝜏

1
2
√
𝜋

)︂
(𝑛+ 𝑢)𝑠

+

+ 𝜋−
1−2𝑠
2

Γ
(︀
1
2(1− 𝑠)

)︀
2Γ
(︀
1
2𝑠
)︀ ∑︁

|𝑛|⩽𝑦 log 𝑦

𝐹

(︂
1− 𝑠;𝑛𝜏−

1
2
√
𝜋

)︂
𝑒−2𝜋𝑖𝑛𝑢

𝑢1−𝑠
+

+ 𝜋−
1−2𝑠
2

Γ
(︀
1
2(1− 𝑠) + 1

2

)︀
2Γ
(︀
1
2𝑠+

1
2

)︀ ∑︁
|𝑛|⩽𝑦 log 𝑦

𝑏𝑛𝐹

(︂
−𝑠;𝑛𝜏−

1
2
√
𝜋

)︂
𝑛1−𝑠

+
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+𝑂
(︀
𝑥−𝑀 + 𝑦−𝑀

)︀
,

where

𝑎𝑛 =

⎧⎨⎩𝑠𝑔𝑛(𝑛) if 𝑛 ̸= 0;

1 if 𝑛 = 0;
𝑏𝑛 = −𝑖𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛)𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑢,

𝑥 = |𝑡|
1
2 (
√
2|𝜏 |)−1, 𝑦 = |𝑡|

1
2 |𝜏 |(

√
2)−1, 𝑀 > 0 – arbitrary constant.

Moreover, uniformly in all parameters

𝐹 (𝑤,𝑍) = 𝑙 +𝑂

⎛⎜⎝𝑒𝑥𝑝{︂−|𝑍|2

|𝑡|

}︂
·

⎛⎝ |𝑍|

|𝑡|
1
2

⎞⎠𝑅𝑒𝑤

×

⎛⎝1 +

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒12 |𝑡|12 − |𝑍|

|𝑡|
1
2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎞⎠−1

⎞⎟⎠ ,

where 𝑙 = 1 if |𝑛+ 𝑢| ⩽ 𝑥 and |𝑛| ⩽ 𝑦, and 𝑙 = 0 in other cases.

Lemma 5. Consider a Dirichlet polynomial, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, |𝜎| < 2

𝑃 (𝑠; 𝑙, 𝑞,𝑁) :=

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑛≡𝑙(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝑎𝑛
𝑛𝑠
.

For any real values 𝑇0 and 𝑇, 𝑇 > 𝑇0 we have

𝑇∫︁
𝑇0

|𝑃 (𝑠; 𝑙, 𝑞,𝑁)|2𝑑𝑡≪ 𝑇 +
4𝜋√
3
· 𝑁
𝑞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑛≡𝑙(𝑚𝑜𝑑𝑞)

|𝑎𝑛|2

(It is some generalization of Montgomery Theorem for an integrals at the
Dirichlet polynomials).

Main Results
Let us 𝐶 denotes the following conditions⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛿 =
𝑙1 + 𝑖𝑙2

√
𝑑

𝑞
, 𝑙1, 𝑙2 ∈ Z𝑞, 𝑞 ∈ N, 𝑞 > 1;

(𝑙21 + 𝑙2 · 𝑑)𝑙0 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞);

𝑎, 𝑙0 ∈ Z𝑞, (𝑎, 𝑞) = 1.

Then the generating series for 𝑅(𝑚𝑞 + 𝑎) have the form

𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞) =
1

𝑁(𝑞)

∑︁
(𝐶)

𝑍0

(︂
𝑠;
𝛿

𝑞
, 0

)︂
𝜁

(︂
𝑠,
𝑙0
𝑞

)︂
, 𝑅𝑒𝑠 > 1, (3)
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where 𝜁
(︂
𝑠,
𝑙0
𝑞

)︂
is Gurwits zeta-function.

Thus the Perron formula for an arithmetic progression gives

∑︁
𝑛≡𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝑛⩽𝑥

𝑅(𝑛) =
1

2𝜋𝑖

𝐶+𝑖𝑇∫︁
𝐶−𝑖𝑇

(︃
𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞)−

∑︁
𝑛∈𝐵

𝑅(𝑛)

𝑛𝑠

)︃
· 𝑥

𝑠

𝑠
𝑑𝑠+

+𝑂𝜀

(︂
𝑥1+𝜖

𝑇𝑞

)︂
+𝑂(𝑥𝜀), (4)

where 𝐵 := {𝑎, 𝑎(1± 𝑞𝑁(𝑤)|𝑤 = ±1,±𝑖}.

The Gurwits function 𝜁

(︂
𝑠,
𝑙0
𝑞

)︂
is an analytic on all completely s-plane

except at the point 𝑠 = 1 with residue 1. At a point 𝑠 = 1 there is expansion
in series

𝜁

(︂
𝑠,
𝑙2
𝑞

)︂
=

1

𝑠− 1
+ 𝑐0

(︂
𝑙2
𝑞

)︂
+ 𝑐1

(︂
𝑙2
𝑞

)︂
(𝑠− 1) + . . . , (5)

where 𝑐0
(︂
𝑙2
𝑞

)︂
= 𝐸 +

(︂
𝑞

𝑙2

)︂
, 𝐸 it Euler constant.

Moreover, 𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) is an analytic function on all plane of complex num-
bers except of the case 𝑚 = 0, 𝛿2 ∈ 𝐺, when 𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 𝛿2) have first polarized:

𝑍0(𝑠; 𝛿, 0) =
𝜋

𝑠− 1
+ 𝑎0(𝛿) + 𝑎1(𝛿) · (𝑠− 1) + . . . , (6)

where
𝑎0(𝛿) = 𝐸 + 𝐿′(1, 𝜒4) + 𝑏0(𝛿) +

∑︁
𝛽∈𝐵

𝑁−1(𝛿 + 𝛽), 𝛿 ̸= 0, (7)

𝐸 is the Euler constant, 𝐵 = {0,±1,±𝑖};

𝜒4 is the Dirichlet L-function with the non-principal character module 4;

|𝑏0(𝛿)| ⩽ an absolute constant, 𝑏0(𝛿) = 4 +𝑂

(︂
𝑁

1
2 (𝛿)

)︂
. (see [3], [6])

Applying the Phragmén–Lindelöf principal and the estimations 𝜉
(︂
𝑠,
𝑏

𝑞

)︂
and 𝑍

(︂
𝑠;
𝛿

𝑞
, 0

)︂
on the boundary of the strip −𝜀 ⩽ 𝑅𝑒𝑠 ⩽ 1 + 𝜀 may be

calculated for 𝐼𝑚𝑠 = 𝑡, |𝑡| ⩾ 𝑡0 > 3

𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞) ≪
(︂
𝑞
1
2+𝜀|𝑡|

3
2+𝜀

)︂1+𝜀−𝛿
1+2𝜀 (︀

𝑞−1+𝜀
)︀ 𝜎+𝜀
1+2𝜀 (8)
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(with constant in symbol ” ≪ ” is an absolute constant).

Let us calculate 𝑟𝑒𝑠
𝑠=1

{︂
𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞) · 𝑥

𝑠

𝑠

}︂
. We have use the expanding (5) and

(6):

𝑟𝑒𝑠
𝑠=1

{︂
𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞)

𝑥𝑠

𝑠

}︂
=
𝜋𝜒𝜌(𝑎, 𝑞)

𝑞2

(︂
log

𝑥

𝑞2
+ 𝐸 − 1

)︂
+

+
𝑥

𝑞2

∑︁
𝛼0∈𝐺*

𝑞

𝑁(𝛼0)≡𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝑎0

(︂
𝛼0

𝑞

)︂
− 𝑥𝑟(𝑎)

𝑎
, (9)

where 𝜌(𝑎, 𝑞) is the number of solutions of the congruence 𝑢2 + 𝑣2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞),

(𝑎, 𝑞) = 1, and 𝑎0
(︂
𝛼0

𝑞

)︂
= 𝑎0𝛿 from (7) for 𝛿 =

𝛼0

𝑞
.

Hence (7) gives

𝑥

𝑞2

∑︁
𝛼0∈𝐺𝑞

𝑁(𝛼0)≡𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝑎0

(︂
𝛼0

𝑞

)︂
=
𝜒𝜌(𝑎, 𝑞)

𝑞2
(︀
𝜋𝐸 + 𝐿′(1, 𝜒4) +𝑂(1)

)︀
+

+
𝑥

𝑞2

∑︁
𝛼0∈𝐺𝑞

𝑁(𝛼0)≡𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞)

∑︁
𝛽∈𝐵

𝑁−1

(︂
𝛽 +

𝛼0

𝑞

)︂
. (10)

Next,
𝑥

𝑞2

∑︁
𝛼0∈𝐺𝑞

𝑁(𝛼0)≡𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞)

∑︁
𝛽∈𝐵

𝑁−1

(︂
𝛽 +

𝛼0

𝑞

)︂
= 𝑂

(︃
𝑥

𝑞
3
2

log 𝑥

)︃
(11)

𝜌(𝑎, 𝑞) = 𝑐(𝑎, 𝑞)𝑞
∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 𝜒4(𝑝)

𝑝

)︂
, 0 < 𝑐(𝑎, 𝑞) ⩽ 2

(see [2]).

So,

𝑟𝑒𝑠
𝑠=1

{︂
𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞)

𝑥𝑠

𝑠

}︂
=
𝜋𝜒𝜌(𝑎, 𝑞)

𝑞2

(︂
log

𝑥

𝑞2
+ 𝐸 − 1

)︂
+𝑂

(︃
𝑥

𝑞
3
2

log 𝑥

)︃
. (12)

Now we are in a position to prove the main theorem.

Theorem. Let us 𝑎, 𝑞 ∈ N, (𝑎, 𝑞) = 1. Then the asymptotic formula
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𝑛≡𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝑛⩽𝑥

𝑅(𝑛) = 𝑐(𝑎, 𝑞)
𝑥

𝑞

∏︁
𝑝|𝑞

(︂
1− 𝜒4(𝑝)

𝑝

)︂(︂
log

𝑥

𝑞2
+ 𝐸 − 1

)︂
+

+𝑂

⎛⎝𝑥3
5

𝑞
1
5

log3 𝑥

⎞⎠ ,

holds.

Proof. Consider the rectangle with the vertexes in points

𝑐− 𝑖𝑇, 𝑐+ 𝑖𝑇,
1

2
+ 𝑖𝑇,

1

2
− 𝑖𝑇

(𝑇 > 1 and its precise meaning be determined).
We have

1

2𝜋𝑖

𝑐+𝑖𝑇∫︁
𝑐−𝑖𝑇

(︂
𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞)−

∑︁ 𝑅(𝑛)

𝑛𝑠

)︂
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠=𝑟𝑒𝑠

{︃(︃
𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞)−

∑︁
𝑛∈𝐵

𝑅(𝑛)

𝑛𝑠

)︃
𝑥𝑠

𝑠

}︃
+

+

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2𝜋𝑖

𝑐−𝑖𝑇∫︁
1
2−𝑖𝑇

− 1

2𝜋𝑖

1
2+𝑖𝑇∫︁

1
2−𝑖𝑇

− 1

2𝜋𝑖

1
2+𝑖𝑇∫︁

1
2−𝑖𝑇

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
(︃
𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞)−

∑︁
𝑛∈𝐵

𝑅(𝑛)

𝑛𝑠

)︃
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠 =

= 𝑟𝑒𝑠
𝑠=1

{︃(︃
𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞)−

∑︁
𝑛∈𝐵

𝑅(𝑛)

𝑛𝑠

)︃
𝑥𝑠

𝑠

}︃
+ 𝐼1 − 𝐼2 − 𝐼3 (13)

is say.
In the integrals 𝐼1 and 𝐼3 we apply an estimate under the integral function

by (8). So we have

𝐼1, 𝐼2 ≪
𝑥𝑐

𝑇𝑞
+
𝑥
1
2𝑇

2
3

𝑞
1
2

. (14)

Next

𝐼3 ≪

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑇0∫︁
−𝑇0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑇∫︁
𝑇0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
−𝑇0∫︁
−𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ := 𝐽0 + 𝐽1 + 𝐽2. (15)

We put 𝑇0 = 𝑞𝜀, 𝜀 > 0 an arbitrary constant.
Then

𝐽0 ≪
𝑥

1
2

𝑞
1
2

log2 𝑇.
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The integral 𝐽1 and 𝐽2 estimate in the same manner.
We shall estimate 𝐽1.
It is well known that [5]

𝑇∫︁
𝑇0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
(︂
1

2
+ 𝑖𝑡, 𝑢

)︂
− 1

𝑢
1
2+𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑡≪ 𝑇 log2 (𝑞𝑇 ). (16)

The truncated functional equation for 𝑍𝑚(𝑠, 𝛿1, 0) forth 𝑚 = 0. We can

write
(︂

for
𝛼

𝑞
, 𝛼 ∈ 𝐺𝑞, 𝑠 =

1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
:

𝑍0(𝑠; 𝛿1, 0) := 𝑍(𝑠; 𝛿1, 0) = 𝑁(𝑞)𝑠

{︃ ∑︁
𝑤≡𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞)
𝑁(𝑤)⩽𝑋1

𝑁(𝑤)−
1
2−𝑖𝑡+

+
𝜋−2𝑖𝑡

𝑁
1
2+𝑖𝑡(𝑞)

·
Γ
(︀
1
2 − 𝑖𝑡

)︀
Γ
(︀
1
2 + 𝑖𝑡

)︀ · ∑︁
𝑁(𝑤)⩽𝑌1

𝑒
−2𝜋𝑖𝑅𝑒

(︁
𝛼𝑤
𝑞

)︁
𝑁−1

2+𝑖𝑡(𝑤)

}︃
+

+𝑂

(︂
log𝑋1𝑌1
𝑁(𝑞)

)︂
+𝑂

(︀
|𝑡|−𝑀+2

)︀
(𝑋1 = 𝑥, 𝑌1 = 𝑦 in designation of Lemma 2) =

=
∑︁

1
+
∑︁

2
+𝑂

(︂
log𝑋1𝑌1
𝑁(𝑞)

)︂
+𝑂

(︀
|𝑡|−𝑀+2

)︀
(17)

its say.
Now using (9), the Cauchy inequality and the relation (16) we obtain⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
1
2+𝑖𝑇∫︁

1
2−𝑖𝑇

𝐹 (𝑠; 𝑎, 𝑞)−
∑︁
𝑛∈𝐵

𝑅(𝑛)

𝑛𝑠
𝑥𝑠

𝑠
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒≪

≪
𝑇∫︁

𝑇0

⃒⃒⃒∑︁
1
+
∑︁

2

⃒⃒⃒
·

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
(︂
1

2
+ 𝑖𝑡, 𝑢

)︂
− 1

𝑢
1
2+𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 ≪

≪

⎛⎝ 𝑇∫︁
𝑇0

(︂⃒⃒⃒∑︁
1

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒∑︁

2

⃒⃒⃒2)︂ 𝑑𝑡

𝑡
·

𝑇∫︁
𝑇0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
(︂
1

2
+ 𝑖𝑡, 𝑢

)︂
− 1

𝑢
1
2+𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2
𝑑𝑡

𝑡

⎞⎠
1
2

· 𝑥
1
2+

+𝑂

(︂
log 𝑇

𝑁(𝑞)

)︂
+𝑂

(︂
𝑞𝑇

3
2 log3 𝑇

)︂
. (18)
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Hence, putting 𝑇 =
𝑥
1
5

𝑞
4
5

we from (13), (14), (16), (18) obtain the statement

theorem.

Conclusion

Having used 𝑍𝑚(𝑠; 𝛿1, 0) rather than 𝑍0(𝑠; 𝛿1, 0) may be achieved the
asymptotic formula of distribution of values of the function 𝑅(𝑛) in arithmetic
progression and in narrow sectors.

Бєлозьоров Г. С., Воробйова А. В.
Числа виду 𝑛 = (𝑢2 + 𝑑𝑣2)𝑤 в арифметичнiй прогресiї

Резюме

Нехай 𝑅(𝑛) означає кiлькiсть зображень натурального 𝑛 у виглядi 𝑛 = (𝑢2 + 𝑣2)𝑤,

𝑢, 𝑣 ∈ Z, 𝑤 ∈ N. Функцiя 𝑅(𝑛) є аналогом функцiї дiльникiв 𝑑3(𝑛). Узагальнюючи
результат Хiз-Брауна про розподiл значень функцiї 𝑑3(𝑛) на арифметичнiй прогресiї
𝑛 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑞), (𝑎, 𝑞) = 1, зi зростаючою разом з 𝑥 рiзницею прогресiї 𝑞, побудова-
на асимптотична формула для суматорної функцiї для 𝑅(𝑛), яка нетривiальна для

𝑞 ≤ 𝑥
1
2 𝑙𝑜𝑔−3𝑥. При доведеннi цього результату використовується скорочене функцiо-

нальне рiвняння дзета-функцiї Гекке з уявного квадратичного поля Q(
√
−𝑑) з зсувом

на прямiй 𝑅𝑒𝑠 = 1
2
+Δ, |Δ| < 1

2
.

Ключовi слова: уявне квадратичне поле, дзета-функцiя Гекка, ряд Дiрiхле, функцiо-
нальне рiвняння, суматорна функцiя.
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THE DYNAMICAL PROBLEM ON ACTING DISTRIBUTED LOAD
ON THE ELASTIC LAYER

The wave field of an elastic half-layer is constructed, when a dynamic normal load distributed
over a rectangular area acts on upper face at the initial moment of time. The lower face of
the half-layer is rigidly fixed to the foundation, and the side border is in the conditions of a
smooth contact. The method of decomposing the system of motion equations into a system
of equations and an independently solvable equation is used, this approach was proposed by
Popov G. Ya. Laplace and Fourier integral transformations are applied directly to the motion
equations and boundary conditions, which reduces the problem to a vector one-dimensional
boundary value problem, which is solved by the matrix differential calculus method. The
output displacements are obtained using inverse integral transformations. The case of steady
oscillations was considered and the amplitude of vertical displacement occurring in the layer
was analyzed depending on the shape of the distributed load section, the material of the
layer medium and the values of the natural frequency of the layer oscillations.
MSC: 74B10, 74H05, 74H45.
Key words: exact solution, elastic layer, dynamic load, integral transform.
DOI: 10.18524/2519-206X.2022.1-2(39-40).293955.

Introduction

Dynamic problems of the elasticity theory are solved for during construction
to obtain the displacements in elastic bodies. Displacements lead to damage
or deformation of the structure. Therefore, in mathematical physics, many
authors solve the problems of the elasticity theory. Popov G. Ya. developed
the method of presenting the Lame equations through two jointly and one
separately solved equations in his work [7]. The exact solution for the mixed
problem of the elasticity theory was found in [8]. Also, Popov G. Ya., in
collaboration with Vaysfeld N. D [10]., found a solution to the Lamb problem
using this method. In [15], a solution was found for semi-homogeneous and
non-homogeneous problems of the elasticity theory for a semi-infinite layer in a
static formulation. Dynamical problem for an elastic quarter space was found
by Fesenko A. A., Bondarenko K. S. in [3]. Dynamical stresses in elastic half-
space were analysed in [16] by Winfried Schepers. Plane contact problem on

Received 01.06.2022 © Fesenko A. A. Bondarenko K. S., 2022
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the pressure of a stamp with a rectangular base on a rough elastic halfspace
was considered in [12]. Also, solution methods of dynamic problems have been
described at book [11]. Some problems of the elasticity theory for an elastic
layer were solved in [1; 5; 6]. Also, a solution was found for the dynamical
problem for the infinite elastic layer with a cylindrical cavity by Fesenko A. A.
in [2].

The aim of this work is to obtain the exact formulas for displacements that
appear in a elastic layer when a dynamic compressive load acts on upper faces.

Main Results

1. Statement of the problem. Consider the elastic layer 𝑥 > 0, −∞ <

𝑦 < ∞, 0 < 𝑧 < ℎ. The dynamic normal load is acting on the boundary of
the layer 𝑧 = ℎ along the rectangular zone 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐴, −𝐵 ≤ 𝑦 ≤ 𝐵. The
smooth contact conditions are set at the side boundary 𝑥 = 0. The boundary
𝑧 = 0 is rigidly fixed. It is necessary to find displacements of the points of the
layer 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) with zero initial conditions. The
statement, leads to the following boundary conditions

𝜎𝑧(𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) = −𝑝(𝑥, 𝑦)𝑃 (𝑡), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐴; −𝐵 ≤ 𝑦 ≤ 𝐵,

𝜏𝑧𝑥(𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) = 0, 𝜏𝑧𝑦(𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) = 0,

𝑈(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 𝑉 (𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) =𝑊 (𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0,

𝑈(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
𝜕𝑉 (0, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑊 (0, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0.

(1)

The motion equations in vector form have the form [7]

Δ(𝑈, 𝑉,𝑊 ) +
2

𝜅− 1

(︂
𝜕Θ

𝜕𝑥
,
𝜕Θ

𝜕𝑦
,
𝜕Θ

𝜕𝑧

)︂
=
𝜌

𝐺

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
,
𝜕2𝑉

𝜕𝑡2
,
𝜕2𝑊

𝜕𝑡2

)︂
(2)

Where Δ — Laplace operator, 𝜅 = 3− 4𝜇, 𝜇 — Poisson’s ratio, Θ = 𝜕𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕𝑣

𝜕𝑦 +
𝜕𝑤
𝜕𝑧 — volume expansion, 𝜌 — material density, 𝐺 — shear modulus.

To obtain a solution to the given problem, it is necessary to obtain a solu-
tion for the dynamic force concentrated at an arbitrary point on the boundary
𝑧 = ℎ

𝑝(𝑥, 𝑦) = −𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏),

where 𝛿 – Dirac function, and then distribute it over the required area.
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Let’s introduce new functions [7]

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) +

𝜕

𝜕𝑦
𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧),

̃︀𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕

𝜕𝑥
𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧)− 𝜕

𝜕𝑦
𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Then the system of motion equations (2) and boundary conditions (1) taking
into account the new functions will be rewritten in the form:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Δ𝑊 +
2

𝜅− 1

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑍 +

𝜕𝑊

𝜕𝑧

)︂
=

(𝜅− 1)

(𝜅+ 1)

𝜌

𝐺

𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
,

Δ𝑍 +
2

𝜅− 1
∇𝑥𝑦

(︂
𝑍 +

𝜕𝑊

𝜕𝑧

)︂
=
𝜌

𝐺

𝜕2𝑍

𝜕𝑡2
,

(3)

Δ ̃︀𝑍 =
𝜕2 ̃︀𝑍
𝜕𝑡2

, (4)

∇𝑥𝑦𝑊 (𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) +
𝜕

𝜕𝑧
𝑍(𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) = 0,

(3−𝜅)𝑍(𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡)+(1+𝜅)
𝜕

𝜕𝑧
𝑊 (𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡)=−𝜅−1

𝐺
𝛿(𝑥−𝑎)𝛿(𝑦−𝑏)𝑃 (𝑡),

𝑍(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = ̃︀𝑍(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) =𝑊 (𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0,

𝜕

𝜕𝑧
𝑍(𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) = 0,

𝜕

𝜕𝑥
𝑍(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝜕

𝜕𝑥
𝑊 (0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑍(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0,

(5)

where ∇𝑥𝑦 = 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2
.

The initial boundary value problem takes the form (3)–(5) under the initial
conditions [︁

𝑊,𝑍, ̃︀𝑍]︁ ⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0
𝜕

𝜕𝑡

[︁
𝑊,𝑍, ̃︀𝑍]︁ ⃒⃒⃒

𝑡=0
= 0.

After finding the functions 𝑊,𝑍, ̃︀𝑍 to find the displacements 𝑈 and 𝑉 the
Poisson equation should be solved

∇𝑥𝑦𝑈 =
𝜕

𝜕𝑥
𝑍 − 𝜕

𝜕𝑦
̃︀𝑍, ∇𝑥𝑦𝑉 =

𝜕

𝜕𝑦
𝑍 +

𝜕

𝜕𝑥
̃︀𝑍. (6)

2. Reduction the problem to a vector one-dimensional problem.
The 𝑐𝑜𝑠 - Fourier transform with respect to the variable 𝑥, the Fourier trans-
form with respect to the variable 𝑦 and the Laplace transform of the variable 𝑡
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with parameters 𝛼, 𝛽 and 𝑝, respectively are successively applied to the (3)–(4).[︃
𝑊𝛼𝛽𝑝(𝑧)

𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧)

]︃
=

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

∞∫︁
0

,

[︃
𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

]︃
𝑒𝑖𝛽𝑦 cos𝛼𝑥 𝑒−𝑝𝑡 𝑑𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑡

where 𝑁2 = 𝛼2 + 𝛽2.

The function ̃︀𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) satisfies the homogeneous problem

̃︀𝑍 ′′
𝛼𝛽𝑝(𝑧)− (𝑁2 + 𝑝2) ̃︀𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ, ̃︀𝑍 ′

𝛼𝛽𝑝(ℎ) = 0, ̃︀𝑍𝛼𝛽𝑝(0) = 0 (7)

and therefore ̃︀𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ≡ 0.

3. A case of steady-state oscillations. To consider a steady-state
oscillations suppose that load applied across the area 0 < 𝑥 < 𝐴; −𝐵 < 𝑦 <

𝐵 over the plane 𝑋0𝑌 changes according to the harmonic law 𝑃 (𝑡) = 𝑒𝑖𝜔𝑡

and 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑃, where 𝑃 – constant intensity of the load, 𝜔 – is a natural
frequency of vibrations. In this case, substituting into the system of equations
and boundary conditions 𝑝 = 𝑖𝜔 according to the [4].

Let’s introduce the values

𝑘21 =
𝜔2𝜌

𝐺
, 𝑘22 =

(𝜅− 1)

𝜅+ 1

𝜔2𝜌

𝐺
, (8)

where 𝑘1, 𝑘2 – the wave numbers.
The system of equations (3) and boundary conditions (5) take the form⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊 ′′
𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2) +

2

𝜅+ 1
𝑍 ′
𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)−𝑁2𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑊𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)+

+𝑘22𝑊𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = 0,

𝑍 ′′
𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)−

2

𝜅− 1
𝑁2𝑊 ′

𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)−𝑁2𝜅+ 1

𝜅− 1
𝑍𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)+

+𝑘21𝑍𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = 0,

(9)

−𝑁2𝑊𝛼𝛽(ℎ; 𝑘1, 𝑘2) + 𝑍 ′
𝛼𝛽(ℎ; 𝑘1, 𝑘2) = 0,

(3− 𝜅)𝑍𝛼𝛽(ℎ; 𝑘1, 𝑘2) + (𝜅+ 1)𝑊 ′
𝛼𝛽(ℎ; 𝑘1, 𝑘2) = −𝜅− 1

𝐺
· cos𝛼𝑎𝑒𝑖𝑏𝛽 · 𝑃,

𝑍𝛼𝛽(0; 𝑘1, 𝑘2) =𝑊𝛼𝛽(0; 𝑘1, 𝑘2) = 0,

𝑁2 = 𝛼2 + 𝛽2.

(10)
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To reduce problems (9) (10) to a vector one-dimensional one, an unknown
transform vector of displacements is introduced

y⃗(𝑧; 𝑘1, 𝑘2) =

(︃
𝑊𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)

𝑍𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)

)︃

as well as matrices

I =

(︃
1 0

0 1

)︃
, Q =

(︃
0 2

𝜅+1
−2𝑁2

𝜅−1 0

)︃
, P =

(︃
𝜅−1
𝜅+1 0

0 𝜅+1
𝜅−1

)︃
, T =

(︃
𝑘22 0

0 𝑘21

)︃
.

So, the system (9) and boundary conditions (10) takes the form⎧⎪⎨⎪⎩
L2y⃗(𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ,

U0[y⃗(0; 𝑘1, 𝑘2)] = Θ0,

U1[y⃗(ℎ; 𝑘1, 𝑘2)] = Θ1,

(11)

where the differential operator 𝐿2 has the form

L2y⃗(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)=Iy⃗′′(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)+Qy⃗′(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)−𝑁2Py⃗(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)+Ty⃗(𝑧; 𝑘1, 𝑘2).

Let’s enter matrices and vectors

A =

(︃
−𝑁2 0

0 (3− 𝜅)

)︃
, B =

(︃
0 1

(1 + 𝜅) 0

)︃
,

Θ0 = (0, 0)𝑇 , Θ1 = (0,−𝑃 (𝜅− 1)

𝐺
cos𝛼𝑎𝑒𝑖𝑏𝛽)𝑇 ,

where symbol T means transported vector. Edge functionals are

U0[y⃗] = Iy⃗(0; 𝑘1, 𝑘2),

U1[y⃗] = Ay⃗(ℎ; 𝑘1, 𝑘2) +By⃗′(ℎ; 𝑘1, 𝑘2).

The solution of the vector equation (11) is built on the basis of the solution of
the matrix equation L2 [Y(𝑧)] = 0. Substitution Y(𝑧) = 𝑒𝑁𝑧I is made to form
the characteristic matrix M(𝑠) = I𝑠2 + Q𝑠 − 𝑁2P + T. The inverse matrix
has the form

M−1(s) =
1∏︀4

𝑖=1(𝑠− 𝑠𝑖)

(︃
𝑠2 −𝑁2 𝜅+1

𝜅−1 + 𝑘12 − 2𝑠
𝜅+1

2𝑠
𝜅−1𝑁

2 𝑠2 −𝑁2 𝜅−1
𝜅+1 + 𝑘22

)︃
,
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𝑠1 =
√︁
𝑁2 − 𝑘22, 𝑠2 = −

√︁
𝑁2 − 𝑘22, 𝑠3 =

√︁
𝑁2 − 𝑘21, 𝑠4 = −

√︁
𝑁2 − 𝑘21.

Here 𝑠𝑖 (𝑖 = 1, 4) are the roots of the characteristic equation det[M(𝑠)] = 0.

The solution of the matrix equation is constructed according to the formula
[9]

Y(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∮︁
𝐶

𝑒𝑠𝑧M−1(𝑠)𝑑𝑠,

where 𝐶 is a closed loop covering all zeros of the determinant of the matrix
M(𝑠). The residues at the poles 𝑠1 and 𝑠3 give an increasing solution that has
the form

Y+(𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 1

2𝑘21
𝑒Δ1𝑧

(︃
− (𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)Δ1
−1

(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)
Δ1

)︃
− 1

2𝑘21
𝑒Δ2𝑧

(︃
(𝜅+1)
(𝜅−1)

Δ2 1

− (𝜅+1)
(𝜅−1)

𝑁2 −𝑁2

Δ2

)︃
.

The residuals at the poles 𝑠2 and 𝑠4 give a solution that descends.

Y−(𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 1

2𝑘21
𝑒−Δ1𝑧

(︃
(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)Δ1
−1

(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)
−Δ1

)︃
− 1

2𝑘21
𝑒−Δ2𝑧

(︃
− (𝜅+1)

(𝜅−1)
Δ2 1

− (𝜅+1)
(𝜅−1)

𝑁2 𝑁2

Δ2

)︃
,

where Δ1 =
√︀
𝑁2 − 𝑘21, Δ2 =

√︀
𝑁2 − 𝑘22.

The solution of the vector equation (11) is constructed in the form

y⃗(𝑧) = Ψ0Θ0 +Ψ1Θ1,

where Ψ𝑖, 𝑖 = 0, 1 - the fundamental basis matrices of the solutions, Θ𝑖, 𝑖 =

0, 1 - the right-hand parts of the boundary conditions.
The fundamental basis matrices is constructed through the fundamental

system of solutions of the homogeneous differential equation (11), using the
formulas Ψ𝑖 = Y−(𝑧)C

0
𝑖+Y+(𝑧)C

1
𝑖 , 𝑖 = 0, 1. C0,1

𝑖 ,— are matrices of unknown
constants [9]. The matrices of unknown constants can be found from the
relations by satisfying the boundary conditions U𝑖[Ψ] = 𝛿𝑖𝑗I 𝑖, 𝑗 = 0, 1

C1
1 = (U1[Y+(𝑧)]−U1[Y−(𝑧)] · (U0[Y−(𝑧)])

−1 ·U0[Y−(𝑧)])
−1,

C0
1 = −(U0[Y−(𝑧)])

−1 ·U0[Y+(𝑧)] ·C1
1,

U0[Y+(𝑧)] = − 1

2𝑘21

(︃(︃
− (𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)Δ1
−1

(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)
Δ1

)︃
+

(︃
(𝜅+1)
(𝜅−1)

Δ2 1

− (𝜅+1)
(𝜅−1)

𝑁2 −𝑁2

Δ2

)︃)︃
,
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U0[Y−(𝑧)] = − 1

2𝑘21

(︃(︃
(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)Δ1
−1

(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)
−Δ1

)︃
+

(︃
− (𝜅+1)

(𝜅−1)
Δ2 1

− (𝜅+1)
(𝜅−1)

𝑁2 𝑁2

Δ2

)︃)︃
,

U1[Y+(𝑧)] = − 1

2𝑘21

(︃
𝜅+1
𝜅−1𝑁

2
(︁(︁

𝑁2

Δ1
+Δ1

)︁
𝑒Δ1ℎ − 2Δ2𝑒

Δ2ℎ
)︁

(𝜅+ 1)
(︀
−2𝑁2𝑒Δ1ℎ +

(︀
2𝑁2 − 𝑘21

)︀
𝑒Δ2ℎ

)︀(︀
2𝑁2 − 𝑘21

)︀
𝑒Δ1ℎ − 2𝑁2𝑒Δ2ℎ

(𝜅− 1)
(︁
−2Δ1𝑒

Δ1ℎ + 1
Δ2

(︀
2𝑁2 − 𝑘21

)︀
𝑒Δ2ℎ

)︁)︃ ,
U1[Y−(𝑧)] = − 1

2𝑘21

(︃
𝜅+1
𝜅−1𝑁

2
(︁
2Δ2𝑒

−Δ2ℎ −
(︁

𝑁2

−Δ1
+Δ1

)︁
𝑒−Δ1ℎ

)︁
(𝜅+ 1)

(︀
−2𝑁2𝑒−Δ1ℎ +

(︀
2𝑁2 − 𝑘21

)︀
𝑒−Δ2ℎ

)︀(︀
2𝑁2 − 𝑘21

)︀
𝑒−Δ1ℎ − 2𝑁2𝑒−Δ2ℎ

(𝜅− 1)
(︁
2Δ1𝑒

−Δ1ℎ − 1
Δ2

(︀
2𝑁2 − 𝑘21

)︀
𝑒−Δ2ℎ

)︁)︃ .
Taking into account that U0[Y−(𝑧)]

−1U0[Y+(𝑧)] = −I we get that C1
1=C0

1.
Since Θ0 = (0, 0)𝑇 then Ψ0 is not of interest. Matrix Ψ1 has a form

Ψ1 = − 1

2𝑘21

(︃
𝜅+1
𝜅−1

(︁
Δ2 sinhΔ2𝑧 − 𝑁2

Δ1
sinhΔ1𝑧

)︁
coshΔ2𝑧 − coshΔ1𝑧

𝜅+1
𝜅−1𝑁

2 (coshΔ1𝑧 − coshΔ2𝑧)

Δ1 sinhΔ1𝑧 − 𝑁2

Δ2
sinhΔ2𝑧

)︃
·C1

1.

After simplification, expressions for the transformants were found

𝑊𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)=−cos𝛼𝑎𝑒𝑖𝑏𝛽

𝐺
·𝑃Δ2̃︀Δ [︀(︀

Δ1Δ2 sinhΔ2𝑧−𝑁2 sinhΔ1𝑧
)︀
×

×
(︀
2𝑁2 coshΔ2ℎ−(2𝑁2−𝑘21) coshΔ1ℎ

)︀
+

+𝑁2 (coshΔ2𝑧−coshΔ1𝑧)×

×
(︀
(2𝑁2−𝑘21) sinhΔ1ℎ−2Δ1Δ2 sinhΔ2ℎ

)︀]︀
,

𝑍𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2)=−cos𝛼𝑎𝑒𝑖𝑏𝛽

𝐺
·𝑃 𝑁

2̃︀Δ [Δ1Δ2 (coshΔ1𝑧−coshΔ2𝑧)×

×
(︀
2𝑁2 coshΔ2ℎ− (2𝑁2 − 𝑘21) coshΔ1ℎ

)︀
+

+
(︀
Δ1Δ2 sinhΔ1𝑧 −𝑁2 sinhΔ2𝑧

)︀
×

×
(︀
(2𝑁2 − 𝑘21) sinhΔ1ℎ−2Δ1Δ2 sinhΔ2ℎ

)︀]︀
,

(12)

̃︀Δ = 4𝑁2Δ1Δ2(2𝑁
2 − 𝑘21)− (8𝑁4 − 4𝑁2𝑘21 + 𝑘41)Δ1Δ2 coshΔ1𝑘 coshΔ2𝑘+
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+𝑁2(8𝑁4 − 4𝑁2𝑘21
3𝜅+ 1

𝜅+ 1
+ 𝑘41

5𝜅− 3

𝜅+ 1
) sinhΔ1𝑘 sinhΔ2𝑘.

Based on the formulas (6), (7), the transformants of the remaining displace-
ment were found

𝑈𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2) =
𝛼

𝑁2
𝑍𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2), 𝑉𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2) =

𝑖𝛽

𝑁2
𝑍𝛼𝛽(𝑧; 𝑘1, 𝑘2).

Thus, an exact solution of the vector problem (9) (10) in the space of trans-
formants was obtained.

4. Construction of original solutions.
Let’s introduce functions dependent on 𝑁

𝐹𝑊 (𝑁, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) =
[︀(︀
Δ1Δ2 sinhΔ2𝑧 −𝑁2 sinhΔ1𝑧

)︀
×

×
(︀
2𝑁2 coshΔ2ℎ− (2𝑁2 − 𝑘21) coshΔ1ℎ

)︀
+𝑁2 (coshΔ2𝑧 − coshΔ1𝑧)×

×
(︀
(2𝑁2 − 𝑘21) sinhΔ1ℎ− 2Δ1Δ2 sinhΔ2ℎ

)︀]︀
,

𝐹𝑍(𝑁, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = [Δ1Δ2 (coshΔ1𝑧 − coshΔ2𝑧)×

×
(︀
2𝑁2 coshΔ2ℎ− (2𝑁2 − 𝑘21) coshΔ1ℎ

)︀
+
(︀
Δ1Δ2 sinhΔ1𝑧 −𝑁2 sinhΔ2𝑧

)︀
×

×
(︀
(2𝑁2 − 𝑘21) sinhΔ1ℎ− 2Δ1Δ2 sinhΔ2ℎ

)︀]︀
.

After applying inverse integral transformations to the solution of (12), the
original displacements were obtained

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

𝐺𝜋2

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

Δ2̃︀Δ 𝐹𝑊 (𝑁, 𝑧) cos𝛼𝑎 𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝑏) cos𝛼𝑥𝑑𝛽 𝑑𝛼,

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

𝐺𝜋2
𝜕

𝜕𝑦

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

𝑁2̃︀Δ 𝐹𝑍(𝑁, 𝑧) cos𝛼𝑎 𝑒
−𝑖𝛽(𝑦−𝑏) cos𝛼𝑥𝑑𝛽 𝑑𝛼,

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

𝐺𝜋2
𝜕

𝜕𝑥

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

𝑁2̃︀Δ 𝐹𝑍(𝑁, 𝑧) cos𝛼𝑎 𝑒
−𝑖𝛽(𝑦−𝑏) cos𝛼𝑥𝑑𝛽 𝑑𝛼.

Using the parity of the function related to the variable 𝛼 under the integral
and applying Euler’s formula, the displacements are rewritten in the form

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

4𝐺𝜋2

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

Δ2̃︀Δ 𝐹𝑊 (𝑁, 𝑧)𝑒−𝑖𝛼(𝑎−𝑥)−𝑖𝛽(𝑦−𝑏)𝑑𝛽 𝑑𝛼,
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𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

4𝐺𝜋2
𝜕

𝜕𝑦

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑁2̃︀Δ 𝐹𝑍(𝑁, 𝑧)𝑒
−𝑖𝛼(𝑎−𝑥)−𝑖𝛽(𝑦−𝑏)𝑑𝛽 𝑑𝛼,

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

4𝐺𝜋2
𝜕

𝜕𝑥

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑁2̃︀Δ 𝐹𝑍(𝑁, 𝑧)𝑒
−𝑖𝛼(𝑎−𝑥)−𝑖𝛽(𝑦−𝑏)𝑑𝛽 𝑑𝛼.

In order to get rid of the double integral by the parameters of the Fourier
transforms, the relation connecting the Fourier and Hankel transforms was
used [13]

1

4𝜋

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝐹

(︂√︁
𝛼2 + 𝛽2 + 𝜒2

𝑖

)︂
𝑒−𝑖𝛼𝑥−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽 =

∞∫︁
0

𝑠𝐹 (
√︁
𝑠2 + 𝜒2

𝑖 )×

× 𝐽0(𝑠
√︀
𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑠,

where 𝐽0(𝑠) is the Bessel function, 𝜒1 = 𝑘1, 𝜒2 = 𝑘2. After simplification, the
displacement formula takes the form

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

𝜋𝐺

∞∫︁
0

𝐹𝑊 (𝑠, 𝑧)

Δ𝑠
· 𝑠
[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)+

+𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)
]︁
𝑑𝑠,

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

𝜋𝐺

𝜕

𝜕𝑦

∞∫︁
0

𝐹𝑍(𝑠, 𝑧)

Δ𝑠
· 𝑠
[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)+

+𝐽0(𝑠
√︀
(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)

]︁
𝑑𝑠,

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

𝜋𝐺

𝜕

𝜕𝑥

∞∫︁
0

𝐹𝑍(𝑠, 𝑧)

Δ𝑠
· 𝑠
[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)+

+𝐽0(𝑠
√︀
(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)

]︁
𝑑𝑠,

𝐹𝑊 (𝑠, 𝑧) = 𝛿2
[︀(︀
𝛿1𝛿2 sinh 𝛿2𝑧 − 𝑠2 sinh 𝛿1𝑧

)︀
×
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×
(︀
2𝑠2 cosh 𝛿2ℎ− (2𝑠2 − 𝑘21) cosh 𝛿1ℎ

)︀
+

+ 𝑠2 (cosh 𝛿2𝑧 − cosh 𝛿1𝑧)
(︀
(2𝑠2 − 𝑘21) sinh 𝛿1ℎ− 2𝛿1𝛿2 sinh 𝛿2ℎ

)︀]︀
,

𝐹𝑍(𝑠, 𝑧) = 𝑁2 [𝛿1𝛿2 (cosh 𝛿1𝑧 − cosh 𝛿2𝑧) ×

×
(︀
2𝑠2 cosh 𝛿2ℎ− (2𝑠2 − 𝑘21) cosh 𝛿1ℎ

)︀
+

+
(︀
𝛿1𝛿2 sinh 𝛿1𝑧 − 𝑠2 sinh 𝛿2𝑧

)︀ (︀
(2𝑠2 − 𝑘21) sinh 𝛿1ℎ− 2𝛿1𝛿2 sinh 𝛿2ℎ

)︀]︀
,

̃︀Δ𝑠 = 4𝑠2𝛿1𝛿2(2𝑠
2 − 𝑘21)− (8𝑠4 − 4𝑠2𝑘21 + 𝑘41)𝛿1𝛿2 cosh 𝛿1ℎ cosh 𝛿2ℎ+

+ 𝑠2
(︂
8𝑠4 − 4𝑠2𝑘21

3𝜅+ 1

𝜅+ 1
+ 𝑘41

5𝜅− 3

𝜅+ 1

)︂
sinh 𝛿1ℎ sinh 𝛿2ℎ,

where 𝛿1 =
√︀
𝑠2 − 𝑘21, 𝛿2 =

√︀
𝑠2 − 𝑘22.

Using the parity of the Bessel function 𝐽0(𝑠), we will continue the integra-
tion in an odd way to the interval (−∞, 0), we will find the displacement from
the load distributed over a rectangular area

𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

𝜋𝐺

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

∞∫︁
−∞

𝐹𝑊 (𝑠, 𝑧)

Δ𝑠
· 𝑠×

×
[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2) + 𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2

]︁
𝑑𝑠 𝑑𝑎 𝑑𝑏,

𝑉 𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

𝜋𝐺

𝜕

𝜕𝑦

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

∞∫︁
−∞

𝐹𝑍(𝑠, 𝑧)

Δ𝑠
· 𝑠×

×
[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2) + 𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2

]︁
𝑑𝑠 𝑑𝑎 𝑑𝑏,

𝑈𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 𝑃

𝜋𝐺

𝜕

𝜕𝑥

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

∞∫︁
−∞

𝐹𝑍(𝑠, 𝑧)

Δ𝑠
· 𝑠×

×
[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2) + 𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2

]︁
𝑑𝑠 𝑑𝑎 𝑑𝑏.

Using the results of the works [14], [3] and integral representation of the Bessel
function, on the transformation of the integral, write the displacements in the
forms
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𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) = − 4𝑃

𝜋𝐺𝑁

∞∫︁
0

𝐹𝑊 (𝑠, 𝑧)

Δ𝑠
×

𝑁∑︁
𝑘=1

cos 𝑠𝑥
√︁
1− 𝜏2𝑘 sin 𝑠𝐴

√︁
1− 𝜏2𝑘 cos 𝑠𝑦𝜏𝑘 sin 𝑠𝐵𝜏𝑘

𝑠𝜏𝑘

√︁
1− 𝜏2𝑘

𝑑𝑠, (13)

𝑉 𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) =
4𝑃

𝜋𝐺𝑁

∞∫︁
0

𝐹𝑍(𝑠, 𝑧)

Δ𝑠
×

𝑁∑︁
𝑘=1

cos 𝑠𝑥
√︁
1− 𝜏2𝑘 sin 𝑠𝐴

√︁
1− 𝜏2𝑘 sin 𝑠𝑦𝜏𝑘 sin 𝑠𝐵𝜏𝑘

𝑠
√︁
1− 𝜏2𝑘

𝑑𝑠,

𝑈𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1, 𝑘2) =
4𝑃

𝜋𝐺𝑁

∞∫︁
0

𝐹𝑍(𝑠, 𝑧)

Δ𝑠
×

𝑁∑︁
𝑘=1

sin 𝑠𝑥𝜏𝑘 sin 𝑠𝐴𝜏𝑘 cos 𝑠𝑦
√︁
1− 𝜏2𝑘 sin 𝑠𝐵𝜏𝑘

𝑠
√︁
1− 𝜏2𝑘

𝑑𝑠,

where 𝜏𝑘 = cos
(︀
2𝑘−1
2𝑁 𝜋

)︀
— zeros of the Chebyshev polynomial of the 1st kind.

5. Results of numerical calculations. The graphs represented below
are distribution for vertical displacement on the upper face 𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, ℎ; 𝑘1, 𝑘2)

from (13) for the values of Poisson’s ratio 𝜇 = 1
3 and 𝜇 = 1

4 for frequencies,
using formulas (8) 𝜔 = 0.3; 1; 3, 𝜌 = 8.5, 𝐺 = 40, ℎ = 1. Three forms of the
load distribution section along the face 𝑧 = ℎ are considered

1. 𝐵 = 𝐴/2 the load is distributed across the square;

2. 𝐵 = 𝐴 - the load is distributed along a rectangle stretched along the 𝑂𝑦
axis;

3. 𝐵 = 𝐴/4 - the load is distributed over a rectangle stretched along the
𝑂𝑥 axis.

Comparing the values of vertical displacements for different values of Poisson’s
ratio, it can be seen that the behavior of the graph is similar, but for values
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Fig. 1. 𝐵 = 𝐴/2, 𝜔 = 0.3, 𝜇 = 1/3

Fig. 3. 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 0.3, 𝜇 = 1/3

Fig. 5. 𝐵 = 𝐴/4, 𝜔 = 0.3, 𝜇 = 1/3

Fig. 2. 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 1, 𝜇 = 1/3

Fig. 4. 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 3, 𝜇 = 1/3

Fig. 6. 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 0.3, 𝜇 = 1/4

𝜇 = 1/4 the amplitude of oscillations is larger (Fig. 3, Fig. 6)). Сomparing the
graphs of vertical displacements for the same frequency 𝜔 = 0.3 and Poisson’s
ratio 𝜇 = 1/3 under different sections of the load distribution (Fig. 1, Fig.
3, Fig. 5), it can be seen that the maximum absolute values achieved with
the shape of the section 𝐵 = 𝐴, which corresponds to a rectangle elongated
along the y-axis. In the case when the load is distributed over a rectangle
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elongated along the x-axis, the displacement has a minimum amplitude аnd
its maximum displacement is about −0.01 units (Fig. 5). In the case when the
load is distributed over the rectangle 𝐵 = 𝐴, with an increase in the vibration
frequency (Fig. 2, Fig. 3, Fig. 4), the amplitude of displacement grows.
Positive displacements are observed, which means the lifting of the face of the
elastic layer. The maximum absolute values achieved with 𝜔 = 3 (Fig. 4).

Conclusion

The dynamical problem’s solution of the elasticity for the elastic layer was
derived, when the lower face of the layer is rigidly fixed to the foundation, the
side border is in the smooth contact, and upper face is under the influence of the
normal dynamic compressive load, applied at the initial moment of time and
distributed across a rectangular section. Application of the integral transform
method directly to the movement equations reduced the initial problem to
the one-dimensional vector problem. The last one was solved exactly using
the matrix differential calculus. The proposed approach makes it possible to
obtain an exact solution of the problem in the transform’s space.

In the future, it is possible to consider different cases of boundary conditions
and evaluate the influence of the defect inside the layer on displacements and
stresses.

Фесенко Г. О. Бондаренко К. С.
Динамiчна задача про дiю розподiленого навантаження на пружний шар

Резюме

Побудовано хвильове поле пружного пiвшару, коли на однiй гранi у початковий мо-
мент часу дiє динамiчне нормальне навантаження, розподiлене за прямокутною дiлян-
кою. Нижня границя пiвшару жорстко зчеплена з основою, а торець знаходиться в
умовах гладкого контакту. Використовується метод розвалу системи рiвнянь руху на
систему рiвнянь та незалежно розв’язуване рiвняння, цей пiдхiд був запропонований
Поповим Г. Я. Застосовуються iнтегральнi перетворення Лапласа та Фур’є безпосере-
дньо до рiвнянь руху та крайових умов, що зводить задачу до векторної одновимiрної
крайової задачi, яку розв’язано методом матричного диференцiйного числення. Вихiднi
перемiщення отримано застосуванням обернених iнтегральних перетворень. Розгляну-
то випадок усталених коливань та проаналiзовано амплiтуду вертикальних перемiщень,
що виникають у шарi в залежностi вiд форми дiлянки розподiленого навантаження, ма-
терiалу середовища шару та значень власної частоти коливань шару.
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Ключовi слова: точний розв’язок, динамiчне навантаження, пружний шар, iнте-
гральнi перетворення.
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NECESSARY EXISTENCE CONDITIONS OF
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-SOLUTIONS OF SECOND-ORDER DIFFERENTIAL
EQUATION WITH RAPIDLY VARYING NONLINIARITY

We consider a differential equation of the second order of the general form 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′),

where 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 ×Δ𝑌1 −→ R– a continuous function, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, Δ𝑌𝑖– one-
side neighborhood of 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈ {0, 1}). Under certain conditions for the func-
tion 𝑓 , this equation can be represented close to the two-term differential equation, namely
𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙1(𝑦

′)(1+𝑜(1)) at 𝑡 ↑ 𝜔, where 𝜙1 is a rapidly varying functionat 𝑦′ → 𝑌1. Found
the necessary conditions for the existence of solutions for which lim

𝑡↑𝜔
𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}),

lim𝑡↑𝜔
[𝑦′(𝑡)]2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0, so called 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions. This type of solution was previously

presented in works by Evtukhov V.M., Belozerova M.O. when studying the two-term equa-
tion 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦

′), where 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[–continuous function,
𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) –continuous regularly variables for 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) functions
of orders 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), and 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1. Further, in the studies of V.M. Evtukhov, A.G.
Chernikova for equation 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦) necessary and sufficient conditions are established
existence, as well as asymptotic at 𝑡 ↑ 𝜔 representations 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions in the case
when 𝜙0 is a rapidly varying function at 𝑦 → 𝑌0.
MSC: 34A34, 34E99.
Key words: two-term differential equation, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, asymptotic representa-
tions of solutions, rapidly varying function, one-, two-parameter family of solutions.
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Introduction

Consider the differential equation

𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), (1)

where 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0×Δ𝑌1 −→ R is continuous function, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞,
Δ𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}) is a one-side neighborhood of 𝑌𝑖 and 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}) is either 0

Received 01.06.2022 © Kusik L. I., 2022
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or ±∞. We assume that the numbers 𝜇𝑖 (𝑖 = 0, 1) given by the formula

𝜇𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1 if eigher 𝑌𝑖 = +∞, or 𝑌𝑖 = 0

and Δ𝑌𝑖 is right neighborhood of the point 0,
−1 if eigher 𝑌𝑖 = −∞, or 𝑌𝑖 = 0

and Δ𝑌𝑖 is left neighborhood of the point 0,

satisfy the relations

𝜇0𝜇1 > 0 for 𝑌0 = ±∞ and 𝜇0𝜇1 < 0 for 𝑌0 = 0. (2)

Conditions (2) are necessary for the existence of solutions of Eq. (1) defined
in a left neighborhood of 𝜔 and satisfying the conditions

𝑦(𝑖)(𝑡) ∈ Δ𝑌𝑖 for 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1). (3)

One of the classes of Eq. (1) solutions with properties (3) that admits some
asymptotic representations is the class of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- solutions.

Definition 1. A solution 𝑦 of Eq. (1) on interval [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ is called
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- solution, where −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, if, in addition to (3), it
satisfies the condition

lim
𝑡↑𝜔

[𝑦′(𝑡)]2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0.

Depending on 𝜆0 these solutions have different asymptotic properties. In [1]
such ratios

for 𝜆0 ∈ R ∖ {1} lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 𝜆0
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 1
𝜆0 − 1

,

for 𝜆0 = 1 lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= ±∞, lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝑦

′′(𝑡)
𝑦′(𝑡)

= ±∞,

for 𝜆0 = ±∞ lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 1, lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝑦

′′(𝑡)
𝑦′(𝑡)

= 0,

where

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡 if 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔 if 𝜔 < +∞,

are established.
Now consider a case 𝜆0 ∈ R ∖ {1}. We impose a condition on the function

𝑓 so that it becomes a two-term of a special form.
Definition 2. We say that a function 𝑓 satisfies condition (𝐹𝑁1)𝜆0 for

𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} if there exist a number 𝛼0 ∈ {−1, 1}, a continuous function
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𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ and twice continuously differentiable function 𝜙1 : Δ𝑌1 −→
]0,+∞[, satisfying the conditions

𝜙′
1(𝑤) ̸= 0, lim

𝑤−→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝜙1(𝑤) = 𝜙1 ∈ {0,+∞}, lim
𝑤−→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝜙1(𝑤)𝜙
′′
1(𝑤)

(𝜙′
1(𝑤))

2
= 1, (4)

such that, for arbitrary continuously differentiable functions 𝑧𝑖 : [𝑎, 𝜔[−→
Δ𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), satisfying the conditions

lim
𝑡↑𝜔

𝑧𝑖(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1),

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧
′
0(𝑡)

𝑧0(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧
′
1(𝑡)

𝑧1(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
,

one has representation

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡)) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙1(𝑧1(𝑡))[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔. (5)

Moreover, under condition (𝐹𝑁)𝜆0 sign of second derivative of any
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solution of Eq. (1) in a left neighborhood of 𝜔 coincides with
the value 𝛼0. Then taking into account (2) , we have

𝛼0𝜇1 > 0 for 𝑌1 = ±∞ and 𝛼0𝜇1 < 0 for 𝑌1 = 0. (6)

Main Results
1. Auxiliary statements
We choose a number 𝑏 ∈ Δ𝑌0 such that the inequality

|𝑏| < 1 for 𝑌1 = 0, 𝑏 > 1 (𝑏 < −1) for 𝑌1 = +∞ (𝑌1 = −∞)

is respected and put

Δ𝑌1(𝑏) = [𝑏, 𝑌1[ if Δ𝑌1 is a left neighborhood of 𝑌1,

Δ𝑌1(𝑏) =]𝑌1, 𝑏] if Δ𝑌1 is a right neighborhood of 𝑌1.

Φ1 : Δ𝑌1(𝑏) −→ R, Φ1(𝑤) =

𝑤∫︁
𝐵

𝑑𝑠

𝜙1(𝑠)
, 𝐵 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑏 if

𝑌1∫︀
𝑏

𝑑𝑠
𝜙1(𝑠)

= ±∞,

𝑌1 if
𝑌1∫︀
𝑏

𝑑𝑠
𝜙1(𝑠)

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
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𝐼1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐴 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎 if

𝜔∫︀
𝑎
𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = ±∞,

𝜔 if
𝜔∫︀
𝑎
𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑌 [1](𝑡) = Φ−1
1 (𝛼0𝐼1(𝑡)) , 𝜇3 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝜙1(𝑤) for 𝑤 ∈ Δ𝑌1 .

Note that the function Φ1 retains its sign on Δ𝑌1 , tends either to 0 or to ±∞
as 𝑤 → 𝑌1, and increases on Δ𝑌1 due to Φ′

1(𝑤) > 0. Therefore, it has an
inverse function Φ−1

1 : Δ𝑍1 → Δ𝑌1 , where, due to the second of conditions (4)
and the increase Φ−1

1

𝑍1 = lim
𝑤→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

Φ1(𝑤) ∈ {0,±∞}, (7)

Δ𝑍1 =

{︃
[𝑧1, 𝑍1[ if Δ𝑌1 is a left neighborhood of 𝑌1,

]𝑍1, 𝑧1] if Δ𝑌1 is a right neighborhood of 𝑌1,
𝑧1 = Φ1(𝑏).

Definition 3. Let 𝑓 : Δ𝑌1 −→ R∖{0} be a twice continuously differentiable
function. We will say that 𝑓 ∈ Γ(𝑌1, 𝑍1) if it satisfies the following conditions

𝑓 ′(𝑤) ̸= 0, lim
𝑤→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑓(𝑤) = 𝑍1, 𝑍1 =

[︃
or 0,

eigther ±∞,

lim
𝑤→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑓 ′′(𝑤)𝑓(𝑤)

(𝑓 ′(𝑤))2
= 1.

First of all, we note that, by virtue of definition 3, any function from Γ(𝑌1, 𝑍1)-
class is rapidly varying as 𝑤 → 𝑌1.

In [2] using the properties of functions from the class Γ introduced and
studied in detail in the monograph Bingham N.H., Goldie C.M., Teugels J.L. [3]
(Chapter 3, item 3.10), the following auxiliary assertions about the properties
of functions from the class Γ(𝑌1, 𝑍1) were established.

Lemma 1. If 𝑓 ∈ Γ(𝑌1, 𝑍1) then there exists a continuous function 𝑔 :

Δ𝑌1 −→ R ∖ {0}, called complementary to 𝑓 , such that

lim
𝑤→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑓(𝑤 + 𝑢𝑔(𝑤))

𝑓(𝑤)
= 𝑒𝑢 for any 𝑢 ∈ R,
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moreover, the complementary function is uniquely determined up to functions
equivalent as 𝑤 → 𝑌1, for which, for example, one of the following functions

𝑤∫︀
𝑊

(︂
𝑡∫︀

𝑊

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

)︂
𝑑𝑡

𝑤∫︀
𝑊

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

∼

𝑤∫︀
𝑊

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑓(𝑤)
∼ 𝑓(𝑤)

𝑓 ′(𝑤)
∼ 𝑓 ′(𝑤)

𝑓 ′′(𝑤)
as 𝑤 → 𝑌1,

where

𝑊 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑧1 if lim

𝑤→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑓(𝑤) = ±∞,

𝑌1 if lim
𝑤→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑓(𝑤) = 0,

can be chosen.

Lemma 2.
1. If 𝑓 ∈ Γ(𝑌1, 𝑍1) with complementary function 𝑔 then lim

𝑤→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑔(𝑤)
𝑤 = 0.

2. If 𝑓 ∈ Γ(𝑌1, 𝑍1) with complementary function 𝑔then for any continuous
function 𝑢 : Δ𝑌1 −→ R that satisfies the conditions

lim
𝑤→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑢(𝑤) = 𝑢0 ∈ R, lim
𝑤→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑓(𝑤 + 𝑢(𝑤)𝑔(𝑤)] = 𝑍1,

there is a limit relation

lim
𝑤→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑓 (𝑤 + 𝑢(𝑤)𝑔(𝑤))

𝑓(𝑤)
= 𝑒𝑢0 .

Lemma 3. If 𝑓 ∈ Γ(𝑌1, 𝑍1) strictly monotone with complementary
function 𝑔then its inverse function 𝑓−1 : Δ𝑍1 −→ Δ𝑌1 is slowly varying at
𝑧 → 𝑍1 and satisfies the limit relation

lim
𝑧→𝑍1
𝑧∈Δ𝑍1

𝑓−1(𝜆𝑧)− 𝑓−1(𝑧)

𝑔(𝑓−1(𝑧))
= ln𝜆 for any 𝜆 > 0,

moreover for any given Λ > 1 limit relation is satisfied uniformly in 𝜆 ∈[︀
1
Λ ,Λ

]︀
.

Note also, it follows from the Representation Theorem for Γ ([3],Chap-
ter 3, item 3.10, position d) that for a function 𝑓 ∈ Γ(𝑌1, 𝑍1) there exists a
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continuously differentiable function 𝑓1 ∈ Γ(𝑌1, 𝑍1) such that

lim
𝑤−→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑓(𝑤)

𝑓1(𝑤)
= 1 and lim

𝑤−→𝑌1
𝑤∈Δ𝑌1

𝑤𝑓1(𝑤)

𝑓1(𝑤)
= ±∞.

2. Main results

Theorem 1. Let 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} and let the function 𝑓 satisfies condition
(𝐹𝑁1)𝜆0. Then, for the existence of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- solutions of the differential
equation (1), it is necessary that the conditions (2), (6),

𝜇0𝜇1𝜆0(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0, 𝛼0𝜇3𝐼1(𝑡) < 0 for 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[ (8)

𝛼0 lim
𝑡↑𝜔

𝐼1(𝑡) = 𝑍1, (9)

lim
𝑡↑𝜔

𝐼 ′1(𝑡)𝜋𝜔(𝑡)

𝐼1(𝑡)
= ±∞, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)𝜙1(𝑌
[1](𝑡))

𝑌 [1](𝑡)
=

𝛼0

𝜆0 − 1
(10)

are hold.
Moreover, each solution of this kind admits the asymptotic representations

as 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦(𝑡) =
(𝜆0 − 1)

(𝜆0)
𝑌 [1](𝑡)𝜋𝜔(𝑡)(1 + 𝑜(1)), 𝑦′(𝑡) = 𝑌 [1](𝑡)[1 + 𝑜(1)]. (11)

Proof of Theorem 1. Let 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} and 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ Δ𝑌0 be
an arbitrary 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)− solution of Eq. (1.1). Then there is a number
𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[ such that 𝑦(𝑘)(𝑡) ̸= 0 (𝑘 = 0, 1, 2), sign 𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝜇𝑘 (𝑘 = 0, 1) for
𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[. Moreover, from the equality(︂

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)

)︂′
= 1− 𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)

(𝑦′(𝑡))2

and conditions (3), the definition of the 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)− solution immediately
implies that

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
. (12)

From this, in particular, it follows that the first of the sign representations (8)
holds. Due to (12) and the condition (𝐹𝑁1)𝜆0 which the function 𝑓 satisfies
from (1) we have

𝑦′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙1(𝑦
′(𝑡))[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔 (13)
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or
𝑦′′(𝑡)

𝜙1(𝑦′(𝑡))
= 𝛼0𝑝(𝑡)[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔. (14)

Integration of (14) on the interval from 𝑡1 to 𝑡 leads to the limiting equality

𝑡∫︁
𝑡1

𝑦′′(𝜏) 𝑑𝜏

𝜙1(𝑦′(𝜏))
= 𝛼0

𝑡∫︁
𝑡1

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔

or by virtue of the definition of the limits of integration 𝐴 and 𝐵

Φ1(𝑦
′(𝑡)) = 𝛼0𝐼1(𝑡)[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔. (15)

It follows from condition (4) that the function 𝜙1 together with its deriva-
tive of the first order are rapidly varying as 𝑦′ → 𝑌1, because

lim
𝑦′−→𝑌1
𝑦′∈Δ𝑌1

𝑦′𝜙′
1(𝑦

′)

𝜙1(𝑦
′)

= ±∞, lim
𝑦′−→𝑌1
𝑦′∈Δ𝑌1

𝑦′𝜙′′
1(𝑦

′)

𝜙′
1(𝑦

′)
= ±∞. (16)

Also from (4) as 𝑦′ → 𝑌1 the equivalence 𝜙′
1(𝑦

′)
𝜙1(𝑦

′)
∼ 𝜙′′

1(𝑦
′)

𝜙′
1(𝑦

′)
follows. In

addition, taking to account the L’Hopital rule in the form of Stolz, we can
assert that

lim
𝑦′−→𝑌1
𝑦′∈Δ𝑌1

Φ1(𝑦
′)

1

𝜙′
1(𝑦

′)

= lim
𝑦′−→𝑌1
𝑦′∈Δ𝑌1

1

𝜙1(𝑦′)

− 𝜙′′
1(𝑦

′)

(𝜙′
1(𝑦

′))2

= − lim
𝑦′−→𝑌1
𝑦′∈Δ𝑌1

(𝜙1(𝑦
′))2

𝜙′′
1(𝑦

′)𝜙1(𝑦
′)
, (17)

hence
Φ1(𝑦

′) ∼ − 1

𝜙′
1(𝑦

′)
as 𝑦′ → 𝑌1,

Φ1(𝑦
′)𝜙′

1(𝑦
′) < 0 for 𝑦′ ∈ Δ𝑌1 .

(18)

A consequence of conditions (18), (15) is the second of the inequalities (8).
Condition (17) implies as 𝑦′ → 𝑌1 fulfillment of the equivalences

Φ′
1(𝑦

′)

Φ1(𝑦
′)

=

1

𝜙1(𝑦′)

Φ1(𝑦
′)

∼ −𝜙
′
1(𝑦

′)

𝜙1(𝑦
′)
,

Φ′′
1(𝑦

′)Φ1(𝑦
′)

(Φ′
1(𝑦

′))2
=

−𝜙
′
1(𝑦

′)

𝜙2
1(𝑦

′)
Φ1(𝑦

′)

1
𝜙2
1(𝑦

′)

∼ 1. (19)
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Hence taking into account the lemma 2.14 (see [2, Chap. II, Sec. 2.3, P. 54])
it follows that the function Φ1 belongs to the class Γ(𝑌1, 𝑍1) with a comple-
mentary function 𝑔, for which one can choose one of the equivalent functions

Φ′
1(𝑦

′)

Φ′′
1(𝑦

′)
∼ Φ1(𝑦

′)

Φ′
1(𝑦

′)
∼ −𝜙1(𝑦

′)

𝜙′
1(𝑦

′)
as 𝑦′ → 𝑌1.

Further from (14), (15), (18) by virtue of (9) and (16) the first of the conditions
(10) follows.

Because the function Φ1 belongs to the class Γ(𝑌1, 𝑍1) and complementary

to it can be chosen as 𝑔(𝑦′) = −𝜙1(𝑦
′)

𝜙′
1(𝑦

′)
. From the definition of 𝑍1, 𝜇3, the

second of sign conditions (8) Φ−1
1 (𝛼0𝐼1(𝑡)) ∈ Δ𝑌1 as 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ and (9) follow.

Therefore, based on the lemma 3 we have the limit equality

lim
𝑡↑𝜔

Φ−1
1 (𝛼0𝐼1(𝑡)[1 + 𝑜(1)])− Φ−1

1 (𝛼0𝐼1(𝑡))

−𝜙1

(︀
Φ−1
1 (𝛼0𝐼1(𝑡))

)︀
𝜙′
1

(︀
Φ−1
1 (𝛼0𝐼1(𝑡))

)︀ =

= lim
𝑧→𝑍1
𝑧∈Δ𝑍1

Φ−1
1 (𝑧[1 + 𝑜(1)])− Φ−1

1 (𝑧)

−𝜙1 (𝑧)
𝜙′
1 (𝑧)

= 0,

which we can rewrite in the form

Φ−1
1 (𝛼0𝐼1(𝑡)[1 + 𝑜(1)]) = Φ−1

1 (𝛼0𝐼1(𝑡)) +
𝜙1

(︀
Φ−1
1 (𝛼0𝐼1(𝑡))

)︀
𝜙′
1

(︀
Φ−1
1 (𝛼0𝐼1(𝑡))

)︀𝑜(1) as 𝑡 ↑ 𝜔.

Thus, the second of (11) is established, since

lim
𝑡↑𝜔

𝑌 [1](𝑡)𝜙′
1

(︁
𝑌 [1](𝑡)

)︁
𝜙1

(︁
𝑌 [1](𝑡)

)︁ = lim
𝑦′→𝑌1
𝑦′∈Δ𝑌1

𝑦′𝜙′
1(𝑦

′)

𝜙1(𝑦
′)

= ±∞.

Invoking the first of (11) from (12), we obtain the first of the relations (11).
Now we write (13) in the form

𝑦′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙1

⎛⎝𝑌 [1](𝑡) +
𝜙1

(︁
𝑌 [1](𝑡)

)︁
𝜙′
1

(︁
𝑌 [1](𝑡)

)︁
⎞⎠ [1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔. (20)

Then, as a complementary to the function 𝜙1 ∈ Γ(𝑌1, 𝑍1), we choose 𝑔(𝑦′) =
𝜙1(𝑦′)
𝜙′
1(𝑦

′) . Then, taking into account that lim
𝑡↑𝜔

𝑌 [1](𝑡) = 𝑌1, 𝑌 [1](𝑡) ∈ Δ𝑌1 at
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𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔], we obtain

lim
𝑡↑𝜔

𝜙1

(︃
𝑌 [1](𝑡) +

𝜙1(𝑌
[1](𝑡))

𝜙′
1(𝑌

[1](𝑡))
𝑜(1)

)︃
𝜙1

(︁
𝑌 [1](𝑡)

)︁ = lim
𝑦→𝑌1

𝑦′∈Δ𝑌1

𝜙1

(︂
𝑦′ +

𝜙1(𝑦
′)

𝜙′
1(𝑦

′)
𝑜(1)

)︂
𝜙1(𝑦

′)
= 1,

which in turn leads to

𝜙1

(︃
𝑌 [1](𝑡) +

𝜙1(𝑌
[1](𝑡))

𝜙′
1(𝑌

[1](𝑡))
𝑜(1)

)︃
= 𝜙1

(︁
𝑌 [1](𝑡)

)︁
[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔.

Therefore, relation (20) takes the form

𝑦′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙1

(︁
𝑌 [1](𝑡)

)︁
[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔.

From the last representation, taking into account the second of the limit equal-
ities (12), we obtain he second of conditions (10).
The theorem is proved.

Conclusion

In this paper, we consider the differential equation of the second order,
which is asymptotically close as 𝑡 ↑ 𝜔 to a two-term equation with rapidly vary-
ing with respect to the derivative component. Received necessary conditions
for the existence of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)− solutions, as well as asymptotic representa-
tions for such solutions and their derivatives. To obtain sufficient conditions for
existence solutions of this class, it is required to involve the results of the work
[4]. It is also possible to refine the asymptotics of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)−solutions in
terms of functions 𝜙1, 𝑌 [1], 𝜋𝜔.

Кусiк Л. I.
Необхiднi умови iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- розв’язкiв диференцiального рiвнян-
ня другого порядку з щвидко змiнною нелiнiйнiстю

Резюме

Розглядаємо диференцiальне рiвняння другого порядку загального виду 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′),

де 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 × Δ𝑌1 −→ R — неперервна функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, Δ𝑌𝑖 —
одностороннiй окiл 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈ {0, 1}). При певних умовах на функцiю 𝑓 це
рiвняння може бути подане близьким до двочленного, а саме 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙1(𝑦

′)(1+𝑜(1))

при 𝑡 ↑ 𝜔, де 𝜙1 — швидко змiнна при 𝑦′ → 𝑌1 функцiя. Знайдено необхiднi умови
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iснування розв’язкiв, для яких lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}), lim𝑡↑𝜔
[𝑦′(𝑡)]2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0, т. з.

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв. Такого типу розв’язки ранiше було введено в роботах Євтухо-
ва В. М., Белозерової М. О. при вивченнi двочленного рiвняння 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦

′),

де 𝛼0 ∈ {−1, 1},𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[–неперервна функцiя, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) —
неперервнi правильно змiннi при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) функцiї порядкiв 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), при-
чому 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1. Далi, у дослiдженнях Євтухова В. М., Чернiкової А. Г. для рiвняння
𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦) встановлено необхiднi, достатнi умови iснування, а також асимптотич-
нi при 𝑡 ↑ 𝜔 зображення 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв у випадку, коли 𝜙0 — швидко змiнна
при 𝑦 → 𝑌0 функцiя.
Ключовi слова: двочленне диференцiальне рiвняння, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язок, асимпто-
тичнi зображення розв’язкiв, швидко змiнна функцiя, одно-, двопараметрична сiм’я
розв’язкiв.
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