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УДК 517.13

М. Є. Дудкiн, О. Ю. Дюженкова
Нацiональний Технiчний Унiверситет України “Київський Полiтехнiчний
Iнститут iменi Iгоря Сiкорського”

ПРО ТОЧКОВИЙ СПЕКТР, ЩО ВИНИКАЄ ПРИ СИНГУЛЯРНО
НЕСИМЕТРИЧНО СКIНЧЕНОГО РАНГУ ЗБУРЕННЯХ КЛАСУ
ℋ−1 САМОСПРЯЖЕНОГО ОПЕРАТОРА

В роботi побудований сингулярно несиметрично скiнченого рангу збурений оператор
класу ℋ−1 iз заданими новими точками точкового спектром i вiдповiдними заданими
власними векторами. Точки спектру можуть бути довiльними i накладатися на непе-
рервний спектр незбуреного оператора. Власнi вектори вибиаються iз умовою, що їх
лiнiйна оболонка не лежить у областi визначення незбуреного оператора. Запропонова-
ний метод побудови є новим i для самоспряжених достатньо повно дослiджених збурень.
Для побудови використане узагальнення сингулярно рангу один несиметричнi збурен-
ня класу ℋ−1 самоспряженого оператора на випадок скiнченого рангу. Розглядаються
лише збурення класу ℋ−1, то ж наведенi два варiанта побудови збуреного операто-
ра, тобто у прямiй формi i у формi резольвенти, яка є загальною, досконалiшою i має
подальшi перспектриви у дослiдженнях. Для повноти та зручностi дослiджень наведенi
означення сингулярно несиметрично скiнченого рангу збуреного оператора класу ℋ−1

iз збуренням заданим повною а не дiагональною матрицею. При цьому зображення збу-
реного оператора у прямiй формi i у формi резольвенти є також новими.
MSC: 47A10, 47A55, 47A75.
Ключовi слова: сингулярне збурення, ранг збурення, клас збурення, резольвента, спектр,
власнi числа, власнi вектори.
DOI: 10.18524/2519-206X.2021.1(37).246534.

1. Вступ

Симетричнi збурення самоспряжених операторiв, якi ведуть до само-
спряженого збуреного оператора достатньо детально описанi у монографi-
ях [1; 2].

В роботах [3; 4] вперше розглянутi сингулярнi несиметричнi рангу один
збурення самоспряженого оператора та описанi вiдмiнностi точкового спе-
ктра, який виникає при такому збуреннi.

В роботi [5] вперше розглянутi сингулярнi несиметричнi скiнченого ран-
гу збурення самоспряженого оператора.

Надiйшла 30.06.2021 © М. Є. Дудкiн, О. Ю. Дюженкова 2021



8 М. Є. Дудкiн, О. Ю. Дюженкова

В [6; 7] для довiльного самоспряженого оператора будується сингуляр-
но збурений оператор iз заданими новими точками точкового спектру i
заданими власними значеннями. Проте оператор будується рекурентним
чином, шляхом послiдовних збурень.

У цiй роботi пропонуються узагальнення результатiв робiт [6; 7], та [3;
4] на випадок несиметричних класу ℋ−1 збурень скiнченого рангу. I метод
побудови не рекурентний, що є новим i для самоспряженого випадку.

Тобто, розглядається у сепарабельному гiльбертовому просторi ℋ не-
збурений самоспряжений оператор 𝐴 i несиметрично збурений замкнений
оператор 𝐴, який збiгається iз 𝐴 на деякiй щiльнiй множинi в ℋ (зокрема
i 𝐴* також збiгається iз 𝐴 на деякiй щiльнiй множинi в ℋ).

Тепер нехай заданi числа 𝜆𝑖 ∈ C i вектори 𝜙𝑖 ∈ ℋ та 𝜓𝑖 ∈ ℋ, 𝑖 =

1, 2, ..., 𝑛 < ∞ iз деякими неважкими умовами. Задача роботи полягає у
побудовi оператора 𝐴, який не тiльки збiгається з 𝐴 на щiльнiй множинi,
але при цьому 𝐴𝜙𝑖 = 𝜆𝑖𝜙𝑖 та 𝐴𝜓𝑖 = 𝜆̄𝑖𝜓𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 <∞.

1. Попереднi вiдомостi.
Нехай у сепарабельному гiльбертовому просторi ℋ, зi скалярним до-

бутком (·, ·) i нормою ‖ · ‖ =
√︀

(·, ·), задано необмежений самоспряжений
оператор 𝐴 iз областю визначення D(𝐴). Позначимо через 𝜌(𝐴) множину
регулярних точок оператора 𝐴.

Розглянемо ланцюг просторiв, побудований за оператором 𝐴:

ℋ−2 ⊃ ℋ−1 ⊃ ℋ ≡ ℋ0 ⊃ ℋ+1 ⊃ ℋ+2, (1)

де ℋ+𝑘 = D(|𝐴|𝑘/2) – позитивний простiр з нормою ‖𝜙‖+𝑘 = ‖(|𝐴|+𝐼)𝑘/2𝜙‖,
𝜙 ∈ D(|𝐴|𝑘/2), ℋ−𝑘 – поповнення ℋ за нормою ‖𝑓‖−𝑘 = ‖(|𝐴| + 𝐼)−𝑘/2𝑓‖,
𝑓 ∈ ℋ, 𝑘 = 1, 2, 𝐼 – одиничний оператор в ℋ. Очевидно ℋ+2 = D(𝐴). Через
⟨·, ·⟩ позначимо дуальний скалярний добуток мiж просторами ℋ+1 i ℋ−1.

Розширення оператора 𝐴 за неперервнiстю на все ℋ−1 можна вважати
обмеженим оператором, що дiє з ℋ+1 в ℋ−1. Таке розширення, тимчасово,
позначимо через A.

У ланцюгу (1) розглянемо обмежений лiнiйний оператор 𝑉 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1
𝛼𝑖,𝑗⟨·, 𝜔𝑖⟩𝛿𝑗 ,

𝑛 <∞, 𝜔𝑗 , 𝛿𝑗 ∈ ℋ−1 iз областю визначення D(𝑉 ) ⊂ ℋ+1 i областю значень
R(𝑉 ) ⊂ ℋ−1, ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗 – матриця констант зв’язку, де 𝛼𝑖,𝑗 ∈ C ∖ {0}.
Сума A + 𝑉 є обмеженим оператором в ℋ−1.
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Розглянемо оператор 𝐴, заданий виразом:

𝐴 = 𝐴+ 𝑉 = 𝐴+

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗⟨·, 𝜔𝑖⟩𝛿𝑗 , (2)

який розумiється як оператор A +
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1
𝛼𝑖,𝑗⟨·, 𝜔𝑖⟩𝛿𝑗 , з простору ℋ+1 в ℋ−1,

звужений на ℋ. Такий оператор називають (за аналогiєю iз самоспряже-
ними випадками) сингулярно несиметрично збуреним класу ℋ−1 вiдносно
оператора 𝐴.

У разi, коли хоча б один з векторiв 𝛿𝑗 , 𝜔𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ не нале-
жить ℋ−1, але належить ℋ−2, попереднi мiркування (а також i подальшi)
не змiстовнi.

Далi у роботi будемо традицiйно використовувати позначку 𝐴 замiсть
A, якщо це не буде вести до суперечностi.

Означення 1 ([5]). Нехай 𝐴 — необмежений самоспряжений оператор
в сепарабельному гiльбертовому просторi ℋ. Для наборiв лiнiйно неза-
лежних векторiв {𝜔𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ ℋ−1 i {𝛿𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ ℋ−1, 𝑛 < ∞, таких що
Ω ∩ ℋ = {0}, ∆ ∩ ℋ = {0}, де Ω := span{𝜔𝑖}𝑛𝑖=1, ∆ := span{𝛿𝑗}𝑛𝑗=1, опе-
ратор 𝐴 називається сингулярно збуреним класу ℋ−1 вiдносно 𝐴, якщо
при деякому фiксованому 𝑧 ∈ 𝜌(𝐴) його область визначення

D(𝐴) =

⎧⎨⎩𝜗 = 𝜑−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝑧)⟨𝜑, 𝜔𝑖⟩(𝐴− 𝑧)−1𝛿𝑗 | 𝜑 ∈ D(𝐴)

⎫⎬⎭ , (3)

де 𝑏𝑖,𝑗(𝑧) – елементи матрицi 𝐵1(𝑧) = ℵ𝐺1(𝑧)
−1, 𝐺1(𝑧) = (𝐼 + Φ1(𝑧)ℵ), за

умови det 𝐺1(𝑧) ̸= 0, ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, Φ1(𝑧) =
(︀
(𝛿𝑖, (𝐴− 𝑧)−1𝜔𝑗)

)︀𝑛
𝑖,𝑗=1

, 𝐼 –
одиничний оператор; та

D(𝐴) =Dℋ1+̇span{(𝐴− 𝑧)−1𝛿𝑗}𝑛𝑗=1,

Dℋ1 =
{︀
𝜑 ∈ D(𝐴) | ((𝐴− 𝑧)𝜑, (𝐴− 𝑧)−1𝜔𝑗) = 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

}︀
,

(4)
за умови det𝐺1(𝑧) = 0; i дiя на векторах з D(𝐴) задається правилом

(𝐴− 𝑧)𝜗 = (𝐴− 𝑧)𝜑. (5)

Такий оператор позначається 𝐴 ∈ 𝒫𝑛
−1(𝐴).



10 М. Є. Дудкiн, О. Ю. Дюженкова

Насправдi, означення 1 є бiльш загальним, а нiж в [5], оскiльки в [5]
використовувалася дiагональна матриця.

Теорема 1. Дiя сингулярно несиметрично рангу 𝑛 збуреного самоспря-
женого оператора вигляду (2) на векторах з областi визначення D(𝐴) (3)
(та зокрема (4)) задовольняє (5).

Доведення теореми мало вiдрiзняється вiд наведеного у частинному
(дiагональному) випадку в [5] i без особливих зусиль переноситься на не
дiагональний випадок.

Також в [5] наведено опис 𝐴 ∈ 𝒫𝑛
−1(𝐴) у формi резольвенти.

Теорема 2. [5] Нехай 𝐴 – необмежений самоспряжений оператор в се-
парабельному гiльбертовому просторi ℋ i 𝐴 ∈ 𝒫𝑛

−1(𝐴). Тодi резольвенти
𝑅𝑧 = (𝐴− 𝑧)−1 i 𝑅̃𝑧 = (𝐴− 𝑧)−1 пов’язанi формулою типу М.Крейна, для
𝑧, 𝜉 ∈ 𝜌(𝐴) ∩ 𝜌(𝐴):

𝑅̃𝑧 = 𝑅𝑧 +

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝑧)(·, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧) (6)

iз векторно-значними функцiями

𝑛𝑗(𝑧) = (𝐴−𝜉)(𝐴−𝑧)−1𝑛𝑗(𝜉), 𝑚𝑗(𝑧) = (𝐴−𝜉)(𝐴−𝑧)−1𝑚𝑗(𝜉), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛,

(7)
де 𝑛𝑗(𝑧),𝑚𝑗(𝑧) ∈ ℋ+1 ∖ ℋ+2, i матрично-значною функцiєю 𝐵1(𝑧)

−1 =

{𝑏𝑖,𝑗(𝑧)}𝑛𝑖,𝑗=1, такою що

𝐵1(𝑧)
−1 −𝐵1(𝜉)

−1 = (𝑧 − 𝜉)Γ(𝑛𝑖(𝜉),𝑚𝑗(𝑧)), (8)

де Γ( · · ) – матриця Грама векторiв 𝑛𝑖(𝑧) = 𝑅𝑧𝜔𝑖, 𝑚𝑗(𝑧) = 𝑅𝑧𝛿𝑗 i коефi-
цiєнти 0 < |𝛼𝑖| <∞, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

Для подальшого розгляду також буде використовуватися i обернена
задача.

Теорема 3. [5] Нехай в сепарабельному гiльбертовому просторi ℋ зада-
ний самоспряжений оператор 𝐴, тодi операторно-значна функцiя

𝑅̃𝑧 := (𝐴− 𝑧)−1 +
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝑧)(·, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧), 𝑧 ∈ 𝜌(𝐴) (9)
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є резольвентою сингулярно збуреного класу ℋ−1 оператора, якщо для
𝑛𝑖(𝑧), 𝑚𝑖(𝑧), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 та 𝐵1(𝑧) = {𝑏𝑖,𝑗(𝑧)}𝑛𝑖,𝑗=1 виконуються спiввiд-
ношення:

𝑛𝑗(𝑧) = (𝐴−𝜉)(𝐴−𝑧)−1𝑛𝑗(𝜉), 𝑚𝑗(𝑧) = (𝐴−𝜉)(𝐴−𝑧)−1𝑚𝑗(𝜉), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛,

(10)
𝐵1(𝑧)

−1 −𝐵1(𝜉)
−1 = (𝑧 − 𝜉)Γ(𝑚𝑖(𝜉), 𝑛𝑗(𝑧)), (11)

i span{𝑛𝑖(𝑧)}𝑛𝑖=1, span{𝑚𝑖(𝑧)}𝑛𝑖=1 ⊂ ℋ+1 ∖ ℋ+2.

2. Новi точки точкового спектру.
Нехай заданi деякi числа 𝜆𝑖 ∈ C i вектори 𝜙𝑖 ∈ ℋ та 𝜓𝑖 ∈ ℋ, 𝑖 =

1, 2, ..., 𝑛 < ∞. Побудуємо оператор 𝐴, який збiгається з 𝐴 на щiльнiй
множинi, i для якого обранi числа 𝜆𝑖 ∈ C є власними числами, а вектори
𝜙𝑖 ∈ ℋ та 𝜓𝑖 ∈ ℋ, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 <∞ – власними векторами.

Теорема 4. Для заданого самоспряженого оператора 𝐴 в сепарабельному
гiльбертовому просторi ℋ i набору чисел 𝜆𝑖 ∈ C, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ та
векторiв 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 ∈ ℋ+1, таких що span{𝜙𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1 ∖ ℋ+2, span{𝜓𝑖}𝑛𝑖=1 ∈
ℋ+1 ∖ℋ+2, iснує єдиний сингулярно несиметрично рангу 𝑛 класу ℋ−1 опе-
ратор 𝐴 ∈ 𝒫𝑛

−1(𝐴), такий що 𝐴𝜙𝑖 = 𝜆𝑖𝜙𝑖 i 𝐴𝜓𝑖 = 𝜆̄𝑖𝜓𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 <∞.
При цьому оператор 𝐴 подається у виглядi:

𝐴 = 𝐴−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(·, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 , (12)

де вектори 𝜔𝑖, 𝛿𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 визначаються виразами

𝜔𝑖 = (𝐴− 𝜆̄𝑖)𝜓𝑖, 𝛿𝑗 = (𝐴− 𝜆𝑗)𝜙𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛, (13)

а матриця констант зв’язку ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 є оберненою до матрицi 𝐺 =

{(𝐴− 𝜆)𝜙𝑖, 𝜓𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, за умови det𝐺 ̸= 0.

Доведення. Запишемо задачу на власнi значення для оператора вигляду
(12):

𝐴𝜙𝑘 = 𝐴𝜙𝑘 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 = 𝜆𝑘𝜙𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛,

звiдки, використовуючи (13), отримуємо
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 = 𝛿𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.
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Оскiльки вектори 𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 є лiнiйно незалежними, то i 𝛿𝑖, 𝑖 =

1, 2, ..., 𝑛 – також є лiнiйно незалежними через лiнiйнiсть 𝐴. Отже з остан-
ньої рiвностi отримуємо

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 = 0, якщо 𝑗 ̸= 𝑘,

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 = 𝛿𝑘, якщо 𝑗 = 𝑘.

Якщо, тимчасово, позначимо елементи матрицi 𝐺 = {𝑔𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, то з остан-
нiх рiвностей потрiбно показати

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑔𝑖,𝑗)
−1(𝜙𝑘, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 = 1.

Взагалi 𝐺−1 = {Δ𝑖,𝑗

Δ }𝑛𝑖,𝑗=1, де ∆𝑖,𝑗 – вiдповiднi алгебраїчнi доповнення при
обчисленнi оберненої матрицi 𝐺−1, i ∆ = det𝐺. Дiйсно для 𝑗 = 𝑘:

∆𝑘,1

∆
𝑔𝑘,1 +

∆𝑘,2

∆
𝑔𝑘,2 + ...+

∆𝑘,𝑛

∆
𝑔𝑘,𝑛 =

∆

∆
= 1.

А для 𝑗 ̸= 𝑘:

∆𝑝,1

∆
𝑔𝑘,1+

∆𝑝,2

∆
𝑔𝑘,2+...+

∆𝑝,𝑛

∆
𝑔𝑘,𝑛 =

1

∆
(∆𝑝,1𝑔𝑘,1 + ∆𝑝,2𝑔𝑘,2 + ...+ ∆𝑝,𝑛𝑔𝑘,𝑛) = 0.

Останнiй вираз дорiвнює нулю, тому що це визначник матрицi у якої на на
мiстi рядка (𝑔𝑝,𝑖) поставлений ще раз рядок (𝑔𝑘,𝑖) i розкладом за цим ряд-
ком обчислений визначник, тобто визначник матрицi у якої два однаковi
рядки.

Аналогiчним чином розв’язується i задача для спряженого оператора:

𝐴*𝜙𝑘 = 𝐴𝜙𝑘 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼̄𝑗,𝑖(𝜓𝑘, 𝛿𝑖)𝜔𝑗 = 𝜆̄𝑘𝜓𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

Єдинiсть випливає iз форми побудови 𝐴. За заданими набором чисел
𝜆𝑖 ∈ C, та векторiв 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 ∈ ℋ+1, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ однозначно будуються
вектори 𝜔𝑖, i 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ та матриця 𝐺 = {((𝐴 − 𝜆𝑖)𝜙𝑖, 𝜓𝑗)}𝑛𝑖,𝑗=1,
яка однозначно визначає ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1. Зрозумiло, що форма доданку є
єдиною iз точнiстю до унiтарної еквiвалентностi.
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Факт належностi отриманого оператора 𝐴 до класу ℋ−1 випливає з
того, що з span{𝜙𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1 ∖ ℋ+2, span{𝜓𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1 ∖ ℋ+2, слiдує
span{𝜔𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ−1 ∖ ℋ, span{𝛿𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ−1 ∖ ℋ. Це є наслiдком основної
леми сингулярно збурених операторiв з використанням методу зсуву, див.
[10]. Отже терема повнiстю доведена.

В якостi наслiдку до теореми 4 сформулюємо випадок самоспряженого
збурення, який є на сьогоднi новим i не мiститься у цитованих джерелах.

Наслiдок. Для заданого самоспряженого оператора 𝐴 в сепарабельному
гiльбертовому просторi ℋ i набору чисел 𝜆𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ та
взаємно ортогональних векторiв 𝜙𝑖 ∈ ℋ+1, таких що span{𝜙𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1∖
ℋ+2 iснує єдиний сингулярно симетрично збурений рангу 𝑛, класу ℋ−1

оператор 𝐴 ∈ 𝒫𝑛
−1(𝐴), такий що 𝐴𝜙𝑖 = 𝜆𝑖𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 <∞.

При цьому оператор 𝐴 подається у виглядi

𝐴 = 𝐴−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(·, 𝜔𝑖)𝜔𝑗 ,

де вектори 𝜔𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 визначаються виразом 𝜔𝑖 = (𝐴 − 𝜆𝑗)𝜙𝑖,
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, а (симетрична) матриця констант зв’язку ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1

є оберненою до матрицi 𝐺 = {(𝐴− 𝜆)𝜙𝑖, 𝜙𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1.

Зокрема, для самоспряженого випадку матриця 𝐺 завжди така, що
det𝐺 ̸= 0.

Оскiльки збурений оператор можна подати i у формi резольвенти –
теорема 3, то також формулюється i теорема про спектр – аналогiчно до
теореми 4.

Теорема 5. Для заданого самоспряженого оператора 𝐴 в сепарабельному
гiльбертовому просторi ℋ i набору чисел 𝜆𝑖 ∈ C, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ та
векторiв 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 ∈ ℋ+1, таких що span{𝜙𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1 ∖ ℋ+2, span{𝜓𝑖}𝑛𝑖=1 ∈
ℋ+1 ∖ℋ+2, iснує єдиний сингулярно несиметрично рангу 𝑛 класу ℋ−1 опе-
ратор 𝐴 ∈ 𝒫𝑛

−1(𝐴), такий що 𝐴𝜙𝑖 = 𝜆𝑖𝜙𝑖 i 𝐴𝜓𝑖 = 𝜆̄𝑖𝜓𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 <∞.
При цьому оператор 𝐴 подається у виглядi:

𝑅̃𝑧 = 𝑅𝑧 +

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(·, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧), (14)
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де вектори 𝑛𝑖(𝑧), 𝑚𝑗(𝑧), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 визначаються виразами

𝑛𝑖(𝑧) = (𝐴−𝜆̄𝑖)(𝐴−𝑧)−1𝜓𝑖, 𝑚𝑗(𝑧) = (𝐴−𝜆𝑗)(𝐴−𝑧)−1𝜙𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛,

(15)
а матриця 𝐵(𝑧) = {𝑏𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 є оберненою до матрицi 𝐺(𝑧) = {(𝜙𝑖, 𝑛𝑖(𝑧))}𝑛𝑖,𝑗=1,
за умови det𝐺(𝑧) ̸= 0.

Доведення. Запишемо задачу на власнi значення для оператора вигляду
(14):

𝑅̃𝑧𝜙𝑘 = 𝑅𝑧𝜙𝑘 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧) = (𝜆𝑘 − 𝑧)−1𝜙𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛,

звiдки, використовуючи (15), для кожного 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛, отримуємо

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧) = (𝜆𝑘 − 𝑧)−1(𝐴− 𝜆)(𝐴− 𝑧)−1𝜙𝑘 = (𝜆𝑘 − 𝑧)−1𝑚𝑘(𝑧).

Оскiльки вектори 𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 є лiнiйно незалежними, то i 𝑛𝑖(𝑧),
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 – також є лiнiйно незалежними через лiнiйнiсть 𝐴. Отже
з останньої рiвностi отримуємо

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝑛𝑖(𝑧))𝛿𝑗 = 0, якщо 𝑗 ̸= 𝑘,

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝑛𝑖(𝑧))𝛿𝑗 = (𝜆𝑘 − 𝑧)−1𝛿𝑘, якщо 𝑗 = 𝑘.

Покажемо, що
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧) = 1,

з {𝑏𝑖,𝑗} = 𝐺−1 = {Δ𝑖,𝑗

Δ }𝑛𝑖,𝑗=1, де ∆𝑖,𝑗 – вiдповiднi алгебраїчнi доповнення
при обчисленнi оберненої матрицi 𝐺−1, i ∆ = det𝐺. Дiйсно, для 𝑗 = 𝑘:

∆𝑘,1

∆
𝑏𝑘,1 +

∆𝑘,2

∆
𝑏𝑘,2 + ...+

∆𝑘,𝑛

∆
𝑏𝑘,𝑛 =

∆

∆
= 1,

А, для 𝑗 ̸= 𝑘:

∆𝑝,1

∆
𝑏𝑘,1+

∆𝑝,2

∆
𝑏𝑘,2+...+

∆𝑝,𝑛

∆
𝑏𝑘,𝑛 =

1

∆
(∆𝑝,1𝑏𝑘,1 + ∆𝑝,2𝑏𝑘,2 + ...+ ∆𝑝,𝑛𝑏𝑘,𝑛) = 0,
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Останнiй вираз дорiвнює нулю, тому що це визначник матрицi у якої на
мiстi рядка (𝑏𝑝,𝑖) поставлений ще раз рядок (𝑏𝑘,𝑖) i розкладом за цим ряд-
ком обчислений визначник, тобто визначник матрицi iз двома однаковими
рядками.

Аналогiчним чином розв’язується i задача

𝑅̃*
𝑧𝜓𝑘 = 𝑅*

𝑧𝜓𝑘 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏̄𝑗,𝑖(𝜓𝑘,𝑚𝑖(𝑧))𝑛𝑗(𝑧) = (𝜆̄𝑘 − 𝑧)−1𝜓𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

Далi використовуємо теорему 3. Дiйсно, векторно-значнi функцiї (15)
задовольняють (10). До (15)

𝑛𝑖(𝑧) = (𝐴− 𝜆̄𝑖)(𝐴− 𝑧)−1𝜓𝑖, 𝑚𝑖(𝑧) = (𝐴− 𝜆𝑗)(𝐴− 𝑧)−1𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛,

(16)
запишемо i

𝑛𝑖(𝜉) = (𝐴− 𝜆̄𝑖)(𝐴− 𝜉)−1𝜓𝑖, 𝑚𝑖(𝜉) = (𝐴− 𝜆𝑖)(𝐴− 𝜉)−1𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

(17)
З перших рiвностей рядкiв (16) i (17) маємо:

(𝐴− 𝑧)(𝐴− 𝜆̄𝑖)
−1𝑛𝑖(𝑧) = 𝜓𝑖 = (𝐴− 𝜉)(𝐴− 𝜆̄𝑖)

−1𝑛𝑖(𝜉).

Отже 𝑛𝑖(𝑧) = (𝐴− 𝜉)(𝐴− 𝑧)−1𝑛𝑖(𝜉), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.
Аналогiчно, з других рiвностей рядкiв (16) i (17) маємо:

(𝐴− 𝑧)(𝐴− 𝜆𝑖)
−1𝑚𝑖(𝑧) = 𝜙𝑖 = (𝐴− 𝜉)(𝐴− 𝜆𝑖)

−1𝑚𝑖(𝜉)

Отже 𝑚𝑖(𝑧) = (𝐴− 𝜉)(𝐴− 𝑧)−1𝑚𝑖(𝜉), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.
Матриця 𝐵−1(𝑧) задовольняє (11). Дiйсно

𝐵−1(𝑧) −𝐵−1(𝜉) = 𝐺(𝑧) −𝐺(𝜉) =

{(𝜙𝑖, 𝑛𝑗(𝑧))}𝑛𝑖,𝑗=1 − {(𝜙𝑖, 𝑛𝑗(𝜉))}𝑛𝑖,𝑗=1 = {(𝜙𝑖, [𝑛𝑗(𝑧) − 𝑛𝑗(𝜉)])}𝑛𝑖,𝑗=1 =

{(𝜙𝑖, [(𝐴− 𝜆̄𝑖)(𝐴− 𝑧)−1𝜓𝑗 − (𝐴− 𝜆̄𝑖)(𝐴− 𝜉)−1𝜓𝑗 ])}𝑛𝑖,𝑗=1 =

{(𝜙𝑖, (𝐴− 𝜆̄𝑖)[(𝐴− 𝑧)−1 − (𝐴− 𝜉)−1]𝜓𝑗)}𝑛𝑖,𝑗=1 =

{(𝜙𝑖, (𝐴− 𝜆̄𝑖)(𝑧 − 𝜉)(𝐴− 𝑧)−1(𝐴− 𝜉)−1𝜓𝑗)}𝑛𝑖,𝑗=1 =

(𝑧 − 𝜉){(𝐴− 𝜆𝑖)(𝐴− 𝜉)−1𝜙𝑖, (𝐴− 𝜆̄𝑖)(𝐴− 𝑧)−1𝜓𝑖}𝑛𝑖,𝑗=1 =
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(𝑧 − 𝜉)Γ(𝑚𝑖(𝜉), 𝑛𝑗(𝑧))
𝑛
𝑖,𝑗=1.

Єдинiсть i факт належностi отриманого оператора 𝐴 до класу ℋ−1 те-
пер випливають iз теореми 3, зокрема з того, що з span{𝜙𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1∖ℋ+2,
span{𝜓𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1∖ℋ+2, отримується span{𝜔𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ−1∖ℋ, span{𝛿𝑖}𝑛𝑖=1 ∈
ℋ−1 ∖ ℋ. Це є наслiдком основної леми сингулярно збурених операторiв з
використанням методу зсуву, див. [10]. Отже терема повнiстю доведена.

2. Висновки

Таким чином в роботi побудованi сингулярно несиметрично збуренi
оператори скiнченого рангу класу ℋ−1 iз наперед заданими власними чи-
слами i власними векторами. Задача розв’язана у двох формах – прямiй i
форi резольвенти – не залежно вiд того, скiльки i якi власнi числа були у
незбуреного самоспряженого оператора, та якi з них пропали при збуреннi,
а якi ще новi з’явилися крiм заданих.

У подальшому планується перенести цi результати на випадок не си-
метричного збурення класу ℋ−2. Це вимагає допрацювати означення збу-
реного оператора на випадок не дiагональної матрицi, та враховувати при
цьому параметри, якi об’єктивно при цьому виникають. Окремий iнтерес
також залишається за збуренням нескiнченного рангу навiть у самоспря-
женому випадку iз наперед заданими власними числами власними векто-
рами, побудованими у не рекурентний спосiб а за один крок.
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Кoshmanenko, M. Dudkin. Birkhäuser, Springer International Publishing, Switzerland.
– 2016. – xii+237 p.

Дудкин Н. Е., Дюженкова О. Ю.
О точечном спектре, возникающем при сингулярно не симметрично конеч-
ного ранга возмущениях класса ℋ−1 самосопряженного оператора

Резюме

В работе построен сингулярно несимметрично конечного ранга возмущённый опера-
тор класса ℋ−1 с заданными новыми точками точечного спектром и соответствующи-
ми заданными собственными векторами. Точки спектра могут быть произвольными и
накладываться на непрерывный спектр невозмущенного оператора. Собственные век-
торы вибиаються с условием, что их линейная оболочка не лежит в области опреде-
ления невозмущенного оператора. Предложенный метод построения является новым
и для самоспряжених достаточно полно исследованных возмущений. Для построения
использовано обобщение сингулярно ранга один несимметричные возмущения класса
ℋ−1 самоспряженого оператора на случай конечного ранга. Рассматриваются только
возмущения класса ℋ−1, а посему приведены два варианта построения возмущенного
оператора, то есть в прямой форме и в форме резольвенты, которая является общей,
более совершенной и имеет дальнейшие перспектривы в исследованиях. Для полноты
и удобства исследований приведены определения сингулярно несимметрично конечно-
го ранга возмущенного оператора класса ℋ−1 с возмущением заданным полной а не
диагональной матрицей. При этом представвления возмущенного оператора в прямой
форме и в форме резольвенты также являются новыми.
Ключевые слова: сингулярные возмущения, ранг возмущения, класс возмущения, ре-
зольвента, спектр, собственные числа, собственные векторы.

Dudkin M. E., Dyuzhenkova O. Y.
On a point spectrum arising by singularly non-symmetrically finite rank per-
turbations ℋ−1-class of a self-adjoint operator
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Summary

A perturbed singularly of asymmetrically finite rank operator of class ℋ−1 with given new
points of the point spectrum and corresponding given eigenvectors is constructed. The
points of the spectrum can be arbitrary and overlap with the continuous spectrum of the
unperturbed operator. The eigenvectors are selected under the condition that their linear
spen does not lie in the domain of the unperturbed operator. The proposed method of
construction is new and for self-adjoint perturbed operator that is sufficiently fully studied.
To construct, we use a generalization the singular rank one nonsymmetric perturbation of
the class ℋ−1 of a self-adjoint operator in the case of a finite rank. Only perturbations of the
class ℋ−1 are considered. For completeness and convenience of research, the definitions of a
singularly asymmetrically finite rank of a perturbed operator of class ℋ−1 with perturbation
given by a complete and not a diagonal matrix are given. The representations of a perturbed
operator in direct form and in the form of resolvents are also new.
Key words: singular perturbations, tank of perturbation, class of perturbation, resolvent,
spectrum, eigenvalue, eigenvectors.
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Гладун С. Е.

КУБИЧЕСКИЕ СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ, ПРОИЗВЕДЕНИЕ ЭЙЛЕРА
И ТЭТА-ФУНКЦИИ РАМАНУДЖАНА

В статье рассматривается элементарный метод, базирующийся на свойствах кубических
тэта-функций, в связи с получением новых формул, в которых через эйлерово произ-
ведение выражаются степенные ряды с коэффициентами, равными значениям функ-
ции суммы нечетных степеней делителей (или с коэффициентами, равными значениям
теоретико-числовой тау-функции) на арифметической прогрессии разности 3. В каче-
стве следствий получены несколько числовых равенств в стиле Рамануджана, а также
асимптотическая формула поведения степенного ряда вблизи конца интервала сходимо-
сти. Приведена общая формула для так называемого кубического степенного ряда через
кубические тэта-функции Рамануджана, и проведен анализ случаев, когда в эту зави-
симость входит рационально лишь бесконечное эйлерово произведение. Для получения
этой зависимости использована знаменитая теорема Рамануджана о рядах Эйзенштей-
на, а также применен вариант параметрического метода, в котором одну из главных
ролей играет выражение параметра через кубическую тэта-функцию.
MSC: 11A25, 30B10, 33E05.
Ключевые слова: кубические степенные ряды, произведение Эйлера, тэта-функции Ра-
мануджана, ряды Эйзенштейна.
DOI: 10.18524/2519-206X.2021.1(37).248015.

1. Введение

Хорошо известно, что идеи, возникающие на стыке различных матема-
тических направлений, являются весьма плодотворными. Важность клас-
сической теории тэта-функций для теории чисел была доказана еще во
времена Эйлера и Якоби в их работах по разбиениям и представлениям на-
туральных чисел в виде сумм квадратов. В данной заметке автор попытал-
ся очередной раз привлечь внимание любителей математики к наследию
индийского математика Рамануджана и к работам его последователей, и
показал, что даже с помощью элементарных рассуждений можно развить
их результаты, а также получить любопытные следствия из них. Основы
теории эллиптических функций альтернативных базисов были заложены в
работах Рамануджана [1, с. 89], многие важные теоремы которых, не опуб-
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ликованные ранее, были систематизированы и изданы исследователями и
последователями его творчества в так называемых "Lost Notebooks" всего
несколько лет назад, см., например, [2] . Особое внимание Рамануджан
уделял связанным с тождествами для тэта-функций модулярным уравне-
ниям, в которых он был и остается непревзойденным мастером. Его работы
настолько глубоки и уникальны, что вызывают особый интерес и объеди-
няют математиков всего мира. Гений Рамануджана заключался еще и в
том, что он указал ту область математики, в которой сокрыты неисчерпа-
емые богатства теорем, и следование по этому пути неизбежно приводит
нас к истине.

На данную работу автора вдохновила удивительная формула Рама-
нуджана для функции числа разбиений на арифметической прогрессии с
разностью 5. Формула упоминалась в [3, стр. 130, (6.7.1)]. Полное дока-
зательство этой формулы Рамануджан опубликовать не успел из-за своей
преждевременной смерти. Короткая схема приведена в [4, стр. 212-213].

Времена формул еще не прошли, хотя идет эра вычислительной техни-
ки. По мнению автора, формулы индийского трагичного математического
гения никогда не утратят своей актуальности. Именно в эпоху суперком-
пьютеров они демонстрируют, что математика все больше роднится с ис-
кусством. В формулах Рамануджана присутствуют глубина, внутренняя
красота и неповторимость, являющиеся характеристиками каждого насто-
ящего искусства такого, как живопись, скульптура, архитектура, музыка,
поэзия или искусство программирования. Особенно поражает воображе-
ние то, что во времена таких математиков, как Эйлер, Гаусс или Рама-
нуджан компьютеры вообще были не нужны, так как эти ученые просто
могли заменить компьютер.

Методика получения новых формул, предлагаемых в данной статье, ча-
стично базируется на результатах монографий [1] и [2], а также дополняет
идею работы [5]. Таким образом, автором предложен тэта-биномиальный
метод, который может служить для получения широкого класса формул,
содержащих кубические тэта-функции Рамануджана и функцию суммы
нечетных степеней делителей на арифметической прогрессии с разностью
3. Кроме этого, в статье показано, как метод применяется для исследо-
вания свойств теоретико-числовой функции Рамануджана 𝜏(𝑛). Для вы-
вода общих закономерностей применен вариант параметрического метода,
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свойственный теории тэта-функций.
Формулы для числа представлений натуральных чисел суммами бинар-

ных квадратичных форм вида 𝑚2 +𝑚𝑛+𝑛2 получены в источниках [6], [7]
и [8]. Множество интересных тождеств для обобщенной функции суммы
делителей и рядов типа Ламберта, а также их приложений представле-
но в работе [9]. На сегодняшний день тэта-функции Рамануджана явля-
ются очень популярным объектом для изучения учеными разных стран.
Наверное, это связано с таинственной судьбой самого Рамануджана, жиз-
ни и творчеству которого посвящено огромное число книг и статей, см.,
например, работы [10-13]. В данной работе освещается только теоретико-
числовая сторона вопроса.

Основные результаты
Пусть для любого 𝑛 ∈ N, 𝜎(𝑛) :=

∑︀
𝑑|𝑛 𝑑 и 𝜎𝑘(𝑛) :=

∑︀
𝑑|𝑛 𝑑

𝑘- функции
суммы делителей и суммы 𝑘-х степеней делителей натурального числа 𝑛.
Тройка кубических тэта-функций представляется рядами [1, с. 93]:

𝑎(𝑞) :=
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝑞𝑚

2+𝑚𝑛+𝑛2
, 𝑏(𝑞) :=

∞∑︁
𝑚,𝑛=−∞

𝜔𝑚−𝑛𝑞𝑚
2+𝑚𝑛+𝑛2

,

𝑐(𝑞) :=
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝑞(𝑚+1/3)2+(𝑚+1/3)(𝑛+1/3)+(𝑛+1/3)2 ,

где 𝜔 = 𝑒2𝜋𝑖/3. Всюду мы полагаем 𝑞 = 𝑒𝜋𝑖𝜏 , где Im(𝜏) > 0 и 𝑞𝜆 = 𝑒𝜆𝜋𝑖𝜏 .
Для дальнейшего нам понадобятся также ряды Эйзенштейна [1, с. 105]:

𝐿(𝑞) := 1 − 24
∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛
,

𝑀(𝑞) := 1 + 240

∞∑︁
𝑛=1

𝑛3𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛
,

𝑁(𝑞) := 1 − 504
∞∑︁
𝑛=1

𝑛5𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛
.

Перейдем к рассмотрению основных результатов работы. Итак, в круге
|𝑞| < 1 справедлива теоретико-числовая формула:

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞 + 𝜎3(8)𝑞2 + 𝜎3(11)𝑞3 + · · ·
𝜎(2) + 𝜎(5)𝑞 + 𝜎(8)𝑞2 + 𝜎(11)𝑞3 + · · ·

= 3𝑎2(𝑞). (1)
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Используя результат работы [5], формулу (1) можно переписать в виде:

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞 + 𝜎3(8)𝑞2 + 𝜎3(11)𝑞3 + · · ·

= 9𝑎2(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2
. (2)

Для доказательства нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 1. Для кубической тэта-функции 𝑎(𝑞) справедливо тождество:

𝑎(𝑞) + 𝜔𝑎(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎(𝜔2𝑞) = 0.

Доказательство. Воспользовавшись определением тэта-функции 𝑎(𝑞), по-
лучим следующую цепочку равенств:

𝑎(𝑞) + 𝜔𝑎(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎(𝜔2𝑞) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝑞𝑚

2+𝑚𝑛+𝑛2

+𝜔
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝜔𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2

𝑞𝑚
2+𝑚𝑛+𝑛2

+ 𝜔2
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝜔2(𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2)𝑞𝑚

2+𝑚𝑛+𝑛2

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝑞𝑚

2+𝑚𝑛+𝑛2
{︁

1 + 𝜔𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2+1 + 𝜔2(𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2+1)
}︁
.

Так как 𝑚2 + 𝑚𝑛 + 𝑛2 + 1 ̸≡ 0 (mod 3), то теперь утверждение леммы
очевидно.

Теорема 1. Справедлива формула (1).

Доказательство. Согласно [1, с. 94, (2.9)] запишем

𝑐(𝑞3) =
𝑎(𝑞) − 𝑎(𝑞3)

2
. (3)

Доказательство этой важной формулы, лежащей в основе всего метода,
можно найти в работе братьев Борвейнов [13]. Возведя левую и правую
части равенства (3) в четвертую степень по формуле бинома Ньютона,
получим:

𝑐4(𝑞3) =
𝑎4(𝑞) − 4𝑎3(𝑞)𝑎(𝑞3) + 6𝑎2(𝑞)𝑎2(𝑞3) − 4𝑎(𝑞)𝑎3(𝑞3) + 𝑎4(𝑞3)

16
. (4)
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Подставим в формулу (4) вместо 𝑞 значения 𝜔𝑞 и 𝜔2𝑞:

𝜔𝑐4(𝑞3) =
𝑎4(𝜔𝑞) − 4𝑎3(𝜔𝑞)𝑎(𝑞3) + 6𝑎2(𝜔𝑞)𝑎2(𝑞3) − 4𝑎(𝜔𝑞)𝑎3(𝑞3) + 𝑎4(𝑞3)

16
,

(5)

𝜔2𝑐4(𝑞3) =
𝑎4(𝜔2𝑞) − 4𝑎3(𝜔2𝑞)𝑎(𝑞3) + 6𝑎2(𝜔2𝑞)𝑎2(𝑞3) − 4𝑎(𝜔2𝑞)𝑎3(𝑞3) + 𝑎4(𝑞3)

16
.

(6)
Умножив равенство (5) на 𝜔, а равенство (6) - на 𝜔2, и, сложив полученные
выражения с (4), получим:{︀

𝑎4(𝑞) + 𝜔𝑎4(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎4(𝜔2𝑞)
}︀
− 4𝑎(𝑞3)

{︀
𝑎3(𝑞) + 𝜔𝑎3(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎3(𝜔2𝑞)

}︀
+6𝑎2(𝑞3)

{︀
𝑎2(𝑞) + 𝜔𝑎2(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎2(𝜔2𝑞)

}︀
= 0.

(7)

Далее, согласно [2, с. 403], запишем:

𝑎4(𝑞) = 1 + 24

∞∑︁
𝑛=1

𝑛3𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛
+ 8

∞∑︁
𝑛=1

(3𝑛)3𝑞3𝑛

1 − 𝑞3𝑛
. (8)

Доказательство формулы (8), использующее модулярные уравнения
третьей степени, можно найти в монографии [14, с. 460-462, Запись 3(i)].
Запишем еще два равенства, следующие из этой формулы:

𝜔𝑎4(𝜔𝑞) = 𝜔 + 24

∞∑︁
𝑛=1

𝑛3𝜔𝑛+1𝑞𝑛

1 − 𝜔𝑛𝑞𝑛
+ 8𝜔

∞∑︁
𝑛=1

(3𝑛)3𝑞3𝑛

1 − 𝑞3𝑛
, (9)

𝜔2𝑎4(𝜔2𝑞) = 𝜔2 + 24
∞∑︁
𝑛=1

𝑛3𝜔2𝑛+2𝑞𝑛

1 − 𝜔2𝑛𝑞𝑛
+ 8𝜔2

∞∑︁
𝑛=1

(3𝑛)3𝑞3𝑛

1 − 𝑞3𝑛
. (10)

Сложив равенства (8), (9) и (10), получим

𝑎4(𝑞) + 𝜔𝑎4(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎4(𝜔2𝑞) = 3 · 24

∞∑︁
𝑛=−∞

(3𝑛− 2)3𝑞6𝑛−4

1 − 𝑞9𝑛−6
. (11)

Возведя обе части равенства (3) в куб, будем иметь следующее:

𝑐3(𝑞3) =
𝑎3(𝑞) − 3𝑎2(𝑞)𝑎(𝑞3) + 3𝑎(𝑞)𝑎2(𝑞3) − 𝑎3(𝑞3)

8
. (12)

Проведя для формулы (12) рассуждения, аналогичные тем, что были ра-
нее, получим:

𝑎3(𝑞) + 𝜔𝑎3(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎3(𝜔2𝑞) − 3𝑎(𝑞3)
{︀
𝑎2(𝑞) + 𝜔𝑎2(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎2(𝜔2𝑞)

}︀
= 0.
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Поскольку, согласно [5, с. 567, (16)]

𝑎2(𝑞) + 𝜔𝑎2(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎2(𝜔2𝑞) = 12𝑐2(𝑞3),

то можно записать

𝑎3(𝑞) + 𝜔𝑎3(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎3(𝜔2𝑞) = 36𝑎(𝑞3)𝑐2(𝑞3). (13)

Для функции суммы кубов делителей запишем ряд Ламберта:

𝜎3(1)𝑞+𝜎3(2)𝑞2+𝜎3(3)𝑞3+𝜎3(4)𝑞4+· · · =
13𝑞

1 − 𝑞
+

23𝑞2

1 − 𝑞2
+

33𝑞3

1 − 𝑞3
+

43𝑞4

1 − 𝑞4
+· · ·

(14)
Равенство (14) влечет за собой (см. [5, с. 566]):

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞3 + 𝜎3(8)𝑞6 + 𝜎3(11)𝑞9 + · · · =
∞∑︁

𝑛=−∞

(3𝑛− 2)3𝑞6𝑛−6

1 − 𝑞9𝑛−6
. (15)

Из формул (11) и (15) выводим

𝑎4(𝑞) + 𝜔𝑎4(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎4(𝜔2𝑞) = 3 · 24
{︀
𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞3 + 𝜎3(8)𝑞6 + · · ·

}︀
𝑞2.

(16)
Используя равенства (13) и (16), формулу (7) можно переписать в виде:

3 · 24
{︀
𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞3 + 𝜎3(8)𝑞6 + · · ·

}︀
𝑞2

− 4𝑎(𝑞3) · 36𝑎(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 6𝑎2(𝑞3) · 12𝑐2(𝑞3) = 0.

Используя [5, с. 568, (22)], получим

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞3 + 𝜎3(8)𝑞6 + · · · = 3𝑎2(𝑞3)
{︀
𝜎(2) + 𝜎(5)𝑞3 + 𝜎(8)𝑞6 + · · ·

}︀
,

что эквивалентно (1), если заменить 𝑞3 на 𝑞. Доказательство завершено.

Следствие 1. Для любого 𝑚 ∈ N положим

𝜎

(︂
3𝑚− 2

3

)︂
= 0, 𝜎

(︂
3𝑚− 1

3

)︂
= 0.

Кроме этого пусть

𝜎(0) = − 1

24
.

Тогда для неотрицательных целых 𝑛 справедлива формула:

𝜎3(3𝑛+ 2) = 36 ·
𝑛∑︁

𝑘=0

{︂
𝜎(𝑘) − 3𝜎

(︂
𝑘

3

)︂}︂
𝜎(3𝑛− 3𝑘 + 2). (17)
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Доказательство. Формула (17) следует из равенства (1) и [1, с. 100, (2.37)].

Следствие 2. Справедливы числовые равенства:

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑒−𝜋 + 𝜎3(8)𝑒−2𝜋 + · · ·

=

√
6

48

(︁√
2 +

4
√

3
)︁(︁

1 +
√

2
4
√

3
)︁2 (︁

1 −
√

2
4
√

3 +
√

3
)︁ 𝜋2𝑒2𝜋/3

Γ8(3/4)
,

𝜎3(2) − 𝜎3(5)𝑒−𝜋 + 𝜎3(8)𝑒−2𝜋 − 𝜎3(11)𝑒−3𝜋 + · · · =

√
3

6

𝜋2𝑒2𝜋/3

Γ8(3/4)
,

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑒−2𝜋 + 𝜎3(8)𝑒−4𝜋 + 𝜎3(11)𝑒−6𝜋 + · · · =

√
3

24

𝜋2𝑒4𝜋/3

Γ8(3/4)
.

Доказательство. Для проверки первого соотношения полагаем в формуле
(1) 𝑞 = 𝑒−𝜋. Далее применяем первое равенство следствия 1 [5, с. 568], а
также формулу

𝑎
(︀
𝑒−𝜋

)︀
= 𝜙

(︀
𝑒−𝜋

)︀
𝜙
(︀
𝑒−3𝜋

)︀
+ 𝜙

(︀
−𝑒−𝜋

)︀
𝜙
(︀
−𝑒−3𝜋

)︀
− 𝑎

(︀
−𝑒−𝜋

)︀
,

которая получается из [1, с. 93, (2.7)]. Здесь, как всегда, тэта-функция
Рамануджана 𝜙(𝑞) определяется равенством:

𝜙(𝑞) :=
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑞𝑛

2
.

Для проверки второго числового равенства полагаем в формуле (1)
𝑞 = −𝑒−𝜋 и вычисляем значение 𝑎2 (−𝑒−𝜋), пользуясь леммой 5.4 [1, с. 110]
и записью 4 [1, с. 327]:

𝑎2
(︀
−𝑒−𝜋

)︀
=

(
√

3 − 1)𝜋

21/231/4Γ4(3/4)
.

Далее применяем вторую формулу следствия 1 [5, с. 568].
Чтобы доказать третье числовое равенство, полагаем в формуле (1)

𝑞 = 𝑒−2𝜋, а значение 𝑎
(︀
𝑒−2𝜋

)︀
получено в монографии [1, с. 332].

Следствие 3. При 𝑞 → 1− верна следующая асимптотическая формула:

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞 + 𝜎3(8)𝑞2 + 𝜎3(11)𝑞3 + · · · ∼ 4

3
𝜋2

𝑎2(𝑞)

(1 − 𝑞)2
∼
(︂

2𝜋√
3

1

1 − 𝑞

)︂4

.
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Доказательство. Указанная асимптотика следует из формулы (1) и след-
ствия 2 ([5, с. 568]), а также из того, что

𝑎(𝑞) =
2𝜋√

3

1

1 − 𝑞
+𝑂

(︃
𝑒−2𝜋/(1−𝑞)

1 − 𝑞

)︃
=

2𝜋√
3

1

1 − 𝑞
+ 𝑜(1) при 𝑞 → 1−.

Последняя асимптотическая формула следует из функционального урав-
нения для кубической тэта-функции (аналога формулы Пуассона для од-
номерной тэта-функции):

𝑎(𝑒−2𝜋𝑥) =
1√
3𝑥
𝑎(𝑒−2𝜋/(3𝑥)), 𝑥 > 0.

Следствия 1, 2 и 3 теоремы демонстрируют значение формулы (1).
Перейдем к обобщению полученных результатов и рассмотрим сумму

следующего вида:

∆2𝑘−1(𝑞) :=
∞∑︁
𝑛=1

𝜎2𝑘−1(3𝑛− 1)𝑞𝑛−1.

Возникает вопрос: как выразить ∆2𝑘−1(𝑞) через кубические тэта-функции
Рамануджана? Предложенный элементарный метод, которым были полу-
чены базовая формула работы [5] для ∆1(𝑞) и формула (2) для ∆3(𝑞), поз-
воляет найти столь простые закономерности не только в этих двух слу-
чаях. Далее будут выведены явные выражения для ∆5(𝑞), ∆7(𝑞), ∆9(𝑞),
∆11(𝑞) и ∆13(𝑞), но для этого понадобится привлечение фундаментальных
теорем теории эллиптических функций альтернативных базисов, а также
общей теоремы Рамануджана, касающейся рядов Эйзенштейна. Модуляр-
ные уравнения третьей степени лежат в основе формул для ∆1(𝑞) и ∆3(𝑞).
Тэта-биномиальный метод вывода формул для ∆2𝑘−1(𝑞) в целом несколь-
ко громоздкий, но простой по сути, так как основывается на классической
формуле бинома Ньютона. В работе метода принимают участие фундамен-
тальные результаты Рамануджана и его последователей. Запишем форму-
лы для ∆5(𝑞), ∆7(𝑞), ∆9(𝑞), ∆11(𝑞) и ∆13(𝑞):

𝜎5(2) + 𝜎5(5)𝑞 + 𝜎5(8)𝑞2 + · · ·

= 33𝑎4(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2
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+ 2268𝑞𝑎(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }15

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }5
, (18)

𝜎7(2) + 𝜎7(5)𝑞 + 𝜎7(8)𝑞2 + · · · = 129𝑎6(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2

+73224𝑞𝑎3(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }15

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }5

+349920𝑞2
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }24

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }8
.

(19)

Используя [1, с. 93, (2.5)] и [1, с. 109, (5.4) и (5.5)], равенство (19) можно
переписать следующим образом:

𝜎7(2) + 𝜎7(5)𝑞 + 𝜎7(8)𝑞2 + 𝜎7(11)𝑞3 + · · · = 129{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }16

+80190𝑞{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }4{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }12

+2421009𝑞2
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }24

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }8
.

(20)

𝜎9(2) + 𝜎9(5)𝑞 + 𝜎9(8)𝑞2 + · · · = 513𝑎8(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2

+1927476𝑞𝑎5(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }15

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }5

+66449808𝑞2𝑎2(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }24

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }8
,

(21)

𝜎11(2) + 𝜎11(5)𝑞 + 𝜎11(8)𝑞2 + · · · = 2049𝑎10(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2

+48701088𝑞𝑎7(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }15

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }5

+6301604304𝑞2𝑎4(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }24

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }8

+35580565440𝑞3𝑎(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }33

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }11
,

(22)
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𝜎13(2) + 𝜎13(5)𝑞 + 𝜎13(8)𝑞2 + · · · = 8193
{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }34

{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

+1220981688𝑞{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }22

+576680210370𝑞2{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }18{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }10

+40034368860048𝑞3
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }30

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2

+694882425536757𝑞4
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }42

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }14
.

(23)

Заметим, что правые части формул для ∆1(𝑞), ∆7(𝑞) и ∆13(𝑞) запи-
саны в терминах лишь эйлерова произведения. Очевидно, что подобная
ситуация возникает при записи формул для ∆6𝑛+1(𝑞).

Лемма 2. Введем оператор R, действующий на функцию 𝑔(𝑞) следую-
щим образом:

R[𝑔(𝑞)] = 𝑔(𝑞) + 𝜔𝑔(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑔(𝜔2𝑞).

Тогда для кубической тэта-функции 𝑎(𝑞) справедливы тождества:

R[𝑎4(𝑞)] = 3 · 24𝑎2(𝑞3)𝑐2(𝑞3),

R[𝑎5(𝑞)] = 120𝑎3(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 96𝑐5(𝑞3),

R[𝑎6(𝑞)] = 180𝑎4(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 576𝑎(𝑞3)𝑐5(𝑞3),

R[𝑎7(𝑞)] = 252𝑎5(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 2016𝑎2(𝑞3)𝑐5(𝑞3),

R[𝑎8(𝑞)] = 336𝑎6(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 5376𝑎3(𝑞3)𝑐5(𝑞3) + 768𝑐8(𝑞3),

R[𝑎9(𝑞)] = 432𝑎7(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 12096𝑎4(𝑞3)𝑐5(𝑞3) + 6912𝑎(𝑞3)𝑐8(𝑞3),

R[𝑎10(𝑞)] = 540𝑎8(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 24192𝑎5(𝑞3)𝑐5(𝑞3) + 34560𝑎2(𝑞3)𝑐8(𝑞3),

R[𝑎11(𝑞)] = 660𝑎9(𝑞3)𝑐2(𝑞3)+44352𝑎6(𝑞3)𝑐5(𝑞3)+126720𝑎3(𝑞3)𝑐8(𝑞3)+6144𝑐11(𝑞3),

R[𝑎12(𝑞)] = 792𝑎10(𝑞3)𝑐2(𝑞3)+76032𝑎7(𝑞3)𝑐5(𝑞3)+380160𝑎4(𝑞3)𝑐8(𝑞3)+73728𝑎(𝑞3)𝑐11(𝑞3).

Пусть теперь 𝑛 ∈ N. Тогда для кубической тэта-функции 𝑎(𝑞) справед-
лива общая формула:

R[𝑎𝑛(𝑞)] = 3

[𝑛+1
3

]∑︁
𝑙=1

(︂
𝑛

3𝑙 − 1

)︂
23𝑙−1𝑎𝑛−3𝑙+1(𝑞3)𝑐3𝑙−1(𝑞3).
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Доказательство. Сначала покажем, как работает биномиальный тэта-
рекур-сивный метод. Первое соотношение леммы вытекает из формул (7)
и (13). Остальные получаются рекурсивно. Обе части равенства (3) воз-
водятся в соответствующую степень, причем правая - по формуле бинома
Ньютона. На полученное равенство действуют оператором R. При этом
R[𝑎𝑛(𝑞)] можно выразить через вычисленные последовательно R[𝑎(𝑞)],
R[𝑎2(𝑞)],..., R[𝑎𝑛−2(𝑞)], R[𝑎𝑛−1(𝑞)], используя линейность оператора. Рас-
суждая по индукции, мы можем доказать формулу для R[𝑎𝑛(𝑞)]. Име-
ем R[𝑎(𝑞)] = 0, R[𝑎2(𝑞)] = 12𝑐2(𝑞3), R[𝑎3(𝑞)] = 36𝑎(𝑞3)𝑐2(𝑞3), R[𝑎4(𝑞)] =

72𝑎2(𝑞3)𝑐2(𝑞3), . . . &C.
При дальнейших вычислениях мы будем рассматривать 𝑞 как альтер-

нативную базу тэта-функции:

𝑞 = exp

(︃
− 2𝜋√

3

2𝐹1

(︀
1
3 ,

2
3 ; 1; 1 − 𝑥

)︀
2𝐹1

(︀
1
3 ,

2
3 ; 1;𝑥

)︀ )︃
,

где 0 < 𝑥 < 1.
Рассмотрим действие параметрического метода, позволяющего наибо-

лее просто вывести общий результат. Введем параметр 𝑘1 := 𝑘1(𝑞) =

𝑐(𝑞3)/𝑎(𝑞3), а также функцию 𝜆(𝑞) := 𝑎(𝑞)/𝑎(𝜔𝑞). Справедливы следую-
щие равенства

𝑎2(𝑞) + 𝜔𝑎2(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎2(𝜔2𝑞) = 12𝑐2(𝑞3)

и
𝑎2(𝑞) + 𝜔2𝑎2(𝜔𝑞) + 𝜔𝑎2(𝜔2𝑞) = 12𝑎(𝑞3)𝑐(𝑞3),

где второе получается из того, что
{︀
𝑎(𝑞) + 𝜔𝑎(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎(𝜔2𝑞)

}︀4
= 0. По-

этому будем иметь следующую систему нелинейных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜆(𝑞) + 𝜔 +
𝜔2

𝜆(𝜔𝑞)
= 0

𝜆2(𝑞) + 𝜔 +
𝜔2

𝜆2(𝜔𝑞)

𝜆2(𝑞) + 𝜔2 +
𝜔

𝜆2(𝜔𝑞)

= 𝑘1.

Решая эту систему, получим параметрическое представление:

𝜆(𝑞) =
2𝑘1 + 1

2𝑘1𝜔 + 1
.
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Поэтому мы можем записать

𝑎(𝜔𝑞) =
2𝜔𝑘1 + 1

2𝑘1 + 1
𝑎(𝑞),

𝑎(𝜔2𝑞) =
2𝜔2𝑘1 + 1

2𝑘1 + 1
𝑎(𝑞).

Учитывая, что 𝑎(𝑞)/𝑎(𝑞3) = 2𝑘1+1, и, используя формулу бинома Нью-
тона, получаем общее выражение для оператора R[𝑎𝑛(𝑞)]. Заметим, что
искомый результат выведен фактически лишь средствами элементарной
алгебры.

В источниках [15, стр. 124-175] и [16, стр. 326, Запись 12] приведен ана-
литический метод модулярных форм, который может применяться для
доказательства знаменитых теорем Рамануджана, касающихся рядов Эй-
зенштейна, хотя сам Рамануджан использовал элементарные методы.

Формулы (18)-(23) для 𝜎5(3𝑛− 1), 𝜎7(3𝑛− 1), 𝜎9(3𝑛− 1), 𝜎11(3𝑛− 1) и
𝜎13(3𝑛 − 1), полученные автором, по своему внешнему виду напоминают
тождество Рамануджана для функции числа разбиений на арифметиче-
ской прогрессии с разностью 7 [3, с. 130, (6.7.2)], хотя при их доказатель-
стве используется совсем иной подход.

Теперь мы в состоянии доказать следующее утверждение, представля-
ющее основной результат данной статьи.

Теорема 2. Справедлива общая формула для ∆2𝑘−1(𝑞
3):

∆2𝑘−1(𝑞
3) =

1

𝑞2

∑︁
3𝑛+2𝑚=𝑘

𝜅𝑚,𝑛

𝑚∑︁
𝛼=0

𝑛∑︁
𝑛3=0

𝑛−𝑛3∑︁
𝑛2=0

(−1)𝑛2+𝑛3
(︀
𝑚
𝛼

)︀
𝑛!

(𝑛− 𝑛2 − 𝑛3)!𝑛2!𝑛3!
20𝑛2

9𝛼+𝑛2+2𝑛3

8𝑛2+𝑛3
×

×
𝛼+𝑛2+2𝑛3∑︁

𝑡=0

𝛼+𝑛2+2𝑛3∑︁
𝑠=0

(−1)𝑡
(︂
𝛼+ 𝑛2 + 2𝑛3

𝑡

)︂(︂
𝛼+ 𝑛2 + 2𝑛3

𝑠

)︂
3𝑠×

×
[ 2𝑘−𝑡−2𝑠+1

3 ]∑︁
𝑙=1

(︂
2𝑘 − 𝑡− 2𝑠

3𝑙 − 1

)︂
23𝑙−1𝑎2𝑘−3𝑙+1(𝑞3)𝑐3𝑙−1(𝑞3).

(24)

Здесь 𝜅𝑚,𝑛 - числовые коэффициенты из теоремы Рамануджана о сле-
дующем представлении рядами Эйзенштейна:

1

2
𝜁(−𝑠) + Φ0,𝑠(𝑞) =

∑︁
𝜅𝑚,𝑛𝑀

𝑚(𝑞)𝑁𝑛(𝑞),
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где

Φ0,𝑠(𝑞) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜎𝑠(𝑛)𝑞𝑛,

𝜁 - дзета-функция Римана, а 𝑚 и 𝑛 пробегают целые неотрицательные
числа так, что 6𝑛+ 4𝑚 = 𝑠+ 1.

Доказательство. Из общей формулы Рамануджана [4, с. 141, равенство
(26)], теорем 4.2 и 4.3 [1, с. 106], элегантных формул братьев Борвей-
нов (2.5) и (2.8) [1, с. 93] и рассуждений, используемых при доказатель-
стве леммы 2, следует, что ∆2𝑘−1(𝑞) выражается через кубические тэта-
функции 𝑎(𝑞) и 𝑐(𝑞). Отсюда также следует алгоритм построения формул
для ∆2𝑘−1(𝑞) при любом натуральном 𝑘. Действие оператора R можно
распространять лишь на формулу из общей теоремы Рамануджана, пред-
варительно выразив ряды Эйзенштейна 𝑀(𝑞) и 𝑁(𝑞) через 𝑎(𝑞) и 𝑎(𝑞3),
следуя альтернативной теории. Такова схема доказательства, теперь пе-
рейдем к конкретике.

Пусть 𝑥 = 𝑐3(𝑞)/𝑎3(𝑞). Поэтому

𝑥 =
9

8

(𝑎(𝑞) − 𝑎(𝑞3))(𝑎2(𝑞) + 3𝑎2(𝑞3))

𝑎3(𝑞)

и

𝑥𝑝 =
9𝑝

8𝑝
(𝑎(𝑞) − 𝑎(𝑞3))𝑝(𝑎2(𝑞) + 3𝑎2(𝑞3))𝑝

𝑎3𝑝(𝑞)
.

Далее будем иметь

R
[︁
𝑎2𝑘(𝑞)𝑥𝑝

]︁
=

9𝑝

8𝑝

𝑝∑︁
𝑡=0

𝑝∑︁
𝑠=0

(−1)𝑡
(︂
𝑝

𝑡

)︂(︂
𝑝

𝑠

)︂
3𝑠𝑎𝑡+2𝑠(𝑞3)R

[︁
𝑎2𝑘−𝑡−2𝑠(𝑞)

]︁
.

Поскольку

∆2𝑘−1(𝑞
3) =

1

3𝑞2

∑︁
3𝑛+2𝑚=𝑘

𝜅𝑚,𝑛R
[︁
𝑎2𝑘(𝑞)(1 + 8𝑥)𝑚(1 − 20𝑥− 8𝑥2)𝑛

]︁
то, раскрыв скобки, используя формулу бинома Ньютона и факториально-
муль-тиномиальную теорему, мы приходим к искомому результату (24).
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Следствие. Справедлива следующая формула:

𝜎9(2) + 𝜎9(5)𝑞 + 𝜎9(8)𝑞2 + 𝜎9(11)𝑞3 + · · ·
𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞 + 𝜎3(8)𝑞2 + 𝜎3(11)𝑞3 + · · ·

= 57
{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }18

{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

+217242𝑞{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }6{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

+13207293𝑞2
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }18

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }6
.

(25)

Доказательство. Утверждение (25) следует из равенств (2) и (21).

Теперь покажем, как тэта-биномиальный метод может применяться
для изучения свойств 𝜏 -функции Рамануджана. Теоретико-числовая функ-
ция 𝜏(𝑛) определяется следующим образом [3, с. 228]:

∞∑︁
𝑛=1

𝜏(𝑛)𝑞𝑛 = 𝑞{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }24.

Теорема 3. Справедлива следующая формула:

∞∑︁
𝑛=1

𝜏(3𝑛− 1)𝑞𝑛−1 =
2

3
𝑎(𝑞)

𝑐2(𝑞)

𝑞2/3
𝑏3(𝑞){27𝑎3(𝑞)𝑐3(𝑞) − 4𝑏6(𝑞)}. (26)

Доказательство. Теорема 3.3 [1, с. 103] утверждает, что

∞∑︁
𝑛=1

𝜏(𝑛)𝑞𝑛 =
1

27
𝑏9(𝑞)𝑐3(𝑞). (27)

С помощью формул (2.5) и (2.8) [1, с. 93] правая часть равенства (27)
выразится через 𝑎(𝑞) и 𝑎(𝑞3). На полученную громоздкую формулу дей-
ствуем оператором R. Используя лемму 2, после упрощений, мы приходим
к следующему тождеству:

3

∞∑︁
𝑛=1

𝜏(3𝑛− 1)𝑞3𝑛−1 = −8𝑎10(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 78𝑎7(𝑞3)𝑐5(𝑞3)

−78𝑎4(𝑞3)𝑐8(𝑞3) + 8𝑎(𝑞3)𝑐11(𝑞3).

(28)

Путем несложных алгебраических преобразований и замены 𝑞3 на 𝑞, равен-
ство (28) переходит в требуемое утверждение (26). Теорема доказана.
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Следствие. Для любого натурального 𝑛 справедливо следующее сравне-
ние:

𝜏(3𝑛− 1) ≡ 0 (mod 6).

Доказательство. Утверждение следствия вытекает из формулы (26) и
формулы (5.5) [1, с. 109].

Автор надеется, что в данной небольшой заметке удалось продемон-
стрировать красоту теории эллиптических функций альтернативных ба-
зисов, открытую Рамануджаном, а также обосновать роль этой теории
для дальнейших исследований. Предложенный тэта-биномиальный метод,
а также уточненный вариант параметрического метода являются элемен-
тарным дополнением к ней.

Формулы, подобные (20) и (23), возникают при изучении бесконечно-
мерных алгебр Ли [17]. Это граничное направление в математике берет
начало с работы И. Г. Макдональда [18], а теория 𝑞-рядов начинается с
пентагональной теоремы Эйлера. Интересно, что даже Леонард Эйлер су-
мел доказать свою пентагональную теорему не сразу, а через достаточно
большой промежуток времени после того, как угадал общую закономер-
ность. Историческая связь теории от Эйлера до Макдональда приведена
в [19].

Свойства цепной дроби Роджерса-Рамануджана и кубической цепной
дроби представлены в [2]. Тематика обобщенной функции суммы делите-
лей, связанная с непрерывными дробями, рассматривалась в работе [20].

Своеобразный и удивительный мир формул, который Рамануджан успел
построить за свою короткую жизнь, фактически не имея достаточного ко-
личества литературы, образования и общения, не угасает вот уже на про-
тяжении 100 лет и имеет большое значение для всей математики.
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Гладун С. Є.
Кубiчнi степеневi ряди, добуток Ейлера та тета-функцiї Рамануджана

Резюме

У статтi розглядається елементарний метод, який базується на властивостях кубiчних
тета-функцiй, у зв’язку з отриманням нових формул, в яких через добуток Ейлера
виражаються степеневi ряди з коефiцiєнтами, якi дорiвнюють значенням функцiї суми
непарних степенiв дiльникiв (або з коефiцiєнтами, якi дорiвнюють значенням теоретико-
числової тау-функцiї) на арифметичнiй прогресiї з рiзницею 3. У якостi наслiдкiв отри-
манi декiлька числових рiвностей у стилi Рамануджана, а також асимптотична форму-
ла поведiнки степеневого ряду поблизу кiнця iнтервалу збiжностi. Приведена загальна
формула для так званого кубiчного степеневого ряду через кубiчнi тета-функцiї Рама-
нуджана, i проведений аналiз випадкiв, коли в цю залежнiсть входить рацiонально лише
нескiнченний добуток Ейлера. Для отримання цiєї залежностi використана знаменита
теорема Рамануджана про ряди Ейзенштейна, а також застосований варiант параме-
тричного методу, у якому одну з головних ролей грає вираз параметру через кубiчну
тета-функцiю.
Ключовi слова: кубiчнi степеневi ряди, добуток Ейлера, тета-функцiї Рамануджана,
ряди Ейзенштейна.

Gladun S. E.
Cubic power series, Euler product and Ramanujan’s theta-functions

Summary

The article discusses an elementary method based on the properties of cubic theta-functions,
in connection with the derivation of new formulas, in which power series with coefficients,
equal to the values of the function of the sum of odd powers of the divisors (or with coeffi-
cients, equal to the values of the number-theoretic tau-function) on an arithmetic progression
with a difference of 3, are expressed through the Euler product. As a consequence, several
numerical equalities in the Ramanujan style, as well as the power series behaviour asymp-
totic formula near the end of the convergence interval are obtained. The general formula
for the so-called cubic power series in terms of Ramanujan’s cubic theta-functions and an
analysis of the cases when this dependence contains rationally only an infinite Euler product
are given. To obtain this dependence, the famous Ramanujan theorem on the Eisenstein
series is used. In a variant of the parametric method, one of the main roles is played by the
expression of the parameter in terms of the cubic theta function.
Key words: cubic power series, Euler product, Ramanujan’s theta-functions, Eisenstein se-
ries.
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НАБЛИЖЕНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI ОПТИМАЛЬНОГО
КЕРУВАННЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИМ ВКЛЮЧЕННЯМ ЗI
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Розглядається задача оптимального керування зi швидкоосцилюючими змiнними, лiнiй-
на за керуванням. При цьому об’єктом керування виступає диференцiальне включення
з Лiпшицевою за фазовою змiнною багатозначною правою частиною. Багатозначнiсть
породжує свої специфiчнi проблеми, такi як замкненiсть, опуклiсть сiм’ї розв’язкiв,
iснування граничних розв’язкiв, видiлення розв’язкiв iз заданими властивостями тощо.
Проте добре розвинений апарат математичного аналiзу, що застосовуються до дослi-
дження багатозначних функцiй дає можливiсть застосування методу усереднення до
описаної вище задачi оптимального керування. У роботi доведено збiжнiсть оптималь-
них керувань i оптимальних траєкторiй розв’язкiв точної задачi до оптимального керу-
вання i траєкторiї усередненої задачi. При цьому також обгрунтовано, що оптимальне
керування усередненої задачi є “майже оптимальним” для точної задачi, тобто з точнi-
стю до малого параметру 𝜀 реалiзується мiнiмум критерiю якостi.
MSC: 34G25, 49J30, 49K35, 49K99, 93C99.
Ключовi слова: задача оптимального керування, диференцiальне включення, малий па-
раметр, метод усереднення.
DOI: 10.18524/2519-206X.2021.1(37).248020.

1. Вступ

Iнтенсивний розвиток науки i технiки регулярно стимулює до вiдшука-
ння ефективних методiв керування рiзноманiтними природними, економi-
чними, соцiальними, технiчними процесами. Математичними моделями та-
ких ситуацiй є задачi оптимального керування рiзними класами еволюцiй-
них систем. Значна увага придiляється математичним моделям процесiв у
виглядi диференцiальних рiвнянь з малим параметром. Для їх розв’язання
широко застосовують асимптотичнi методи, зокрема, метод усереднення,
строге математичне обгрунтування якого було запропоновано М.М. Кри-

Надiйшла 04.10.2021 © Кiчмаренко О. Д., Касiмова Н. В., Жук Т. Ю. 2021



Наближений розв’язок задачi керування 39

ловим та М.М. Боголюбовим.
На можливiсть застосування методу усереднення до розв’язування за-

дач оптимального керування на асимптотично великих часових iнтерва-
лах вперше звернув увагу М.М. Моiсеєв [1; 2]. В роботах Плотнiкова та
його школи (див., наприклад, [3]) дане строге обгрунтування застосуван-
ня методу усереднення до задач керування. У [4; 5], розглядається пiдхiд,
пов’язаний з побудовою диференцiального включення за вихiдною зада-
чею, яке потiм дослiджувалося методом усереднення. У роботi [6] спочатку
проводилося усереднення правих частин системи за часом, який явно вхо-
дить в праву частину, при цьому функцiя керування 𝑢(𝑡) вважається пара-
метром. У роботах [7; 8] обгрунтовується пiдхiд роботи [6] до розв’язування
задач оптимального керування за вiдсутностi умови асимптотичної стало-
стi для функцiї керування.

Варто також вiдмiтити, що метод усереднення успiшно застосовується
до дослiдження функцiонально-диференцiальних рiвнянь ([9]), рiзницевих
рiвнянь ([10]).

Оскiльки диференцiальне включення є природним узагальненням ди-
ференцiального рiвняння, то наступним кроком в розвитку асимптоти-
чних методiв було обгрунтування методу усереднення для диференцiаль-
них включень. Так, аналог першої теореми М.М. Боголюбова було отри-
мано у роботах [11]. Цей результат був згодом перенесений на включення
з перiодичною правою частиною [12], диференцiальнi включення зi швид-
кими i повiльними змiнними [13], диференцiальнi включення з iмпульсами
[14]. Основна iдея даного пiдходу полягає в тому, що неавтономному дифе-
ренцiальному включенню за допомогою методу усереднення ставиться у
вiдповiднiсть автономне диференцiальне рiвняння. Це дає можливiсть за-
стосування ефективних чисельних методiв для розв’язування усередненої
задачi керування.

В данiй роботi розглядається задача оптимального керування зi швид-
коосцилюючими змiнними, лiнiйна за керуванням. Об’єктом керування є
система диференцiальних включень з Лiпшицевою за фазовою змiнною
правою частиною. Робота структурована наступним чином. До згадано-
го об’єкту застосовується метод усереднення i обгрунтовується збiжнiсть
оптимальних керувань i оптимальних траєкторiй розв’язкiв точної задачi
до оптимального керування i траєкторiї усередненої задачi. При цьому та-
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кож обгрунтовано, що оптимальне керування усередненої задачi є ”майже
оптимальним” для точної задачi, тобто з точнiстю до малого параметру 𝜀
реалiзується мiнiмум критерiю якостi.

2. Основнi результати

1. Постановка задачi.
Розглянемо задачу оптимального керування зi швидкоколивними змiн-

ними, лiнiйну за керуванням

𝑥̇ ∈ 𝑓

(︂
𝑡

𝜀
, 𝑥

)︂
+ 𝑓1(𝑥)𝑢(𝑡), 𝑥(0, 𝑢(0)) = 𝑥0 (1)

iз критерiєм якостi

𝐽𝜀[𝑢] =

𝑇∫︁
0

[𝐴(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡)) +𝐵(𝑡, 𝑢(𝑡))] 𝑑𝑡+ Φ(𝑥𝜀(𝑇 )) → 𝑖𝑛𝑓 (2)

Також для задачi (1) розглянемо квадратичний за керуванням критерiй

𝐽𝜀[𝑢] =

𝑇∫︁
0

[𝐴(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡)) + 𝑢2(𝑡)] 𝑑𝑡+ Φ(𝑥𝜀(𝑇 )) → 𝑖𝑛𝑓 (3)

Тут 𝜀 > 0 - малий параметр, 𝑇 > 0 - задана стала, 𝑥 - фазовий вектор в
R𝑑, 𝑢(𝑡) −𝑚-вимiрний вектор керування, який належить деякiй функцiо-
нальнiй множинi.

За умови iснування рiвномiрного за 𝑥 ∈ R𝑑 середнього

lim
𝑠→∞

1

𝑠

𝑠∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡 = 𝑓0(𝑥), (4)

де 𝑓0(𝑥) - однозначне вiдображення, задачi оптимального керування (1),
(2) ((3))зi швидкоколивними коефiцiєнтами ставиться у вiдповiднiсть на
[0, 𝑇 ] бiльш проста задача оптимального керування

𝑦̇ = 𝑓0(𝑦) + 𝑓1(𝑢)𝑢(𝑡), 𝑦(0, 𝑢(0)) = 𝑥0 (5)

iз критерiями якостi

𝐽0[𝑢] =

𝑇∫︁
0

[𝐴(𝑡, 𝑦(𝑡)) +𝐵(𝑡, 𝑢(𝑡))] 𝑑𝑡+ Ψ(𝑦(𝑇 )) → 𝑖𝑛𝑓 (6)
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i

𝐽0[𝑢] =

𝑇∫︁
0

[𝐴(𝑡, 𝑦(𝑡)) + 𝑢2(𝑡)] 𝑑𝑡+ Ψ(𝑦(𝑇 )) → 𝑖𝑛𝑓 (7)

2. Допомiжнi поняття та твердження.
2.1. Метрика Хаусдорфа. Нехай 𝐴 i 𝐵 - непорожнi, замкненi мно-

жини в метричному просторi R𝑛. Розглянемо наступнi величини, що хара-
ктеризують близькiсть 𝐴 i 𝐵:

𝛽(𝐴,𝐵) = sup
𝑎∈𝐴

𝜌(𝑎,𝐵), 𝛽(𝐵,𝐴) = sup
𝑏∈𝐵

𝜌(𝑏, 𝐴)

𝛼(𝐴,𝐵) = max{𝛽(𝐴,𝐵), 𝛽(𝐵,𝐴)} = max{sup
𝑎∈𝐴

𝜌(𝑎,𝐵), sup
𝑏∈𝐵

𝜌(𝑏, 𝐴)} =

= max{sup
𝑎∈𝐴

inf
𝑏∈𝐵

𝜌(𝑎, 𝑏), sup
𝑏∈𝐵

inf
𝑎∈𝐴

𝜌(𝑏, 𝑎)}

Зокрема, маємо, що 𝛼(𝐴,𝐵) = 𝛼(𝐵,𝐴).

Означення 1 ([15]). Величину 𝛼(𝐴,𝐵) називають вiдхиленням множин
𝐴 i 𝐵 за Хаусдорфом або хаусдорфовою вiдстанню мiж 𝐴 i 𝐵.

2.2. Деякi властивостi багатозначних функцiй. Кожнiй точцi 𝑝 iз
множини𝐷 ∈ R𝑑 поставимо у вiдповiднiсть непорожню замкнену множину
𝐹 (𝑝) ⊂ R𝑛. Тодi 𝐹 (𝑝) - багатозначна функцiя. Її графiк – множина таких
точок (𝑝, 𝑞) ∈ R𝑚 × R𝑛, що 𝑝 ∈ 𝐷, 𝑞 ∈ 𝐹 (𝑝).

Надалi використовуватимемо наступнi позначення:

𝐹 (𝑀) =
⋃︁
𝑝∈𝑀

𝐹 (𝑝), |𝐹 (𝑀)| = sup
𝑦∈𝐹 (𝑀)

|𝑦|.

Означення 2 ([15]). Багатозначна функцiя 𝐹 називається обмеженою на
множинi 𝑀 , якщо |𝐹 (𝑀)| < ∞, тобто якщо всi значення функцiї 𝐹 в
точках множини 𝑀 мiстяться у деякiй кулi.

Означення 3 ([15]). Багатозначна функцiя 𝐹 (𝑝) називається:

∙ 𝛼 - неперервною (або неперервною) в точцi 𝑝, якщо

𝛼(𝐹 (𝑝′), 𝐹 (𝑝)) → 0, 𝑝′ → 𝑝;

∙ 𝛽 - неперервною (або напiвнеперервною зверху вiдносно включення)
в точцi 𝑝, якщо

𝛽(𝐹 (𝑝′), 𝐹 (𝑝)) → 0, 𝑝′ → 𝑝.
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Функцiя 𝐹 (𝑝) називається 𝛼 - або 𝛽 - неперервною на множинi 𝐷, якщо
вона 𝛼 - або 𝛽 - неперервна в кожнiй точцi цiєї множини.

Зауваження 1 ([15]). Оскiльки 𝛽(𝐴,𝐵) ≤ 𝛼(𝐴,𝐵),то iз 𝛼 - непервностi
функцiї випливає її 𝛽 - неперервнiсть.

2.3. Необхiднi поняття теорiї диференцiальних включень. Роз-
глянемо диференцiальне включення

𝑥̇ ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥) (8)

Означення 4 ([15]). Розв’язком диференцiального включення (8) нази-
вається абсолютно неперервна функцiя 𝑥(𝑡), визначена на iнтервалi або
вiдрiзку i майже скрiзь задовольняє включення (8).

Означення 5 ([15]). Будемо казати, що багатозначна функцiя 𝐹 (𝑡, 𝑥) в
областi 𝐺 задовольняє основнi умови, якщо при всiх (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐺 множина
𝐹 (𝑡, 𝑥) - непорожня, обмежена, замкнена, опукла i 𝐹 - 𝛽 - непервна по 𝑡, 𝑥.

Теорема 1 ([15]). Нехай 𝐹 (𝑡, 𝑥) задовольняє основнi умови в областi 𝐺.
Тодi для довiльної точки (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐺 iснує розв’язок задачi

𝑥̇ ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0. (9)

Якщо область 𝐺 мiстить цилiндр 𝑧(𝑡)(𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝑎, |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑏), то
розв’язок iснує принаймнi на вiдрiзку

𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝑑, 𝑑 = min{𝑎, 𝑏
𝑚
},𝑚 = sup

𝑧
|𝐹 (𝑡, 𝑥)|.

Означення 6 ([16]). Нехай задана послiдовнiсть множин 𝐹𝑖 ∈ compR𝑛 -
сукупнiсть непорожнiх компактних пiдмножин в R𝑛.

∙ Верхньою топологiчною границею послiдовностi {𝐹𝑖} називається
сукупнiсть всiх часткових границь таких послiдовностей {𝑓𝑖}, що
𝑓𝑖 ∈ 𝐹𝑖 для всiх 𝑖. Позначається lim

𝑖→∞
𝐹𝑖.

∙ Нижньою топологiчною границею послiдовностi {𝐹𝑖} називається су-
купнiсть всiх границь збiжних послiдовностей {𝑓𝑖}, що 𝑓𝑖 ∈ 𝐹𝑖 для
всiх 𝑖. Позначається lim

𝑖→∞
𝐹𝑖.
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∙ Якщо обидвi границi iснують i

lim
𝑖→∞

𝐹𝑖 = lim
𝑖→∞

𝐹𝑖 = 𝐹,

то множина 𝐹 називається границею послiдовностi {𝐹𝑖}. В цьому
випадку

lim
𝑖→∞

𝛼(𝐹𝑖, 𝐹 ) = 0.

Означення 7 ([16; 17]). Нехай 𝐹 : R1 → comp (R𝑛) – деяке багатозначне
вiдображення. Iнтегралом вiд вiдображення 𝐹 (𝑡) на вiдрiзку часу [𝑡0, 𝑡1]

називається множина

𝐺 =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡 =

⎧⎨⎩
𝑡1∫︁

𝑡0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 : 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡)

⎫⎬⎭ (10)

Теорема 2 (Теорема Красносельського-Крейна для диференцiальних вклю-
чень, [4; 14; 18]). Нехай для диференцiального включення

𝑥̇ ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆), (11)

де багатозначне вiдображення 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆), що приймає значення в conv(R𝑛)

(пiдпростiр iз comp (R𝑛), що складаєтьься iз опуклих множин), визна-
чене при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 𝑥 ∈ 𝐷,𝐷 - обмежена область в R𝑛, 𝜆 ∈ Λ - деяка
множина значень параметра 𝜆, що має 𝜆0 ∈ Λ граничною точкою, вико-
нуються наступнi умовi:

а) багатозначне вiдображення 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆) рiвномiрно обмежене, непе-
рервне по 𝑡, рiвномiрно неперервне по 𝑥 рiвномiрно вiдносно 𝑡 i 𝜆:
∀𝜀 > 0 ∃𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 : ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷,𝑥′ ∈ 𝐷 i 𝜆 ∈ Λ виконується

𝛼(𝐹 (𝑡, 𝑥′, 𝜆) − 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆)) < 𝜀,

як тiльки |𝑥′ − 𝑥| < 𝛿;

б) багатозначне вiдображення 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆) - iнтегрально неперервне по 𝜆
в точцi 𝜆0, тобто для 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑇 i довiльного 𝑥 ∈ 𝐷 виконує-
ться умова

lim
𝜆→𝜆0

𝛼

⎛⎝ 𝑡2∫︁
𝑡1

𝐹 (𝑠, 𝑥, 𝜆) 𝑑𝑠,

𝑡2∫︁
𝑡1

𝐹 (𝑠, 𝑥, 𝜆0) 𝑑𝑠

⎞⎠ = 0, (12)

де iнтеграли розумiються включення в сенсi Означення 7;
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в) розв’зки 𝑥(𝑡, 𝜆0) включення

𝑥̇ ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆0), (13)

що задовольняють умову 𝑥(0, 𝜆0) = 𝑥0 ∈ 𝐷1 ⊂ 𝐷, визначенi при
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 i лежать разом з деяким 𝜌-околом в областi 𝐷.

Тодi кожному 𝜂 > 0 вiдповiдає такий окiл 𝑈(𝜆0) точки 𝜆0, що при 𝜆 ∈
𝑈(𝜆0) для довiльного розв’язку 𝑥(𝑡, 𝜆) включення (11), визначеного при 0 ≤
𝑡 ≤ 𝑇 i такого, що задовольняє початкову умову 𝑥(0, 𝜆) = 𝑥0, iснує такий
розв’язок 𝑥(𝑡, 𝜆0) включення (13), що справедлива нерiвнiсть ‖ 𝑥(𝑡, 𝜆) −
𝑥(𝑡, 𝜆0) ‖< 𝜂, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

2.4. Метод усереднення для диференцiальних включень. Роз-
глянемо диференцiальне включення

𝑥̇ ∈ 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑥(0) = 𝑥0, (14)

де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑋 : R× R𝑛 → comp(R𝑛), 𝜀 > 0 - малий параметр.
Включенню (14) поставимо у вiдповiднiсть усереднене диференцiальне

включення
𝑦̇ ∈ 𝑋0(𝑦), 𝑦(0) = 𝑥0, (15)

де

𝑋0(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑋(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡 (16)

Збiжнiсть в (16) розумiється у сенсi метрики Хаусдорфа, а iнтеграл вiд
багатозначного вiдображення 𝑋(𝑡, 𝑥) розумiється в сенсi Означення 7.

2.5. Застосування методу усереднення до задачi оптимального
керування (1), (2) ((3)).

Для параметрiв задачi (1)–(2) ((3)) будемо вважати виконаними насту-
пнi умови:
Умова 1. Допустимими керуваннями є 𝑚 – вимiрнi вектор-функцiї 𝑢(·) ∈
𝐿𝑝([0, 𝑇 ]), 𝑝 > 1, якi приймають значення в замкненiй, опуклiй множинi
𝑉 ⊂ R𝑚.

Для задачi (1) – (3) допустимими керуваннями будемо вважати 𝑚 – ви-
мiрнi вектор-функцiї 𝑢(·) ∈ 𝐿2([0, 𝑇 ]), якi приймають значення в замкненiй
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опуклiй множинi 𝑢 ⊂ R𝑚.
Умова 2. Багатозначна функцiя 𝑓(𝑡, 𝑥) (𝑓 : 𝑄 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ R𝑑} →
conv(R𝑑)) визначена i неперервна за сукупнiстю змiнних в 𝑄, a 𝑑 × 𝑚 -
вимiрна матриця 𝑓1(𝑥) визначена при 𝑥 ∈ R𝑑 i виконанi умови:

1) 𝑓(𝑡, 𝑥) в областi 𝑄 задовольняє умову лiнiйного росту за 𝑥 iз констан-
тою 𝑀 , тобто

|𝑓(𝑡, 𝑥)| ≤𝑀(1 + |𝑥|) ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄;

2) 𝑓(𝑡, 𝑥) i 𝑓1(𝑥) в областi визначення задовольняють умову Лiпшиця за
𝑥 iз константами 𝜆1 та 𝜆, вiдповiдно, тобто

𝛼(𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 𝑥′)) ≤ 𝜆1|𝑥− 𝑥′|,

‖𝑓1(𝑥) − 𝑓1(𝑥
′)‖ ≤ 𝜆|𝑥− 𝑥′|.

Умова 3. Рiвномiрно за 𝑥 ∈ R𝑑 iснує границя

lim
𝑠→∞

1

𝑠

𝑠∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡 = 𝑓0(𝑥), (17)

де iнтеграл розумiється в сенсi Означення 7, а збiжнiсть - в сенсi Означення
6, функцiя 𝑓0 : R𝑑 → R𝑑 - однозначна.
Умова 4. Скалярнi функцiї 𝐴(𝑡, 𝑥) i 𝐵(𝑡, 𝑢) визначенi при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ R𝑑,
𝑢 ∈ 𝑉 i неперервнi за сукупнiстю змiнних причому:

1) 𝐴(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝐵(𝑡, 𝑢) ≥ 𝑎|𝑢|𝑝 для деякої сталої 𝑎 > 0 i для кожного
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] функцiя 𝐵(𝑡, 𝑢) - опукла за 𝑢 ∈ 𝑉 ;

2) функцiя Ψ : R𝑑 → R1 - неперервна за 𝑥 та невiд’ємна.

Зауваження 2. В силу умов на 𝑓(𝑡, 𝑥) i 𝑓1(𝑥) та теореми 1 маємо, що
∀𝜀 > 0 i для кожного допустимого керування 𝑢(𝑡) розв’язок задачi Кошi
(1) iснує на [0,T].

При цьому 𝑥(𝑡, 𝑢) - абсолютно неперервна функцiя. Iз умов 2, 3 ви-
пливає, що 𝑓0 також задовольняє умову Лiпшиця з константою 𝜆1. Тому
для кожного допустимого керування 𝑢(𝑡) розв’язок задачi Кошi (5) 𝑦(𝑡, 𝑢)

iснує, єдиний на [0, 𝑇 ] i є абсолютно неперервною функцiєю. Тому критерiї
(2), (3), (6), (7) мають сенс при всiх допустимих керуваннях.
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Сформулюємо наступний результат щодо рiвномiрної збiжностi розв’язкiв
задачi Кошi.

Теорема 3. Нехай виконанi умови 1-3. Тодi якщо послiдовнiсть 𝑢𝜀
𝑤−→ 𝑢0

в 𝐿𝑝([0, 𝑇 ]) при 𝜀 → 0, то розв’язок 𝑥𝜀(𝑡) залачi Кошi (1) з 𝑢(𝑡) = 𝑢𝜀(𝑡)

збiгається рiвномiрно на [0, 𝑇 ] до 𝑦(𝑡) - розв’язку вiдповiдної задачi Кошi
(5) iз керуванням 𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡), тобто

𝑥𝜀(𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡), 𝜀→ 0 (18)

рiвномiрно по 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Доведення. Множина звичайних розв’язкiв диференцiального включення
iз (1) спiвпадає з множиною узагальнених розв’язкiв [19], яка визначається
як множина неперервних функцiй 𝑥𝜀(𝑡), що задовольняють включення

𝑥𝜀(𝑡) ∈ 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝑓(
𝑠

𝜀
, 𝑥𝜀(𝑠)) 𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝑓1(𝑥𝜀(𝑠))𝑢𝜀(𝑠) 𝑑𝑠. (19)

В силу умов 1 i 2 отримаємо, що

|𝑥𝜀(𝑡)| ≤ |𝑥0| +

𝑡∫︁
0

𝑀(1 + |𝑥𝜀(𝑠)|) 𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

(‖𝑓1(0)‖ + 𝜆|𝑥𝜀(𝑠)|)|𝑢𝜀(𝑠)| 𝑑𝑠

або

|𝑥𝜀(𝑡)| ≤ |𝑥0| +

𝑡∫︁
0

(𝑀 + ‖𝑓1(0)‖|𝑢𝜀(𝑠)|) 𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

(𝑀 + 𝜆|𝑢𝜀(𝑠)|)|𝑥𝜀(𝑠)| 𝑑𝑠. (20)

Використавши нерiвнiсть Грануолла, будемо мати:

|𝑥𝜀(𝑡)| ≤ (|𝑥0| +𝑀 + ‖𝑓1(0)‖𝑇 1/𝑞 · ‖𝑢𝜀‖𝐿𝑝[0,𝑇 ])𝑒
𝑀𝑇+𝜆𝑇 1/𝑞‖𝑢𝜀‖𝐿𝑝[0,𝑇 ] (21)

Зi слабкої збiжностi 𝑢𝜀 до 𝑢0 випливає сильна обмеженiсть 𝑢𝜀, тобто

sup
𝜀>0

‖𝑢𝜀‖𝐿𝑝[0,𝑇 ] <∞,

а тому iз (20) отримуємо, що ∃𝐿 > 0 :

|𝑥𝜀(𝑡)| ≤ 𝐿 (22)
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для всiх 𝜀 > 0 i 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Таким чином, маємо рiвномiрну обмеженiсть
сiм’ї 𝑥𝜀(𝑡).

Обґрунтуємо рiвностепеневу неперервнiсть сiм’ї 𝑥𝜀(𝑡) на [0, 𝑇 ].
Для довiльних 𝑡1 < 𝑡2, 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑇 ], використовуючи (20) i (22), маємо:

|𝑥𝜀(𝑡2) − 𝑥𝜀(𝑡1)| ≤
𝑡2∫︁

𝑡1

𝑀(1 + 𝐿) 𝑑𝑠+

𝑡2∫︁
𝑡1

(‖𝑓1(0)‖ + 𝜆𝐿)|𝑢𝜀(𝑠)| 𝑑𝑠 ≤

≤𝑀(1 + 𝐿)(𝑡2 − 𝑡1) + (𝑡2 − 𝑡1)
1/𝑞(‖𝑓1(0)‖ + 𝜆𝐿)

⎛⎝ 𝑡2∫︁
𝑡1

|𝑢𝜀(𝑠)|𝑝 𝑑𝑠

⎞⎠1/𝑝

,

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1.

Тодi в силу теореми Арцела iснує пiдпослiдовнiсть 𝑥𝜀𝑛(𝑡) послiдовностi
𝑥𝜀(𝑡), яка рiвномiрно за 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] збiгається до деякої функцiї 𝑥0(𝑡) при
𝜀𝑛 → 0. Iз (19) маємо:

𝑥𝜀𝑛(𝑡) ∈ 𝑥0 +
𝑡∫︀
0

𝑓
(︁

𝑠
𝜀𝑛
, 𝑥𝜀𝑛(𝑠)

)︁
𝑑𝑠+

𝑡∫︀
0

𝑓1(𝑥𝜀𝑛(𝑠))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠±

±
𝑡∫︀
0

𝑓1(𝑥0(𝑠))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑥0 +
𝑡∫︀
0

𝑓
(︁

𝑠
𝜀𝑛
, 𝑥𝜀𝑛(𝑠)

)︁
𝑑𝑠+

𝑡∫︀
0

𝑓1(𝑥𝜀𝑛(𝑠))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠+

+
𝑡∫︀
0

(𝑓1(𝑥𝜀𝑛(𝑠) − 𝑓1(𝑥0(𝑠))))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠

(23)
В силу умови 2 для функцiї 𝑓(𝑡, 𝑥) маємо виконання умови а) теореми 2.
Зокрема з пункту 1) умови 2 випливає рiвномiрна обмеженiсть 𝑓(𝑡, 𝑥), а iз
пункту 2) умови 2 маємо рiвномiрну неперервнiсть 𝑓(𝑡, 𝑥) по 𝑥.

Перевiримо iнтегральну неперервнiсть функцiї 𝑓
(︁

𝑠
𝜀𝑛
, 𝑥(𝑠)

)︁
=: 𝑌 (𝑠, 𝑥(𝑠), 𝜀𝑛).

За умови виконання (17), пoклавши 𝑓0 = 𝑌 (𝑠, 𝑥, 0), будемо мати:

lim
𝜀𝑛→0+

𝑡∫︁
0

𝑌 (𝑠, 𝑥(𝑠), 𝜀𝑛) 𝑑𝑠 = lim
𝜀𝑛→0+

𝑡∫︁
0

𝑓

(︂
𝑠

𝜀𝑛
, 𝑥(𝑠)

)︂
𝑑𝑠 = lim

𝜀𝑛→0+

𝑡
𝜀𝑛∫︁
0

𝑓(𝜃, 𝑥) 𝑑𝜃 =

= 𝑡 lim
𝜀𝑛→0+

1

𝑡/𝜀𝑛

𝑡
𝜀𝑛∫︁
0

𝑓(𝜃, 𝑥) 𝑑𝜃 = 𝑡𝑓0(𝑥) =

𝑡∫︁
0

𝑓0(𝑥) 𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
0

𝑌 (𝑠, 𝑥, 0) 𝑑𝑠,
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де границя вiд многозначних вiдображень розумiється в сенсi Означення
6.

Таким чином, маємо виконання умови б) теореми 2.
В силу умови 5 маємо виконання умови в) теореми 2.
Аналогiчно до доведення теореми 2, проведеного, зокрема в [4; 18],

можна показати, що

𝛼

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑓

(︂
𝑠

𝜀𝑛
, 𝑥𝜀𝑛(𝑠)

)︂
𝑑𝑠,

𝑡∫︁
0

𝑓0(𝑥0(𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠ −→ 0, 𝜀𝑛 → 0 (24)

Далi в силу слабкої збiжностi маємо:

lim
𝜀𝑛→0

𝑡∫︁
0

𝑓1(𝑥0(𝑠))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
0

𝑓1(𝑥0(𝑠))𝑢0(𝑠) 𝑑𝑠 (25)

Використавши пункт 2) iз умови 2 для останнього iнтегралу в (23), отри-
маємо оцiнку ⃒⃒⃒⃒

𝑡∫︀
0

(𝑓1(𝑥𝜀𝑛(𝑠)) − 𝑓1(𝑥0(𝑠)))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝜆

(︂
𝑡∫︀
0

|𝑥𝜀𝑛(𝑠) − 𝑥0(𝑠)|𝑞 𝑑𝑠
)︂1/𝑞

‖𝑢𝜀𝑛‖𝐿𝑝[0,𝑇 ] −→ 0, 𝜀𝑛 → 0,

(26)

в силу рiвномiрної обмеженостi ‖𝑢𝜀𝑛‖𝐿𝑝[0,𝑇 ]. Перейдемо до границi в (23)
при 𝜀𝑛 → 0:

𝑥0(𝑡) ∈ 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝑓0(𝑥0(𝑠)) 𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝑓1(𝑥0(𝑠))𝑢0(𝑠) 𝑑𝑠,

тобто 𝑥0(𝑡) - розв’язок задачi Кошi (5), а тому в силу єдиностi розв’язку
𝑥0(𝑡) ≡ 𝑦(𝑡).

Отже, 𝑥𝜀𝑛(𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡) при 𝜀𝑛 → 0. Тому довiльна збiжна послiдовнiсть
функцiй iз сiм’ї збiгається до одної i тiєї ж границi. Тим самим маємо
твердження теореми.

В силу Зауваження 2 маємо, що для функцiоналу (2) iснує мiнiмiзуюча
послiдовнiсть {(𝑥

(𝑛)
𝜀 (𝑡), 𝑢

(𝑛)
𝜀 (𝑡))}𝑛≥1. При цьому 𝑥(𝑛)𝜀 (𝑡) ⇒ 𝑥*𝜀(𝑡) на [0, 𝑇 ] та

𝑢
(𝑛)
𝜀 →𝑢*𝜀 слабко в 𝐿𝑝([0, 𝑇 ]). В силу леми Мазура i властивостей множини
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𝑉 маємо, що 𝑢*𝜀(𝑡) ∈ 𝑉 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Тому згiдно прямого методу варiацiйного
числення задача (1), (2) має розв’язок.

Далi, проводячи аналогiчнi мiркування до [8, Theorem 2.8], одержимо
наступний результат.

Теорема 4. Нехай виконанi умови 1-4. Тодi задачi (1), (2) i (5), (6) ма-
ють розв’язки (𝑥*𝜀(𝑡), 𝑢

*
𝜀(𝑡)) i (𝑦*(𝑡), 𝑢*(𝑡)) вiдповiдно. При цьому

1) 𝐽*
𝜀 → 𝐽*

0 , 𝜀→ 0;
2) для будь-якого 𝜂 > 0 iснує 𝜀0, таке, що для 𝜀 < 𝜀0 маємо

|𝐽*
𝜀 − 𝐿𝜀[𝑢

*]| < 𝜂; (27)

3) iснує послiдовнiсть 𝜀𝑛 → 0, 𝑛→ ∞, така, що

𝑥*𝜀𝑛(𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡) (28)

рiвномiрно на [0, 𝑇 ] i
𝑢*𝜀𝑛→𝑢* (29)

слабко в 𝐿𝑝([0, 𝑇 ]).
Якщо при цьому усереднена задача має (5), (6) має єдиний розв’язок,

то збiдностi (27) i (28) мають мiсце для всiх 𝜀→ 0.

Зауваження 3. Аналогiчний результат до теореми 4 можна одержати для
задачi (1), (3). Бiльше того, для функцiоналу (3) твердження (29) можна
посилити, замiнивши слабку збiжнiсть сильною.

3. Висновки

У роботi розглядається задача оптимального керування зi швидкоко-
ливними змiнними диференцiальним включенням, лiнiйним за керуван-
ням. Для багатозначної правої частини розглядається умова не бiльш, нiж
лiнiйного росту та Липшицевiсть за фазовою змiнною. Багатозначнiсть, як
вiдомо, вносить свої труднощi при розглядi такого роду задач. Проте добре
розвинений апарат математичного аналiзу, що застосовуються до дослi-
дження багатозначних функцiй, дає можливiсть застосування методу усе-
реднення до описаної вище задачi оптимального керування. Таким чином,
у роботi обгрунтовано результати щодо рiвномiрної збiжностi розв’язкiв
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задачi Кошi вихiдної задачi до розв’язку задачi Кошi усередненої зада-
чi та обгрунтовано збiжнiсть оптимальних керувань i оптимальних тра-
єкторiй розв’язкiв точної задачi до оптимального керування i траєкторiї
усередненої задачi. При цьому також обгрунтовано, що оптимальне керу-
вання усередненої задачi є ”майже оптимальним” для точної задачi, тобто
з точнiстю до малого параметру 𝜀 реалiзується мiнiмум критерiю якостi
(Теореми 3, 4).
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Кичмаренко О. Д., Касимова Н. В., Жук Т. Ю.
Приближенное решение задачи оптимального управления дифференциаль-
ным включением с быстроосцилирующими коэффициентами

Резюме

Рассматривается задача оптимального управления из быстроосцилируемыми перемен-
ными, линейная по управлению. При этом объектом управления служит дифферен-
циальное включение из Липшицевой по фазовой переменной многозначной правой ча-
стью. Многозначность порождает свои специфические проблемы, такие как замкну-
тость, опуклость семейства решений, существование граничных решений, выделения
решений из заданными свойствами и т.п. Но хорошо развитый апарат математического
анализа, который, который применяется к исследованию многозначных функций да-
ет возможность применения метода усреднения к описаной выше задаче оптимального
управления. В работе доказана сходимость оптимальных управлений и оптимальных
траекторий решений точной задачи к оптимальному управлению и траеетории усред-
ненной задачи. При этом также обосновано, что оптимальное управление усредненной
задачи есть “почти оптимальным” для точной задачи, то есть с точностью к малому
параметру 𝜀 реализуется минимум критерия качества.
Ключевые слова: задача оптимального управления, дифференциальное включение, ма-
лый параметр, метод усреднения.

Kichmarenko O. D., Kasimova N. V., Zhuk T. Yu.
Approximate solution of the optimal control problem for differential inclu-
sion with fast oscillating coefficients

Summary

We consider the optimal control problem with fast oscillating variables, which is linear by
control. At that we consider the differential inclusion with Lipschitz by phase variable
multi-valued right hand side as an object of control. Muli-valued aspect generetes its spe-
cific difficulties such as closedness, convexity of family of solutions, existence of boundary
solutions, highlighting of solutions with given properties etc. However, well developed apara-
tus of mathematical analysis which can be applied to investigation of multi-valued functions
allows us to apply the averaging method to upper mentioned optimal control problem. In the
paper we prove the convergence of optimal controls and optimal trajectories of solutions of
initial exact problem to optimal control and trajectory of averaged problem. We also justify
that optimal control of averaged problem is “almost optimal” for initial exact problem, i.e.
within a small parameter 𝜀 the minimum of quality criterium can be realized.
Key words: optimal control problem, differential inclusion, small parameter, averaging method.
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НАБЛИЖЕННЯ ПОВТОРНИМИ СУМАМИ ФЕЙЄРА КЛАСIВ
АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

Роботу присвячено питанням наближення у рiвномiрнiй метрицi перiодичних функцiй
високої гладкостi тригонометричними полiномами, що породжуються лiнiйними мето-
дами пiдсумовування рядiв Фур’є. У роботi систематизовано вiдомi факти щодо набли-
ження класiв iнтегралiв Пуассона середнiми арифметичними сум Фур’є та подано новi
результати, отриманi для їх частинних випадкiв. Вивчено апроксмаивнi властивостi
тригонометричних полiномiв, якi утворюються повторним застосуванням методу пiдсу-
мовування Валле Пуссена на класах аналiтичних перiодичних функцiй дiйсної змiнної.
Знайдено асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень повторних сум Фейєра
на класах iнтегралiв Пуассона. Отриманi формули є асимптотично точними без дода-
ткових умов.
MSC: 42A10.
Ключовi слова: асимптотична рiвнiсть, лiнiйний метод, сума Фейєра, iнтеграл Пу-
ассона.
DOI: 10.18524/2519-206X.2021.1(37).248032.

1. Вступ

Нехай 𝐿2𝜋 — простiр сумовних 2𝜋-перiодичних функцiй, 𝑓 ∈ 𝐿2𝜋,

𝑆[𝑓 ] =
𝑎0(𝑓)

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥)

— ряд Фур’є функцii 𝑓 , 𝑎0(𝑓), 𝑎𝑘(𝑓), 𝑏𝑘(𝑓), 𝑘 ∈ N — коефiцiєнти Фур’є
функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2𝜋. Найбiльш простим прикладом лiнiйного процесу апро-
ксимацiї неперервних перiодичних функцiй дiйсної змiнної може служити
наближення цих функцiй елементами послiдовностей часткових сум ря-
ду Фур’є 𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥). Проте, послiдовностi 𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥) не є рiвномiрно збiжними
на всьому класi 𝐶2𝜋 неперервних перiодичних функцiй. У зв’язку iз цим,
важливе мiсце серед наближуючих полiномiв для перiодичних функцiй по-
сiдають оператори, якi утворюються певними перетвореннями часткових
сум ряду Фур’є цих функцiй та дозволяють побудувати послiдовностi три-
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гонометричних полiномiв, якi рiвномiрно збiгалися б для кожної функцiї
𝐶2𝜋.

Для 𝑝 ∈ N суми Валле Пуссена функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2𝜋 задаються спiввiдно-
шенням

𝑉𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) =
1

𝑝

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑛−𝑝

𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)

i мають апроксимативнi властивостi, iстотно залежнi вiд параметра 𝑝. У
випадку 𝑝 = 𝑛 цi многочлени є сумами Фейєра функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2𝜋

𝜎𝑛(𝑓 ;𝑥) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥).

Послiдовнiсть полiномiв 𝜎𝑛(𝑓 ;𝑥) рiвномiрно збiгається до своєї функцiї для
будь-якої 𝑓 ∈ 𝐶2𝜋.

Нехай 𝐶𝑞
𝛽,∞ — класи неперервних, 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓(𝑥), якi

можна подати у виглядi згортки

𝑓(𝑥) = 𝐴0 +
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝑥+ 𝑡)𝑃 𝑞
𝛽 (𝑡)𝑑𝑡

з вiдомим ядром Пуассона

𝑃 𝑞
𝛽 (𝑡) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘 cos

(︂
𝑘𝑡+

𝛽𝜋

2

)︂
, 𝑞 ∈ (0; 1),

де функцiя 𝜙(𝑡), задовiльняє умову ess sup|𝜙(𝑡)| ≤ 1. Класи 𝐶𝑞
𝛽,∞ нази-

ваються класами iнтегралiв Пуассона. Функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝑞
𝛽,∞ є звуженням на

дiйсну вiсь функцiй 𝐹 (𝑧) = 𝐹 (𝑥+ 𝑖𝑦), аналiтичних у смузi

|𝑦| ≤ ln
1

𝑞
.

Питання наближення класiв iнтегралiв Пуассона лiнiйними методами
iнтенсивно вивчалися протягом останнiх десятилiть. В роботi [1] встанов-
лено асимптотичну рiвнiсть для верхнiх граней вiдхилень сум Фур’є по
класах 𝐶𝑞

𝛽,∞

ℰ𝑛
(︁
𝐶𝑞
𝛽,∞;𝑆𝑛

)︁
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
𝛽,∞

‖𝑓(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥)‖𝐶 =
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=
8𝑞𝑛

𝜋2

𝜋/2∫︁
0

𝑑𝑡√︀
1 − 𝑞2 sin2 𝑡

+𝑂(1)
𝑞𝑛

𝑛
.

Залишковий член цiєї рiвностi уточнено в роботi [9]. Подiбнi задачi для сум
Валле Пуссена та Фейєра розв’язано в роботах [3; 7; 8; 10; 12]. В роботах
[4; 5; 11] розглянуто питання наближення класiв 𝐶𝑞

𝛽,∞ повторними сумами
Валле Пуссена, якi для 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑟 ∈ N задаються спiввiдношеннями

𝑉
(𝑟)
𝑛,𝑝 (𝑓 ;𝑥) =

1

𝑝1

𝑛−1∑︁
𝑘1=𝑛−𝑝1

1

𝑝2

𝑘1∑︁
𝑘2=𝑘1−𝑝2+1

. . .
1

𝑝𝑟

𝑘𝑟−1∑︁
𝑘𝑟=𝑘𝑟−1−𝑝𝑟+1

𝑆𝑘𝑟(𝑓 ;𝑥).

При певному виборi параметрiв 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑟 цi полiноми збiгаються з су-
мами 𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥), 𝑉𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) i 𝜎𝑛(𝑓 ;𝑥). За умови 𝑟 = 2 i 𝑝1 + 𝑝2 = 𝑛 маємо

𝑉
(2)
𝑛,𝑝 (𝑓 ;𝑥) =

1

𝑝1

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑛−𝑝1

1

𝑛− 𝑝1

𝑘∑︁
𝑚=𝑘−𝑛+𝑝1+1

𝑆𝑚(𝑓 ;𝑥).

У цьому випадку iндекс 𝑚 величини 𝑆𝑚(𝑓 ;𝑥) змiнюється вiд 0 до 𝑛 − 1,
тому такi суми природно назвати повторними сумами Фейєра i позначати
𝜎
(2)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) [6].

Вивчення аппроксимативних властивостей полiномiв 𝜎
(2)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) є при-

роднiм продовженням згаданих дослiджень. Мета роботи полягає в одер-
жаннi асимптотичної рiвностi для величини

ℰ
(︁
𝐶𝑞
1,∞;𝜎

(2)
𝑛,𝑝

)︁
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
1,∞

||𝑓(𝑥) − 𝜎
(2)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥)||𝐶 .

2. Основнi результати

Має мiсце таке твердження.

Теорема. Для 𝑞 ∈ (0; 1), 𝑛→ ∞ виконується асимптотична рiвнiсть

ℰ(𝐶𝑞
1,∞;𝜎

(2)
𝑛,𝑝) =

𝑞4 + 4𝑞2

𝜋𝑝1𝑝2(1 − 𝑞2)2
+𝑂(1)

𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5
. (1)

де 𝑂(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо 𝑝1, 𝑝2, 𝑞.

Доведення. Для величини

𝛿
(𝑟)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑉

(𝑟)
𝑛,𝑝 (𝑓 ;𝑥), 𝑟 ∈ N
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в роботi [2] доведено рiвнiсть

𝛿
(𝑟)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) =

1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 𝑞𝛽(𝑥+ 𝑡)

(︂
𝜎
(𝑟)
1 cos

𝛽𝜋

2
− 𝜎

(𝑟)
2 sin

𝛽𝜋

2

)︂
𝑑𝑡, (2)

де

𝜎
(𝑟)
1 =

𝑍
2(𝑟+1)
𝑞 (𝑡)

𝑟∏︀
𝑖=1

𝑝𝑖

∑︁
𝛼⊂𝑟

(−1)(𝑟−|𝛼|)
𝑟+1∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝐶𝜈
𝑟+1𝑞

𝑛−Σ𝛼
𝑝+𝑟+𝜈 cos(𝑛−Σ𝛼

𝑝 + 𝑟− 𝜈)𝑡,

𝜎
(𝑟)
2 =

𝑍
2(𝑟+1)
𝑞 (𝑡)

𝑟∏︀
𝑖=1

𝑝𝑖

∑︁
𝛼⊂𝑟

(−1)(𝑟−|𝛼|)
𝑟+1∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝐶𝜈
𝑟+1𝑞

𝑛−Σ𝛼
𝑝+𝑟+𝜈 sin(𝑛−Σ𝛼

𝑝 + 𝑟− 𝜈)𝑡,

𝑍2
𝑞 (𝑥) = 1−2𝑞 cos𝑥+𝑞2, |𝛼| — кiлькiсть елементiв множини 𝛼, Σ𝛼

𝑝 =
∑︀
𝑗∈𝛼

𝑝𝑗 .

Оскiльки ∫︁
𝑑𝑡

(1 − 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2)3
= 𝑂(1)(1 − 𝑞)−5,

то, на пiдставi (2), для 𝛽 = 1, 𝑟 = 2, 𝑝1 + 𝑝2 = 𝑛 маємо

𝛿
(2)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) =

𝑞

𝜋𝑛

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 𝑞𝛽(𝑥+ 𝑡)

(1 − 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2)3
((𝑞3−3𝑞) sin 𝑡+sin 2𝑡)𝑑𝑡+𝑂(1)

𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5
.

На основi отриманих iнтегральних зображень можна перейти до вивче-
ння норм вiдхилень по класу аналiтичних функцiй дiйсної змiнної. В силу
iнвариантностi класу 𝐶𝑞

𝛽,∞ вiдносно зсуву за аргументом маємо

ℰ
(︁
𝐶𝑞
1,∞;𝜎

(2)
𝑛,𝑝

)︁
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
1,∞

⃒⃒⃒⃒
𝑞

𝜋𝑝1𝑝2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 𝑞𝛽(𝑥+ 𝑡)

(1 − 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2)3
((𝑞3−3𝑞) sin 𝑡+sin 2𝑡)𝑑𝑡+

+𝑂(1)
𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑞

𝜋𝑝1𝑝2

𝜋∫︁
−𝜋

|(𝑞3 − 3𝑞) sin 𝑡+ sin 2𝑡|
(1 − 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2)3

𝑑𝑡+𝑂(1)
𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5
.

Позначимо через 𝑓 𝑞𝛽(𝑡) функцiю, яка на перiодi спiвпадає з функцiєю

sign ((𝑞3 − 3𝑞) sin 𝑡+ sin 2𝑡), 𝑞 ∈ (0; 1),
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а через 𝑓0(𝑥) — функцiю, яка є згорткою функцiї 𝑓 𝑞𝛽(𝑡) з вiдповiдним ядром
𝑃 𝑞
𝛽 (𝑡). Враховуючи, що

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 𝑞𝛽(𝑡)𝑑𝑡 = 0, essup|𝑓 𝑞𝛽(𝑡)| ≤ 1,

маємо, що знайдена функцiя 𝑓0(𝑥) ∈ 𝐶𝑞
𝛽,∞ забезпечує виконання рiвностi

ℰ(𝐶𝑞
1,∞;𝜎

(2)
𝑛,𝑝) =

𝑞

𝜋𝑝1𝑝2

𝜋∫︁
−𝜋

|(𝑞3 − 3𝑞) sin 𝑡+ sin 2𝑡|
(1 − 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2)3

𝑑𝑡+𝑂(1)
𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5
. (5)

Обчислимо визначений iнтеграл у рiвностi (5). Маємо

ℰ(𝐶𝑞
1,∞;𝜎

(2)
𝑛,𝑝) =

2𝑞2(3𝑞 − 𝑞3)

𝜋𝑝1𝑝2
[𝐽2(0) + 𝐽2(𝜋) − 2𝐽2(arc cos

3𝑞 − 𝑞3

2
)+

+
4𝑞2

𝜋𝑝1𝑝2
[2𝐽1(arc cos

3𝑞 − 𝑞3

2
) − 𝐽1(0) + 𝐽1(𝜋)],

де

𝐽1(𝑡) =

∫︁
cos 𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡

(1 − 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2)3
𝐽2(𝑡) =

∫︁
sin 𝑡𝑑𝑡

(1 − 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2)3
.

Оскiльки

𝐽1(𝑡) =
1

4𝑞2
(1 − 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2)−1 − 1 + 𝑞2

8𝑞2
(1 − 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2)−2 + 𝐶,

𝐽2(𝑡) = − 1

4𝑞
(1 − 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2)−2 + 𝐶,

то, виконуючи перетворення, отримуємо

ℰ(𝐶𝑞
1,∞;𝜎(2,0)𝑛,𝑝 ) =

𝑞4 + 4𝑞2

𝜋𝑝1𝑝2(1 − 𝑞2)2
+𝑂(1)

𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5
.

Теорему доведено.

3. Висновки

Формула (1) є асимпотично точною без будь-яких додаткових умов.
Отриманий результат може бути цiкавим з точки зору обчислювальної
математики та моделювання.
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Ровенская О. Г.
Приближение повторными суммами Фейера классов аналитических функций

Резюме

Работа посвящена исследованию вопросов приближения в равномерной метрике перио-
дических функций высокой гладкости тригонометрическими полиномами, которые по-
рождаются линейными методами суммирования рядов Фурье. В работе систематизи-
рованы известные результаты, касающиеся приближения классов интегралов Пуассона
средними арифметическими сумм Фурье, и представлены новые факты, полученные
для их частных случаев. Изучены аппроксимативные свойства тригонометрических по-
линомов, которые образуются повторным применением метода суммирования Валле
Пуссена на классах аналитических периодических функций действительной перемен-
ной. Найдены асимптотические формулы для верхних граней уклонений повторных
сумм Фейера на классах интегралов Пуассона. Полученные формулы являются асимп-
тотически точными без дополнительных условий.
Ключевые слова: асимптотическое равенство, линейный метод, сумма Фейера, инте-
грал Пуассона.

Rovenska O. G.
Approximation of classes of analytic functions by repeated Fejer sums

Summary

The paper is devoted to the approximation by arithmetic means of Fourier sums of classes
of periodic functions of high smoothness. The paper presents known results related to the
approximation of classes of Poisson integrals by arithmetic means of Fourier sums and new
facts obtained for particular cases. In the paper is studied the approximative properties of
repeated Fejer sums on the classes of periodic analytic functions of real variable. Under cer-
tain conditions, we obtained asymptotic formulas for upper bounds of deviations of repeated
Fejer sums on classes of Poisson integrals. The obtained formulas are asymptotically exact
without any additional conditions.
Key words: asymptotic equality, linear method, Fejer sum, Poisson integral.
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THE CASE OF ANALYTICAL INVERSION OF LAPLACE
TRANSFORM

The new analytical method of inversion of Laplace transforms is proposed in the article for
the functions that contain exponents that linearly depend on Laplace transform parameter.
This method is based on the transform’s expansion into the Taylor series and term-by-term
application of Laplace transform inversion. The theorems which confirm the validity and
correctness of such approach are proved. This method deals with the generalized functions,
so some useful consequences relating with inverse generalized functions are derived. The
method is verified by the comparison with the formulas previously known from literature.
The new formulas for Laplace transform’s originals are given.
MSC: 44A10, 41A58, 44A35, 46F30.
Key words: Laplace transform, analytical inversion, Taylor series, generalized functions,
convolution.
DOI: 10.18524/2519-206X.2021.1(37).233091.

1. Introduction

The integral transforms are widely used in many engineering and mathe-
matical problems. The methods for inversion of Laplace transform are divided
into two main groups: analytical and numerical ones. The numerical inversion
of Laplace transform causes some doubts for its validity since, as it is well
known [1], the Laplace transform inversion problem is not correct one. So, it is
important to have new approaches for analytical inversion of Laplace transform
despite many developed methods in this area.

The original function can be recovered by the Bromwich contour integral

𝑓(𝑡) = 1
2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︀
𝛾−𝑖∞

𝐹 (𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠 if 𝑓 is continuous at 𝑡 [2]. Since the function 𝑒𝑠𝑡 is

oscillatory on the contour (𝛾− 𝑖∞, 𝛾+ 𝑖∞) the approximations of this integral
need to know an abscissa of convergence 𝛾. The relations that allow direct
calculation of the original function from its transform dispensing contour inte-
gration were derived by the change of variables in [3]. The obtained integrals
are usually calculated numerically.

Received 01.06.2021 © Zhuravlova Z. Yu. 2021
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The original function’s behavior at the points 𝑡 = 0 and 𝑡→ ∞ can be found
by the initial-value and terminal-value theorems from the transform’s function
behavior at the points 𝑠→ ∞ and 𝑠 = 0 respectively if it is known that original
functions exist [4], [2]. The asymptotic expansions near some point 𝛼0 can be

used 𝐹 (𝑠) =
∞∑︀
𝜈=0

𝑐𝜈(𝑠− 𝛼0)
𝜆𝜈 if the series is absolutely convergent [5]. In this

case the asymptotic behavior of the original function at the point 𝑡 → ∞ can

be derived by the series 𝑓(𝑡) = 𝑒𝛼0𝑡
∞∑︀
𝜈=0

𝑐𝜈
Γ(−𝜆𝜈)

𝑡−𝜆𝜈−1.

For some functions the Laplace transform inversion problem can be reduced
to the problem of solving the Volterra integral equation of the first (when
𝑥(𝑠) = 𝑓(𝑠)/𝑘(𝑠)) or second (when 𝑥(𝑠) = 𝑓(𝑠)/(1 + 𝑘(𝑠))) kind [12]. These
equations are usually solved numerically. The inversion of the Laplace trans-
form in UMD-spaces for resolvent families associated to an integral Volterra
equation of convolution type was analyzed in [6].

The method for the mutual inversion of the Fourier-Laplace transforms
was proposed by L.I. Slepyan in [7], [8]. In some cases it allows to derive the
original function without usual inversion of Fourier and Laplace transforms. In
more complex cases it allows to simplify the Laplace transform, which should
be inverted.

The function that is presented by 𝐹 (𝑠) = 𝑝(𝑠)
𝑞(𝑠) and satisfy some conditions

can be inverted with the help of residues by the second expansion theorem
[9], [4]. But the analytical finding of all poles of the transform function in
many cases is impossible. If 𝑞(𝑠) has distinct zeros 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, then Heav-

iside’s expansion formula can be used 𝑓(𝑡) =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑝(𝛼𝑘)
𝑞′(𝛼𝑘)

𝑒𝛼𝑘𝑡 [10]. The inverse

formula 𝐿−1[𝐹 (1/𝑠)] = 𝛿(𝑡)
∞∫︀
0

𝑓(𝑢)𝑑𝑢 − 1√
𝑡

∞∫︀
0

√
𝑢𝑓(𝑢)𝐽1(2

√
𝑢𝑡)𝑑𝑢 was proven

under some conditions in [11].
The first expansion theorem deals with the functions that can be expanded

into series 𝐹 (𝑠) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛
𝑠𝑛+1 . The original function 𝑓(𝑡) can be derived in this

case as 𝑓(𝑡) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛
𝑛! 𝑡

𝑛 [12], [5]. Many methods were presented in [5]. In

particular, the approach dealing with the functions that can be expanded into

series 𝐹 (𝑠) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛
𝑠𝜆𝑛

or 𝐹 (𝑠) =
∞∑︀
𝑛=0

𝐹𝑛(𝑠) under some conditions was proposed

by G. Doetsch in [5]. But there were no examples of dealing with generalized
functions.
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As it is seen, the problem of analytical inversion of Laplace transform is
relevant and extremely important. The method, proposed in the article, can
be used for some dynamic problems of elasticity, for example it can be applied
for the non-stationary statement of the elastic semi-strip as development of the
methodic proposed in [13].

2. Theoretical results

The present article is dedicated to the analytical inversion of Laplace trans-
form of the following form

𝐹

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠𝐴𝑖

)︃
(1)

Here 𝐴𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑁 , 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁, 𝑐0 ̸= 0 are real constants or functions,
which do not depend on parameter of Laplace transform 𝑠, 𝑁 ≥ 1 is natural
number, 𝐹 is a known function.

2.1. Case 1

The inversion of (1) depend on the correspondences between 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 .
First consider the case when 𝐴𝑖 = 𝑛𝑖𝐴𝑞, 𝑖 = 1, 𝑁 , 𝑛𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 are natural
numbers, for some fixed number 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑁 . Then the transform (1) can be
rewritten in the following form

𝐹

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑞

)︃
(2)

Denote the function of the complex variable 𝑠 𝑒−𝑠𝐴𝑞 as 𝑧. Since ℜ𝑠 > 0,
then |𝑒−𝑠𝐴𝑞 | = |𝑧| < 1. The expression (2) can be rewritten as

𝑓(𝑧) = 𝐹

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

)︃
(3)

It is supposed that the function (3) satisfies Cauchy-Riemann conditions
in some domain |𝑧| < 𝜗 < 1.

For example, if 𝐹
(︂
𝑐0 +

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

)︂
= 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

, than this function

has max
1≤𝑘≤𝑁

𝑛𝑘 = 𝜂 singular points 𝑧𝑖 = 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 𝜂. So, the points 𝑠𝑖 =
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− 1
𝐴𝑞

ln𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 𝜂 are singular points for the function (2). Since 𝛾 in the for-

mula of the inverse Laplace transform 1
2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︀
𝛾−𝑖∞

𝑓(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑡 is the abscissa in the

semi-plane of the Laplace integral’s absolute convergence [5], so ℜ𝑠 > 𝜈 > 0,

where 𝜈 = max

{︂
max
1≤𝑖≤𝜈

ℜ
{︁
− 1

𝐴𝑞
ln𝛼𝑖

}︁
, 0

}︂
. Thus, when ℜ𝑠 > 𝜈 > 0 it is ful-

filled that |𝑒−𝑠𝐴𝑞 | = |𝑧| < 𝜗 < 1, where 𝜗 = 𝑒−𝜈𝐴𝑞 . So, the function (3) in the
domain |𝑧| < 𝜗 < 1 does not have any singular points. By the the proved in
[14] lemma this function satisfies Cauchy-Riemann conditions in the domain
|𝑧| < 𝜗 < 1. Some other examples of the function (3) are given in Appendix
A.

Theorem 1. If the function (3) satisfies Cauchy-Riemann conditions in some

domain |𝑧| < 𝜗 < 1, then 𝐿−1

[︂
𝐹

(︂
𝑐0 +

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑞

)︂]︂
=

∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! 𝛿(𝑡−𝑘𝐴𝑞),

where the function 𝑓(𝑧) has the form (3).

Proof. I Proof of the correctness of the function’s (3) expansion into
Taylor series

By the theorem’s statement the function (3) satisfies Cauchy-Riemann con-
ditions and, therefore, it is holomorphic and regular [15] for all |𝑧| < 𝜗 < 1.

According to the theorems [15] the regular function (3) in the circle 𝐾 :

|𝑧| < 𝜗 can be presented by Taylor series

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝑧𝑘 (4)

Power series inside the circle of convergence can be term-by-term integrated
and differentiated any number of times, moreover the radius of convergence of
the derived series is equal to the radius of convergence of the original series
[16].

II Application of the inverse Laplace transform to the series (4)

Thus, the series (4) has the radius of convergence 𝑅 = 𝜗, within which this
series can be term-by-term integrated. That is the following is true:

𝐿−1

[︃
𝐹

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑞

)︃]︃
= 𝐿−1

[︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝑧𝑘

]︃
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝛿(𝑡−𝑘𝐴𝑞)
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Let’s prove that the derived series

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴𝑞) (5)

converges in the sense that all series(︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴𝑞), 𝜙(𝑡)

)︃
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝜙(𝑘𝐴𝑞) (6)

absolutely converge for all functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈 ∪𝐾0, where 𝑆𝜈 ⊂ 𝑆, 𝑆 is the
main space containing all infinitely differentiable functions which when |𝑡| → ∞
tends to zero with all their derivatives of any order faster than any power 1/|𝑡|
[17], 𝑆𝜈 contains such infinitely differentiable functions that when 𝑡 → +∞
tends to zero with all their derivatives of any order faster than 𝑒−𝜈𝑡, 𝐾0 is
the main space containing all continuous functions that are zero outside some
bounded domain [17]. Obviously, if the absolute convergence of series (6) is
proved for all functions from the spaces 𝑆𝜈 and 𝐾0, then it will also take place
for the functions from the main spaces 𝐾𝑚,𝑚 > 0,𝐾, since 𝐾 ⊂ 𝐾𝑚 ⊆ 𝐾0

[17].
Let’s prove the convergence of the following series

∞∑︁
𝑘=0

⃒⃒
𝑓 (𝑘)(0)

⃒⃒
𝑘!

|𝜙(𝑘𝐴𝑞)| (7)

III Proof of the series’ (7) convergence for 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈

According to [18] if the limit lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 𝐾 <∞ exists then the convergence

of the series
∞∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛 with positive terms implies the convergence of the series
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 with positive terms.

Let’s make a comparison with the series

∞∑︁
𝑘=0

⃒⃒
𝑓 (𝑘)(0)

⃒⃒
𝑘!

𝑧𝑘0 , (8)

which is the series with positive terms. By Abel’s theorem [16], the convergence
of the series (4) in the circle 𝐾 : |𝑧| < 𝜗 implies the convergence of the series
(8) when 0 < 𝑧0 < 𝜗. Let’s set 𝑧0 = 𝑒−𝜈𝐴𝑞 − 𝜀0 for some small fixed 𝜀0 > 0.
Since 𝜗 = 𝑒−𝜈𝐴𝑞 and 𝜀0 > 0 is small, then 0 < 𝑧0 < 𝜗.
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Let’s prove that

lim
𝑘→∞

|𝑓 (𝑘)(0)|
𝑘! |𝜙(𝑘𝐴𝑞)|
|𝑓 (𝑘)(0)|

𝑘! 𝑧𝑘0

= lim
𝑘→∞

|𝜙(𝑘𝐴𝑞)|
𝑧𝑘0

<∞ (9)

for the functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈 .
Let’s rewrite the limit (9) in the following form lim

𝑘→∞
|𝜙(𝑘𝐴𝑞)|

(𝑒−𝜈𝐴𝑞−𝜀0)
𝑘 or, the

same, lim
𝑘→∞

|𝜙(𝑘𝐴𝑞)|

𝑒−𝑘𝜈𝐴𝑞
(︁
1− 𝜀0

𝑒−𝜈𝐴𝑞

)︁𝑘 .

Accordingly to [19] (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥, 𝑥 > −1, 𝑛 > 1. Note that this
inequality also holds when 𝑛 = 0 and 𝑛 = 1. Thus,

0 ≤ |𝜙(𝑘𝐴𝑞)|

𝑒−𝑘𝜈𝐴𝑞

(︁
1 − 𝜀0

𝑒−𝜈𝐴𝑞

)︁𝑘 ≤ |𝜙(𝑘𝐴𝑞)|

𝑒−𝑘𝜈𝐴𝑞

(︁
1 − 𝑘 𝜀0

𝑒−𝜈𝐴𝑞

)︁ (10)

since from 𝑧0 = 𝑒−𝜈𝐴𝑞 − 𝜀0 > 0 it follows that 𝜀0
𝑒−𝜈𝐴𝑞

< 1 and − 𝜀0
𝑒−𝜈𝐴𝑞

> −1.
Due to the fact that 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈 , 𝜙(𝑘𝐴𝑞) decreases on +∞ faster than 𝑒−𝜈𝑘𝐴𝑞 .

So, lim
𝑘→∞

|𝜙(𝑘𝐴𝑞)|
𝑒−𝑘𝜈𝐴𝑞

= 0. And lim
𝑘→∞

(︁
1 − 𝑘 𝜀0

𝑒−𝜈𝐴𝑞

)︁
= ∞. Then by the theorem of

the limit of the quotient [20] it is derived that

lim
𝑘→∞

|𝜙(𝑘𝐴𝑞)|

𝑒−𝑘𝜈𝐴𝑞

(︁
1 − 𝑘 𝜀0

𝑒−𝜈𝐴𝑞

)︁ = 0 (11)

Thus from (10) with regard to (11) by the property of comparison of limits
[20] it is derived that lim

𝑘→∞
|𝜙(𝑘𝐴𝑞)|

𝑒−𝑘𝜈𝐴𝑞
(︁
1− 𝜀0

𝑒−𝜈𝐴𝑞

)︁𝑘 = 0 <∞. That is (9) holds. Then

by the theorem the series (7) converges for all functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈 .
IV Proof of the series’ (7) convergence for 𝜙(𝑡) ∈ 𝐾0

Note that for the functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝐾0, since they are equal to zero outside
some bounded domain, there exists a number 𝑁 such that |𝜙(𝑘𝐴𝑞)| = 0 for
𝑘 > 𝑁 . In this case, the convergence of the series (7) can be proved by
another theorem, according to which if, at least starting from some place (say,
for 𝑛 > 𝑁), the inequality 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 holds, then the convergence of the series
∞∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛 with positive terms implies the convergence of the series
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 with

positive terms [18]. Then for 𝑘 > 𝑁 the following correspondence takes place
0 = |𝑓 (𝑘)(0)|

𝑘! |𝜙(𝑘𝐴𝑞)| ≤ |𝑓 (𝑘)(0)|
𝑘! 𝑧𝑘0 . Hence the series (7) is convergent for all

functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝐾0. Thus, it is proved that the series (6) converges absolutely
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for all functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈 ∪ 𝐾0, and the series (5) converges in the sense
indicated earlier.

The proved convergence of the series (5) implies the correctness of the
term-by-term application of the series (5) to any function from the spaces
𝐾𝑚,𝑚 ≥ 0,𝐾, 𝑆𝜈 .

V Proof that the resulting series (5) is the original for the Laplace
transform (2)

Now let’s prove that the resulting series (5) is the original for the Laplace
transform (2). For this, the Laplace transform is applied to the series (5)

𝐿

[︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴𝑞)

]︃
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝑒−𝑠𝑘𝐴𝑞

Let’s prove that the series
∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝑒−𝑠𝑘𝐴𝑞 (12)

converges to the known transform (2).
The series (12), taking into account the change of variables 𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴𝑞 , can

be written as (4), that is, it is an expansion of the function 𝑓(𝑧) (3) in Taylor
series. According to the theorems [15] and the proved regularity of the function
𝑓(𝑧), it is derived that the series (12) converges to the function 𝑓(𝑧) (3) with
the radius of convergence 𝑅 = 𝜗, which corresponds to the entire range of the
variable |𝑧| < 𝜗.

The statement of the theorem is proved.

2.2. Case 2

Let’s consider the most general case when 𝐴𝑖 =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑛𝑖𝑗𝐴𝑞𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑁 , 𝑛𝑖𝑗 , 𝑖 =

1, 𝑁, 𝑗 = 1,𝑚,𝑚 > 1 are natural numbers, for some fixed numbers 1 ≤ 𝑞𝑗 ≤
𝑁 , moreover 𝐴𝑞𝑗 ̸= 𝐴𝑞𝑘 , 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1,𝑚. Then the transform (1) can be
rewritten as

𝐹

⎛⎝𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑛𝑖𝑗𝐴𝑞𝑗

⎞⎠ (13)

Denote the functions of the complex variable 𝑠 as 𝑧𝑗 = 𝑒−𝑠𝐴𝑞𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚.
Since ℜ𝑠 > 0, then |𝑒−𝑠𝐴𝑞𝑗 | = |𝑧𝑗 | < 1. The expression (13) can be rewritten
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as

𝑓(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) = 𝐹

⎛⎝𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑧
𝑛𝑘𝑗

𝑗

⎞⎠ (14)

It is supposed that the function (14) satisfies Cauchy-Riemann conditions
in some domain |𝑧𝑗 | < 𝜗𝑗 < 1, 𝑗 = 1,𝑚.

For example, if 𝐹

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑧
𝑛𝑘𝑗

𝑗

)︃
= 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1
𝑐𝑘

𝑚∏︀
𝑗=1

𝑧
𝑛𝑘𝑗
𝑗

, than this func-

tion has max
1≤𝑘≤𝑁

𝑛𝑘1 = 𝜂 singular points 𝑧𝑖1 = 𝛼𝑖(𝑧2, . . . , 𝑧𝑚), 𝑖 = 1, 𝜂. So,

the points 𝑠𝑖 = 𝜈𝑖, 𝑖 = 1, 𝜂 that can be found from the equation 𝑠𝑖 =

− 1
𝐴𝑞1

ln𝛼𝑖

(︀
𝑒−𝑠𝑖𝐴𝑞2 , . . . , 𝑒−𝑠𝑖𝐴𝑞𝑚

)︀
, 𝑖 = 1, 𝜂 are singular points for the function

(13). Since 𝛾 in the formula of the inverse Laplace transform 1
2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︀
𝛾−𝑖∞

𝑓(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠

is the abscissa in the semi-plane of the Laplace integral’s absolute convergence
[5], so ℜ𝑠 > 𝜈 > 0, where 𝜈 = max{ max

1≤𝑖≤𝜂
𝜈𝑖, 0}. Thus, when ℜ𝑠 > 𝜈 > 0 it is

fulfilled that |𝑒−𝑠𝐴𝑞𝑗 | = |𝑧𝑗 | < 𝜗𝑗 < 1, 𝑗 = 1,𝑚, where 𝜗𝑗 = 𝑒−𝜈𝐴𝑞𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚.
So, the function (14) in the domain |𝑧𝑗 | < 𝜗𝑗 < 1, 𝑗 = 1,𝑚 does not have any
singular points.

Theorem 2. If the function (3) satisfies Cauchy-Riemann conditions in some

domain |𝑧𝑗 | < 𝜗𝑗 < 1, 𝑗 = 1,𝑚, then 𝐿−1

⎡⎣𝐹
⎛⎝𝑐0 +

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑛𝑖𝑗𝐴𝑞𝑗

⎞⎠⎤⎦ =

∞∑︀
𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1
𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0,...,0)

𝜕𝑧
𝑘1
1 ...𝜕𝑧𝑘𝑚𝑚

𝛿(𝑡−𝑘1𝐴𝑞1−...−𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚), where 𝑓(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚)

has the form (14).

Proof. I Proof of the correctness of the function’s (14) expansion into
Taylor series

First let’s prove that the function (14) is holomorphic. By the Hartogs-
Osgood theorem [21] a complex-valued function 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑚) is holomorphic
on an open set 𝑈 ⊂ C𝑚 (here C is the complex space) if, for each point 𝑎 =

(𝑎1, ..., 𝑎𝑚) ∈ 𝑈 and each number 𝑗(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚), the function 𝑓(𝑎1, ..., 𝑎𝑗−1, 𝑥𝑗 , 𝑎𝑗+1, ..., 𝑎𝑚)

of one complex variable 𝑥𝑗 defined on the open set {𝑥𝑗 ∈ C|(𝑎1, ..., 𝑎𝑗−1, 𝑥𝑗 , 𝑎𝑗+1, ..., 𝑎𝑚) ∈ 𝑈} ⊂
C𝑚, is holomorphic on the indicated open sets of the space C.

Let’s consider 𝑚 functions 𝑓(𝑎1, ..., 𝑎𝑗−1, 𝑧𝑗 , 𝑎𝑗+1, ..., 𝑎𝑚), 𝑗 = 1,𝑚, where
𝑎𝑗 ∈ C, 𝑗 = 1,𝑚 are arbitrary points for which it holds that |𝑎𝑗 | < 𝜗𝑗 < 1, 𝑗 =
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1,𝑚, and prove that they all satisfy Cauchy-Riemann conditions.

𝑓(𝑎1, ..., 𝑎𝑗−1, 𝑧𝑗 , 𝑎𝑗+1, ..., 𝑎𝑚) = 𝐹

(︃
𝑑0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘𝑧
𝑛𝑘𝑗

𝑗

)︃
, 𝑗 = 1,𝑚

where 𝑑0 = 𝑐0, 𝑑𝑘 = 𝑐𝑘
𝑚∏︀

𝑗=1,𝑖 ̸=𝑗

𝑎𝑛𝑘𝑖
𝑖 , 𝑘 = 1, 𝑁 .

Note that this function coincides with the function 𝑓(𝑧𝑗) = 𝐹

(︂
𝑐0 +

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘
𝑗

)︂
(3) which by the theorem’s condition satisfies Cauchy-Riemann conditions in
the domain |𝑧𝑗 | < 𝜗𝑗 < 1, 𝑗 = 1,𝑚. So, according to [22] all functions
𝑓(𝑎1, ..., 𝑎𝑗−1, 𝑧𝑗 , 𝑎𝑗+1, ..., 𝑎𝑚), 𝑗 = 1,𝑚 are holomorphic when |𝑧𝑗 | < 𝜗𝑗 <

1, 𝑗 = 1,𝑚 for any points 𝑎𝑗 ∈ C, 𝑗 = 1,𝑚 such that |𝑎𝑗 | < 𝜗𝑗 < 1, 𝑗 = 1,𝑚.
Hence, by the Hartogs-Osgood theorem, the function (14) is holomorphic on
the open set 𝑃 =

{︀
(𝑧1, ..., 𝑧𝑚) ∈ 𝐶𝑚||𝑧𝑗 | < 𝜗𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚

}︀
.

According to the theorem [21] the holomorphic in an open polycylinder
𝑃 =

{︀
(𝑧1, ..., 𝑧𝑚) ∈ C𝑚||𝑧𝑗 | < 𝜗𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚

}︀
function (14) is uniquely expanded

into the absolutely convergent Taylor series

∞∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1

𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0, ..., 0)

𝜕𝑧𝑘11 ...𝜕𝑧
𝑘𝑚
𝑚

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑧
𝑘𝑗
𝑗 (15)

II Application of the inverse Laplace transform to the series (15)

Accordingly, the following is true:

𝐿−1

⎡⎣𝐹
⎛⎝𝑐0 +

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑛𝑖𝑗𝐴𝑞𝑗

⎞⎠⎤⎦ =

= 𝐿−1

[︃
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1
𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0,...,0)

𝜕𝑧
𝑘1
1 ...𝜕𝑧𝑘𝑚𝑚

𝑚∏︀
𝑗=1

𝑧
𝑘𝑗
𝑗

]︃
=

=
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1
𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0,...,0)

𝜕𝑧
𝑘1
1 ...𝜕𝑧𝑘𝑚𝑚

𝛿(𝑡− 𝑘1𝐴𝑞1 − ...− 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)

Let’s prove that the derived series

∞∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1

𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0, ..., 0)

𝜕𝑧𝑘11 ...𝜕𝑧
𝑘𝑚
𝑚

𝛿(𝑡− 𝑘1𝐴𝑞1 − ...− 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚) (16)
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converges in the sense that all series(︃
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1
𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0,...,0)

𝜕𝑧
𝑘1
1 ...𝜕𝑧𝑘𝑚𝑚

𝛿(𝑡− 𝑘1𝐴𝑞1 − ...− 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚), 𝜙(𝑡)

)︃
=

=
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1
𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0,...,0)

𝜕𝑧
𝑘1
1 ...𝜕𝑧𝑘𝑚𝑚

𝜙(𝑘1𝐴𝑞1 + ...+ 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)

(17)

absolutely converge for all functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈 ∪𝐾0, where 𝑆𝜈 and 𝐾0 are the
spaces described in the theorem 1.

Let’s prove the convergence of the following series

∞∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1

𝑘1!...𝑘𝑚!

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0, ..., 0)

𝜕𝑧𝑘11 ...𝜕𝑧
𝑘𝑚
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ |𝜙(𝑘1𝐴𝑞1 + ...+ 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)| (18)

III Proof of the series’ (18) convergence for 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈

III.1 Proof of the limit case theorem for multiple series’ convergence

According to [18] and the theorem [23] if for two multiple series
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

𝑢𝑘1,..,𝑘𝑚

and
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

𝑣𝑘1,..,𝑘𝑚 with positive terms there are such 𝑘01, .., 𝑘0𝑚 that when

𝑘𝑖 > 𝑘0𝑖, 𝑖 = 1,𝑚 the inequalities 𝑢𝑘1,..,𝑘𝑚 ≤ 𝑣𝑘1,..,𝑘𝑚 hold, then the conver-

gence of the multiple series
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

𝑣𝑘1,..,𝑘𝑚 implies the convergence of the

multiple series
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

𝑢𝑘1,..,𝑘𝑚 . Also the limit case of this theorem can be

formulated. If the multiple limit lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

𝑢𝑘1,..,𝑘𝑚

𝑣𝑘1,..,𝑘𝑚
= 𝐾 < ∞, then the con-

vergence of the multiple series
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

𝑣𝑘1,..,𝑘𝑚 implies the convergence of the

multiple series
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

𝑢𝑘1,..,𝑘𝑚 . Indeed, if lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

𝑢𝑘1,..,𝑘𝑚

𝑣𝑘1,..,𝑘𝑚
= 𝐾 <∞ then

by the definition of the multiple limit [20] the following holds: for each 𝜀 > 0,
no matter how small it may be, there exists a number 𝑁 such that for all
𝑘𝑖 > 𝑁, 𝑖 = 1,𝑚: |𝑢𝑘1,..,𝑘𝑚

𝑣𝑘1,..,𝑘𝑚
−𝐾| < 𝜀 or 𝑢𝑘1,..,𝑘𝑚

𝑣𝑘1,..,𝑘𝑚
< 𝐾 + 𝜀. That is the following

estimation holds 𝑢𝑘1,..,𝑘𝑚 < (𝐾 + 𝜀)𝑣𝑘1,..,𝑘𝑚 . By the theorem of the multiplica-

tion of the multiple series by the digit [23], the series
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

(𝐾 + 𝜀)𝑣𝑘1,..,𝑘𝑚

converges. Then by the theorem indicated earlier the series
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

𝑢𝑘1,..,𝑘𝑚

converges.
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III.2 Comparison with the convergent series
Let’s make a comparison with the series

∞∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1

𝑘1!...𝑘𝑚!

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0, ..., 0)

𝜕𝑧𝑘11 ...𝜕𝑧
𝑘𝑚
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑧
𝑘𝑗
0𝑗 , (19)

which is the series with positive terms. The absolute convergence of the series
(15) in the polycylinder 𝑃 =

{︀
(𝑧1, ..., 𝑧𝑚) ∈ C𝑚||𝑧𝑗 | < 𝜗𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚

}︀
implies

the absolute convergence of the series (19) when 0 < 𝑧0𝑗 < 𝜗𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚. Let’s
set 𝑧0𝑗 = 𝑒−𝜈𝐴𝑞𝑗 − 𝜀𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚 for some small fixed 𝜀𝑗 > 0, 𝑗 = 1,𝑚. Since
𝜗𝑗 = 𝑒−𝜈𝐴𝑞𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚 and 𝜀𝑗 > 0, 𝑗 = 1,𝑚 are small, then 0 < 𝑧0𝑗 < 𝜗𝑗 , 𝑗 =

1,𝑚.
Let’s prove that

lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

1
𝑘1!...𝑘𝑚!

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0,...,0)

𝜕𝑧
𝑘1
1 ...𝜕𝑧

𝑘𝑚
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒|𝜙(𝑘1𝐴𝑞1+...+𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚 )|

1
𝑘1!...𝑘𝑚!

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0,...,0)

𝜕𝑧
𝑘1
1 ...𝜕𝑧

𝑘𝑚
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑚∏︀
𝑗=1

𝑧
𝑘𝑗
0𝑗

=

= lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

|𝜙(𝑘1𝐴𝑞1+...+𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚 )|
𝑚∏︀

𝑗=1
𝑧
𝑘𝑗
0𝑗

<∞

(20)

for the functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈 .

Let’s rewrite the limit (20) in the following form lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

|𝜙(𝑘1𝐴𝑞1+...+𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚 )|
𝑚∏︀

𝑗=1

(︁
𝑒
−𝜈𝐴𝑞𝑗 −𝜀𝑗

)︁𝑘𝑗

or, the same, lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

|𝜙(𝑘1𝐴𝑞1+...+𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚 )|
𝑚∏︀

𝑗=1
𝑒
−𝑘𝑗𝜈𝐴𝑞𝑗

𝑚∏︀
𝑗=1

(︂
1−

𝜀𝑗

𝑒
−𝜈𝐴𝑞𝑗

)︂𝑘𝑗
.

Accordingly to [19] (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥, 𝑥 > −1, 𝑛 > 1. Note that this
inequality also holds when 𝑛 = 0 and 𝑛 = 1. Thus,

0 ≤ |𝜙(𝑘1𝐴𝑞1 + ...+ 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)|
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑒−𝑘𝑗𝜈𝐴𝑞𝑗

𝑚∏︀
𝑗=1

(︁
1 − 𝜀𝑗

𝑒
−𝜈𝐴𝑞𝑗

)︁𝑘𝑗 ≤ |𝜙(𝑘1𝐴𝑞1 + ...+ 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)|
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑒−𝑘𝑗𝜈𝐴𝑞𝑗

𝑚∏︀
𝑗=1

(︁
1 − 𝑘𝑗

𝜀𝑗

𝑒
−𝜈𝐴𝑞𝑗

)︁ (21)

since from 𝑧0𝑗 = 𝑒−𝜈𝐴𝑞𝑗 − 𝜀𝑗 > 0, 𝑗 = 1,𝑚 it follows that 𝜀𝑗

𝑒
−𝜈𝐴𝑞𝑗

< 1, 𝑗 = 1,𝑚

and − 𝜀𝑗

𝑒
−𝜈𝐴𝑞𝑗

> −1, 𝑗 = 1,𝑚.
Due to the fact that 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈 , 𝜙(𝑘1𝐴𝑞1 + ... + 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚) decreases on +∞

faster than 𝑒−𝜈(𝑘1𝐴𝑞1+...+𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚 ). So, lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

|𝜙(𝑘1𝐴𝑞1+...+𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚 )|
𝑚∏︀

𝑗=1
𝑒
−𝑘𝑗𝜈𝐴𝑞𝑗

= 0. And
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by the theorem of limit of the product [20] lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

𝑚∏︀
𝑗=1

(︁
1 − 𝑘𝑗

𝜀𝑗

𝑒
−𝜈𝐴𝑞𝑗

)︁
= ∞.

Then by the theorem of the limit of the quotient [20] it is derived that

lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

|𝜙(𝑘1𝐴𝑞1 + ...+ 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)|
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑒−𝑘𝑗𝜈𝐴𝑞𝑗

𝑚∏︀
𝑗=1

(︁
1 − 𝑘𝑗

𝜀𝑗

𝑒
−𝜈𝐴𝑞𝑗

)︁ = 0 (22)

III.3 Proof of the comparison theorem for multiple limits
Let’s prove for the multiple limits the following comparison theorem. If for

the sequences 𝑥𝑘1,...,𝑘𝑚 , 𝑦𝑘1,...,𝑘𝑚 , 𝑧𝑘1,...,𝑘𝑚 the inequalities 𝑥𝑘1,...,𝑘𝑚 ≤ 𝑦𝑘1,...,𝑘𝑚 ≤
𝑧𝑘1,...,𝑘𝑚 always hold, and the sequences 𝑥𝑘1,...,𝑘𝑚 , 𝑧𝑘1,...,𝑘𝑚 tend to the common
multiple limit lim

𝑘1,...,𝑘𝑚→∞
𝑥𝑘1,...,𝑘𝑚 = lim

𝑘1,...,𝑘𝑚→∞
𝑧𝑘1,...,𝑘𝑚 = 𝑎, then the sequence

𝑦𝑘1,...,𝑘𝑚 also has the same multiple limit lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

𝑦𝑘1,...,𝑘𝑚 = 𝑎. Let’s fix some

arbitrary 𝜀 > 0. For it there is some number 𝑁1 that when 𝑘𝑖 > 𝑁1, 𝑖 = 1,𝑚

the following holds 𝑎−𝜀 < 𝑥𝑘1,...,𝑘𝑚 < 𝑎+𝜀. Also there is some number 𝑁2 that
when 𝑘𝑖 > 𝑁1, 𝑖 = 1,𝑚 the following holds 𝑎− 𝜀 < 𝑧𝑘1,...,𝑘𝑚 < 𝑎+ 𝜀. Choosing
𝑁 > max {𝑁1, 𝑁2} for 𝑘𝑖 > 𝑁, 𝑖 = 1,𝑚 both previous double inequalities hold
and then 𝑎− 𝜀 < 𝑥𝑘1,...,𝑘𝑚 ≤ 𝑦𝑘1,...,𝑘𝑚 ≤ 𝑧𝑘1,...,𝑘𝑚 < 𝑎+ 𝜀. Thus,

𝑎− 𝜀 < 𝑦𝑘1,...,𝑘𝑚 < 𝑎+ 𝜀 or |𝑦𝑘1,...,𝑘𝑚 − 𝑎| < 𝜀

when 𝑘𝑖 > 𝑁 , 𝑖 = 1,𝑚. That is

lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

𝑦𝑘1,...,𝑘𝑚 = 𝑎

is proved.
Thus from (21) with regard to (22) by the proven property of comparison

of multiple limits it is derived that

lim
𝑘1,...,𝑘𝑚→∞

|𝜙(𝑘1𝐴𝑞1 + ...+ 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)|
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑒−𝑘𝑗𝜈𝐴𝑞𝑗

𝑚∏︀
𝑗=1

(︁
1 − 𝜀𝑗

𝑒
−𝜈𝐴𝑞𝑗

)︁𝑘𝑗 = 0 <∞.

That is (20) holds. Then by the theorem the series (18) converges for all
functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈 .

IV Proof of the series’ (18) convergence for 𝜙(𝑡) ∈ 𝐾0

Note that for the functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝐾0, since they are equal to zero outside
some bounded domain, there exist numbers 𝑘01, ..., 𝑘0𝑚 such that

|𝜙(𝑘1𝐴𝑞1 + ...+ 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)| = 0
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for 𝑘𝑖 > 𝑘0𝑖, 𝑖 = 1,𝑚. In this case the convergence of the series (18) can be
proved by the indicated earlier theorem of the comparison of the multiple series
with positive terms. Then for 𝑘𝑖 > 𝑘0𝑖, 𝑖 = 1,𝑚:

0 =
1

𝑘1!...𝑘𝑚!

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0, ..., 0)

𝜕𝑧𝑘11 ...𝜕𝑧
𝑘𝑚
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ |𝜙(𝑘1𝐴𝑞1 + ...+ 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)| ≤

≤ 1

𝑘1!...𝑘𝑚!

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0, ..., 0)

𝜕𝑧𝑘11 ...𝜕𝑧
𝑘𝑚
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑧𝑘𝑖0𝑖

is derived. Therefore, the series (18) is convergent for all functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝐾0.
Thus, it is proved that the series (17) converges absolutely for all functions
𝜙(𝑡) ∈ 𝑆𝜈 ∪𝐾0, and the series (16) converges in the sense indicated earlier.

The proved convergence of the series (16) implies the correctness of the
term-by-term application of the series (16) to any function from the spaces
𝐾𝑚,𝑚 ≥ 0,𝐾, 𝑆𝜈 .

V Proof that the resulting series (16) is the original for the
Laplace transform (13)

Now let’s prove that the resulting series (16) is the original for the Laplace
transform (13). For this, the Laplace transform is applied to the series (16)

𝐿

[︃
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1
𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0,...,0)

𝜕𝑧
𝑘1
1 ...𝜕𝑧𝑘𝑚𝑚

𝛿(𝑡− 𝑘1𝐴𝑞1 − ...− 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)

]︃
=

=
∞∑︀

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1
𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0,...,0)

𝜕𝑧
𝑘1
1 ...𝜕𝑧𝑘𝑚𝑚

𝑒
−𝑠

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗𝐴𝑞𝑗

Let’s prove that the derived series
∞∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1

𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0, ..., 0)

𝜕𝑧𝑘11 ...𝜕𝑧
𝑘𝑚
𝑚

𝑒
−𝑠

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗𝐴𝑞𝑗

(23)

converges to the known transform (13).
The series (23), taking into account the change of variables 𝑧𝑗 = 𝑒−𝑠𝐴𝑞𝑗 , 𝑗 =

1,𝑚, can be written as (15), that is, it is an expansion of the function
𝑓(𝑧1, ..., 𝑧𝑚) (14) in Taylor series. According to the theorems [21] and the
proved holomorphy of the function 𝑓(𝑧1, ..., 𝑧𝑚), it is derived that the series
(23) converges to the function 𝑓(𝑧1, ..., 𝑧𝑚) (14) with the radiuses of conver-
gence 𝑟𝑗 = 𝜗𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚, which corresponds to the entire range of the variables
|𝑧𝑗 | < 𝜗𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚.

The statement of the theorem is proved.
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2.3. Relation with the convolution

Let’s consider the function of the structure (1)

1

𝑐0 +
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒−𝑠𝐴𝑖

(24)

and the most general form of the transform, the partial case of which is the
function (24)

𝑥𝐿(𝑠) =
𝑓𝐿(𝑠)

𝑐0 +𝐾𝐿(𝑠)
(25)

Here 𝑓(𝑡) = 𝛿(𝑡),𝐾(𝑡) =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝛿(𝑡 − 𝐴𝑖) for the function (24). As it was

shown in [14], the equation (25) can be written using convolution [17][︃
𝑐0𝛿(𝑡) +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝛿(𝑡−𝐴𝑖)

]︃
* 𝑥(𝑡) = 𝛿(𝑡) (26)

That is, finding the original 𝑥(𝑡) is reduced to the solving of the convolution
equation (26). So, the derived results from the theorems regarding the function
(24) can be verified using the convolution. Also the following consequences can
be formulated

Consequence 1
[︂
𝑐0𝛿(𝑡) +

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝛿(𝑡− 𝑛𝑖𝐴𝑚)

]︂−1

=
∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! 𝛿(𝑡 − 𝑘𝐴𝑚),

where 𝑓(𝑧) = 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1
𝑐𝑘𝑧

𝑛𝑘

.

Consequence 2

[︃
𝑐0𝛿(𝑡) +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝛿(𝑡− 𝑘1𝐴𝑞1 − . . .− 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚)

]︃−1

=

∞∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1

𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0, ..., 0)

𝜕𝑧𝑘11 ...𝜕𝑧
𝑘𝑚
𝑚

𝛿(𝑡− 𝑘1𝐴𝑞1 − ...− 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚),

where 𝑓(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) = 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1

𝑐𝑘
𝑚∏︀

𝑗=1
𝑧
𝑛𝑘𝑗
𝑗

.

The verification of the theorems for some examples of the function (24)
using given consequences is done in Appendix B.
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3. Conclusions

In the article the new method for the analytical inversion of the Laplace
transform is proposed for some cases. The theorems are proved. The results
derived by the new method are compared with the formulas known in literature.
The new formulas of analytical inversion of Laplace transform are presented.
This method can be used for the mechanical problems dealing with Laplace
transform.

A. Some other examples of functions of the structure (2)

A.1. Logarithmic case

The transform (2) can be written in the following form

ln

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑞

⃒⃒⃒⃒
⃒ (𝐴.1)

The function (3) in this case can be written as

𝑓(𝑧) = ln

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ (𝐴.2)

This function has max
1≤𝑘≤𝑁

𝑛𝑘 = 𝜂 singular points 𝑧𝑖 = 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 𝜂. So,

the points 𝑠𝑖 = − 1
𝐴𝑞

ln𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 𝜂 are singular points for the function (A.1).

Since 𝛾 in the formula of the inverse Laplace transform 1
2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︀
𝛾−𝑖∞

𝑓(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑡 is

the abscissa in the semi-plane of the Laplace integral’s absolute convergence

[5], so ℜ𝑠 > 𝜈 > 0, where 𝜈 = max

{︂
max
1≤𝑖≤𝜈

ℜ
{︁
− 1

𝐴𝑞
ln𝛼𝑖

}︁
, 0

}︂
. Thus, when

ℜ𝑠 > 𝜈 > 0 it is fulfilled that |𝑒−𝑠𝐴𝑞 | = |𝑧| < 𝜗 < 1, where 𝜗 = 𝑒−𝜈𝐴𝑞 . So, the
function (A.2) in the domain |𝑧| < 𝜗 < 1 does not have any singular points.

Lemma 1 The function (A.2) satisfies Cauchy-Riemann conditions in the
domain |𝑧| < 𝜗 < 1 where it has no singular points.

Proof. Cauchy-Riemann conditions for the function 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)

have the following form [15]:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
;
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝐴.3)
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The function (A.2) can be rewritten in the following form

𝑓(𝑧) = ln

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ln

(︂
𝑐0 +

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛𝑘

)︂
, 𝑐0 +

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛𝑘 > 0,

ln

(︂
−𝑐0 −

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛𝑘

)︂
, 𝑐0 +

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛𝑘 < 0

(A.4)

Calculate partial derivatives of the first function in (A.4):

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘𝑛𝑘(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛𝑘−1

𝑐0 +
𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛𝑘

;
𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘𝑛𝑘𝑖(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛𝑘−1

𝑐0 +
𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛𝑘

(𝐴.5)

Note that partial derivatives of the second function in (A.4) have the same
form (A.5).

Let’s rewrite the denominator

1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1
𝑐𝑘𝑧

𝑛𝑘

= 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1
𝑐𝑘(𝑥+𝑖𝑦)𝑛𝑘

= 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1
𝑐𝑘

𝑛𝑘∑︀
𝑙=0

𝐶𝑙
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−𝑙(𝑖𝑦)𝑙
=

= 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1

𝑐𝑘

[𝑛𝑘/2]∑︀
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙𝑦2𝑙+𝑖
𝑁∑︀

𝑘=1
𝑐𝑘

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︀
𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙+1

=

= 1
𝑅𝑒+𝑖𝐼𝑚 = 𝑅𝑒−𝑖𝐼𝑚

𝑅𝑒2+𝐼𝑚2

Here

𝑅𝑒(𝑥, 𝑦) = 𝑐0 +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

[𝑛𝑘/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘
𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙𝑦2𝑙,

𝐼𝑚(𝑥, 𝑦) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙+1,

(A.6)

where [𝑛𝑘/2] and [(𝑛𝑘 − 1)/2] are integer parts of division.
Analogically to the denominator, the nominator can be rewritten as

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑛𝑘(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛𝑘−1 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑛𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑙=0

𝐶 𝑙
𝑛𝑘−1𝑥

𝑛𝑘−𝑙−1(𝑖𝑦)𝑙 =

=
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑛𝑘

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘−1𝑥

𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙
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+ 𝑖

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑛𝑘

[(𝑛𝑘−2)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘−1𝑥

𝑛𝑘−2𝑙−2(−1)𝑙𝑦2𝑙+1

= 𝑟𝑒+ 𝑖 𝑖𝑚,

where

𝑟𝑒(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑛𝑘

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘−1𝑥

𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙,

𝑖𝑚(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑛𝑘

[(𝑛𝑘−2)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘−1𝑥

𝑛𝑘−2𝑙−2(−1)𝑙𝑦2𝑙+1

Then the partial derivatives (A.5) can be rewritten in the following form

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

(𝑟𝑒+ 𝑖𝑖𝑚)(𝑅𝑒− 𝑖 𝐼𝑚)

𝑅𝑒2 + 𝐼𝑚2
=

=
𝑟𝑒𝑅𝑒+ 𝑖𝑚 𝐼𝑚

𝑅𝑒2 + 𝐼𝑚2
+ 𝑖

𝑖𝑚𝑅𝑒− 𝑟𝑒 𝐼𝑚

𝑅𝑒2 + 𝐼𝑚2
=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

(𝑖 𝑟𝑒− 𝑖𝑚)(𝑅𝑒− 𝑖 𝐼𝑚)

𝑅𝑒2 + 𝐼𝑚2
=

=
−𝑖𝑚𝑅𝑒+ 𝑟𝑒 𝐼𝑚

𝑅𝑒2 + 𝐼𝑚2
+ 𝑖

𝑟𝑒𝑅𝑒+ 𝑖𝑚 𝐼𝑚

𝑅𝑒2 + 𝐼𝑚2
=
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑦
.

Here
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝑟𝑒𝑅𝑒+ 𝑖𝑚𝐼𝑚

𝑅𝑒2 + 𝐼𝑚2
,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝑖𝑚𝑅𝑒− 𝑟𝑒𝐼𝑚

𝑅𝑒2 + 𝐼𝑚2
,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

−𝑖𝑚𝑅𝑒+ 𝑟𝑒𝐼𝑚

𝑅𝑒2 + 𝐼𝑚2
,

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=
𝑟𝑒𝑅𝑒+ 𝑖𝑚𝐼𝑚

𝑅𝑒2 + 𝐼𝑚2
,

so it is seen that Cauchy-Riemann conditions (A.3) are fulfilled for both func-
tions in (A.4). Consequently, it is derived that the function (A.2) satisfies
Cauchy-Riemann conditions (A.3) for all |𝑧| < 𝜗 < 1.

A.2. Trigonometric case

The transform (2) can be written in the following form

sin

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑞

)︃
(𝐴.7)

or

cos

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑞

)︃
(𝐴.8)
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The function (3) in this case can be written as

𝑓(𝑧) = sin

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

)︃
(𝐴.9)

or

𝑓(𝑧) = cos

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

)︃
(𝐴.10)

It is obvious that the functions (A.9) and (A.10) have no singular points.
Lemma 2 The function (A.9) satisfies Cauchy-Riemann conditions through-

out the definition.

Proof. First let’s present the function (3) in the form 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦)+ 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦):

𝑓(𝑧) = 𝐹

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

)︃
= 𝐹

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛𝑘

)︃
=

= 𝐹

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

𝑛𝑘∑︁
𝑙=0

𝐶 𝑙
𝑛𝑘
𝑥𝑛𝑘−𝑙(𝑖𝑦)𝑙

)︃
=

= 𝐹

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

[𝑛𝑘/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘
𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙𝑦2𝑙

+ 𝑖
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙+1

)︃
=

= 𝐹 (𝑅𝑒+ 𝑖𝐼𝑚)

(A.11)

Here 𝑅𝑒(𝑥, 𝑦), 𝐼𝑚(𝑥, 𝑦) are defined by (A.6). Calculate 𝑅𝑒′𝑥, 𝐼𝑚′
𝑦, 𝑅𝑒′𝑦,

𝐼𝑚′
𝑥.

𝑅𝑒′𝑥 =
𝜕𝑅𝑒

𝜕𝑥
=

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘

(𝑛𝑘 − 2𝑙)𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙;

𝑅𝑒′𝑦 =
𝜕𝑅𝑒

𝜕𝑦
=

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

[𝑛𝑘/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘
𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙(2𝑙)𝑦2𝑙−1;

𝐼𝑚′
𝑥 =

𝜕𝐼𝑚

𝜕𝑥
=

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

(𝑛𝑘 − 2𝑙 − 1)𝑥𝑛𝑘−2𝑙−2(−1)𝑙𝑦2𝑙+1;

𝐼𝑚′
𝑦 =

𝜕𝐼𝑚

𝜕𝑦
=

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙(2𝑙 + 1)𝑦2𝑙.
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Calculate the following differences:

𝑅𝑒′𝑥 − 𝐼𝑚′
𝑦 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

(︃
[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁

𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘

(𝑛𝑘 − 2𝑙)𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙−

−
[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁

𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙(2𝑙 + 1)𝑦2𝑙

)︃
=

=
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

(︃
[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁

𝑙=0

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙

(︃
𝑛𝑘!

(2𝑙)!(𝑛𝑘 − 2𝑙)!
(𝑛𝑘 − 2𝑙)−

− 𝑛𝑘!

(2𝑙 + 1)!(𝑛𝑘 − 2𝑙 − 1)!
(2𝑙 + 1)

)︃)︃
= 0;

𝑅𝑒′𝑦 + 𝐼𝑚′
𝑥 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

(︃
[𝑛𝑘/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘
𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙(2𝑙)𝑦2𝑙−1+

+

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

(𝑛𝑘 − 2𝑙 − 1)𝑥𝑛𝑘−2𝑙−2(−1)𝑙𝑦2𝑙+1

)︃
=

=

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

(︃
[𝑛𝑘/2]∑︁
𝑙=0

𝑛𝑘!

(2𝑙)!(𝑛𝑘 − 2𝑙)!
(2𝑙)𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙𝑦2𝑙−1−

−
[𝑛𝑘/2]∑︁
𝑙=0

𝑛𝑘!

(2𝑙 − 1)!(𝑛𝑘 − 2𝑙 + 1)!
(𝑛𝑘 − 2𝑙 + 1)𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙𝑦2𝑙−1

)︃
= 0.

So, it is derived that

𝑅𝑒′𝑥 = 𝐼𝑚′
𝑦, 𝑅𝑒

′
𝑦 = −𝐼𝑚′

𝑥 (𝐴.12)

takes place.
Using (A.11), the properties of trigonometric functions and Euler formulae

the function (A.9) can be rewritten as 𝑓(𝑧) = sin (𝑅𝑒+ 𝑖𝐼𝑚) = sin𝑅𝑒 cos(𝑖𝐼𝑚)+

cos𝑅𝑒 sin(𝑖𝐼𝑚) = sin𝑅𝑒 cosh 𝐼𝑚+ 𝑖 cos𝑅𝑒 sinh 𝐼𝑚 = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦), where
𝑢(𝑥, 𝑦) = sin𝑅𝑒 cosh 𝐼𝑚, 𝑣(𝑥, 𝑦) = cos𝑅𝑒 sinh 𝐼𝑚.

Calculate the partial derivatives 𝜕𝑢
𝜕𝑥 ,

𝜕𝑣
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑢
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑣
𝜕𝑥 :

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= cos𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑥 cosh 𝐼𝑚+ sin𝑅𝑒 sinh 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑥;

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= − sin𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑦 sinh 𝐼𝑚+ cos𝑅𝑒 cosh 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑦;
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𝜕𝑢

𝜕𝑦
= cos𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑦 cosh 𝐼𝑚+ sin𝑅𝑒 sinh 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑦;

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= − sin𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑥 sinh 𝐼𝑚+ cos𝑅𝑒 cosh 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑥.

Using (A.12), it is derived that Cauchy-Riemann conditions (A.3) are ful-
filled for the function (A.9) for all 𝑧.

Lemma 3 The function (A.10) satisfies Cauchy-Riemann conditions through-
out the definition.

Proof. Using (A.11), the properties of trigonometric functions and Euler for-
mulae the function (A.10) can be rewritten as 𝑓(𝑧) = cos (𝑅𝑒+ 𝑖𝐼𝑚) =

cos𝑅𝑒 cos(𝑖𝐼𝑚)−sin𝑅𝑒 sin(𝑖𝐼𝑚) = cos𝑅𝑒 cosh 𝐼𝑚−𝑖 sin𝑅𝑒 sinh 𝐼𝑚 = 𝑢(𝑥, 𝑦)+

𝑖𝑣(𝑥, 𝑦), where 𝑢(𝑥, 𝑦) = cos𝑅𝑒 cosh 𝐼𝑚, 𝑣(𝑥, 𝑦) = − sin𝑅𝑒 sinh 𝐼𝑚.
Calculate the partial derivatives 𝜕𝑢

𝜕𝑥 ,
𝜕𝑣
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑢
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑣
𝜕𝑥 :

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= − sin𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑥 cosh 𝐼𝑚+ cos𝑅𝑒 sinh 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑥;

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= − cos𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑦 sinh 𝐼𝑚− sin𝑅𝑒 cosh 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑦;

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= − sin𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑦 cosh 𝐼𝑚+ cos𝑅𝑒 sinh 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑦;

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= − cos𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑥 sinh 𝐼𝑚− sin𝑅𝑒 cosh 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑥.

Using (A.12), it is derived that Cauchy-Riemann conditions (A.3) are ful-
filled for the function (A.10) for all 𝑧.

A.3. Hyperbolic case

The transform (2) can be written in the following form

sinh

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑞

)︃
(𝐴.13)

or

cosh

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑞

)︃
(𝐴.14)

The function (3) in this case can be written as

𝑓(𝑧) = sinh

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

)︃
(𝐴.15)
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or

𝑓(𝑧) = cosh

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

)︃
(𝐴.16)

It is obvious that the functions (A.15) and (A.16) have no singular points.
Lemma 4 The function (A.15) satisfies Cauchy-Riemann conditions through-

out the definition.

Proof. Using (A.11), the properties of hyperbolic functions and Euler for-
mulae the function (A.15) can be rewritten as 𝑓(𝑧) = sinh (𝑅𝑒+ 𝑖𝐼𝑚) =

sinh𝑅𝑒 cosh(𝑖𝐼𝑚) + cosh𝑅𝑒 sinh(𝑖𝐼𝑚) = sinh𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚 + 𝑖 cosh𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚 =

𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦), where 𝑢(𝑥, 𝑦) = sinh𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚, 𝑣(𝑥, 𝑦) = cosh𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚.
Calculate the partial derivatives 𝜕𝑢

𝜕𝑥 ,
𝜕𝑣
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑢
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑣
𝜕𝑥 :

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= cosh𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑥 cos 𝐼𝑚− sinh𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑥;

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= sinh𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑦 sin 𝐼𝑚+ cosh𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑦;

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= cosh𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑦 cos 𝐼𝑚− sinh𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑦;

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= sinh𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑥 sin 𝐼𝑚+ cosh𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑥.

Using (A.12), it is derived that Cauchy-Riemann conditions (A.3) are ful-
filled for the function (A.15) for all 𝑧.

Lemma 5 The function (A.16) satisfies Cauchy-Riemann conditions through-
out the definition.

Proof. Using (A.11), the properties of hyperbolic functions and Euler for-
mulae the function (A.10) can be rewritten as 𝑓(𝑧) = cosh (𝑅𝑒+ 𝑖𝐼𝑚) =

cosh𝑅𝑒 cosh(𝑖𝐼𝑚) − sinh𝑅𝑒 sinh(𝑖𝐼𝑚) = cosh𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚 + 𝑖 sinh𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚 =

𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦), where 𝑢(𝑥, 𝑦) = cosh𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚, 𝑣(𝑥, 𝑦) = sinh𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚.
Calculate the partial derivatives 𝜕𝑢

𝜕𝑥 ,
𝜕𝑣
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑢
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑣
𝜕𝑥 :

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= sinh𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑥 cos 𝐼𝑚− cosh𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑥;

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= cosh𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑦 sin 𝐼𝑚+ sinh𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑦;

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= sinh𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑦 cos 𝐼𝑚− cosh𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑦;
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𝜕𝑣

𝜕𝑥
= cosh𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑥 sin 𝐼𝑚+ sinh𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑥.

Using (A.12), it is derived that Cauchy-Riemann conditions (A.3) are ful-
filled for the function (A.16) for all 𝑧.

A.4. Exponential case

The transform (2) can be written in the following form

exp

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑞

)︃
(𝐴.17)

The function (3) in this case can be written as

𝑓(𝑧) = exp

(︃
𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑛𝑘

)︃
(𝐴.18)

It is obvious that the function (A.18) has no singular points.

Lemma 6 The function (A.18) satisfies Cauchy-Riemann conditions through-
out the definition.

Proof. Using (A.11) and Euler formulae the function (A.18) can be rewritten as
𝑓(𝑧) = 𝑒𝑅𝑒 (cos 𝐼𝑚+ 𝑖 sin 𝐼𝑚) = 𝑒𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚+ 𝑖𝑒𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚 = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦),
where 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚, 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚.

Calculate the partial derivatives 𝜕𝑢
𝜕𝑥 ,

𝜕𝑣
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑢
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑣
𝜕𝑥 :

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑒𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑥 cos 𝐼𝑚− 𝑒𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑥;

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑒𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑦 sin 𝐼𝑚+ 𝑒𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑦;

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑒𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑦 cos 𝐼𝑚− 𝑒𝑅𝑒 sin 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑦;

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝑒𝑅𝑒𝑅𝑒′𝑥 sin 𝐼𝑚+ 𝑒𝑅𝑒 cos 𝐼𝑚𝐼𝑚′

𝑥.

Using (A.12), it is derived that Cauchy-Riemann conditions (A.3) are ful-
filled for the function (A.18) for all 𝑧.
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B. Examples and verification

B.1. Verification with the previously known results

The verification of the proposed method is done on the known transforms.
Consider the functions 1

1−𝑒−𝑠𝐴 and 1
1+𝑒−𝑠𝐴 when 𝐴 > 0. From [24] it is known

that

𝐿−1

[︂
1

1 − 𝑒−𝑠𝐴

]︂
=

∞∑︁
𝑛=0

𝛿(𝑡− 𝑛𝐴), (𝐵.1)

𝐿−1

[︂
1

1 + 𝑒−𝑠𝐴

]︂
=

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝛿(𝑡− 𝑛𝐴) (𝐵.2)

Let’s show that the results derived from theorem 1 are consistent with the
known results (B.1)-(B.2).

According to theorem 1

𝐿−1

[︂
1

1 − 𝑒−𝑠𝐴

]︂
=
[︀
𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴

]︀
= 𝐿−1

[︂
1

1 − 𝑧

]︂
=

∞∑︁
𝑘=0

𝛿(𝑡− 𝑘𝐴), (𝐵.3)

which is congruent to (B.1).

𝐿−1

[︂
1

1 + 𝑒−𝑠𝐴

]︂
=
[︀
𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴

]︀
= 𝐿−1

[︂
1

1 + 𝑧

]︂
=

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝛿(𝑡− 𝑘𝐴), (𝐵.4)

which is congruent to (B.2).
So, the known results (B.1)-(B.2) are equal to the results derived from

theorem 1 (B.3)-(B.4).
Let’s consider some examples of application of the proved theorems.

B.2. Some examples based on the theorem 1

Example 1 Consider the following functions 1
(1−𝑑𝑒−𝑠𝐴)𝛼

and 1
(1+𝑑𝑒−𝑠𝐴)𝛼

when 𝐴, 𝑑 > 0 are some digits, 𝛼 is a natural digit.
The Taylor series can be easily constructed for the functions 𝑓(𝑧) = 1

(1−𝑑𝑧)𝛼

and 𝑔(𝑧) = 1
(1+𝑑𝑧)𝛼 :

𝑓(𝑧) = 1 +
∞∑︀
𝑘=1

𝑑𝑘𝛼(𝛼+1)...(𝛼+𝑘−1)
𝑘! 𝑧𝑘

𝑔(𝑧) = 1 +
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘𝑑𝑘𝛼(𝛼+1)...(𝛼+𝑘−1)
𝑘! 𝑧𝑘
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According to theorem 1

𝐿−1

[︂
1

(1 − 𝑑𝑒−𝑠𝐴)𝛼

]︂
=
[︀
𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴

]︀
= 𝐿−1 [𝑓(𝑧)] =

= 𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘𝛼(𝛼+ 1)...(𝛼+ 𝑘 − 1)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

𝐿−1

[︂
1

(1 + 𝑑𝑒−𝑠𝐴)𝛼

]︂
=
[︀
𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴

]︀
= 𝐿−1 [𝑔(𝑧)] =

= 𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑑𝑘𝛼(𝛼+ 1)...(𝛼+ 𝑘 − 1)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴).

Finally the following formulas are derived

𝐿−1

[︂
1

(1 − 𝑑𝑒−𝑠𝐴)𝛼

]︂
= 𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘𝛼(𝛼+ 1)...(𝛼+ 𝑘 − 1)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴) (𝐵.5)

𝐿−1

[︂
1

(1 + 𝑑𝑒−𝑠𝐴)𝛼

]︂
= 𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑑𝑘𝛼(𝛼+ 1)...(𝛼+ 𝑘 − 1)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

(𝐵.6)

Let’s verify the derived formulas (B.5)-(B.6) with the use of convolution.
It can be done for any fixed 𝛼 and any 𝑑 > 0. Let’s prove this for 𝛼 = 2.

According to (B.5), (B.6)

𝐿−1

[︂
1

(1 − 𝑑𝑒−𝑠𝐴)2

]︂
= 𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴), (𝐵.7)

𝐿−1

[︂
1

(1 + 𝑑𝑒−𝑠𝐴)2

]︂
= 𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴) (𝐵.8)

Consider the following convolution(︃[︀
𝛿(𝑡) − 2𝑑𝛿(𝑡−𝐴) + 𝑑2𝛿(𝑡− 2𝐴)

]︀
*

[︃
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︃
, 𝜙(𝑡)

)︃
=

=

∫︁∫︁
R2

[︀
𝛿(𝜉) − 2𝑑𝛿(𝜉 −𝐴) + 𝑑2𝛿(𝜉 − 2𝐴)

]︀
×

×

[︃
𝛿(𝑥− 𝜉) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑥− 𝜉 − 𝑘𝐴)

]︃
𝜙(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝜉 =

= 𝜙(0) − 2𝑑𝜙(𝐴) + 𝑑2𝜙(2𝐴) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝜙(𝑘𝐴)−
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− 2

∞∑︁
𝑘=2

𝑑𝑘𝑘𝜙(𝑘𝐴) +

∞∑︁
𝑘=3

𝑑𝑘(𝑘 − 1)𝜙(𝑘𝐴) = 𝜙(0) = (𝛿(𝑡), 𝜙(𝑡))

So, it is proved that

[︀
𝛿(𝑡) − 2𝑑𝛿(𝑡−𝐴) + 𝑑2𝛿(𝑡− 2𝐴)

]︀
*

[︃
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︃
= 𝛿(𝑡).

The equality[︃
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︃
*
[︀
𝛿(𝑡) − 2𝑑𝛿(𝑡−𝐴) + 𝑑2𝛿(𝑡− 2𝐴)

]︀
= 𝛿(𝑡)

is proved similarly. So, the correctness of the formula (B.7) is shown.
Consider the following convolution(︃[︀
𝛿(𝑡) + 2𝑑𝛿(𝑡−𝐴) + 𝑑2𝛿(𝑡− 2𝐴)

]︀
*

[︃
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︃
, 𝜙(𝑡)

)︃
=

=

∫︁∫︁
R2

[︀
𝛿(𝜉) + 2𝑑𝛿(𝜉 −𝐴) + 𝑑2𝛿(𝜉 − 2𝐴)

]︀
×

×

[︃
𝛿(𝑥− 𝜉) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑥− 𝜉 − 𝑘𝐴)

]︃
𝜙(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝜉 =

= 𝜙(0) + 2𝑑𝜙(𝐴) + 𝑑2𝜙(2𝐴) +
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝜙(𝑘𝐴)−

− 2
∞∑︁
𝑘=2

(−1)𝑘𝑑𝑘𝑘𝜙(𝑘𝐴) +
∞∑︁
𝑘=3

(−1)𝑘𝑑𝑘(𝑘 − 1)𝜙(𝑘𝐴) = 𝜙(0) = (𝛿(𝑡), 𝜙(𝑡)) .

So, it is proved that

[︀
𝛿(𝑡) + 2𝑑𝛿(𝑡−𝐴) + 𝑑2𝛿(𝑡− 2𝐴)

]︀
*

[︃
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︃
= 𝛿(𝑡).

The equality[︃
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑑𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︃
*
[︀
𝛿(𝑡) + 2𝑑𝛿(𝑡−𝐴) + 𝑑2𝛿(𝑡− 2𝐴)

]︀
= 𝛿(𝑡)

is proved similarly. So, the correctness of the formula (B.8) is shown.
Example 2 Consider the following functions ln

⃒⃒
1 − 𝑑𝑒−𝑠𝐴

⃒⃒
and ln

(︀
1 + 𝑑𝑒−𝑠𝐴

)︀
when 𝐴, 𝑑 > 0 are some digits.
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The Taylor series can be easily constructed for the functions 𝑓(𝑧) =

ln |1 − 𝑑𝑧| and 𝑔(𝑧) = ln (1 + 𝑑𝑧):

𝑓(𝑧) = −
∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘

𝑘
𝑧𝑘

𝑔(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑑𝑘

𝑘
𝑧𝑘

According to theorem 1

𝐿−1
[︀
ln
⃒⃒
1 − 𝑑𝑒−𝑠𝐴

⃒⃒]︀
= −

∞∑︀
𝑘=1

𝑑𝑘

𝑘 𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

𝐿−1
[︀
ln
(︀
1 + 𝑑𝑒−𝑠𝐴

)︀]︀
=

∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑑𝑘

𝑘 𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

B.3. Some examples based on the theorem 2

Example 1 Consider the function 1
1−𝑝𝑒−𝑠𝐴−𝑞𝑒−𝑠𝐵 , where 𝐴,𝐵, 𝑝, 𝑞 > 0, 𝐴 ̸=

𝐵. After the change of the variables 𝑧1 = 𝑒−𝑠𝐴, 𝑧2 = 𝑒−𝑠𝐵 the initial function
can be rewritten as 𝑓(𝑧1, 𝑧2) = 1

1−𝑝𝑧1−𝑞𝑧2
. The Taylor series can be easily

constructed for this function: 𝑓(𝑧1, 𝑧2) = 1
1−𝑝𝑧1−𝑞𝑧2

=
∞∑︀
𝑖=0

∞∑︀
𝑗=0

𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝑧𝑖1𝑧
𝑗
2,

where 𝐶𝑖
𝑖+𝑗 = (𝑖+𝑗)!

𝑖!𝑗! are binomial coefficients.
According to theorem 2

𝐿−1

[︂
1

1 − 𝑝𝑒−𝑠𝐴 − 𝑞𝑒−𝑠𝐵

]︂
=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵) (𝐵.9)

Consider the following convolution⎛⎝[𝛿(𝑡) − 𝑝𝛿(𝑡−𝐴) − 𝑞𝛿(𝑡−𝐵)] *

⎡⎣ ∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

⎤⎦ , 𝜙(𝑡)

⎞⎠ =

=

∫︁∫︁
𝑅2

[𝛿(𝜉) − 𝑝𝛿(𝜉 −𝐴) − 𝑞𝛿(𝜉 −𝐵)]×

×

⎡⎣ ∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑥− 𝜉 − 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

⎤⎦𝜙(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝜉 =

=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(𝑖+ 𝑗)!

𝑖!𝑗!
𝑝𝑖𝑞𝑗𝜙(𝑖𝐴+ 𝑗𝐵) −

∞∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑗=0

(𝑖+ 𝑗 − 1)!

(𝑖− 1)!𝑗!
𝑝𝑖𝑞𝑗𝜙(𝑖𝐴+ 𝑗𝐵)−



The case of analytical inversion of Laplace transform 89

−
∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=1

(𝑖+ 𝑗 − 1)!

𝑖!(𝑗 − 1)!
𝑝𝑖𝑞𝑗𝜙(𝑖𝐴+ 𝑗𝐵) = 𝜙(0) = (𝛿(𝑡), 𝜙(𝑡))

So, it is proved that

[𝛿(𝑡) − 𝑝𝛿(𝑡−𝐴) − 𝑞𝛿(𝑡−𝐵)] *

⎡⎣ ∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

⎤⎦ = 𝛿(𝑡).

The equality⎡⎣ ∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

⎤⎦ * [𝛿(𝑡) − 𝑝𝛿(𝑡−𝐴) − 𝑞𝛿(𝑡−𝐵)] = 𝛿(𝑡)

is proved similarly. So, the correctness of the formula (B.9) is shown.
Let’s prove that when 𝐴 = 𝐵 > 0 the inverse formula (B.9) is congruent

to the inverse formula (B.5) for the case 1.
When 𝐴 = 𝐵 > 0 1

1−𝑝𝑒−𝑠𝐴−𝑞𝑒−𝑠𝐵 = 1
1−(𝑝+𝑞)𝑒−𝑠𝐴 . According to (B.5) when

𝑑 = 𝑝+ 𝑞, 𝛼 = 1

𝐿−1

[︂
1

1 − (𝑝+ 𝑞)𝑒−𝑠𝐴

]︂
=

∞∑︁
𝑘=0

(𝑝+ 𝑞)𝑘𝛿(𝑡− 𝑘𝐴) (𝐵.10)

Let’s show that the expression (B.9) coincides with (B.10) in the case when
𝐴 = 𝐵. We have

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑡− (𝑖+ 𝑗)𝐴) = [𝑘 = 𝑖+ 𝑗] =

=

∞∑︁
𝑘=0

𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘𝑝

𝑘−𝑗𝑞𝑗 =

∞∑︁
𝑘=0

(𝑝+ 𝑞)𝑘𝛿(𝑡− 𝑘𝐴),

which coincides with (B.10).
Example 2 Consider the function 1

1+𝑝𝑒−𝑠𝐴+𝑞𝑒−𝑠𝐵 , where 𝐴,𝐵, 𝑝, 𝑞 > 0, 𝐴 ̸=
𝐵. After the change of the variables 𝑧1 = 𝑒−𝑠𝐴, 𝑧2 = 𝑒−𝑠𝐵 the initial function
can be rewritten as 𝑓(𝑧1, 𝑧2) = 1

1+𝑝𝑧1+𝑞𝑧2
. The Taylor series can be easily con-

structed for this function: 𝑓(𝑧1, 𝑧2) = 1
1+𝑝𝑧1+𝑞𝑧2

=
∞∑︀
𝑖=0

∞∑︀
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝑝𝑖𝑞𝑗𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑧

𝑖
1𝑧

𝑗
2.

According to theorem 2

𝐿−1

[︂
1

1 + 𝑝𝑒−𝑠𝐴 + 𝑞𝑒−𝑠𝐵

]︂
=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝑝𝑖𝑞𝑗𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵) (𝐵.11)
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Consider the following convolution⎛⎝[𝛿(𝑡) + 𝑝𝛿(𝑡−𝐴) + 𝑞𝛿(𝑡−𝐵)] *

⎡⎣ ∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝑝𝑖𝑞𝑗𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

⎤⎦ , 𝜙(𝑡)

⎞⎠ =

=

∫︁∫︁
𝑅2

[𝛿(𝜉) + 𝑝𝛿(𝜉 −𝐴) + 𝑞𝛿(𝜉 −𝐵)]×

×

⎡⎣ ∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑥− 𝜉 − 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

⎤⎦𝜙(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝜉 =

=
∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝑝𝑖𝑞𝑗
(𝑖+ 𝑗)!

𝑖!𝑗!
𝜙(𝑖𝐴+ 𝑗𝐵)−

−
∞∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗 (𝑖+ 𝑗 − 1)!

(𝑖− 1)!𝑗!
𝑝𝑖𝑞𝑗𝜙(𝑖𝐴+ 𝑗𝐵)−

−
∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗 (𝑖+ 𝑗 − 1)!

𝑖!(𝑗 − 1)!
𝑝𝑖𝑞𝑗𝜙(𝑖𝐴+ 𝑗𝐵) = 𝜙(0) = (𝛿(𝑡), 𝜙(𝑡))

So, it is proved that

[𝛿(𝑡) + 𝑝𝛿(𝑡−𝐴) + 𝑞𝛿(𝑡−𝐵)]*

⎡⎣ ∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

⎤⎦ = 𝛿(𝑡).

The equality⎡⎣ ∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

⎤⎦*[𝛿(𝑡) + 𝑝𝛿(𝑡−𝐴) + 𝑞𝛿(𝑡−𝐵)] = 𝛿(𝑡)

is proved similarly. So, the correctness of the formula (B.11) is shown.
Let’s prove that when 𝐴 = 𝐵 > 0 the inverse formula (B.11) is congruent

to the inverse formula (B.6) for the case 1.
When 𝐴 = 𝐵 > 0 1

1+𝑝𝑒−𝑠𝐴+𝑞𝑒−𝑠𝐵 = 1
1+(𝑝+𝑞)𝑒−𝑠𝐴 . According to (B.6) when

𝑑 = 𝑝+ 𝑞, 𝛼 = 1

𝐿−1

[︂
1

1 + (𝑝+ 𝑞)𝑒−𝑠𝐴

]︂
=

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑝+ 𝑞)𝑘𝛿(𝑡− 𝑘𝐴) (𝐵.12)

Let’s show that the expression (B.11) coincides with (B.12) in the case when
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𝐴 = 𝐵.
∞∑︀
𝑖=0

∞∑︀
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑡 − (𝑖 + 𝑗)𝐴) = [𝑘 = 𝑖+ 𝑗] =
∞∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘𝛿(𝑡 −

𝑘𝐴)
𝑘∑︀

𝑗=0
𝐶𝑗
𝑘𝑝

𝑘−𝑗𝑞𝑗 =
∞∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑝+ 𝑞)𝑘𝛿(𝑡− 𝑘𝐴), which coincides with (B.12).

Analogically to the examples 1-2 the inverse formulas for the following
functions can be written:

𝐿−1

[︂
1

1 − 𝑝𝑒−𝑠𝐴 + 𝑞𝑒−𝑠𝐵

]︂
=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

𝐿−1

[︂
1

1 + 𝑝𝑒−𝑠𝐴 − 𝑞𝑒−𝑠𝐵

]︂
=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖𝐶𝑖
𝑖+𝑗𝑝

𝑖𝑞𝑗𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

Example 3 Consider the more general functions 1
(1−𝑝𝑒−𝑠𝐴−𝑞𝑒−𝑠𝐵)𝛼

and
1

(1+𝑝𝑒−𝑠𝐴+𝑞𝑒−𝑠𝐵)𝛼
when 𝐴,𝐵, 𝑝, 𝑞 > 0, 𝐴 ̸= 𝐵, 𝛼 is a natural digit. After

the change of the variables 𝑧1 = 𝑒−𝑠𝐴, 𝑧2 = 𝑒−𝑠𝐵 the initial functions can
be rewritten as 𝑓(𝑧1, 𝑧2) = 1

(1−𝑝𝑧1−𝑞𝑧2)𝛼
, 𝑔(𝑧1, 𝑧2) = 1

(1+𝑝𝑧1+𝑞𝑧2)𝛼
. The Taylor

series can be easily constructed for these functions:

𝑓(𝑧1, 𝑧2) =
1

(1 − 𝑝𝑧1 − 𝑞𝑧2)𝛼
=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝑝𝑖𝑞𝑗
𝜓𝑖+𝑗(𝛼)

𝑖!𝑗!
𝑧𝑖1𝑧

𝑗
2,

𝑔(𝑧1, 𝑧2) =
1

(1 + 𝑝𝑧1 + 𝑞𝑧2)𝛼
=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝑝𝑖𝑞𝑗
𝜓𝑖+𝑗(𝛼)

𝑖!𝑗!
𝑧𝑖1𝑧

𝑗
2.

Here 𝜓𝑛(𝛼) = 𝛼(𝛼+ 1)...(𝛼+ 𝑛− 1) = (𝛼)𝑛 when 𝑛 > 0 and 𝜓0(𝛼) = 1.
According to theorem 2

𝐿−1

[︂
1

(1 − 𝑝𝑒−𝑠𝐴 − 𝑞𝑒−𝑠𝐵)𝛼

]︂
=
[︀
𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴

]︀
= 𝐿−1 [𝑓(𝑧1, 𝑧2)] =

=
∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝑝𝑖𝑞𝑗
𝜓𝑖+𝑗(𝛼)

𝑖!𝑗!
𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵),

𝐿−1

[︂
1

(1 + 𝑝𝑒−𝑠𝐴 + 𝑞𝑒−𝑠𝐵)𝛼

]︂
=
[︀
𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴

]︀
= 𝐿−1 [𝑔(𝑧1, 𝑧2)] =

=
∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝑝𝑖𝑞𝑗
𝜓𝑖+𝑗(𝛼)

𝑖!𝑗!
𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵).

Finally the following formulas are derived

𝐿−1

[︂
1

(1 − 𝑝𝑒−𝑠𝐴 − 𝑞𝑒−𝑠𝐵)𝛼

]︂
=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝑝𝑖𝑞𝑗
𝜓𝑖+𝑗(𝛼)

𝑖!𝑗!
𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵) (𝐵.13)
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𝐿−1

[︂
1

(1 + 𝑝𝑒−𝑠𝐴 + 𝑞𝑒−𝑠𝐵)𝛼

]︂
=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖+𝑗𝑝𝑖𝑞𝑗
𝜓𝑖+𝑗(𝛼)

𝑖!𝑗!
𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

(𝐵.14)

Analogically to (B.13)–(B.14) the inverse formulas for the following func-
tions can be written:

𝐿−1

[︂
1

(1 − 𝑝𝑒−𝑠𝐴 + 𝑞𝑒−𝑠𝐵)𝛼

]︂
=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑝𝑖𝑞𝑗
𝜓𝑖+𝑗(𝛼)

𝑖!𝑗!
𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)

𝐿−1

[︂
1

(1 + 𝑝𝑒−𝑠𝐴 − 𝑞𝑒−𝑠𝐵)𝛼

]︂
=

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑖𝑝𝑖𝑞𝑗
𝜓𝑖+𝑗(𝛼)

𝑖!𝑗!
𝛿(𝑡− 𝑖𝐴− 𝑗𝐵)
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Журавльова З. Ю.
Випадок аналiтичного обернення перетворення Лапласа

Резюме

У данiй статтi запропоновано новий метод аналiтичного обернення перетворення Ла-
пласу для трансформант, що мiстять експоненти, якi лiнiйно залежать вiд параметра
перетворення Лапласу. Даний метод заснований на розвиненнi трансформанти у ряд
Тейлора и почленному застосуваннi оберненого перетворення Лапласу. Доведено тео-
реми, що пiдтверждують достовiрнiсть та коректнiсть такого пiдходу. Цей метод ви-
користовує узагальненi функцiї, тому отримано деякi кориснi наслiдки, що пов’язанi з
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узагальненими функцiями. Метод перевiрений шляхом порiвняння з вiдомими з лiтера-
тури формулами. Отриманi новi формули для оригиналiв вiд трансформант Лапласу.
Ключовi слова: перетворення Лапласу, аналiтичне обернення, ряди Тейлора, узагаль-
ненi функцiї, згортка.

Журавлёва З. Ю.
Случай аналитического обращения преобразования Лапласа

Резюме

В данной статье предложен новый метод аналитического обращения преобразования
Лапласа для трансформант, которые содержат экспоненты, линейно зависящие от пара-
метра преобразования Лапласа. Данный метод основан на разложении трансформанты
в ряд Тейлора и почленном применении обратного преобразования Лапласа. Доказаны
теоремы, подтверждающие достоверность и корректность такого подхода. Этот метод
использует обобщённые функции, поэтому получены некоторые полезные следствия,
связанные с обратными обобщёнными функциями. Метод проверен путём сравнения с
известными из литературы формулами. Получены новые формулы для оригиналов от
трансформант Лапласа.
Ключевые слова: преобразование Лапласа, аналитическое обращение, ряды Тейлора,
обобщённые функции, свёртка.
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ХРОНIКА

СВIТЛА ПАМ’ЯТЬ ПРО АНАТОЛIЯ МИХАЙЛОВИЧА
САМОЙЛЕНКА

4 грудня 2020 року на 83 роцi життя перестало битися серце академiка
НАН України Анатолiя Михайловича Самойленка — видатного математи-
ка, лiдера Київської наукової школи диференцiальних рiвнянь, директора
iнституту математики НАН України, головного редактора журналу «Не-
лiнiйнi коливання».

Анатолiй Михайлович народився 2 сiчня 1938 р. в с. Потiївка на Жито-
мирщинi, середню школу закiнчив у м. Малинi. У 1960 р. пiсля закiнчення
з вiдзнакою механiко-математичного факультету Київського державного

За матерiалами наукового журналу «Нелiнiйнi коливання» (2020, т. 23, № 4)

Надiйшла 06.01.2021 © Перестюк М. О. 2021
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унiверситету iменi Т. Г. Шевченка вступив до аспiрантури iнституту мате-
матики АН УРСР. У 1963 р. пiд керiвництвом академiка Ю. О. Митрополь-
ського захистив кандидатську дисертацiю на тему «Застосування асимпто-
тичних методiв для дослiдження нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз
нерегулярною правою частиною», а вже через п’ять рокiв — докторську
дисертацiю на тему «Деякi питання теорiї перiодичних i квазiперiодичних
систем», ставши наймолодшим в Українi доктором наук.

У 1974 р. А. М. Самойленко очолив кафедру iнтегральних та диферен-
цiальних рiвнянь Київського державного унiверситету iменi Т. Г. Шевчен-
ка. У 1978 р. його обрали членом-кореспондентом АН УРСР. У 1987 р.
Анатолiй Михайлович повернувся до iнституту математики АН УРСР,
який очолив наступного року й залишався його незмiнним директором до
останнiх днiв свого життя. У 1995 р. А. М. Самойленка обрали академiком
НАН України. З 2006 р. дотепер вiн обiймав посаду академiка-секретаря
Вiддiлення математики НАН України. Протягом 1998–2011 рр. Анато-
лiй Михайлович завiдував кафедрою диференцiальних рiвнянь фiзико-
математичного факультету Нацiонального технiчного унiверситету Укра-
їни «Київський полiтехнiчний iнститут».

Науковi результати Анатолiя Михайловича Самойленка з актуальних
проблем якiсної та аналiтичної теорiї диференцiальних рiвнянь, нелiнiйної
механiки i теорiї нелiнiйних коливань, математичної фiзики, теорiї фун-
кцiй здобули свiтове визнання серед математичної спiльноти.

Загальне число його наукових публiкацiй перевищило 600 i включає
в себе близько 40 монографiй. У 1965–1966 рр. А. М. Самойленко за-
пропонував оригiнальний метод для знаходження перiодичних розв’язкiв
звичайних диференцiальних систем, який у подальшому почали називати
«чисельно-аналiтичним методом Самойленка». Згодом разом iз М. Й. Рон-
то, В. I. Трофимчуком та їхнiми учнями цей метод узагальнено для ши-
рокого класу крайових задач. Продовжуючи дослiдження М. М. Крило-
ва, М. М. Боголюбова, А. М. Колмогорова, В. I. Арнольда, Ю. Мозера,
Ю. О. Митропольського, Анатолiй Михайлович запропонував модернiза-
цiю асимптотичного методу послiдовних замiн змiнних, який у 1969 р. на-
звали «методом прискореної збiжностi». Разом iз Ю. О. Митропольським
i одноосiбно за допомогою цього методу вiн отримав низку нових важли-
вих результатiв iз теорiї багаточастотних коливань, а також узагальнив
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асимптотичний метод усереднення, що знайшло продовження, зокрема, у
спiльних роботах iз Р. I. Петришиним i багатьма iншими учнями. Поняття
функцiї Грiна задачi про iнварiантний тор лiнiйного розширення динамi-
чної системи на торi, введене А. М. Самойленком у 1969 р., виявилося
надзвичайно плiдним i дало новий iмпульс розвитку найрiзноманiтнiших
аспектiв теорiї збурень i стiйкостi тороїдальних многовидiв. У математи-
чнiй лiтературi це поняття вiдоме як «функцiя Грiна — Самойленка». У
спiльних роботах iз В. Л. Куликом розроблено теорiю знакозмiнних фун-
кцiй Ляпунова для дослiдження обмежених на всiй осi розв’язкiв лiнiйних
неавтономних диференцiальних систем i лiнiйних розширень динамiчних
систем на торi. Результати з цiєї теорiї узагальнено разом iз Ю. В. Теплiн-
ським для випадку злiченних систем, разом iз О. М. Станжицьким — для
стохастичних диференцiальних рiвнянь. Важливим внеском Анатолiя Ми-
хайловича до теорiї особливостей вiдображень є доведена в 1968 р. теорема
про еквiвалентнiсть скiнченно диференцiйовної функцiї кiлькох змiнних
її полiному Тейлора. На основi теорiї узагальнених обернених операторiв
А. М. Самойленко й О. А. Бойчук розвинули теорiю нетерових крайових
задач для диференцiальних рiвнянь, рiвнянь iз запiзненням, рiвнянь iз iм-
пульсною дiєю й сингулярно збурених систем. У подальшому цю теорiю
було застосовано для вiдшукання обмежених на всiй дiйснiй осi розв’язкiв
систем диференцiальних i рiзницевих рiвнянь за умови дихотомiї на пiв-
осях для вiдповiдної однорiдної системи.

Найбiльш затребуваним внеском Анатолiя Михайловича до математи-
чної науки є побудована ним разом iз учнями, починаючи з 1961 р., теорiя
iмпульсних систем диференцiальних рiвнянь. Видана в 1987 р. у спiвав-
торствi з М. О. Перестюком монографiя «Дифференциальные уравнения
с импульсным воздействием» стала першою у свiтовiй лiтературi моногра-
фiєю, в якiй систематично викладено основнi результати цiєї теорiї. До-
повнену спiльно з С. i. Трофимчуком новими результатами монографiю
перевидано в 1995 р. англiйською мовою пiд назвою «Impulsive differential
equations». Ця книга — найбiльш цитована праця вченого.

Учнi Анатолiя Михайловича захистили 36 докторських i 89 кандидат-
ських дисертацiй. Представники створеної ним наукової школи розвива-
ють науку в Українi, Болгарiї, Казахстанi, Молдовi, Нiмеччинi, Польщi,
Словаччинi, Таджикистанi, Туреччинi, Угорщинi, Чехiї, Чилi й багатьох
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iнших країнах. На основi лекцiйних курсiв А. М. Самойленка i його учнiв
у Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса Шевченка, Нацiо-
нальному технiчному унiверситетi України «Київський полiтехнiчний iн-
ститут iменi iгоря Сiкорського» та iнших закладах вищої освiти створено
серiю пiдручникiв i збiрникiв задач iз теорiї диференцiальних рiвнянь, якi
мали багато перевидань.

А. М. Самойленко був головним редактором журналiв «Український
математичний журнал» (переклад англiйською «Ukrainian Mathematical
Journal» у видавництвi Springer), «Нелiнiйнi коливання» й «Український
математичний вiсник» (переклад англiйською обох журналiв «Journal of
Mathematical Sciences» у видавництвi Springer), «Математичний вiсник
Наукового товариства iменi Шевченка», «Збiрник праць iнституту мате-
матики НАН України»; був членом редколегiй журналiв «Доповiдi На-
цiональної академiї наук України», «Вiсник Нацiональної академiї наук
України», «У свiтi математики», «Memoirs on Differential Equations and
Mathematical Physics», «Miskolc Mathematical Notes», «Georgian Mathemati-
cal Journal», «International Journal of Dynamical Systems and Differential
Equations».

А. М. Самойленко був президентом Всеукраїнської благодiйної органi-
зацiї «Фонд сприяння розвитку математичної науки» та керiвником бла-
годiйного фонду сприяння розвитку талановитих дiтей та юнацтва мiста
Малина, був членом Київського, Українського та Американського мате-
матичних товариств.

А. М. Самойленка вiдзначено низкою високих нагород i звань. Вiн на-
городжений орденами Дружби народiв (1984), «За заслуги» III ступеня
(2003), «князя Ярослава Мудрого» V, VI i III ступенiв (2008, 2013, 2018),
Почесною Грамотою Президiї Верховної Ради України (1987); був лауреа-
том Державних премiй України в галузi науки i технiки (1985, 1996), Дер-
жавної премiї України в галузi освiти (2012), Республiканської премiї iм.
М. Островського (1968), премiй Академiї наук України iм. М. М. Крилова
(1981), М. М. Боголюбова (1998), М. М. Лаврентьєва (2000), М. В. Остро-
градського (2004), Ю. О. Митропольського (2010) i М. Г. Крейна (2020);
удостоєний звань «Заслужений дiяч науки i технiки України» (1998) та
«Соросiвський професор» (1996).

Свiтла пам’ять про Анатолiя Михайловича Самойленка назавжди за-
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лишиться в iсторiї свiтової математичної науки як видатного ученого, пе-
дагога i органiзатора науки, як прекрасну й чуйну людину.
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IНФОРМАЦIЯ ДЛЯ АВТОРIВ
(скорочений варiант)

Журнал «Дослiдження в математицi i механiцi» має мету iнформувати
читачiв про новi науковi дослiдження у сферi теоретичної i прикладної ма-
тематики i механiки та сумiжних дисциплiн. У журналi друкуються статтi,
в яких наведенi оригiнальнi результати теоретичних дослiджень, огляди
з актуальних проблем за тематикою видання, а також повiдомлення про
ювiлеї, знаменнi дати та подiї.

Статтi публiкуються українською, росiйською або англiйською мовами.

До журналу приймаються ранiше не опублiкованi науковi роботи.

Електронну версiю рукопису слiд надсилати на e-mail журналу

rmm-journal@onu.edu.ua

або завантажувати через сайт журналу

www.rmm-journal.onu.edu.ua

Вона повинна складатися з

1) вихiдного TEX-файла,

2) PDF-файла,

3) всiх допомiжних файлiв (графiки, рисунки, iлюстрацiї тощо),

4) документа з анкетними даними авторiв (прiзвище, iм’я, по батьковi,
мiсце роботи, e-mail, адреса для листування та телефон).

Текст статтi має бути пiдготовлений за допомогою видавничої системи
LATEX вiдповiдно до вимог та з використанням шаблону, якi викладено на
сторiнцi журналу для авторiв на сайтi. Також вимоги можна отримати в
редакцiйнiй колегiї журналу.

Загальний обсяг статтi не повинен перевищувати 25 сторiнок.
Структура статтi:
— УДК;
— список авторiв;
— мiсце роботи авторiв;
— назва статтi;
— резюме мовою оригiналу обсягом не менше 100 слiв;
— Mathematical Subject Classification (2010);



— список ключових слiв мовою оригiналу;
— основний текст статтi повинен вiдповiдати вимогам постанови Пре-

зидiї ВАК України «Про пiдвищення вимог до фахових видань, внесених
до перелiкiв ВАК України» вiд 15.01.2003 р. № 7-05/1, тобто необхiдно
видiлити вступ, основну частину i висновки. Основна частина повинна
мiстити постановку проблеми в загальному виглядi та її зв’язок iз важли-
вими науковими чи практичними завданнями; аналiз останнiх дослiджень
i публiкацiй, в яких започатковано розв’язання даної проблеми i на якi
спирається автор, видiлення невирiшених ранiше частин загальної про-
блеми, котрим присвячується подана стаття; формулювання цiлей статтi
(постановка завдання); виклад основного матерiалу дослiдження з повним
обґрунтуванням отриманих наукових результатiв; висновки з цього дослi-
дження i перспективи подальших розвiдок у цьому напрямi. Посилання на
лiтературу в текстi подаються порядковим номером у квадратних дужках;

— список лiтературних джерел укладається в порядку посилань або в
алфавiтному порядку та оформлюється вiдповiдно до Державного стан-
дарту України ДСТУ 7.1:2006 «Бiблiографiчний запис. Бiблiографiчний
опис. Загальнi вимоги та правила складання» та вiдповiдає вимогам ВАК
України (див. наказ № 63 вiд 26.01.2008);

— анотацiї двома iншими мовами, якi повиннi мiстити назву, список
авторiв, резюме обсягом не менше 100 слiв та список ключових слiв;

— додатково, якщо стаття написана українською або росiйською мова-
ми, пiсля анотацiй подається список лiтератури у транслiтерацiї, оформ-
лений у вiдповiдностi до мiжнародного стандарту Harvard (зразок та пра-
вила оформлення можна знайти в шаблонi статтi на сайтi).

Усi надiсланi статтi проходять анонiмне рецензування.

Редколегiя має право вiдхилити рукописи, якщо вони не вiдповiдають
вимогам журналу «Дослiдження в математицi i механiцi».

В одному номерi журналу публiкується тiльки одна стаття автора,
зокрема й у спiвавторствi.
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