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УДК 517.925

А. В. Дрожжина
Одесский национальный университет имени И. И. Мечникова

АСИМПТОТИКА НЕКОТОРЫХ ТИПОВ ОДНОГО КЛАССА
РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Для дифференциального уравнения 𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑡, 𝑦, . . . , 𝑦(𝑛−1)), где 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 ×Δ𝑌1 ×
· · · × Δ𝑌𝑛−1 −→ R — непрерывная функция, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, 𝑌𝑖 равно либо нулю,
либо ±∞, Δ𝑌𝑖 — некоторая односторонняя окрестность 𝑌𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛−1, иследуются
при некоторых ограничениях на функцию 𝑓 вопросы о существовании, асимптотике и
количестве 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
-решений для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛−1}. Такие решения

относятся к особым случаям класса 𝑃𝜔(𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-решений, где −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞,
который был введен в работах В. М. Евтухова, посвященных дифференциальным урав-
нениям типа Эмдена-Фаулера 𝑛-го порядка. Данные особые случаи требуют отдельного
их рассмотрения в связи со специфическими априорными асимптотическими свойства-
ми таких решений. Исследование поставленных задач осуществляется при предположе-
нии, что дифференциальное уравнение является в некотором смысле асимптотически
близким к двучленному дифференциальному уравнению с правильно меняющимися
нелинейностями.
MSC: 34D05, 34C11.
Ключевые слова: нелинейные дифференциальные уравнения, правильно меняющиеся
функции, асимптотика решений, 𝑃𝜔(𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-решения.
DOI: 10.18524/2519-206x.2019.2(34).189938.

1. Введение

Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′, ..., 𝑦(𝑛−1)), (1)

где 𝑛 ≥ 2, 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×∆𝑌0×∆𝑌1×· · ·×∆𝑌𝑛−1 −→ R — непрерывная функция,
−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, 𝑌𝑗 равно либо нулю, либо ±∞, ∆𝑌𝑗 — некоторая
односторонняя окрестность 𝑌𝑗 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

Определение 1. Решение 𝑦 дифференциального уравнения (1) называет-
ся 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-решением, где −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, если оно опреде-
лено на промежутке [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ и удовлетворяет следующим условиям

𝑦(𝑗)(𝑡) ∈ ∆𝑌𝑗 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑗)(𝑡) = 𝑌𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1), (2)

lim
𝑡↑𝜔

[𝑦(𝑛−1)(𝑡)]
2

𝑦(𝑛−2)(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡)
= 𝜆0. (3)

Получена 17.09.2019 c○Дрожжина А. В. 2019



8 Дрожжина А. В.

Случаи, когда 𝜆0 = 𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖 (𝑖 = 1, 𝑛− 1) являются особыми при изу-

чении таких решений и требуют отдельного их рассмотрения. В силу ре-
зультатов из [1] (Глава 3, §10) имеет место следующее утверждение об
априорных асимптотических свойствах таких решений.

Лемма 1. Если 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[−→ R является 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
-

решением при некотором 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1} дифференциального уравнения
(1), то для этого решения имеют место при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотические
соотношения

𝑦(𝑘−1)(𝑡) ∼ [𝜋𝜔(𝑡)]𝑖−𝑘

(𝑖− 𝑘)!
𝑦(𝑖−1)(𝑡) (𝑘 = 1, 𝑖− 1), * 𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑜

(︃
𝑦(𝑖−1)(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)

)︃
, (4)

𝑦(𝑘)(𝑡) ∼ (−1)𝑘−𝑖 (𝑘 − 𝑖)!

[𝜋𝜔(𝑡)]𝑘−𝑖
𝑦(𝑖)(𝑡) (𝑘 = 𝑖+ 1, 𝑛), (5)

где

𝜋𝜔(𝑡) =

{︂
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞,

причем в случае, когда 𝑖 = 𝑛 − 1, соотношение (5) имеет место при до-
полнительном условии существования конечного или равного ±∞ предела
lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡)

𝑦(𝑛−1)(𝑡)
.

Асимптотическое поведение 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
-решений при 𝑖 ∈

{1, . . . , 𝑛− 1} в работах [2] и [3], [4] исследовалось для неавтономных диф-
ференциальных уравнений 𝑛- го порядка, которые содержат в правой ча-
сти одно или несколько слагаемых с правильно меняющимися нелиней-
ностями, и в работе Л.И. Кусик [5] для уравнения (1) общего вида при
𝑛 = 2, т.е. в случае дифференциального уравнения второго порядка. При
этом в [5] предполагалось, что уравнение (1) является в некотором смысле
асимптотически близким к дифференциальному уравнению

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′),

где 𝛼0 ∈ {−1; 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ — непрерывная функция, −∞ < 𝑎 <
𝜔 ≤ +∞, 𝜙𝑗 : ∆𝑌𝑗 −→]0,+∞[ — непрерывная и правильно меняющаяся
при 𝑦(𝑗) −→ 𝑌𝑗 функция порядка 𝜎𝑗 , 𝑌𝑗 равно либо нулю, либо ±∞, ∆𝑌𝑗 —
некоторая односторонняя окрестность 𝑌𝑗 , 𝑗 = 0, 1.

Теория правильно меняющихся функций подробно изложена в моно-
графиях Е. Сенета [6] и N.H. Bingham, C.M. Goldie, J.L. Teugels [7]. Со-
гласно этой теории каждая правильно меняющаяся при 𝑦 → 𝑌 функция

*При 𝑖 = 1 эти соотношения отсутствуют.
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𝜙 : ∆𝑌 −→]0,+∞[ порядка 𝜎, где 𝑌 равно либо нулю, либо ±∞, ∆𝑌 -
некоторая односторонняя окрестность 𝑌 , допускает представление вида

𝜙(𝑦) = |𝑦|𝜎𝐿(𝑦), (6)

в котором 𝐿 : ∆𝑌 −→]0,+∞[– медленно меняющаяся функция при 𝑦 → 𝑌 ,
т.е. такая, что

lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝐿(𝜆𝑦)

𝐿(𝑦)
= 1 для будь-якого 𝜆 > 0. (7)

Среди свойств медленно меняющихся при 𝑦 → 𝑌 функций 𝐿 : ∆𝑌 −→
]0,+∞[, где 𝑌 равно либо нулю, либо ±∞, ∆𝑌 - некоторая односторонняя
окрестность 𝑌 , отметим следующие.

ℳ1. Предельное соотношение (7) выполняется равномерно по 𝜆 на лю-
бом отрезке [𝑐, 𝑑] ⊂]0,+∞[;

ℳ2. lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

ln𝐿(𝑦)

ln |𝑦|
= 0.

ℳ3. Существует непрерывно дифференцируемая функция 𝐿0 : ∆𝑌 −→
]0,+∞[, которая носит название нормализованная медленно меняющаяся
функция при 𝑦 → 𝑌 , такая, что

lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝐿0(𝑦)

𝐿(𝑦)
= 1, lim

𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝑦𝐿′
0(𝑦)

𝐿0(𝑦)
= 0.

ℳ4. При 𝛾 ̸= 0

𝑦∫︁
𝐵

|𝑧|𝛾−1 𝑑𝑧

𝐿(𝑧)
=

𝜈|𝑦|𝛾

𝛾𝐿(𝑦)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ ∆𝑌 ),

где

𝜈 = sign 𝑦, 𝐵 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑦0, если

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑌∫︀𝑦0 |𝑧|𝛾−1 𝑑𝑧

𝐿(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = +∞,

𝑌, , если

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑌∫︀𝑦0 |𝑧|𝛾−1 𝑑𝑧

𝐿(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < +∞

𝑦0 ∈ ∆𝑌 .

Введем также для медленно меняющихся функций условие 𝑆0.

Определение 2. Будем говорить, что медленно меняющаяся при 𝑦 → 𝑌
функция 𝐿 : ∆𝑌 −→]0,+∞[, где 𝑌 равно либо нулю, либо ±∞, и ∆𝑌 -
односторонняя окрестность 𝑌 , удовлетворяет условию 𝑆0, если

𝐿
(︁
𝜈𝑒[1+𝑜(1)] ln |𝑦|

)︁
= 𝐿(𝑦)[1 + 𝑜(1)] при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ ∆𝑌 ),

где 𝜈 = sign 𝑦.
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Условию 𝑆0 заведомо удовлетворяют функции, которые имеют отлич-
ный от нуля конечный предел при 𝑦 → 𝑌 и функции вида

| ln |𝑦||𝛾1 , ln𝛾2 | ln |𝑦||, 𝛾1, 𝛾2 ∈ R.

Целью настоящей работы является распространение результатов из [5]
на случай произвольного 𝑛 ≥ 2, а именно установление условий существо-
вания у дифференциального уравнения (1) 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
–

решений при 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛−1} и асимптотических представлений для таких
решений и их производных до порядка 𝑛−1 включительно. Для таких ре-
шений 𝑖− 1-я производная является медленно меняющейся функцией при
𝑡 ↑ 𝜔.

2. Основные результаты

Определение 3. Будем говорить, что функция 𝑓 в диференциальном
уравнении (1) удовлетворяет условию (𝑅𝑁)𝜆0 при 𝜆0 = 𝑛−𝑖−1

𝑛−𝑖 для неко-
торого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1}, если существует число 𝛼0 ∈ {−1, 1}, непрерыв-
ная функция 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ и непрерывные правильно меняющиеся
при 𝑧𝑗 → 𝑌𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1) функции 𝜙𝑗 : ∆𝑌𝑗 −→]0,+∞[ (𝑗 = 0, 𝑛− 1)
порядков 𝜎𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1) такие, что для любых непрерывно дифференци-
руемых функций 𝑧𝑗 : [𝑎, 𝜔[−→ ∆𝑌𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1), которые удовлетворяют
условиям

lim
𝑡↑𝜔

𝑧𝑗(𝑡) = 𝑌𝑗 , lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧′𝑗(𝑡)

𝑧𝑗(𝑡)
= 𝑖− 𝑗 − 1 (𝑗 = 0, 𝑛− 1), (8)

имеет место асимптотическое представление

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡), . . . , 𝑧𝑛−1(𝑡)) = 𝛼0𝑝(𝑡)
𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝜙𝑗(𝑧𝑗(𝑡))[1+𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (9)

Поскольку в (9) каждая из функций 𝜙𝑗 является правильно меняю-
щейся функцией порядка 𝜎𝑗 при 𝑧𝑗 → 𝑌𝑗 , то согласно (6)

𝜙𝑗(𝑧𝑗) = |𝑧𝑗 |𝜎𝑗𝐿𝑗(𝑧𝑗) (𝑗 = 0, 𝑛− 1), (10)

где каждая 𝐿𝑗 : ∆𝑌𝑗 −→]0,+∞[ (𝑗 = 0, 𝑛− 1)– непрерывная медленно
меняющаяся функция при 𝑧𝑗 → 𝑌𝑗 .

При выполнении для некоторого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1} условия (𝑅𝑁)𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

наряду с (10) будем использовать следующие обозначения:

𝜈𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, если 𝑌𝑗 = +∞, либо

𝑌𝑗 = 0 и ∆𝑌𝑗 − правая окрестность нуля,
−1, если 𝑌𝑗 = −∞, либо

𝑌𝑗 = 0 и ∆𝑌𝑗 − левая окрестность нуля

(𝑗 = 0, 𝑛− 1),
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𝛾 = 1 −
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜎𝑗 , 𝛾𝑖 = 1 −
𝑛−1∑︁
𝑗=𝑖

𝜎𝑗 ,

𝜇𝑖 = 𝑛− 𝑖− 1 +

𝑖−2∑︁
𝑗=0

𝜎𝑗(𝑖− 𝑗 − 1) −
𝑛−1∑︁

𝑗=𝑖+1

𝜎𝑗(𝑗 − 𝑖),

𝐶𝑖 =
1

(𝑛− 𝑖)!

𝑖−1∏︁
𝑗=0

[(𝑖− 𝑗 − 1)!]−𝜎𝑗

𝑛−1∏︁
𝑗=𝑖+1

[(𝑗 − 𝑖)!]𝜎𝑗 ,

𝐽𝑖(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴𝑖

𝑝(𝑠)|𝜋𝜔(𝑠)|𝜇𝑖

𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝑗 ̸=𝑖−1

𝐿𝑗

(︀
𝜈𝑗 |𝜋𝜔(𝑠)|𝑖−𝑗−1

)︀
𝑑𝑠,

𝐽𝑖𝑖(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴𝑖𝑖

|𝐽𝑖(𝑠)|
1
𝛾𝑖 𝑑𝑠,

где каждый из пределов интегрирования 𝐴𝑖, 𝐴𝑖𝑖 выбирается равным точке
𝑎0 ∈ [𝑎, 𝜔[ (справа от которой, т.е. при 𝑡 ∈ [𝑎0, 𝜔[ подинтегральная функ-
ция непрерывна), если при этом значении предела интегрирования соот-
ветствующий интеграл стремится к ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔, и равным 𝜔 если при
таком значении предела интегрирования он стремится к нулю при 𝑡 ↑ 𝜔.

Теорема 1. Пусть 𝑛 > 2, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 2}, функция 𝑓 удовлетворяет
условию (𝑅𝑁)𝑛−𝑖−1

𝑛−𝑖
, выполняется неравенство 𝛾𝛾𝑖 ̸= 0 и функции 𝐿𝑗 при

всех 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑛−1}∖{𝑖−1} удовлетворяют условию 𝑆0. Тогда для суще-
ствования у дифференциального уравнения (1) 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
-

решений необходимо, а если алгебраическое относительно 𝜌 уравнение

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑖+1

𝜎𝑗
(𝑗 − 𝑖)!

𝑗−𝑖∏︁
𝑚=1

(𝑚− 𝜌) + 𝜎𝑖 =
1

(𝑛− 𝑖)!

𝑛−𝑖∏︁
𝑚=1

(𝑚− 𝜌) (11)

не имеет корней с нулевой действительной частью, то и достаточно,
чтобы соблюдались неравенства

𝜈𝑗𝜈𝑗−1(𝑖− 𝑗)𝜋𝜔(𝑡) > 0 при всех 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1} ∖ {𝑖}, (12)

𝜈𝑖𝜈𝑖−1𝛾𝛾𝑖𝐽𝑖𝑖(𝑡) > 0, 𝜈𝑖𝛼0𝛾𝑖(−1)𝑛−𝑖−1𝜋𝑛−𝑖−1
𝜔 (𝑡)𝐽𝑖(𝑡) > 0 (13)

в некоторой левой окрестности 𝜔, а также условия

𝜈𝑗−1 lim
𝑡↑𝜔

|𝜋𝜔(𝑡)|𝑖−𝑗 = 𝑌𝑗−1 при всех 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑖}, (14)



12 Дрожжина А. В.

𝜈𝑖−1 lim
𝑡↑𝜔

|𝐽𝑖𝑖(𝑡)|
𝛾𝑖
𝛾 = 𝑌𝑖−1, (15)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′
𝑖(𝑡)

𝐽𝑖(𝑡)
= −𝛾𝑖, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′
𝑖𝑖(𝑡)

𝐽𝑖𝑖(𝑡)
= 0. (16)

Более того, для каждого такого решения имеют место при 𝑡 ↑ 𝜔 асимп-
тотические представления

𝑦(𝑗−1)(𝑡) =
[𝜋𝜔(𝑡)]𝑖−𝑗

(𝑖− 𝑗)!
𝑦(𝑖−1)(𝑡)[1 + 𝑜(1)] (𝑗 = 1, . . . , 𝑖− 1), (17)

𝑦(𝑗)(𝑡) = (−1)𝑗−𝑖 (𝑗 − 𝑖)!

[𝜋𝜔(𝑡)]𝑗−𝑖
· 𝛾𝑖𝐽

′
𝑖𝑖(𝑡)

𝛾𝐽𝑖𝑖(𝑡)
𝑦(𝑖−1)(𝑡)[1+𝑜(1)] (𝑗 = 𝑖, . . . , 𝑛−1), (18)

|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|𝛾

𝐿𝑖−1(𝑦(𝑖−1)(𝑡))
= |𝛾𝑖𝐶𝑖|

⃒⃒⃒⃒
𝛾

𝛾𝑖
𝐽𝑖𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝛾𝑖
[1 + 𝑜(1)], (19)

причем таких решений в случае 𝜔 = +∞ существует 𝑙 + 𝑖-параметри-
ческое семейство при выполнении неравенства 𝜈𝑖𝜈𝑖−1𝛾 < 0 и 𝑙 + 𝑖 − 1-
параметрическое семейство при выполнении неравенства 𝜈𝑖𝜈𝑖−1𝛾 > 0, а
в случае 𝜔 < +∞ существует 𝑛 − 𝑖 − 𝑙 + 1- параметрическое семейство
таких решений при выполнении неравенства 𝜈𝑖𝜈𝑖−1𝛾 < 0 и 𝑛 − 𝑖 − 𝑙- па-
раметрическое семейство при выполнении неравенства 𝜈𝑖𝜈𝑖−1𝛾 > 0, где
𝑙 — число корней (с учетом кратных) уравнения (11) с отрицательной
действительной частью.

Замечание 1. Алгебраическое уравнение (11) заведомо не имеет корней

с нулевой действительной частью, если
𝑛−1∑︀
𝑗=𝑖

|𝜎𝑗 | ≤ 1.

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[−→ R– произволь-
ное 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
- решение дифференциального уравнения (1).

Тогда в силу условий (2) определения 1 существует 𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[ такое, что
на промежутке [𝑡1, 𝜔[ это решение и его производные до порядка 𝑛 − 1
включительно сохраняют знаки, причем sign 𝑦(𝑗)(𝑡) = 𝜈𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1)
при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[. Кроме того, в силу леммы 1 имеют место при 𝑡 ↑ 𝜔 асимп-
тотические соотношения (4), (5), из которых, в частности, вытекает спра-
ведливость асимптотических представлений (17). Кроме того, из (4) и (5)
следует, что

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑗+1)(𝑡)

𝑦(𝑗)(𝑡)
= 𝑖− 𝑗 − 1 (𝑗 = 0, 𝑛− 1), (20)

откуда вытекает справедливость неравенств (12) и условий (14). В силу
(20) также ясно, что для функций 𝑧𝑗(𝑡) = 𝑦(𝑗)(𝑡) (𝑗 = 0, 𝑛− 1) выполня-
ются условия (8) и поэтому согласно условию (𝑅𝑁)𝑛−𝑖−1

𝑛−𝑖
из (1) получим
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асимптотическое соотношение

𝑦(𝑛)(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)

𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝜙𝑗

(︁
𝑦(𝑗)(𝑡)

)︁
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

или с учетом представлений (10) – соотношение вида

𝑦(𝑛)(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)[1 + 𝑜(1)]

𝑛−1∏︁
𝑗=0

|𝑦(𝑗)(𝑡)|𝜎𝑗𝐿𝑗(𝑦
(𝑗)(𝑡)) при 𝑡 ↑ 𝜔. (21)

Здесь согласно условиям теоремы функции 𝐿𝑗 при всех 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛 −
1} ∖ {𝑖− 1} удовлетворяют условию 𝑆0 и в силу (20)

ln |𝑦(𝑗)(𝑡)| = [𝑖− 𝑗 − 1 + 𝑜(1)] ln |𝜋𝜔(𝑡)| (𝑗 = 0, 𝑛− 1) при 𝑡 ↑ 𝜔.

Поэтому для всех 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛− 1} ∖ {𝑖− 1}

𝐿𝑗(𝑦
(𝑗)(𝑡)) = 𝐿𝑗

(︁
𝜈𝑗𝑒

[1+𝑜(1)] ln |𝜋𝜔(𝑡)|𝑖−𝑗−1
)︁

=

= 𝐿𝑗

(︀
𝜈𝑗 |𝜋𝜔(𝑡)|𝑖−𝑗−1

)︀
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

С учетом (20) также находим, что

𝑦(𝑛)(𝑡) =
𝑦(𝑛)(𝑡)

𝑦(𝑛−1)(𝑡)
· · · 𝑦

(𝑖+2)(𝑡)

𝑦(𝑖+1)(𝑡)
𝑦(𝑖+1)(𝑡) =

=
(−1)𝑛−𝑖−1(𝑛− 𝑖)!

𝜋𝑛−𝑖−1
𝜔 (𝑡)

𝑦(𝑖+1)(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Используя эти асимптотические соотношения, а также асимптотические
соотношений (4), (5) и введенные обозначений 𝜇𝑖, 𝛾, 𝛾𝑖 и 𝐶𝑛 из (21) получим
соотношение вида

𝑦(𝑖+1)(𝑡)|𝑦(𝑖)(𝑡)|𝛾𝑖−1

|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|𝛾𝑖−𝛾𝐿𝑖−1(𝑦(𝑖−1)(𝑡))
=

= 𝛼0(−1)𝑛−𝑖−1
(︀
sign [𝜋𝜔(𝑡)]𝑛−𝑖−1

)︀
𝐶𝑖𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|𝜇𝑖×

×
𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝑗 ̸=𝑖−1

𝐿𝑗

(︀
𝜈𝑗 |𝜋𝜔(𝑡)|𝑖−𝑗−1

)︀
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (22)

В силу свойстваℳ3 медленно меняющихся функций существует непре-
рывно дифференцируемая нормализованная медленно меняющаяся при
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𝑦(𝑖−1) → 𝑌𝑖−1 функция 𝐿0𝑖−1 : ∆𝑌𝑖−1 −→]0,+∞[, удовлетворяющая услови-
ям

lim
𝑦(𝑖−1)→𝑌𝑖−1

𝑦(𝑖−1)∈Δ𝑌𝑖−1

𝐿𝑖−1(𝑦
(𝑖−1))

𝐿0𝑖−1(𝑦(𝑖−1))
= 1, lim

𝑦(𝑖−1)→𝑌𝑖−1

𝑦(𝑖−1)∈Δ𝑌𝑖−1

𝑦(𝑖−1)𝐿′
0𝑖−1(𝑦

(𝑖−1))

𝐿0𝑖−1(𝑦(𝑖−1))
= 0. (23)

С использованием этих условий, (2) и (20) находим(︃
|𝑦(𝑖)(𝑡)|𝛾𝑖

|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|𝛾𝑖−𝛾𝐿0𝑖−1(𝑦(𝑖−1)(𝑡))

)︃′

=
𝜈𝑖𝑦

(𝑖+1)(𝑡)|𝑦(𝑖)(𝑡)|𝛾𝑖−1

|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|𝛾𝑖−𝛾𝐿0𝑖−1(𝑦(𝑖−1)(𝑡))
×

×

(︃
𝛾𝑖 + (𝛾 − 𝛾𝑖)

𝑦(𝑖)(𝑡)

𝑦(𝑖+1)(𝑡)
· 𝑦(𝑖)(𝑡)

𝑦(𝑖−1)(𝑡)
−

− 𝑦(𝑖)(𝑡)

𝑦(𝑖+1)(𝑡)
· 𝑦(𝑖)(𝑡)

𝑦(𝑖−1)(𝑡)
·
𝑦(𝑖−1)(𝑡)𝐿′

0𝑖−1(𝑦
(𝑖−1)(𝑡))

𝐿0𝑖−1(𝑦(𝑖−1)(𝑡))

)︃
=

=
𝑦(𝑖+1)(𝑡)|𝑦(𝑖)(𝑡)|𝛾𝑖−1

|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|𝛾𝑖−𝛾𝐿0𝑖−1(𝑦(𝑖−1)(𝑡))
[𝜈𝑖𝛾𝑖 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Поэтому (22) может быть записано в виде(︃
|𝑦(𝑖)(𝑡)|𝛾𝑖

|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|𝛾𝑖−𝛾𝐿0𝑖−1(𝑦(𝑖−1)(𝑡))

)︃′

=

= 𝜈𝑖𝛼0(−1)𝑛−𝑖−1𝛾𝑖
(︀
sign [𝜋𝜔(𝑡)]𝑛−𝑖−1

)︀
𝐶𝑖𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|𝜇𝑖×

×
𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝑗 ̸=𝑖−1

𝐿𝑗

(︀
𝜈𝑗 |𝜋𝜔(𝑡)|𝑖−𝑗−1

)︀
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Интегрируя это соотношение на промежутке от 𝑡1 до 𝑡 и учитывая, что
дробь под знаком производной в силу условия 𝛾𝑖 ̸= 0 стремится либо к
нулю, либо к ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔, получим

|𝑦(𝑖)(𝑡)|𝛾𝑖
|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|𝛾𝑖−𝛾𝐿0𝑖−1(𝑦(𝑖−1)(𝑡))

=

= 𝜈𝑖𝛼0(−1)𝑛−𝑖−1𝛾𝑖
(︀
sign [𝜋𝜔(𝑡)]𝑛−𝑖−1

)︀
𝐶𝑖𝐽𝑖(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Отсюда, прежде всего, следует, что выполняется второе из неравенств (13).
Кроме того, отсюда и (22) ввиду эквивалентности функций 𝐿𝑖−1 и 𝐿0𝑖−1

при 𝑦(𝑖−1) → 𝑌𝑖−1 следует, что

𝑦(𝑖+1)(𝑡)

𝑦(𝑖)(𝑡)
=

𝐽 ′
𝑖(𝑡)

𝛾𝑖𝐽𝑖(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,
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откуда с учетом (20) при 𝑗 = 𝑖 вытекает справедливость первого из условий
(16).

Из полученного соотношения также имеем

𝑦(𝑖)(𝑡)

|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|
𝛾𝑖−𝛾

𝛾𝑖 𝐿
1
𝛾𝑖
𝑖−1(𝑦

(𝑖−1)(𝑡))

= 𝜈𝑖 |𝐶𝑖𝛾𝑖𝐽𝑖(𝑡)|
1
𝛾𝑖 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (24)

Интегрируя теперь это соотношение на промежутке от 𝑡1 до 𝑡, с учетом
условия 𝛾𝛾𝑖 ̸= 0 и использованием свойства ℳ3 медлено меняющихся
функций, находим, что

|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|
𝛾
𝛾𝑖

𝐿
1
𝛾𝑖
𝑖−1(𝑦

(𝑖−1)(𝑡))

=
𝜈𝑖𝜈𝑖−1𝛾

𝛾𝑖
|𝛾𝑖𝐶𝑖|

1
𝛾𝑖 𝐽𝑖𝑖(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

т.е. справедливо асимптотическое представление (19) и первое из нера-
венств (13). Кроме того, из (24) и (19) следует, что

𝑦(𝑖)(𝑡)

𝑦(𝑖−1)(𝑡)
=
𝛾𝑖𝐽

′
𝑖𝑖(𝑡)

𝛾𝐽𝑖𝑖(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (25)

В силу этого соотношения соблюдается условие (15) и из (20) вытекает
справедливость второго из условий (16), а также асимптотических пред-
ставлений (18).

Достаточность. Пусть соблюдаются условия (12) – (16) и алгебраи-
ческое уравнение (11) не имеет корней с нулевой действительной частью.
Покажем, что в этом случае у дифференциального уравнения (1) суще-
ствуют решения, допускающие при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотические представления
(17) - (19) и выясним вопрос об их количестве.

Сначала рассмотрим соотношение

|𝑌 |𝛾

𝐿0𝑖−1(𝑌 )
= |𝛾𝑖𝐶𝑖|

⃒⃒⃒⃒
𝛾

𝛾𝑖
𝐽𝑖𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝛾𝑖
[1 + 𝑣𝑛] (26)

где 𝐿0𝑖 : ∆𝑌𝑖 −→]0,+∞[ - непрерывно дифференцируемая медленно меня-
ющаеся при 𝑌 → 𝑌𝑖−1 функции, удовлетворяющие условиям (23), суще-
ствующая в силу свойства ℳ3 медленно меняющихся функций.

Выбрав произвольным образом число 𝑑 ∈
]︁
0,
⃒⃒⃒
𝛾𝑖
𝛾

⃒⃒⃒[︁
, покажем, что при

некотором 𝑡0 ∈]𝑎, 𝜔[ соотношение (25) однозначно определяет, заданную
на множестве [𝑡0, 𝜔[×R 1

2
, где R 1

2
=
{︀
𝑣 ∈ R : |𝑣| ≤ 1

2

}︀
, непрерывно диффе-

ренцируемую неявную функцию 𝑌 = 𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛) вида

𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛) = 𝜈𝑖−1 |𝐽𝑖𝑖(𝑡)|
𝛾𝑖
𝛾
+𝑧(𝑡,𝑣𝑛) , (27)
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где функция 𝑧 такова, что

|𝑧(𝑡, 𝑣𝑛)| ≤ 𝑑 при (𝑡, 𝑣𝑛) ∈ [𝑡0, 𝜔[×R 1
2

и
lim
𝑡↑𝜔

𝑧(𝑡, 𝑣𝑛) = 0 равномерно по 𝑣𝑛 ∈ R 1
2
.

Полагая в (26)
𝑌 = 𝜈𝑖−1 |𝐽𝑖𝑖(𝑡)|

𝛾𝑖
𝛾
+𝑧
, (28)

находим после элементарных преобразований, что

𝑧 = 𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡, 𝑣𝑛) + 𝑍(𝑡, 𝑧), (29)

где

𝑎(𝑡) =
𝛾𝑖
𝛾

·
ln
⃒⃒⃒
𝛾
𝛾𝑖

⃒⃒⃒
+ 1

𝛾𝑖
ln |𝛾𝑖𝐶𝑖|

ln |𝐽𝑖𝑖(𝑡)|
, 𝑏(𝑡, 𝑣𝑛) =

𝛾𝑖
𝛾

· ln[1 + 𝑣𝑛]

ln |𝐽𝑖𝑖(𝑡)|
,

𝑍(𝑡, 𝑧) =
1

𝛾
·

ln𝐿0𝑖−1

(︁
𝜈𝑖−1 |𝐽𝑖𝑖(𝑡)|

𝛾𝑖
𝛾
+𝑧
)︁

ln |𝐽𝑖𝑖(𝑡)|
.

Здесь в силу условия (15) и свойства ℳ2 медленно меняющихся функций

𝜈𝑖−1 lim
𝑡↑𝜔

|𝐽𝑖𝑖(𝑡)|
𝛾𝑖
𝛾
+𝑧

= 𝑌𝑖−1 равномерно по 𝑧 ∈ [−𝑑, 𝑑],

lim
𝑡↑𝜔

𝑎(𝑡) = 0, lim
𝑡↑𝜔

𝑏(𝑡, 𝑣𝑛) = 0 равномерно по 𝑣𝑛 ∈ R 1
2
,

lim
𝑡↑𝜔

𝑍(𝑡, 𝑧) = 0 равномерно по 𝑧 ∈ [−𝑑, 𝑑].

Так как

𝜕𝑍(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑧
=

1

𝛾
·
𝜈𝑖−1|𝐽𝑖𝑖(𝑡)|

𝛾𝑖
𝛾
+𝑧
𝐿′
0𝑖−1

(︁
𝜈𝑖−1|𝐽𝑖𝑖(𝑡)|

𝛾𝑖
𝛾
+𝑧
)︁

𝐿0𝑖−1

(︁
𝜈𝑖−1|𝐽𝑖𝑖(𝑡)|

𝛾𝑖
𝛾
+𝑧
)︁ ,

то ввиду (15) и второго из условий (23) имеем

lim
𝑡↑𝜔

𝜕𝑍(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑧
= 0 равномерно по 𝑧 ∈ [−𝑑, 𝑑].

Согласно этим условиям существует число 𝑡1 ∈ [𝑎, 𝜔[ такое, что

𝜈𝑖−1|𝐽𝑖𝑖(𝑡)|
𝛾𝑠
𝛾
+𝑧 ∈ ∆𝑌𝑖−1 при (𝑡, 𝑧) ∈ [𝑡1, 𝜔[×[−𝑑, 𝑑],

|𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡, 𝑣1, 𝑣2) + 𝑍(𝑡, 𝑧)| ≤ 𝑑 при (𝑡, 𝑣𝑛, 𝑧) ∈ [𝑡1, 𝜔[×R 1
2
× [−𝑑, 𝑑]
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и

|𝑍(𝑡, 𝑧1) − 𝑍(𝑡, 𝑧2)| ≤
1

2
|𝑧1 − 𝑧2| при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ и 𝑧1, 𝑧2 ∈ [−𝑑, 𝑑].

Подобрав таким образом число 𝑡1, обозначим через B банахово про-
странство непрерывных и ограниченных на множестве Ω = [𝑡1, 𝜔[×R 1

2

функций 𝑧 : Ω −→ R с нормой

‖𝑧‖ = sup {|𝑧(𝑡, 𝑣𝑛)| : (𝑡, 𝑣𝑛) ∈ Ω} .

Выделим из него подпространство B0 тех функций из B, для которых
‖𝑧‖ ≤ 𝑑, и рассмотрим на B0, выбрав предварительно произвольным об-
разом число 𝜈 ∈ (0, 1), оператор

Φ(𝑧)(𝑡, 𝑣𝑛) = 𝑧(𝑡, 𝑣𝑛) − 𝜈 [𝑧(𝑡, 𝑣𝑛) − 𝑎(𝑡) − 𝑏(𝑡, 𝑣𝑛) − 𝑍(𝑡, 𝑧(𝑡, 𝑣𝑛)] . (30)

В силу указанных выше свойств функций 𝑎, 𝑏 и 𝑍 ясно, что Φ(B0) ⊂ B0

и ‖Φ(𝑧1) − Φ(𝑧2)‖ ≤
(︀
1 − 𝜈

2

)︀
‖𝑧1 − 𝑧2‖ для любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ B0.

Значит, оператор Φ отображает пространство B0 в себя и является на
нем оператором сжатия. Тогда согласно принципу сжатых отображений
существует единственная функция 𝑧 ∈ B0 такая, что 𝑧 = Φ(𝑧). В силу
(30) эта непрерывная на множестве Ω функция является единственным
решением уравнения (29), удовлетворяющим условию ‖𝑧‖ ≤ 𝑑. Из (29) с
учетом этого условия и cвойств функций 𝑎, 𝑏, 𝑍 следует, что данное ре-
шение стремится к нулю при 𝑡 ↑ 𝜔 равномерно по 𝑣𝑛 ∈ R 1

2
. Непрерывная

дифференцируемость этого решения на множестве [𝑡0, 𝜔[×R 1
2
, где 𝑡0- неко-

торое число из промежутка [𝑡1, 𝜔[ непосредственно вытекает из известной
локальной теоремы о существовании неявной функции, определяемой со-
отношением (29). В силу замены (28) полученной функции 𝑧 соответствует
непрерывно дифференцируемая на множестве [𝑡0, 𝜔[×R 1

2
функция 𝑌 вида

(27), которая является решением уравнения (26) и удовлетворяет условиям

𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛) ∈ ∆𝑌𝑖−1 при (𝑡, 𝑣𝑛) ∈ [𝑡0, 𝜔[×R 1
2
, (31)

lim
𝑡↑𝜔

𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛) = 𝑌𝑖−1 равномерно по 𝑣𝑛 ∈ R 1
2
, (32)

lim
𝑡↑𝜔

𝛾𝐽𝑖𝑖(𝑡)
𝜕𝑌 (𝑡,𝑣𝑛)

𝜕𝑡

𝛾𝑖𝐽 ′
𝑖𝑖(𝑡)𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛)

= 1 равномерно по 𝑣𝑛 ∈ R 1
2
. (33)

Теперь, применяя к дифференциальному уравнению (1) преобразова-
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ние

𝑦(𝑗−1)(𝑡) =
[𝜋𝜔(𝑡)]𝑖−𝑗

(𝑖− 𝑗)!
𝑦(𝑖−1)(𝑡)[1 + 𝑣𝑗(𝜏)]

𝑗 = 1, . . . , 𝑖− 1,

𝑦(𝑗)(𝑡) = (−1)𝑗−𝑖 (𝑗 − 𝑖)!

[𝜋𝜔(𝑡)]𝑗−𝑖
· 𝛾𝑖𝐽

′
𝑖𝑖(𝑡)

𝛾𝐽𝑖𝑖(𝑡)
𝑦(𝑖−1)(𝑡)[1 + 𝑣𝑗(𝜏)]

𝑗 = 𝑖, . . . , 𝑛− 1,

𝑦(𝑖−1)(𝑡) = 𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛(𝜏))

(34)

и учитывая, что функция 𝑦(𝑖−1)(𝑡) = 𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛(𝜏)) при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ и 𝑣𝑛(𝜏) ∈ R
1
2

удовлетворяет уравнению

|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|𝛾

𝐿0𝑖−1(𝑦(𝑖−1)(𝑡))
= |𝛾𝑖𝐶𝑖|

⃒⃒⃒⃒
𝛾

𝛾𝑖
𝐽𝑖𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝛾𝑖
[1 + 𝑣𝑛(𝜏)],

получим с использованием знаковых условий (12), (13) систему диффе-
ренциальных уравнений вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣′𝑗 = 1
𝜋𝜔(𝑡)

[︁
(𝑖− 𝑗)(𝑣𝑗+1 − 𝑣𝑗) − 𝛾𝑖

𝛾 ℎ1(𝜏)(1 + 𝑣𝑗)(1 + 𝑣𝑖)
]︁

𝑗 = 1, . . . , 𝑖− 2,

𝑣′𝑖−1 = 1
𝜋𝜔(𝑡)

[︁
−𝑣𝑖−1 − 𝛾𝑖

𝛾 ℎ1(𝜏)(1 + 𝑣𝑖−1)(1 + 𝑣𝑖)
]︁
,

𝑣′𝑗 = 1
𝜋𝜔(𝑡)

[︁
(𝑗 − 𝑖)(1 + 𝑣𝑗) − (𝑗 + 1 − 𝑖)(1 + 𝑣𝑗+1) −

− 1
𝛾𝑖
ℎ2(𝜏)(1 + 𝑣𝑗) + 1

𝛾ℎ1(𝜏)(1 + 𝑣𝑗)(𝛾 − 𝛾𝑖 − 𝛾𝑖𝑣𝑖)
]︁

𝑗 = 𝑖, . . . , 𝑛− 2,

𝑣′𝑛−1 = 1
𝜋𝜔(𝑡)

[︁
(−1)𝑛−𝑖−1𝛾𝐽𝑖𝑖(𝑡)[𝜋𝜔(𝑡)]𝑛−𝑖𝐺(𝑡,𝑣1,...,𝑣𝑛)

(𝑛−𝑖−1)!𝛾𝑖𝐽 ′
𝑖𝑖(𝑡)𝑌 (𝑡,𝑣𝑛)

+ (𝑛− 𝑖− 1)(1 + 𝑣𝑛−1)−

− 1
𝛾𝑖
ℎ2(𝜏)(1 + 𝑣𝑛−1) + 1

𝛾ℎ1(𝜏)(1 + 𝑣𝑛−1)(𝛾 − 𝛾𝑖 − 𝛾𝑖𝑣𝑖)
]︁
,

𝑣′𝑛 =
𝐽 ′
𝑖𝑖(𝑡)

𝐽𝑖𝑖(𝑡)

[︁
(1 + 𝑣𝑛)(1 + 𝑣𝑖) − (1 + 𝑣𝑛) − 1

𝛾𝐻(𝜏, 𝑣𝑛)(1 + 𝑣𝑛)(1 + 𝑣𝑖)
]︁
,

в которой

ℎ1(𝜏) =
𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′

𝑖𝑖(𝑡)

𝐽𝑖𝑖(𝑡)
, ℎ2(𝜏) =

𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′
𝑖(𝑡)

𝐽𝑖(𝑡)
,

𝐻(𝜏(𝑡), 𝑣𝑛) =
𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛)𝐿′

0𝑖−1(𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛))

𝐿0𝑖−1(𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛))
, 𝐺(𝜏(𝑡), 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) =
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= 𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛), . . . , 𝑧𝑛(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)), 𝑧𝑗(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜋𝑖−𝑗−1
𝜔 (𝑡)
(𝑖−𝑗−1)! 𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛)(1 + 𝑣𝑗+1) при 𝑗 = 0, 𝑖− 2,

𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛) при 𝑗 = 𝑖− 1,

(−1)𝑗−𝑖 (𝑗−𝑖)!

𝜋𝑗−𝑖
𝜔 (𝑡)

𝛾𝑖
𝛾

𝐽 ′
𝑖𝑖(𝑡)

𝐽𝑖𝑖(𝑡)
𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛)(1 + 𝑣𝑗) при 𝑗 = 𝑖, 𝑛− 1.

Здесь в силу условий (16), (31), (32) и второго из условий (23)

lim
𝑡↑𝜔

ℎ1(𝑡) = 0, lim
𝑡↑𝜔

ℎ2(𝑡) = − 1

𝛾𝑖
(35)

и
lim
𝑡↑𝜔

𝐻(𝑡, 𝑣𝑛) = 0 равномерно по 𝑣𝑛 ∈ R 1
2
. (36)

Кроме того, согласно условиям (31)–(33), (14)–(16)

lim
𝑡↑𝜔

𝑧𝑗(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) = 𝑌𝑗 , lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)
𝜕𝑧𝑗(𝑡,𝑣1,...,𝑣𝑛)

𝜕𝑡

𝑧𝑗(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)
= 𝑖−𝑗−1 (𝑗 = 0, 𝑛− 1) (37)

равномерно по (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ∈ R𝑛
1
2

, где

R𝑛
1
2

=

{︂
(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ∈ R : |𝑣𝑗 | ≤

1

2
(𝑗 = 1, 𝑛)

}︂
.

Поэтому ввиду выполнения условия (𝑅𝑁)𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

имеет место представление

𝐺(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) = 𝛼0𝑝(𝑡)
𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝜙𝑗(𝑧𝑗(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛))[1 + 𝑟1(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)],

где функция 𝑟1 : [𝑡0, 𝜔[×R𝑛
1
2

−→ R непрерывна и такова, что

lim
𝑡↑𝜔

𝑟1(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) = 0 равномерно по (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ∈ R𝑛
1
2

.

Отсюда с учетом представлений (10) и вида функций 𝑧𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1)
находим

𝐺(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) = 𝛼0𝐶𝑖(𝑛− 𝑖)!𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|𝜇𝑖+𝑖+1−𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝛾𝑖𝐽

′
𝑖𝑖(𝑡)

𝛾𝐽𝑖𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒⃒1−𝛾𝑖

|𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛)|1−𝛾×

×
𝑖−2∏︁
𝑗=0

|1 + 𝑣𝑗+1|𝜎𝑗

𝑛−1∏︁
𝑗=𝑖

|1 + 𝑣𝑗 |𝜎𝑗

𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝐿𝑗 (𝑧𝑗(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)) [1 + 𝑟1(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)].
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Так как в силу условий (37)

lim
𝑡↑𝜔

ln |𝑧𝑗(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)|
ln |𝜋𝜔(𝑡)|

= 𝑖− 𝑗 − 1 (𝑗 = 0, 𝑛− 1)

равномерно по (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ∈ R𝑛
1
2

и функции 𝐿𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1) при 𝑗 ̸= 𝑖− 1

удовлетворяют условию 𝑆0, то соотношение для 𝐺 может быть записано в
виде

𝐺(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) =
𝛼0𝐶𝑖(𝑛− 𝑖)!𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|𝜇𝑖

|𝜋𝜔(𝑡)|𝑛−𝑖−1
⃒⃒⃒
𝛾𝑖𝐽 ′

𝑖𝑖(𝑡)
𝛾𝐽𝑖𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒𝛾𝑖−1 |𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛)|1−𝛾𝐿𝑖−1(𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛))×

×
𝑖−2∏︁
𝑗=0

|1 + 𝑣𝑗+1|𝜎𝑗

𝑛−1∏︁
𝑗=𝑖

|1 + 𝑣𝑗 |𝜎𝑗

𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝑗 ̸=𝑖−1

𝐿𝑗

(︀
𝜈𝑗 |𝜋𝜔(𝑡)|𝑖−𝑗−1

)︀
[1 + 𝑟2(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)],

где функция 𝑟2 : [𝑡0, 𝜔[×R𝑛
1
2

−→ R непрерывна и такова, что

lim
𝑡↑𝜔

𝑟2(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) = 0 равномерно по (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ∈ R𝑛
1
2

,

откуда с учетом вида функции 𝐽𝑖 имеем

𝐺(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) =
𝛼0𝐶𝑖(𝑛− 𝑖)!𝐽 ′

𝑖(𝑡)

|𝜋𝜔(𝑡)|𝑛−𝑖−1
⃒⃒⃒
𝛾𝑖𝐽 ′

𝑖𝑖(𝑡)
𝛾𝐽𝑖𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒𝛾𝑖−1 |𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛)|1−𝛾𝐿𝑖−1(𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛))×

×
𝑖−2∏︁
𝑗=0

|1 + 𝑣𝑗+1|𝜎𝑗

𝑛−1∏︁
𝑗=𝑖

|1 + 𝑣𝑗 |𝜎𝑗 [1 + 𝑟2(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛].

Наконец, учитывая, что 𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛) является решением уравнения (26) и со-
блюдаются условия (23), (31), (32), а также вид функций 𝐽𝑖 и 𝐽𝑖𝑖, находим

𝐺(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) =
𝛼0𝜈𝑖−1(𝑛− 𝑖)!𝐽 ′

𝑖(𝑡)𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛)

|𝛾𝑖||𝜋𝜔(𝑡)|𝑛−𝑖−1
⃒⃒⃒
𝛾
𝛾𝑖
𝐽𝑖𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒𝛾𝑖 ⃒⃒⃒𝛾𝑖𝐽 ′
𝑖𝑖(𝑡)

𝛾𝐽𝑖𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒𝛾𝑖−1
(1 + 𝑣𝑛)

×

×
𝑖−2∏︁
𝑗=0

|1 + 𝑣𝑗+1|𝜎𝑗

𝑛−1∏︁
𝑗=𝑖

|1 + 𝑣𝑗 |𝜎𝑗 [1 + 𝑟3(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛] =

=
𝛼0𝜈𝑖−1(𝑛− 𝑖)!𝐽 ′

𝑖(𝑡)𝐽
′
𝑖𝑖(𝑡)𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛)

|𝛾||𝜋𝜔(𝑡)|𝑛−𝑖−1|𝐽𝑖(𝑡)||𝐽𝑖𝑖(𝑡)|
×

×

𝑖−2∏︀
𝑗=0

|1 + 𝑣𝑗+1|𝜎𝑗

𝑛−1∏︀
𝑗=𝑖

|1 + 𝑣𝑗 |𝜎𝑗

1 + 𝑣𝑛
[1 + 𝑟3(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛],
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где функция 𝑟3 : [𝑡0, 𝜔[×R𝑛
1
2

−→ R непрерывна и такова, что

lim
𝑡↑𝜔

𝑟3(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) = 0 равномерно по (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ∈ R𝑛
1
2

.

Тогда с использованием неравенств (13) имеем

(−1)𝑛−𝑖−1𝛾𝐽𝑖𝑖(𝑡)[𝜋𝜔(𝑡)]𝑛−𝑖𝐺(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)

(𝑛− 𝑖− 1)!𝛾𝑖𝐽 ′
𝑖𝑖(𝑡)𝑌 (𝑡, 𝑣𝑛)

=

=
𝑛− 𝑖

𝛾𝑖

𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′
𝑖(𝑡)

𝐽𝑖(𝑡)

𝑖−2∏︀
𝑗=0

|1 + 𝑣𝑗+1|𝜎𝑗

𝑛−1∏︀
𝑗=𝑖

|1 + 𝑣𝑗 |𝜎𝑗

1 + 𝑣𝑛
[1 + 𝑟3(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)].

В силу этого представления, а также условий (35), (36), полученная выше
система дифференциальных уравнений имеет следующий вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣′𝑗 = 1
𝜋𝜔(𝑡)

[𝑓𝑗(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) + (𝑖− 𝑗)(𝑣𝑗+1 − 𝑣𝑗)] ,

𝑗 = 1, . . . , 𝑖− 2,
𝑣′𝑖−1 = 1

𝜋𝜔(𝑡)
[𝑓𝑖−1(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛−1) − 𝑣𝑖−1] ,

𝑣′𝑗(𝑡) = 1
𝜋𝜔(𝑡)

[𝑓𝑗(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) + (𝑗 − 𝑖+ 1)(𝑣𝑗 − 𝑣𝑗+1)]

𝑗 = 𝑖, . . . , 𝑛− 2,

𝑣′𝑛−1 = 1
𝜋𝜔(𝑡)

[︂
𝑓𝑛−1(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) − (𝑛− 𝑖)

(︂
𝑖−1∑︀
𝑘=1

𝜎𝑘−1𝑣𝑘 +
𝑛−2∑︀
𝑘=𝑖

𝜎𝑘𝑣𝑘

)︂
+(𝑛− 𝑖)(1 − 𝜎𝑛−1)𝑣𝑛−1 + (𝑛− 𝑖)𝑣𝑛 + 𝑉𝑛−1(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)] ,

𝑣′𝑛 =
𝐽 ′
𝑖𝑖(𝑡)

𝐽𝑖𝑖(𝑡)
[𝑓𝑛(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) − 𝑣𝑖 + 𝑉𝑛(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)] ,

(38)
где функции 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, 𝑛) непрерывны на множестве [𝑡0, 𝜔[×R𝑛

1
2

и таковы,
что

lim
𝜏→+∞

𝑓𝑖(𝜏, 𝑣) = 0 (𝑖 = 1, 𝑛) равномерно по 𝑣 ∈ R𝑛
1
2

,

𝑉𝑛−1(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) = −(𝑛− 𝑖)

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑖−2∏︀
𝑘=0

|1 + 𝑣𝑘+1|𝜎𝑘

𝑛−1∏︀
𝑘=𝑖

|1 + 𝑣𝑘|𝜎𝑘

1 + 𝑣𝑛
−

−1 −
𝑖−1∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘−1𝑣𝑘 −
𝑛−1∑︁
𝑘=𝑖

𝜎𝑘𝑣𝑘 + 𝑣𝑛

]︃
, 𝑉𝑛(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) = 𝑣𝑖𝑣𝑛.

Здесь

𝑉𝑗(0, . . . , 0) = 0, lim
|𝑣1|+···+|𝑣𝑛|→0

𝜕𝑉𝑗(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)

𝜕𝑣𝑘
= 0 (𝑘 = 1, 𝑛) при 𝑗 = 𝑛−1, 𝑛
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и
𝑡∫︁

𝑡0

𝑑𝜏

𝜋𝜔(𝜏)
= ln |𝜋𝜔(𝜏)|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡

𝑡0

−→ ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑡∫︁
𝑡0

𝐽 ′
𝑖𝑖(𝜏) 𝑑𝜏

𝐽𝑖𝑖(𝜏)
= ln |𝐽𝑖𝑖(𝜏)|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡

𝑡0

−→ ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔.

Поэтому данная система дифференциальных уравнений принадлежит к
классу систем, которые исследовались в работе [8]. При этом также заме-
тим, что

sign𝜋𝜔(𝑡) =

{︂
1, если 𝜔 = +∞,
−1, если 𝜔 < +∞,

и в силу условий (13), (16)

sign
𝐽 ′
𝑖𝑖(𝑡)

𝐽𝑖𝑖(𝑡)
= sign 𝐽𝑖𝑖(𝑡) = 𝜈𝑖𝜈𝑖−1sign (𝛾𝛾𝑖),

lim
𝑡↑𝜔

(︁
𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′

𝑖𝑖(𝑡)
𝐽𝑖𝑖(𝑡)

)︁′
𝐽 ′
𝑖𝑖(𝑡)

𝐽𝑖𝑖(𝑡)

= lim
𝑡↑𝜔

[︂
1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′
𝑖(𝑡)

𝛾𝑖𝐽𝑖(𝑡)
+
𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′

𝑖𝑖(𝑡)

𝐽𝑖𝑖(𝑡)

]︂
= 0.

Обозначим через 𝑃𝑛−1 матрицу коэффициентов при 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛−1, стоя-
щих в квадратных скобках первых 𝑛 − 1 уравнений системы, а через 𝑃𝑛–
матрицу коэффициентов, стоящих в квадратных скобках всех уравнений
системы.

Нетрудно проверить, что

det𝑃𝑛−1 = (−1)𝑖−1(𝑖− 1)!(𝑛− 𝑖)!𝛾𝑖, det𝑃𝑛 = (−1)𝑖−1(𝑖− 1)!(𝑛− 𝑖)!

и

det[𝑃𝑛−1 − 𝜌𝐸𝑛−1] = (−1)𝑖−1
𝑖−1∏︁
𝑘=1

(𝑘 + 𝜌)×

×

⎡⎣ 𝑛−𝑖∏︁
𝑚=1

(𝑚− 𝜌) − (𝑛− 𝑖)!

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑖+1

𝜎𝑗
(𝑗 − 𝑖)!

𝑗−𝑖∏︁
𝑚=1

(𝑚− 𝜌) − (𝑛− 𝑖)!𝜎𝑖

⎤⎦ ,
где 𝐸𝑛−1– единичная матрица размерности (𝑛− 1) × (𝑛− 1).

Из вида характеристического многочлена матрицы 𝑃𝑛−1 ясно, что он
имеет 𝑖−1 корней вида 𝜌𝑘 = −𝑘 (𝑘 = 1, 𝑖− 1), а остальные его 𝑛−𝑖 корней
являются корнями алгебраического уравнения (11), которое в силу усло-
вий теоремы не имеет корней с нулевой действительной частью. Поэтому
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матрица 𝑃𝑛−1 не имеет собственных значений с нулевой действительной
частью.

Тем самым показано, что для системы дифференциальных уравнений
(38) выполнены все условия теоремы 2.6 из работы [8]. Согласно этой тео-
реме у системы (38) существует хотя бы одно решение (𝑣𝑗)

𝑛
𝑗=1 : [𝑡1, 𝜔[−→

R𝑛 (𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[), стремящееся к нулю при 𝑡 ↑ 𝜔. Более того, если 𝑙- число
корней (с учетом кратных) уравнения (11) с отрицательной действитель-
ной частью, то согласно этой же теореме в случае 𝜔 = +∞ у данной
системы существует 𝑙 + 𝑖- параметрическое семейство таких решений при
выполнении неравенства 𝜈𝑖𝜈𝑖−1𝛾 < 0 и 𝑙+ 𝑖−1- параметрическое семейство
при выполнении неравенства 𝜈𝑖𝜈𝑖−1𝛾 > 0, а в случае 𝜔 < +∞- существует
𝑛− 𝑖− 𝑙+ 1-параметрическое семейство в случае выполнения неравенства
𝜈𝑖𝜈𝑖−1𝛾 < 0 и 𝑛− 𝑖− 𝑙- параметрическое в случае, когда 𝜈𝑖𝜈𝑖−1𝛾 > 0.

Каждому такому решению системы (38) соответствует в силу замен
(34) и первого из условий (23) решение 𝑦 : [𝑡1, 𝜔[−→ R (𝑡1 ∈ [𝑎, 𝜔[) урав-
нения (1), допускающее при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотические представления (17) -
(19). Используя эти представления и условия (12) - (17) нетрудно убедить-
ся в том, что оно является 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
- решением. Теорема

полностью доказана.

Полученное в теореме асимптотическое представление для 𝑖− 1-й про-
изводной 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
-решения записано в неявном виде. В

следующей теореме приведены дополнительные условия, при выполнении
которых асимптотические представления для любого такого решения и его
производных до порядка 𝑛− 1 включительно записываются в явном виде.

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1 и, кроме того, функ-
ция 𝐿𝑖−1 удовлетворяет условию 𝑆0.

Тогда для каждого 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
-решения дифференциаль-

ного уравнения (1) (в случае их существования) имеют место при 𝑡 ↑ 𝜔
наряду с асимптотическими представлениями (17), (18) следующее пред-
ставление

𝑦(𝑖−1)(𝑡) = 𝜈𝑖−1|𝛾𝑖𝐶𝑖|
1
𝛾

⃒⃒⃒⃒
𝛾

𝛾𝑖
𝐽𝑖𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒⃒ 𝛾𝑖
𝛾

𝐿
1
𝛾

𝑖−1

(︁
𝜈𝑖−1|𝐽𝑖𝑖(𝑡)|

𝛾𝑖
𝛾

)︁
[1 + 𝑜(1)]. (39)

Доказательство. Пусть 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[−→ ∆𝑌0– 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
-

решение дифференциального уравнения (1). Тогда согласно необходимо-
сти теоремы 1 выполняются условия (12)–(16), (25) и для данного решения
имеют место при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотические представления (17)–(19). В силу
условия (25)

ln |𝑦(𝑖−1)(𝑡)| = [1 + 𝑜(1)] ln |𝐽𝑖𝑖(𝑡)|
𝛾𝑖
𝛾 при 𝑡 ↑ 𝜔.
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Поэтому, учитывая, что функция 𝐿𝑖−1 удовлетворяет условию 𝑆0, получим

𝐿𝑖−1(𝑦
(𝑖−1)(𝑡)) = 𝐿𝑖−1

(︁
𝜈𝑖−1𝑒

[1+𝑜(1)] ln |𝐽𝑖𝑖(𝑡)|
)︁

=

= 𝐿𝑖−1

(︁
𝜈𝑖−1|𝐽𝑖𝑖(𝑡)|

𝛾𝑖
𝛾

)︁
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Принимая во внимание это представление, запишем (19) в виде

|𝑦(𝑖−1)(𝑡)|𝛾 = |𝛾𝑖𝐶𝑖|
⃒⃒⃒⃒
𝛾

𝛾𝑖
𝐽𝑖𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝛾𝑖
𝐿𝑖−1

(︁
𝜈𝑖−1|𝐽𝑖𝑖(𝑡)|

𝛾𝑖
𝛾

)︁
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

откуда следует (39). Теорема доказана.

Теоремы 1 и 2 не охватывают случай, когда 𝑖 = 𝑛−1. В этом случае при
некотором дополнительном ограничении аналогично данным двум теоре-
мам могут доказаны следующие две теоремы.

Теорема 3. Пусть 𝑛 ≥ 2, функция 𝑓 удовлетворяет условию (𝑅𝑁)0, вы-
полняется неравенство 𝛾𝛾𝑛−1 ̸= 0 и функции 𝐿𝑗 при всех 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑛 −
1} ∖ {𝑛− 2} удовлетворяют условию 𝑆0. Тогда для существования у диф-
ференциального уравнения (1) 𝑃𝜔 (𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 0)- решений, для которых
существует конечный или равный ±∞ предел lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡)

𝑦(𝑛−1)(𝑡)
, необходимо

и достаточно, чтобы соблюдались неравенства

𝜈𝑗𝜈𝑗−1(𝑛− 𝑗 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0 при всех 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛− 2},

𝜈𝑛−1𝜈𝑛−2𝛾𝛾𝑛−1𝐽𝑛−1𝑛−1(𝑡) > 0, 𝜈𝑛−1𝛼0𝛾𝑛−1𝐽𝑛−1(𝑡) > 0

в некоторой левой окрестности 𝜔, а также условия

𝜈𝑗−1 lim
𝑡↑𝜔

|𝜋𝜔(𝑡)|𝑛−𝑗−1 = 𝑌𝑗−1 при всех 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑛− 1},

𝜈𝑛−2 lim
𝑡↑𝜔

|𝐽𝑛−1𝑛−1(𝑡)|
𝛾𝑛−1

𝛾 = 𝑌𝑛−2,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′
𝑛−1(𝑡)

𝐽𝑛−1(𝑡)
= −𝛾𝑛−1, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′
𝑛−1𝑛−1(𝑡)

𝐽𝑛−1𝑛−1(𝑡)
= 0.

Более того, для каждого такого решения имеют место при 𝑡 ↑ 𝜔 асимп-
тотические представления

𝑦(𝑗−1)(𝑡) =
[𝜋𝜔(𝑡)]𝑛−𝑗−1

(𝑛− 𝑗 − 1)!
𝑦(𝑛−2)(𝑡)[1 + 𝑜(1)] (𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 2), (40)

𝑦(𝑛−1)(𝑡) =
𝛾𝑛−1𝐽

′
𝑛−1𝑛−1(𝑡)

𝛾𝐽𝑛−1𝑛−1(𝑡)
𝑦(𝑛−2)(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (41)
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|𝑦(𝑛−2)(𝑡)|𝛾

𝐿𝑛−2(𝑦(𝑛−2)(𝑡))
= |𝛾𝑛−1𝐶𝑛−1|

⃒⃒⃒⃒
𝛾

𝛾𝑛−1
𝐽𝑛−1𝑛−1(𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝛾𝑛−1

[1 + 𝑜(1)],

причем таких решений в случае 𝜔 = +∞ существует 𝑛- параметри-
ческое семейство при выполнении неравенства 𝜈𝑛−1𝜈𝑛−2𝛾 < 0 и 𝑛 − 1-
параметрическое семейство при выполнении неравенства 𝜈𝑛−1𝜈𝑛−2𝛾 > 0,
а в случае 𝜔 < +∞ - существует однопараметрическое семейство таких
решений при выполнении неравенства 𝜈𝑛−1𝜈𝑛−2𝛾 < 0.

Теорема 4. Пусть выполняются условия теоремы 3 и, кроме то-
го, функция 𝐿𝑛−2 удовлетворяет условию 𝑆0. Тогда для каждого
𝑃𝜔 (𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 0)- решения дифференциального уравнения (1) (в случае
их существования) имеют место при 𝑡 ↑ 𝜔 наряду с асимптотическими
представлениями (40), (41) следующее представление

𝑦(𝑛−2)(𝑡) = 𝜈𝑛−2|𝛾𝑛−1𝐶𝑛−1|
1
𝛾×

×
⃒⃒⃒⃒
𝛾

𝛾𝑛−1
𝐽𝑛−1𝑛−1(𝑡)

⃒⃒⃒⃒ 𝛾𝑛−1
𝛾

𝐿
1
𝛾

𝑛−2

(︁
𝜈𝑛−2|𝐽𝑛−1𝑛−1(𝑡)|

𝛾𝑛−1
𝛾

)︁
[1 + 𝑜(1)].

3. Пример одного класса дифференциальных уравнений

В качестве примера, иллюстрирующего полученные результаты, рас-
смотрим дифференциальное уравнение

𝑦(𝑛) =

𝑙∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)
𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑘𝑗

(︀
𝑦(𝑗)
)︀

𝑚∑︀
𝑘=𝑙+1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)
𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑘𝑗

(︀
𝑦(𝑗)
)︀ , (42)

в котором 𝛼𝑘 ∈ {−1, 1}, 𝑝𝑘 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ (𝜔 ≤ +∞) - непрерывная
функция, 𝜙𝑘𝑗 : ∆𝑌𝑗 −→]0,+∞[ - непрерывная и правильно меняющаяся
при 𝑦𝑗 → 𝑌𝑗 функция порядка 𝜎𝑘𝑗 , 𝑌𝑗 равно либо нулю, либо ±∞, ∆𝑌𝑗–
некоторая односторонняя окрестность 𝑌𝑗 , 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

Допустим, что при 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1} для некоторых 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑙} и
𝑟 ∈ {𝑙 + 1, . . . ,𝑚} выполняются при 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑙} ∖ {𝑠} неравенства

lim sup
𝑡↑𝜔

ln 𝑝𝑘(𝑡) − ln 𝑝𝑠(𝑡)

𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)|
< 𝛽

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑗 ̸=𝑖−1

(𝜎𝑠𝑗 − 𝜎𝑘𝑗)(𝑖− 𝑗 − 1) (43)

и при 𝑘 ∈ {𝑙 + 1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑟} неравенства

lim sup
𝑡↑𝜔

ln 𝑝𝑘(𝑡) − ln 𝑝𝑟(𝑡)

𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)|
< 𝛽

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑗 ̸=𝑖−1

(𝜎𝑟𝑗 − 𝜎𝑘𝑗)(𝑖− 𝑗 − 1), (44)
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где

𝛽 =

{︂
1, если 𝜔 = +∞,
−1, если 𝜔 < +∞.

Покажем, что при выполнении этих условий правая часть уравнения
(42) удовлетворяет условию 𝑅𝑁 𝑛−𝑖−1

𝑛−𝑖
.

Пусть 𝑧𝑗 : [𝑡0, 𝜔[−→ ∆𝑌𝑗 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛−1) – произвольные непрерывно
дифференцируемые функции, удовлетворяющие условиям (8). В силу этих
условий

ln |𝑧𝑗(𝑡)| = [𝑖− 𝑗 − 1 + 𝑜(1)] ln |𝜋𝜔(𝑡)| (𝑗 = 0, 𝑛− 1) при 𝑡 ↑ 𝜔.

Учитывая эти асимптотические соотношения, а также представления

𝜙𝑘𝑗(𝑦
(𝑗)) = |𝑦(𝑗)|𝜎𝑘𝑗𝐿𝑘𝑗(𝑦

(𝑗)) (𝑘 = 1,𝑚; 𝑗 = 0, 𝑛− 1),

где 𝐿𝑘𝑗(𝑦
(𝑗)) : ∆𝑌𝑗 −→]0,+∞[– непрерывная медленно меняющаяся функ-

ция при 𝑦(𝑗) −→ 𝑌𝑗 , и свойство ℳ2 медленно меняющихся функций (из
введения), будем при 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑙} ∖ {𝑠} иметь

ln

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑝𝑘(𝑡)

𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑘𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

𝑝𝑠(𝑡)
𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑠𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

⎞⎟⎟⎟⎠ = ln 𝑝𝑘(𝑡) − ln 𝑝𝑠(𝑡) +

+

𝑛−1∑︁
𝑗=0

(ln𝜙𝑘𝑗(𝑧𝑗(𝑡)) − ln𝜙𝑠𝑗(𝑧𝑗(𝑡))) = ln 𝑝𝑘(𝑡) − ln 𝑝𝑠(𝑡) +

+
𝑛−1∑︁
𝑗=0

((𝜎𝑘𝑗 − 𝜎𝑠𝑗) ln |𝑧𝑗(𝑡)| + ln𝐿𝑘𝑗(𝑧𝑗(𝑡)) − 𝐿𝑠𝑗(𝑧𝑗(𝑡))) = ln 𝑝𝑘(𝑡) −

− ln 𝑝𝑠(𝑡) +

𝑛−1∑︁
𝑗=0

ln |𝑧𝑗(𝑡)|
(︂
𝜎𝑘𝑗 − 𝜎𝑠𝑗 +

ln𝐿𝑘𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

ln |𝑧𝑗(𝑡)|
− ln𝐿𝑠𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

ln |𝑧𝑗(𝑡)|

)︂
=

= ln 𝑝𝑘(𝑡) − ln 𝑝𝑠(𝑡) + ln |𝜋𝜔(𝑡)|

⎛⎝𝑛−1∑︁
𝑗=0

(𝜎𝑘𝑗 − 𝜎𝑠𝑗)(𝑖− 𝑗 − 1) + 𝑜(1)

⎞⎠ =

= | ln |𝜋𝜔(𝑡)||

⎛⎜⎝ ln 𝑝𝑘(𝑡) − ln 𝑝𝑠(𝑡)

𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)|
− 𝛽

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑗 ̸=𝑖−1

(𝜎𝑘𝑗 − 𝜎𝑠𝑗)(𝑖− 𝑗 − 1) + 𝑜(1)

⎞⎟⎠
при 𝑡 ↑ 𝜔. Отсюда в силу выполнения условия (43) следует, что выражение,
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стоящее слева, стремится к −∞ при 𝑡 ↑ 𝜔 и поэтому

lim
𝑡↑𝜔

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑝𝑘(𝑡)

𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑘𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

𝑝𝑠(𝑡)
𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑠𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

⎞⎟⎟⎟⎠ = 0 при всех 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑙} ∖ {𝑠}.

Аналогично, с использованием условия (44) устанавливаем, что

lim
𝑡↑𝜔

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑝𝑘(𝑡)

𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑘𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

𝑝𝑟(𝑡)
𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑟𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

⎞⎟⎟⎟⎠ = 0 при всех 𝑘 ∈ {𝑙 + 1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑟}.

В силу этих предельных соотношений

𝑙∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)
𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑘𝑗 (𝑧𝑗(𝑡))

𝑚∑︀
𝑘=𝑙+1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)
𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑘𝑗 (𝑧𝑗(𝑡))

=

𝛼𝑠𝑝𝑠(𝑡)
𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑠𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

𝛼𝑟𝑝𝑟(𝑡)
𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝜙𝑟𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

т.е. имеет место асимптотическое соотношение (9), в котором

𝛼0 = 𝛼𝑠𝛼𝑟, 𝑝(𝑡) =
𝑝𝑠(𝑡)

𝑝𝑟(𝑡)
, 𝜙𝑗(𝑧𝑗(𝑡)) =

𝜙𝑠𝑗(𝑧𝑗(𝑡))

𝜙𝑟𝑗(𝑧𝑗(𝑡)
(𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1),

причем здесь 𝜙𝑗 – непрерывная правильно меняющаяся при 𝑧𝑗 −→ 𝑌𝑗
функция порядка 𝜎𝑗 = 𝜎𝑠𝑗 − 𝜎𝑟𝑗 и ее медленно меняющаяся составляю-
щая 𝐿𝑗 равна отношению медленно меняющихся составляющих 𝐿𝑠𝑗 и 𝐿𝑟𝑗

функций 𝜙𝑠𝑗 и 𝜙𝑟𝑗 .
Следовательно, правая часть уравнения (42) удовлетворяет условию

(𝑅𝑁)𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

. Поэтому в случае, когда при некоторых 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑙}, 𝑟 ∈
{𝑙+1, . . . ,𝑚} выполняются условия (43), (44) к уравнению (42) применимы
теоремы 1–4 с заменой в условиях и утверждениях этих теорем постоянных
𝛼0, 𝜎𝑗 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1) и функций 𝑝, 𝜙𝑗 , 𝐿𝑗 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1) на
указанные выше постоянные и функции.

4. Заключение

В настоящей статье впервые установлены условия существования и
асимптотические представления 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
-решений для

дифференциального уравнения вида (1) при 𝑖 = 1, 𝑛− 1. Эти результаты
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существенно дополняют результаты, полученные ранее в работах [3] и
[4]. В частности, результаты из [3] и [4] не охватывают уравнения ви-
да (42), которые рассмотрены здесь в качестве примера, допускающего
применение теорем 1–4.
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Дрожжина А. В.
Асимптотика деяких типiв одного класу розв’язкiв нелiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь вищих порядкiв

Резюме

Для диференцiального рiвняння 𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑡, 𝑦, . . . , 𝑦(𝑛−1)), де 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 × Δ𝑌1 ×
· · · × Δ𝑌𝑛−1 −→ R — неперервна функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, 𝑌𝑖 дорiвнює або ну-
лю, або ±∞, Δ𝑌𝑖 — деякий одностороннiй окiл 𝑌𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1, дослiджуються
при деяких обмеженнях на функцiю 𝑓 питання про iснування, асимптотику i кiлькiсть
𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
- розв’язкiв для всiх 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1}. Такi розв’язки вiднося-

ться до особливих випадкiв класа 𝑃𝜔(𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)- розв’язкiв, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞,
який був уведений в роботах В. М. Евтухова, що присвяченi диференцiальним рiвнян-
ням типу Емдена-Фаулера 𝑛-го порядку. Данi особливi випадки потребують окремого їх
розгляду у зв’язку зi специфiчними апрiорними асимптотичними властивостями таких
розв’язкiв. Дослiдження поставлених питань здiйснюється при припущенi, що диферен-
цiальне рiвняння є у деякому сенсi асимптотично близьким до двочленого диференцi-
ального рiвняння з правильно змiнними нелiнiйностями.
Ключовi слова: нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння, правильно змiннi функцiї, асимпто-
тика розв’язкiв, 𝑃𝜔(𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-розв’язки.

Drozhzhina A. V.
Asymptotic of some types of one class of solutions of nonlinear differential
equations of higher orders

Summary

For the differential equation 𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑡, 𝑦, . . . , 𝑦(𝑛−1)), where 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 × Δ𝑌1 × · · · ×
Δ𝑌𝑛−1 −→ R is a continuous function, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, 𝑌𝑖 equals to zero or to
±∞, Δ𝑌𝑖 - is some one-sided neighborhood of 𝑌𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1, questions about the

existence, asymptotics and about quantity of 𝑃𝜔

(︁
𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1,

𝑛−𝑖−1
𝑛−𝑖

)︁
— solutions for all

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛−1} are investigated under certain restrictions on the function𝑓 . Such solutions
refer to special cases of class of 𝑃𝜔(𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-solutions where −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, that
was introduced in works of V. M. Evtukhov devoted to the differential equations of Emden-
Fowler type of the 𝑛-th order. Such special cases require their separate consideration because
of their specific a priori asymptotic properties. The study of the formulated problems is car-
ried out under the assumption that the differential equation is in some sense asymptotically
close to the two-term differential equation with regularly varying nonlinearities.
Key words: non-linear differential equationa, regularly varying functions, asymptotic of so-
lutions, 𝑃𝜔(𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-solutions.

References

1. Evtuhov V. M. (1997) Asimptoticheskie predstavleniya resheniy neavtonomnykh
obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [Asymptotic representations of solutions of
non-autonomous ordinary differential equations]. Disc.... d. fiz.-mat. nauk. Kiev, 295 p.

2. Evtuhov V. M., Samoylenko A. M. (2011) Asimptoticheskoe predstavlenie resheniy
neavtonomnyih obyiknovennyih differentsialnyih uravneniy pravilno menyayuschimisya
nelineynostyami [Asymptotic representations of solutions of non-autonomous ordinary
differential equations with regularly varying nonlinearities]. Differentsialnyie uravneniya,
Vol. 47, № 5, P. 628–650.



30 Дрожжина А. В.

3. Evtukhov V. M., Klopot A. M. (2014) Asymptotic Behavior of Solutions of Ordinary
Differential Equations of n-th Order with Regularly Varying Nonlinearities, Mem.
Differential Equations Math. Phys., Vol. 61, P. 37–61.

4. Klopot A. M. (2013) Asimptoticheskoe povedenie resheniy neavtonomnyih
obyiknovennyih differentsialnyih uravneniy 𝑛-go poryadka s pravilno menyayuschimisya
nelineynostyami [Asymptotic behavior of solutions of non-autonomous ordinary
differential equations of 𝑛-th order with regularly varying nonlinearities]. Visnik Od.
nats. un-ut. Mat. i meh., Vol. 18, № 3(19), P. 16–34.

5. Kusik L. I. (2012) Priznaki suschestvovaniya odnogo klassa resheniy suschestvenno
nelineynyih differentsialnyih uravneniy vtorogo poryadka [Signs of the existence of one
class of solutions of essentially nonlinear differential equations of the second order].
Visnik Odeskogo nats. un-tu. Matem. i mehan., Vol. 17, № 1–2(13–14), P. 80–97.

6. Senata E. (1985) Pravilno menyayuschiesya funktsii [Correctly Changing Functions]. M.:
Nauka, 144 p.

7. Bingham N. H., Goldie C. M., Teugels J. L. (1987) Regular variation. Encyclopedia of
mathematics and its applications. Cambridge: Cambridge University Press, 494 p.

8. Evtuhov V. M., Samoylenko A. M. (2010) Usloviya suschestvovaniya ischezayuschih
v osoboy tochke resheniy u veschestvennyih neavtonomnyih sistem kvazilineynyih
differentsialnyih uravneniy [Conditions for the existence of solutions of quasilinear
differential equations that disappear at a singular point in real non-autonomous systems].
Ukr. Mat. Zh., Vol. 62, № 1, P. 52–80.



Дослiдження в математицi i механiцi. — 2019. — Т. 24, вип. 2(34). — С. 31–44

УДК 517.9

О. В. Капустян, О. А. Капустян, О. В. Перегуда, I. В. Романюк
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

СТIЙКIСТЬ РIВНОМIРНОГО АТРАКТОРА ДЛЯ
ЕВОЛЮЦIЙНОГО РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З
РОЗРИВНИМИ ТРАЄКТОРIЯМИ

Публiкацiя мiстить результати дослiджень, що проводяться в межах
україно-нiмецького науково-дослiдного проекту ДФФД та DFG “Стiйкiсть та
робастнiсть щодо збурень атракторiв нелiнiйних нескiнченновимiрних систем”

Робота присвячена дослiдженню якiсної поведiнки розв’язкiв хвильового рiвняння, тра-
єкторiї якого зазнають iмпульсного збурення при досягненнi фiксованої (iмпульсної)
пiдмножини в фазовому просторi. Користуючись загальною схемою побудови нескiн-
ченновимiрної iмпульсної динамiчної системи та використовуючи поняття рiвномiрного
атрактора — мiнiмальної компактної рiвномiрно притягуючої множини, отримано ре-
зультат щодо iснування та явного вигляду рiвномiрного атрактора для iмпульсної ди-
намiчної системи, породженої хвильовим рiвнянням. Траєкторiї такої системи можуть
мати нескiнченну кiлькiсть iмпульсних точок при зустрiчi з iмпульсною пiдмножиною
фазового простору. Таким чином, рiвномiрний атрактор може мати непорожнiй перетин
з iмпульсною множиною, i, як результат, не мати властивостi стiйкостi. Проте, завдяки
додатковим умовам щодо iмпульсних параметрiв задачi, у данiй роботi вдалося довести
властивiсть стiйкостi для не iмпульсної частини рiвномiрного атрактора.
MSC: 34D45, 35R12.
Ключовi слова: iмпульсна динамiчна система, стiйкiсть, iмпульсне збурення, рiвно-
мiрний атрактор, хвильове рiвняння.
DOI: 10.18524/2519-206x.2019.2(34).190047.

1. Вступ

Описуючи поведiнку багатьох еволюцiйних процесiв з миттєвими змi-
нами, досить поширеним є математичний пiдхiд, що ґрунтується на те-
орiї диференцiальних рiвнянь з iмпульсним збуренням [1]–[4]. Важливим
пiдкласом систем з розривними траєкторiями є iмпульснi (розривнi) ди-
намiчнi системи [5]–[8]. Зокрема системи, траєкторiї яких зазнають iм-
пульсних збурень у момент зустрiчi з певною фiксованою пiдмножиною
фазового простору. У випадку нескiнченновимiрного фазового простору
одним з найефективнiших iнструментiв для вивчення якiсної поведiнки
розвязкiв таких систем є теорiя глобальних атракторiв [9], [10]. Проте при
застосуваннi основних понять та результатiв цiєї теорiї до iмпульсних ди-
намiчних систем виникає ряд ускладнень, перш за все повязаних з втратою
в таких системах властивостi неперервної залежностi розвязкiв вiд поча-
ткових даних, що в свою чергу вимагає застосування нових концепцiй як
i для поняття глобального атрактора, так i для його основних властиво-
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стей (iнварiантностi, стiйкостi та робастностi). Глобальну асимптотичну
поведiнку системи в цьому випадку можна описати за допомогою поняття
рiвномiрного атрактору - компактної, мiнiмальної, рiвномiрно притягуючої
множини [10], [11]. Виявилось, що у випадку, коли траєкторiї iмпульсної
динамiчної системи мають нескiнченну кiлькiсть iмпульсних збурень, пе-
ретин рiвномiрного атрактора Θ з iмпульсною множиною𝑀 може бути не
порожнiй, i, як наслiдок, рiвномiрний атрактор може не мати властивостi
iнварiантностi та стiйкостi [16]. Проте вже найпростiшi приклади показу-
ють, що цими властивостями може володiти не iмпульсна частина рiвно-
мiрного атрактора Θ ∖𝑀 . Основнi абстрактнi результати щодо iнварiан-
тностi Θ∖𝑀 для рiзних класiв iмпульсних систем були одержанi в роботах
[13], [14], [15]. Стiйкiсть Θ ∖𝑀 для параболiчних iмпульсно-збурених рiв-
нянь та систем вивчалась в [16], [17]. Для хвильових iмпульсно-збурених
систем iснування рiвномiрного атрактору було доведене в [18]. У данiй ро-
ботi , використовуючи результати [18], дослiджується властивiсть стiйкостi
не iмпульсної частини рiвномiрного атрактора для iмпульсної динамiчної
системи, породженої еволюцiйним рiвнянням 2-го порядку.

2. Основнi результати

1. Атрактори iмпульсних напiвпотокiв.
Iмпульсна (або розривна [1]) динамiчна система, що задана на нормо-

ваному просторi 𝐸, складається з неперервної напiвгрупи 𝑉 : 𝑅+×𝐸 → 𝐸,
iмпульсної множини 𝑀 ⊂ 𝐸 та iмпульсного вiдображення 𝐼 : 𝑀 → 𝐸. Рух
в iмпульснiй динамiчнiй системi вiдбувається по траєкторiям 𝑉 до момен-
ту часу 𝜏 , коли фазова точка системи 𝑥(𝑡) досягає множини 𝑀 . У момент
такої зустрiчi вона зазнає iмпульсного впливу величини 𝐼 та миттєво опи-
няється в новому положеннi 𝐼𝑥(𝜏).

Для коректностi побудови такої iмпульсної динамiчної системи необхi-
дне виконання наступних умов [5]:

𝑀 − замкнена, 𝑀 ∩ 𝐼𝑀 = ∅,
∀𝑥 ∈𝑀 ∃𝜏 = 𝜏(𝑥) > 0 ∀𝑡 ∈ (0, 𝜏) 𝑉 (𝑡, 𝑥) /∈𝑀,

кожна iмпульсна траєкторiя визначенa на [0,+∞).

(1)

Введемо позначення:

∀𝑥 ∈𝑀 𝐼𝑥 = 𝑥+, ∀𝑥 ∈ 𝐸 𝑀+(𝑥) =

(︃⋃︁
𝑡>0

𝑉 (𝑡, 𝑥)

)︃
∩𝑀.

Якщо 𝑀+(𝑥) ̸= ∅, то з неперервностi 𝑉 i умов (1) виводимо, що iснує
момент часу 𝑠 > 0 такий, що

∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑠) 𝑉 (𝑡, 𝑥) ̸∈𝑀, 𝑉 (𝑠, 𝑥) ∈𝑀.
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Тодi iмпульсний напiвпотiк 𝐺 описується наступним чином [5]:
якщо для 𝑥 ∈ 𝐸 для всiх 𝑡 > 0 𝑉 (𝑡, 𝑥) ̸∈𝑀 , то

𝐺(𝑡, 𝑥) = 𝑉 (𝑡, 𝑥).

Iнакше

𝐺(𝑡, 𝑥) =

{︃
𝑉 (𝑡− 𝑡𝑛, 𝑥

+
𝑛 ), 𝑡 ∈ [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1),

𝑥+𝑛+1, 𝑡 = 𝑡𝑛+1,
(2)

де 𝑡0 = 0, 𝑡𝑛+1 =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑠𝑘, 𝑥+𝑛+1 = 𝐼𝑉 (𝑠𝑛, 𝑥
+
𝑛 ), 𝑥+0 = 𝑥, 𝑠𝑛 — моменти

iмпульсного збурення, що характеризуються умовою 𝑉 (𝑠𝑛, 𝑥
+
𝑛 ) ∈𝑀 .

Формула (2) визначає (не обов’язково неперервну) напiвгрупу 𝐺 : 𝑅+×
𝐸 → 𝐸 [8], яку будемо називати iмпульсним напiвпотоком.

Надалi будемо використовувати наступнi позначення:

𝑏(𝐸) − сукупнiсть всiх обмежених пiдмножин 𝐸;

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴,𝐵) = sup
𝑥∈𝐴

inf
𝑦∈𝐵

‖𝑥− 𝑦‖𝐸 ;

𝑂𝛿(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥,𝐴) < 𝛿}.

Означення 1. [12] Компактна множина Θ ⊂ 𝐸 називається рiвномiр-
ним атрактором iмпульсного напiвпотоку 𝐺, якщо
1) Θ — рiвномiрно притягуюча множина, тобто

∀𝐵 ∈ 𝑏(𝐸) 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐺(𝑡, 𝐵),Θ) → 0, 𝑡→ ∞;

2) Θ — мiнiмальна замкнена множина, що задовольняє умову 1).

Наступна теорема дає критерiй iснування рiвномiрного атратора.

Теорема 1. [13] Нехай для iмпульсного напiвпотоку 𝐺 виконується умо-
ва дисипативностi, тобто

∃𝐵0 ∈ 𝑏(𝐸) ∀𝐵 ∈ 𝑏(𝐸) ∃𝑇 = 𝑇 (𝐵) ∀𝑡 ≥ 𝑇 𝐺(𝑡, 𝐵) ⊂ 𝐵0. (3)

Тодi 𝐺 має рiвномiрний атрактор Θ тодi i тiльки тодi, коли 𝐺 — асим-
птотично компактний, тобто

∀{𝑡𝑛 ↗ ∞} ∀{𝑥𝑛} ∈ 𝑏(𝐸)

послiдовнiсть {𝐺(𝑡𝑛, 𝑥𝑛)} предкомпактна в E. (4)

При цьому справедливою є рiвнiсть

Θ = 𝜔(𝐵0) :=
⋂︁
𝜏>0

⋃︁
𝑡≥𝜏

𝐺(𝑡, 𝐵0). (5)
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Одним з означень стiйкостi iнварiантної множини вiдносно напiвпотоку
(еквiвалентних у випадку неперервних напiвпотокiв) є наступне.

Означення 2. [19] Множина 𝐴 ⊂ 𝐸 називається стiйкою вiдносно на-
пiвпотоку 𝐺, якщо

𝐴 = 𝐷+(𝐴) :=
⋃︁
𝑥∈𝐴

{𝑦 | 𝑦 = lim𝐺(𝑡𝑛, 𝑥𝑛), 𝑥𝑛 → 𝑥, 𝑡𝑛 ≥ 0} . (6)

Зауваження Оскiльки 𝐴 ⊂ 𝐷+(𝐴) за побудовою, то властивiсть (6)
еквiвалентна вкладенню 𝐷+(𝐴) ⊂ 𝐴.

Вiдомо, що для неперервних напiвпотокiв, що задовольняють умови
Теореми 1, рiвномiрний атрактор є iнварiантним i стiйким в сенсi (6). В
данiй роботi ми доведемо, що для iмпульсного напiвпотоку, породженого
iмпульсно-збуреним хвильовим рiвнянням, рiвномiрний атрактор Θ задо-
вольняє вкладення

𝐷+(Θ ∖𝑀) ⊂ Θ ∖𝑀. (7)

2. Iмпульсно-збурене хвильове рiвняння
Розглянемо триплет гiльбертових просторiв 𝑉 ⊂ 𝐻 ⊂ 𝑉 * з компактним

та щiльним вкладенням, де ‖ · ‖ та (·, ·) вiдповiдно норма та скалярний
добуток в 𝐻. 𝐴 : 𝑉 → 𝑉 * — лiнiйний, неперервний, самоспряжений, ко-
ерцитивний оператор. Функцiя ⟨𝐴𝑢, 𝑢⟩

1
2 визначає норму в 𝑉 , яку будемо

позначати ‖𝑢‖𝑉 .
У данiй роботi будемо розглядати таку еволюцiйну задачу (𝛽 > 0):⎧⎨⎩

𝜕2𝑦
𝜕𝑡2

+ 2𝛽 𝜕𝑦
𝜕𝑡 +𝐴𝑦 = 0,

𝑦|𝑡=0 = 𝑦0 ∈ 𝑉,
𝑦𝑡|𝑡=0 = 𝑦1 ∈ 𝐻,

(8)

яка в фазовому просторi 𝐸 = 𝑉 × 𝐻 породжує неперервну напiвгрупу
𝑉 : 𝑅+ × 𝐸 → 𝐸, де

для 𝑧0 =

(︂
𝑦0
𝑦1

)︂
∈ 𝐸 𝑉 (𝑡, 𝑧0) = 𝑧(𝑡) =

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦𝑡(𝑡)

)︂
.

Норма в 𝐸 задається рiвнiстю:

для 𝑧 =

(︂
𝑦
𝑤

)︂
∈ 𝐸 ‖𝑧‖𝐸 = ‖𝑦‖𝑉 + ‖𝑤‖.

Вперше поведiнка траєкторiй еволюцiйного рiвняння другого порядку
з розривними траєкторiями була дослiджена у роботi [20], де в якостi iм-
пульсної множини розглядалась множина рiвня повної енергiї. Проте, як
показано в роботi [18], задача (8) з iмпульсними параметрами

𝑀 =
{︁
𝑧 ∈ 𝐸 | ‖𝑧‖𝐸 = 𝑎

}︁
, 𝐼𝑧 = (1 + 𝜇)𝑧
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залишаючись дисипативною, не має рiвномiрного аторактора в фазовому
просторi 𝐸. Тому в якостi iмпульсної множини природно розглядати лiнiю
рiвня деякої напiвнорми 𝑙𝑝 такої, що

∀𝑧 ∈ 𝐸 𝑙𝑝(𝑧) → ‖𝑧‖𝐸 , 𝑝→ ∞.

Надалi будемо використовувати {𝜆𝑖}, {𝜓𝑖} — розв’язки спектральної зада-
чi:

∀𝑖 ≥ 1 𝐴𝜓𝑖 = 𝜆𝑖𝜓𝑖, 0 < 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ . . . , 𝜆𝑖 → ∞, 𝑖→ ∞.

Для 𝑝 ≥ 1 виберемо 𝑙𝑝 : 𝐸 → 𝑅 наступним чином:

для 𝑧 =

(︂
𝑦
𝑤

)︂
∈ 𝐸 𝑙𝑝(𝑧) =

(︁ 𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖(𝑦, 𝜓𝑖)
2 + (𝑤,𝜓𝑖)

2}
)︁ 1

2
.

При фiксованих ∀𝑝 ≥ 1, 𝑎 > 0, 𝜇 > 0 покладемо

𝑀 =
{︁
𝑧 ∈ 𝐸| 𝑙𝑝(𝑧) = 𝑎

}︁
, (9)

𝑀
′

=
{︁
𝑧 ∈ 𝐸| 𝑙𝑝(𝑧) = 𝑎(1 + 𝜇)

}︁
,

Щодо iмпульсного вiдображення 𝐼 : 𝑀 →𝑀
′ , то будемо вважати, що воно

змiнює лише першi 𝑝 координат фазового вектора, тобто

для 𝑧 =
∞∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖 ∈𝑀

𝐼(𝑧) ∈
{︁ 𝑝∑︁

𝑖=1

(︂
𝑐
′
𝑖

𝑑
′
𝑖

)︂
𝜓𝑖 +

∞∑︁
𝑖=𝑝+1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖

⃒⃒⃒
(10)

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖(𝑐
′
𝑖)
2 + (𝑑

′
𝑖)
2} = 𝑎2(1 + 𝜇)2

}︁
.

Наприклад, вiдображення 𝐼 може збiльшувати в 1 +𝜇 разiв першi 𝑝 коор-
динат фазового вектора

𝐼
(︁ ∞∑︁

𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖

)︁
= (1 + 𝜇)

𝑝∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖 +

∞∑︁
𝑖=𝑝+1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖.

3. Iснування та стiйкiсть рiвномiрного атрактора задачi (8)–
(10).

Результат щодо iснування рiвномiрного атрактору для iмпульсного на-
пiвпотоку, породженого задачею (8)–(10), було доведено в [18]. Ми наводи-
мо його в тому обсязi, який необхiдний для доведення основного резуль-
тату про стiйкiсть.
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Теорема 2. [18] Для довiльного iмпульсного вiдображення 𝐼 : 𝑀 ↦→ 𝑀 ′,
що задовольняє (10), iмпульсна задача (8), (9) породжує дисипативний
iмпульсний напiвпотiк 𝐺 : 𝑅+ × 𝐸 → 𝐸, що має рiвномiрний атрактор
Θ, причому

Θ ⊂
{︁ 𝑝∑︁

𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖 |

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖𝑐2𝑖 + 𝑑2𝑖 } ∈ [𝑎2, 𝑎2(1 + 𝜇)2]
}︁⋃︁(︂

0
0

)︂
. (11)

Доведення.

Вiдносно розв’язкiв еволюцiйної задачi (8) 𝑧(𝑡) = 𝑉 (𝑡, 𝑧0) =

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦𝑡(𝑡)

)︂
маємо, що наступнi функцiї

∀𝑖 ≥ 1 𝑢𝑖(𝑡) = (𝑦(𝑡), 𝜓𝑖), 𝑣𝑖(𝑡) = 𝑢
′
𝑖(𝑡) = (𝑦𝑡(𝑡), 𝜓𝑖)

задовольняють задачу Кошi:{︂
𝑢

′′
𝑖 (𝑡) + 2𝛽𝑢

′
𝑖 + 𝜆𝑖𝑢𝑖(𝑡) = 0,

𝑢𝑖(0) = (𝑦0, 𝜓𝑖), 𝑢
′
𝑖(0) = (𝑦1, 𝜓𝑖).

(12)

Крiм того, справедливою є така рiвнiсть

∀𝑡 ≥ 0 𝜆𝑖𝑢
2
𝑖 (𝑡) + 𝑣2𝑖 (𝑡) = 𝜆𝑖𝑢

2
𝑖 (0) + 𝑣2𝑖 (0) − 4𝛽

∫︁ 𝑡

0
𝑣2𝑖 (𝑠)𝑑𝑠. (13)

Беручи до уваги (12) та (13) отримуємо, що функцiя

𝑡→ 𝑙2𝑝(𝑧(𝑡)) =

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖𝑢2𝑖 (𝑡) + 𝑣2𝑖 (𝑡)}, де 𝑙𝑝(𝑧0) ̸= 0 (14)

є строго спадною на [0,+∞). Зокрема виконується умова (1). Бiльш того,
з формули (12) отримуємо, що ∃𝑐 > 0 ∃𝜂 > 0 ∀𝑖 ≥ 1 ∀𝑡 ≥ 0

𝜆𝑖𝑢
2
𝑖 (𝑡) + 𝑣2𝑖 (𝑡) ≤ 𝑐2(𝜆𝑖𝑢

2
𝑖 (0) + 𝑣2𝑖 (0))𝑒−2𝜂𝑡. (15)

Нехай 𝑧0 ∈ 𝐼𝑀 . Враховуючи (13) та (15) ∃𝑡 > 0 таке, що 𝑧(𝑡) ∈𝑀 .
Таким чином,

𝑎2 = 𝑎2(1 + 𝜇)2 − 4𝛽

∫︁ 𝑡

0

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑣2𝑖 (𝑠)𝑑𝑠 (16)

i в силу (13) справедливою є така нерiвнiсть:

∀𝑡 ≥ 0

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑣2𝑖 (𝑡) ≤ 𝑎2(1 + 𝜇)2. (17)
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Отже, враховуючи (16) та (17) отримуємо, що

𝑡 ≥ 1

4𝛽

(︀
1 − 1

(1 + 𝜇)2
)︀
. (18)

З (18) випливає, що задача (8)–(10) породжує iмпульсний напiвпотiк 𝐺 за
формулою (2).

При досягненнi iмпульсної множини 𝑀 фазовим вектором 𝑧 iмпуль-
сного збурення зазнають лише першi 𝑝 координат даного вектора. Тому в
силу (13) та (15) можемо отримати таку оцiнку:

∀𝑧0 ∈ 𝐸 ∀𝑡 ≥ 0 ‖𝐺(𝑡, 𝑧0)‖2𝐸 =

∞∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖𝑢
2
𝑖 (𝑡) + 𝑣2𝑖 (𝑡)) ≤

≤ 𝑐2‖𝑧0‖2𝐸𝑒−2𝜂𝑡 + 𝑎2(1 + 𝜇)2, (19)

яка гарантує властивiсть дисипативностi (3).
Далi доведемо виконання умови асимптотичної компактностi. Розгля-

немо таку послiдовнiсть

𝜉𝑛 = 𝐺(𝑡𝑛, 𝑧
0
𝑛), де ‖𝑧0𝑛‖𝐸 ≤ 𝑟, 𝑡𝑛 ↗ ∞.

Якщо для нескiнченно багатьох 𝑛 ≥ 1 𝑉 (·, 𝑧0𝑛) не мають перетину з
iмпульсною множиною 𝑀 , то

𝜉𝑛 = 𝑉 (𝑡𝑛, 𝑧
0
𝑛).

Так як в силу [9] ∃𝑐 > 0, 𝜂 > 0 такi, що ∀𝑧0 ∈ 𝐸 для 𝑧(𝑡) = 𝑉 (𝑡, 𝑧0)
справедлива оцiнка

∀𝑡 ≥ 0 ‖𝑧(𝑡)‖𝐸 ≤ 𝑐‖𝑧0‖𝐸𝑒−𝜂𝑡, (20)

то
𝜉𝑛 → 0 в 𝐸.

Якщо ж iснують точки перетину з iмпульсною множиною 𝑀 , зокрема
𝜏𝑛 > 0 є моментом першого потрапляння 𝑉 (·, 𝑧0𝑛) на множину 𝑀 , то з (20)
отримуємо таку оцiнку

𝑎2 ≤ ‖𝑉 (𝜏𝑛, 𝑧
0
𝑛)‖2𝐸 ≤ 𝑐2𝑟2𝑒−2𝜂𝜏𝑛 .

Таким чином
𝜏𝑛 ≤ 1

𝜂
𝑙𝑛
𝑐𝑟

𝑎
, (21)
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тобто фазова точка досягає множину𝑀 за невiд’ємний час, який залежить
лише вiд величини 𝑟. Тому без обмеження загальностi можемо вважати,
що

𝑧0𝑛 ∈ 𝐼𝑀, ‖𝑧0𝑛‖𝐸 ≤ 𝑟.

Для ∀𝑖 ≥ 𝑝+ 1 в силу (15)

𝜆𝑖(𝑢
(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛)2) + (𝑣

(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛))2 ≤ 𝑐2(𝜆𝑖𝑢

2
𝑖 (0)2 + 𝑣2𝑖 (0))𝑒−2𝜂𝑡𝑛 . (22)

З iншого боку, враховуючи формулу (13)

𝑝∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖(𝑢
(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛))2 + (𝑣

(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛))2) ∈ [𝑎2, 𝑎2(1 + 𝜇)2]. (23)

Тодi можемо вважати, що по пiдпослiдовностi

∀𝑖 ∈ 1, 𝑝, 𝑢
(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛) → 𝑐𝑖, 𝑣

(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛) → 𝑑𝑖.

Звiдси,

для 𝜉 =

𝑝∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖

‖𝜉𝑛−𝜉‖2𝐸 ≤
𝑝∑︁

𝑖=1

{𝜆𝑖(𝑢(𝑛)𝑖 (𝑡𝑛)−𝑐𝑖)2+(𝑣
(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛)−𝑑𝑖)2}+𝑐2𝑒−2𝜂𝑡𝑛𝑟2 → 0, 𝑛→ ∞.

(24)
Таким чином з (24) одержуємо предкомпактнiсть 𝜉𝑛, а отже, iмпуль-

сний напiвпотiк 𝐺 має рiвномiрний атрактор Θ, причому в силу (20), (24)
має мiсце вкладення (11). Теорема доведена.

Зауваження 1. Кожна iмпульсна траєкторiя, що стартує з 𝐼𝑀 , має
нескiнчену кiлькiсть iмпульсних збурень, часовi промiжки мiж якими
задовольняють (18). Це, зокрема, означає, що Θ ∩𝑀 ̸= ∅.

Зауваження 2. Кожна iмпульсна траєкторiя, що стартує з 𝑀 , в силу
(14) не має iмпульсних збурень i в силу оцiнки (20) прямує до нуля при
𝑡→ ∞. Це, зокрема, означає, що 0 ∈ Θ.

Наступна теорема є основним результатом роботи.

Теорема 3. Нехай iмпульсне вiдображення 𝐼 : 𝑀 → 𝑀 ′ є неперервним.
Тодi рiвномiрний атрактор Θ iмпульсного напiвпотоку, породженого за-
дачею (8)–(10), є стiйким в тому сенсi, що

𝐷+(Θ ∖𝑀) ⊂ Θ ∖𝑀. (25)
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Доведення.
Нехай 𝜉 ∈ Θ ∖𝑀 . Якщо 𝜉 = 0, то 𝐺(𝑡, 0) = 0 ∈ Θ ∀𝑡 ≥ 0. Iнакше в силу

(11)

𝜉 =

𝑝∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖, де

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖𝑐2𝑖 + 𝑑2𝑖 } ∈ (𝑎2, 𝑎2(1 + 𝜇)2]. (26)

Враховуючи (14), маємо

∀𝑡 ≥ 0 𝑙2𝑝(𝑉 (𝑡, 𝜉)) ∈ (𝑎2, 𝑎2(1 + 𝜇)2]. (27)

Крiм того, оскiльки для 𝜉 =

(︂
𝑢0
𝑣0

)︂
маємо

(𝑢0, 𝜓𝑖) = (𝑣0, 𝜓𝑖) = 0 ∀ 𝑖 ≥ 𝑝+ 1,

то в силу (12) для 𝑉 (𝑡, 𝜉) =

(︂
𝑢(𝑡)
𝑣(𝑡)

)︂
маємо

(𝑢(𝑡), 𝜓𝑖) = (𝑣(𝑡), 𝜓𝑖) = 0 ∀ 𝑡 ≥ 0 ∀ 𝑖 ≥ 𝑝+ 1.

Це означає, що
∀ 𝑡 ≥ 0 𝐺(𝑡,Θ ∖𝑀) ⊂ Θ ∖𝑀 (28)

Доведемо рiвнiсть
Θ = Θ ∖𝑀 (29)

В силу замкненостi Θ маємо вкладення Θ ∖𝑀 ⊂ Θ. Тепер нехай 𝜉 ∈ Θ∩𝑀 .
В силу (11)

𝜉 =

𝑝∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖, де

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖𝑐2𝑖 + 𝑑2𝑖 } = 𝑎2. (30)

Розглядаючи послiдовнiсть

𝜉𝑛 =

𝑝∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖 + 1/𝑛
𝑑𝑖 + 1/𝑛

)︂
𝜓𝑖, де

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖𝑐2𝑖 + 𝑑2𝑖 } = 𝑎2, (31)

маємо, що 𝜉𝑛 ∈ Θ i ‖𝜉𝑛 − 𝜉‖𝐸 → 0. Звiдси 𝜉 ∈ Θ ∖𝑀 i шукана рiвнiсть
доведена.

Тепер для того, щоб довести (25), достатньо довести вкладення

𝐷+(Θ ∖𝑀) ⊂ Θ. (32)

Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай для деяких 𝜉𝑛 → 𝜉 ∈ Θ ∖𝑀 та
𝜏𝑛 ≥ 0 виконується

𝑧𝑛 = 𝐺(𝜏𝑛, 𝜉𝑛) → 𝑧 /∈ Θ. (33)
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Якщо 𝜏𝑛 → ∞, то в силу (5) i асимптотичної компактностi напiвпотоку
𝐺 послiдовнiсть {𝑧𝑛} має принаймнi одну граничну точку i всi її граничнi
точки належать Θ, тобто маємо протирiччя з (33).

Тодi можемо вважати, що 𝜏𝑛 → 𝜏 ≥ 0.
Оскiльки 𝜉 ∈ Θ∖𝑀 , то 𝑙𝑝(𝜉) > 𝑎, 𝑙𝑝(𝜉𝑛) > 𝑎. Тодi в силу умови монотон-

ностi (14) виводимо, що iснують 𝑠(𝑛)0 та 𝑠0 - моменти першого попадання
траєкторiй 𝑉 (·, 𝜉𝑛) та 𝑉 (·, 𝜉) на множину 𝑀 i при цьому 𝑠0 > 0. Крiм того,
в силу оцiнки (21) можемо вважати, що по пiдпослiдовностi 𝑠(𝑛)0 → 𝑠0.

Якщо 𝜏 < 𝑠0, то 𝜏𝑛 < 𝑠
(𝑛)
0 , отже, в силу (28)

𝑧𝑛 = 𝑉 (𝜏𝑛, 𝜉𝑛) → 𝑉 (𝜏, 𝜉) = 𝐺(𝜏, 𝜉) ∈ Θ ∖𝑀 ⇒ протирiччя з (33).

Якщо 𝜏 = 𝑠0 i 𝜏𝑛 < 𝑠𝑛0 , то

𝑧𝑛 = 𝑉 (𝜏𝑛, 𝜉𝑛) → 𝑉 (𝜏, 𝜉) = 𝑉 (𝑠0, 𝜉) ∈𝑀.

Оскiльки для 𝜂𝑛 ↘ 0 𝜏 − 𝜂𝑛 < 𝑠0, то з одного боку

𝑉 (𝜏 − 𝜂𝑛, 𝜉) → 𝑉 (𝜏, 𝜉),

а з iншого,
𝑉 (𝜏 − 𝜂𝑛, 𝜉) = 𝐺(𝜏 − 𝜂𝑛, 𝜉) ∈ Θ ∖𝑀.

Звiдси, 𝑧 = 𝑉 (𝜏, 𝜉) ∈ Θ ∖𝑀 ⊂ Θ ⇒ протирiччя з (33).
Якщо 𝜏 = 𝑠0 i 𝜏𝑛 ≥ 𝑠𝑛0 , то 𝜏𝑛 = 𝑠𝑛0 + 𝛼𝑛, 𝛼𝑛 → 0 + . Нехай 𝑧

(𝑛)+
1 =

𝐼𝑉 (𝑠
(𝑛)
0 , 𝜉𝑛). В силу умов неперервностi iмпульсного вiдображення 𝐼 маємо

𝑧
(𝑛)+
1 → 𝐼𝑉 (𝑠0, 𝜉) = 𝑧+1 .

Oтже,

𝑧𝑛 = 𝑉 (𝛼𝑛, 𝑧
(𝑛)+
1 ) → 𝑧+1 = 𝐺(𝑠0, 𝜉) ∈ Θ ∖𝑀 ⇒ протирiччя з (33).

Нехай 𝜏 > 𝑠0. Тодi 𝜏𝑛 > 𝑠
(𝑛)
0 . Оскiльки 𝑧

(𝑛)+
1 , 𝑧+1 ∈ 𝐼𝑀 , то 𝑙𝑝(𝑧

(𝑛)+
1 ) =

𝑙𝑝(𝑧
+
1 ) = 𝑎(1 + 𝜇) > 𝑎. Отже, iснують 𝑠(𝑛)1 та 𝑠1 - моменти першого попада-

ння траєкторiй 𝑉 (·, 𝑧(𝑛)+1 ) та 𝑉 (·, 𝑧+1 ) на множину𝑀 , причому по пiдпослi-
довностi 𝑠(𝑛)1 → 𝑠1 > 0. Користуючись формулою (2), можемо повторити
попереднi мiркування для 𝑠0 < 𝜏 ≤ 𝑠0+𝑠1 i т.д. i кожного разу одержувати
протирiччя з (33). Отже,

𝐷+(Θ ∖𝑀) ⊂ Θ = Θ ∖𝑀

i теорема доведена.
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3. Висновки

У роботi дослiджується якiсна поведiнка iмпульсного напiвпотоку, по-
родженого хвильовим рiвнянням, розв’язки якої зазнають iмпульсного збу-
рення при досягненнi фiксованої iмпульсної пiдмножини в фазовому про-
сторi. Для широких класiв iмпульсних вiдображень доведено iснування та
встановлено явний вигляд рiвномiрного атрактору. За додаткової умови
неперервностi iмпульсного вiдображення доведено теорему про стiйкiсть
неiмпульсної частини рiвномiрного атрактора.
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Капустян А. В., Капустян Е.А., Перегуда О. В., Романюк И. В.
Устойчивость равномерного аттрактора для эволюционного уравнения вто-
рого порядка с разрывными траекториями

Резюме

Работа посвящена исследованию качественного поведения решений волнового уравне-
ния, траектории которого испытывают импульсное возмущение при достижении фик-
сированного (импульсного) подмножества в фазовом пространстве. Пользуясь общей
схемой построения бесконечномерной импульсной динамической системы и используя
понятие равномерного аттрактора — минимального компактного равномерно притяги-
вающего множества, получен результат о существовании и явном виде равномерного
аттрактора для импульсной динамической системы, порожденной волновым уравнени-
ем. Траектории такой системы могут иметь бесконечное количество импульсных точек
при встрече с импульсным подмножеством фазового пространства. Таким образом рав-
номерный аттрактор может иметь непустое пересечение с импульсным множеством и
как результат не обладать свойством устойчивости. Однако благодаря дополнительным
условиям на импульсные параметры задачи в данной работе удалось доказать свойство
устойчивости для не импульсной части равномерного аттрактора.
Ключевые слова: импульсная динамическая система, устойчивость, импульсное воз-
мущение, равномерный аттрактор, волновое уравнение.

Kapustyan O. V., Kapustian O. A., Pereguda O. V., Romaniuk I. V.
Stability of a uniform attractor for a second-order evolution equation with
discontinuous trajectories

Summary

The work is devoted to the study of the qualitative behavior of solutions of the wave equa-
tion, whose trajectories have impulsive perturbations in moments when they reach a fixed
(impulsive) subset of the phase space. Using the general constructing scheme of the infinite-
dimensional impulsive dynamical system and using the concept of a uniform attractor — a
minimal compact uniformly attracting set, we obtained the result about the existence and the
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explicit form of a uniform attractor for the corresponding impulsive dynamical system. Tra-
jectories of such system can have an infinite number of impulsive points when they encounter
an impulsive subset of the phase space. Thus, a uniform attractor may have a non-empty
intersection with the impulsive set and, as a result, may not have the stability property.
However, due to the additional conditions on the impulsive parameters of the problem, we
managed to prove the stability property for the non-impulsive part of the uniform attractor.
Key words: impulsive dynamical system, stability, impulsive perturbation, uniform attractor,
wave equation.
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ОДНА ЛИНЕЙНАЯ МНОГОЗНАЧНАЯ ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ

В последнее время многие авторы рассматривали вопросы существования, единственно-
сти и свойства решений многозначных дифференциальных и интегро-дифференциаль-
ных уравнений, уравнений высших порядков, исследовали импульсные и управляемые
системы в рамках теории многозначных уравнений. Очевидно, что получение всех этих
результатов было бы невозможно без развития теории многозначного анализа. В послед-
ние появились новые определения производной для многозначных отображений, кото-
рые в отличие от использовавшейся ранее производной Хукухары, дали возможность
дифференцировать многозначные отображения, диаметр которых не только не убы-
вающая функция. В результате были рассмотрены многозначные дифференциальные
уравнения, решения которых являются многозначные отображения, диаметр которых
не является монотонной функцией. В данной статье рассматривается новая постанов-
ка задачи оптимального управления (задача быстродействия), которая стала возможна
благодаря этим новым производным и дифференциальным уравнениям, а так же при-
веден метод решения данной задачи.
MSC: 34A60, 34A12.
Ключевые слова: многозначные уравнения, управление, задача быстродействия, произ-
водная Хукухары.
DOI: 10.18524/2519-206x.2019.2(34).190048.

1. Введение

В последнее время в рамках теории многозначных уравнений бы-
ли рассмотрены свойства решений многозначных дифференциальных
уравнений, многозначных дифференциальных включений, многозначных
интегро-дифференциальных уравнений и многозначных интегральных
уравнений, а также исследовались дискретные многозначные системы,
импульсные многозначные системы и управляемые многозначные системы
(см. [1–7] и ссылки в них). Очевидно, что получение всех этих результатов
было невозможно без развития теории многозначного анализа (см. [1–4;
7] и ссылки в них).

В последние десятилетия в работах А.В. Плотникова и Н.В. Скрипник
[8–11], M.T. Malinowski [12; 13], H. Vu, L.S. Dong [14], H. Vu, N. Van Hoa
[15] и Ş.E. Amrahov, A. Khastan, N. Gasilov, A.G. Fatullayev [16] появи-
лись определения производной от многозначного отображения, которые в
отличие от уже ставшей классической производной Хукухары [17], дали
возможность дифференцировать многозначные отображения, диаметр ко-
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торых является не монотонной функцией. Это дало возможность не только
рассматривать новые типы многозначных дифференциальных уравнений,
но и новые задачи оптимального управления многозначными отображени-
ями.

В данной статье рассмотрена задача быстродействия многозначным
объектом, поведение которого описывается линейным многозначным диф-
ференциальным уравнением и предложен метод ее разрешения.

1. Необходимые определения и обозначения. Пусть 𝑅𝑛 - 𝑛-мерное
пространство с евклидовой метрикой 𝑑(·, ·) и 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) - метрическое про-
странство всех непустых выпуклых компактных подмножеств простран-
ства 𝑅𝑛 с метрикой Хаусдорфа

ℎ(𝐴,𝐵) = max

{︂
max
𝑎∈𝐴

min
𝑏∈𝐵

𝑑(𝑎, 𝑏), max
𝑏∈𝐵

min
𝑎∈𝐴

𝑑(𝑎, 𝑏)

}︂
,

где 𝐴,𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛).
Как известно, пространство 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) не является линейным простран-

ством относительно операций сложения и умножения на скаляр, так как в
общем случае нельзя ввести понятие противоположного для 𝐴 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
элемента, то есть в общем случае 𝐴+(−1)𝐴 ̸= {0}, хотя, если 𝐴 = {𝑎} ∈ 𝑅𝑛,
то для него противоположный элемент существует.

Отсутствие противоположного элемента в пространстве 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) при-
водит к неоднозначному введению понятия разности множеств и условиям
ее существования. Наиболее распространенной и используемой в научных
публикациях является разность Хукухары [17].

Определение 1 ([17]). Пусть 𝑋,𝑌 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), а множество 𝑍 ∈
𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) таково, что 𝑋 = 𝑌 + 𝑍. Тогда множество 𝑍 мы будем назы-
вать разностью по Хукухаре множеств 𝑋 и 𝑌 и писать 𝑍 = 𝑋𝐻𝑌 .

Основными свойствами разности Хукухары [2] являются следующие:

1) если разность Хукухары двух множеств 𝐴𝐻𝐵 существует, то она
единственная;

2) 𝐴𝐻𝐴 = {0} для любого 𝐴 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛);

3) (𝐴+𝐵)𝐻𝐵 = 𝐴 для любых 𝐴,𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛).

M. Hukuhara ввел понятие H-дифференцируемости [17] для многознач-
ных отображений, используя разность Хукухары.

Определение 2 ([17]). Будем говорить, что 𝑋(·) : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
имеет производную по Хукухаре (H-производную) 𝐷𝐻𝑋(𝑡) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) в
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точке 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), если для всех малых ∆ > 0 соответствующие разности
Хукухары существуют и выполняется условие:

lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡+ ∆)
𝐻
𝑋(𝑡)) = lim

Δ→0
∆−1(𝑋(𝑡)

𝐻
𝑋(𝑡− ∆)) = 𝐷𝐻𝑋(𝑡).

Свойства производной Хукухары рассматривались в работах [1–4; 17].
Приведем некоторые из них.

Теорема 1 ([17]). Если многозначное отображение 𝑋 : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
является дифференцируемым по Хукухаре на [0, 𝑇 ], тогда

𝑋(𝑡) = 𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

𝐷𝐻𝑋(𝑠)𝑑𝑠,

где интеграл понимается в смысле Хукухары [17].

Замечание 1. Если многозначное отображение 𝑋(·) дифференцируемо
по Хукухаре на промежутке [0, 𝑇 ], то функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(·)) является
неубывающей функцией на [0, 𝑇 ].

Замечание 2 ([18]). Обратное утверждение не будет верным. Напри-
мер, пусть 𝑋(·) : [0, 1] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅2) такое, что 𝑋(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝐶(𝑡), где

𝐶(𝑡) = {𝑥 ∈ 𝑅2 | |𝑥𝑖| ≤ 𝑡, 𝑖 = 1, 2} – квадрат, 𝐴(𝑡) =

(︂
𝑐𝑜𝑠(𝑡) −𝑠𝑖𝑛(𝑡)
𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑡)

)︂
–

матрица поворота. Очевидно, что 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) =
√

2𝑡. Однако, многознач-
ное отображение 𝑋(·) не является дифференцируемым по Хукухаре на
[0, 1] (так как отсутствует разность Хукухары 𝑋(𝑡2)

ℎ 𝑋(𝑡1) для всех
точек 0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 ≤ 1.

Замечание 3. Если функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(·)) является убывающей функцией
на [0, 𝑇 ], то многозначное отображение 𝑋(·) не является дифференциру-
емой по Хукухаре на [0, 𝑇 ].

Очевидно, что последнее замечание качественно ухудшает возможно-
сти применения производной Хукухары для дифференцирования много-
значных отображений и использования ее при рассмотрение многозначных
дифференциальных уравнений.

В последующем были предприняты различные подходы для исправ-
ления этого недочета. Одним из первых был предложен в работах H.T.
Banks, M.Q. Jacobs [19] и Ю.Н.Тюрин [20]. В этих работах метрическое
пространства (𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), ℎ(·, ·)) при помощи теоремы Radström [1–4] вкла-
дывается в линейное пространство над полем действительных чисел ℬ и
вводится понятие 𝜋-производной. Некоторые свойства этой производной
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рассматривались в работах [1–4; 19; 21; 22]. Там же было доказано, что
если многозначное отображение 𝑋(·) дифференцируемо по Хукухаре на
[0, 𝑇 ], то оно 𝜋−дифференцируемо на [0, 𝑇 ]. Однако, 𝜋-производная от
многозначного отображения 𝑋(·) может быть элементом пространства ℬ,
которое не имеет аналога в пространстве 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) и ее применение при
рассмотрение многозначных дифференциальных уравнений очень затруд-
нительно (смотри [1–3; 21; 22]).

Далее в работе [23] была введена T-производная, которая обобщает
производную Хукухары и аналогична 𝜋-производной. Однако, данная про-
изводная так же затрудняет запись и рассмотрение соответствующего мно-
гозначного дифференциального уравнения [2; 3; 23].

Впоследствии, А.В. Плотников и Н.В. Скрипник, используя основные
идеи Т-производной [3; 23], ввели новое определение производной для мно-
гозначных отображений.

Определение 3 ([8]). Будем говорить, что 𝑋(·) : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
имеет обобщенную производную (PS-производную) 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
в точке 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), если для всех малых ∆ > 0 соответствующие разно-
сти Хукухары существуют и выполняется хотя бы одно из следующих
условий:

(i) lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡+ ∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) = lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡− ∆)) = 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡);

(ii) lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡+ ∆))= lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡− ∆) 𝐻 𝑋(𝑡))=𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡);

(iii) lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡+∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) = lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡−∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) = 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡);

(iv) lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡+ ∆))= lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡− ∆))=𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡).

Замечание 4. Если многозначное отображение дифференцируемо по Ху-
кухаре, то оно PS-дифференцируемо и 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) = 𝐷𝐻𝑋(𝑡) (обратное не
верно).

Проиллюстрируем это на следующем примере:

Пример 1. Многозначное отображение 𝑋(𝑡) = 𝐵|𝑡|(0) имеет PS-
производную на 𝑅 и 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ≡ 𝐵1(0) для всех 𝑡 ∈ 𝑅. Однако произ-
водная Хукухары будет существовать только на интервале (0,+∞) и
𝐷𝐻𝑋(𝑡) = 𝐵1(0). На интервале (−∞, 0) многозначное отображение 𝑋(·)
не будет дифференцируемо по Хукухаре так как его диаметр является
убывающей функцией.

Теорема 2 ([8]). Если многозначное отображение 𝑋 : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
дифференцируемо в обобщенном смысле на отрезке [0, 𝑇 ], тогда для всех
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
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(i) если функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) – неубывающая функция на [0, 𝑇 ], то

𝑋(𝑡) = 𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑠)𝑑𝑠;

(ii) если функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) – убывающая функция на [0, 𝑇 ], то

𝑋(𝑡) = 𝑋(0)
𝐻

𝑡∫︁
0

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑠)𝑑𝑠.

Более подробно свойства PS-производной изучены в работах [8–11].
В дальнейшем в работах M.T. Malinowski [12; 13], H. Vu, L.S. Dong

[14], H. Vu, N. Van Hoa [15] и Ş.E. Amrahov, A. Khastan, N. Gasilov, A.G.
Fatullayev [16] была обобщена прозводная Bede-Gal [24] для интерваль-
нозначных отображений на многозначные отображения.

Определение 4 ([14; 16]). Будем говорить, что 𝑋(·) : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
имеет Bede-Gal производную (BG-производную) 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) в 𝑡 ∈
(0, 𝑇 ), если для всех малых ∆ > 0 соответствующие разности Хукухары
существуют и выполняется хотя бы одно из следующих условий:

(i) lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡+ ∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) = lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡− ∆)) = 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡)

(ii) lim
Δ→0

(−∆)−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡 + ∆)) = lim
Δ→0

(−∆)−1(𝑋(𝑡 − ∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) =

𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡)
(iii) lim

Δ→0
∆−1(𝑋(𝑡 + ∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) = lim

Δ→0
(−∆)−1(𝑋(𝑡 − ∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) =

𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡)
(iv) lim

Δ→0
(−∆)−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡 + ∆)) = lim

Δ→0
∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡 − ∆)) =

𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡).

Замечание 5. В работах [12; 13] M.T. Malinowski рассматривает отоб-
ражения, которые удовлетворяю условию (ii) и называет производную
второй производной Хукухары.

Замечание 6. Если многозначное отображение дифференцируемо по Ху-
кухаре [17], то оно дифференцируемо в смысле Bede-Gal производной и
𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) = 𝐷𝐻𝑋(𝑡) (обратное не верно, смотри пример 1).

Теорема 3 ([16]). Если многозначное отображение 𝑋 : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
BG-дифференцируемо на [0, 𝑇 ], тогда для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
(i) если функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) есть неубывающая функция на [0, 𝑇 ], то

𝑋(𝑡) = 𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑠)𝑑𝑠;
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(ii) если функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) есть убывающая функция на [0, 𝑇 ], то

𝑋(𝑡) = 𝑋(0)
𝐻

(−1)

𝑡∫︁
0

𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑠)𝑑𝑠.

Замечание 7. Из замечаний 4 и 6 следует, что если многозначное
отображение 𝑋(·) дифференцируемо по Хукухаре на [0, 𝑇 ], то оно BG-
дифференцируемо на [0, 𝑇 ] и PS-дифференцируемо на [0, 𝑇 ], а так же
𝐷𝐻𝑋(𝑡) = 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) = 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡).

Замечание 8. Из примера 1, мы видим, что многозначное отображение
𝑋(𝑡) = 𝐵|𝑡|(0) BG-дифференцируемо на 𝑅 и PS-дифференцируемо на 𝑅, а
так же 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ≡ 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ≡ 𝐵1(0) для всех 𝑡 ∈ 𝑅.

Замечание 9. Так же отметим, что существуют многозначные отоб-
ражения 𝑋(·) такие, что 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ̸= 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡).

Проиллюстрируем это на следующих примерах:

Пример 2. Пусть многозначное отображение 𝑋 : [−1, 1] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅2)
такое, что

𝑋(𝑡) =

{︂
{𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ |𝑡|, 𝑥2 ≥ 0}, 𝑡 ∈ [−1, 0],
{𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 𝑡, 𝑥2 ≤ 0}, 𝑡 ∈ (0, 1]

(смотри Рис. 1).
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Рис. 1: 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [−1, 1]

Многозначное отображение 𝑋(·) BG-дифференцируемо на (−1, 1) и его
BG-производная 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ≡ {𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 1, 𝑥2 ≤ 0}. Однако, мно-
гозначное отображение 𝑋(·) PS-дифференцируемо на (−1, 0) и его PS-
производная 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ≡ {𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 1, 𝑥2 ≥ 0} ≠ 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡). Так
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же, многозначное отображение 𝑋(·) PS-дифференцируемо на (0, 1) и его
PS-производная 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ≡ {𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21+𝑥22 ≤ 1, 𝑥2 ≥ 0} = 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡). Следо-
вательно, PS-производная 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) в точке 𝑡 = 0 не существует (смотри
Рис. 2 и Рис. 3).
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Рис. 2: 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [−1, 1]
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Рис. 3: 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [−1, 1]

Пример 3. Пусть многозначное отображение 𝑋 : [0, 2] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅2) та-
кое, что

𝑋(𝑡) =

{︂
{𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 𝑡, 𝑥2 ≥ 0}, 𝑡 ∈ [0, 1],
{𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 2 − 𝑡, 𝑥2 ≥ 0}, 𝑡 ∈ (1, 2]

(смотри Рис. 4).

Рис. 4: 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2]

Многозначное отображение 𝑋(·) PS-дифференцируемо на (0, 2) и
его PS-производная 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ≡ {𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 1, 𝑥2 ≥ 0}. Однако,
многозначное отображение 𝑋(·) BG-дифференцируемо на (0, 1) и его
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BG-производная 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ≡ 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡). Так же, отображение 𝑋(·) BG-
дифференцируемо на (1, 2) и его BG-производная 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ≡ (−1)𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡).
Очевидно, BG-производная 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) в точке 𝑡 = 1 не существует (смотри
Рис. 5 и Рис. 6).

Рис. 5: 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2] Рис. 6: 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2]

Замечание 10. Далее мы будем использовать только PS-производную.

2. Задача быстродействия. Пусть поведение объекта описывается
следующей системой

𝐷𝑝𝑠𝑋 = 𝑋 + 𝑢, 𝑋(0, 𝑢) = 𝑋0, (1)

где 𝑋 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) – фазовое множество, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑛 – вектор управле-
ния, 𝑈 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) – некоторое заданное множество допустимых значений
управления такое, что 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝑈, 𝑋0 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) – начальное множество,
0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝑋0.

Определение 5. Вектор-функция 𝑢(·) называется допустимым управ-
лением для системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], если она удовлетворяет следу-
ющим условиям:

1) суммируема на [0, 𝑇 ];

2) 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Определение 6. Многозначное отображение 𝑋(·, 𝑢) будем называть ре-
шением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], соответствующим допустимому
управлению 𝑢(·), если оно удовлетворяет следующим условиям:

1) 𝑋(·, 𝑢) – непрерывно на [0, 𝑇 ];

2) 𝑋(·, 𝑢) – PS-дифференцируемо почти всюду на [0, 𝑇 ];

3) 𝑋(0, 𝑢) = 𝑋0;

4) 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡, 𝑢) ≡ 𝑋(𝑡, 𝑢) + 𝑢(𝑡) для почти всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
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Замечание 11. Для любого допустимого управления 𝑢(·) любое решение
𝑋(·, 𝑢) системы (1) обладает следующим свойством: для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
всегда найдутся такое число 𝑎(𝑡) > 0 и вектор 𝑏(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, что 𝑋(𝑡, 𝑢) =
𝑎(𝑡)𝑋0 + 𝑏(𝑡), то есть сечение любого решения системы (1) сохраняет
форму начального множества.

Определение 7. Многозначное отображение 𝑋1(·, 𝑢) будем называть
первым базовым решением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], соответ-
ствующее допустимому управлению 𝑢(·), если функция его диаметра
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋1(·, 𝑢)) является монотонно неубывающей функцией на отрезке
[0, 𝑇 ].

Замечание 12. Первое базовое решение системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ],
будет решением следующего интегрального уравнения

𝑋(𝑡, 𝑢) = 𝑋0 +

𝑡∫︁
0

[𝑋(𝑠, 𝑢) + 𝑢(𝑠)]𝑑𝑠.

Определение 8. Многозначное отображение 𝑋2(·, 𝑢) будем называть
вторым базовым решением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], соответ-
ствующее допустимому управлению 𝑢(·), если функция его диаметра
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋2(·, 𝑢)) является монотонно убывающей функцией на отрезке
[0, 𝑇 ].

Замечание 13. Второе базовое решение системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ],
будет решением следующего интегрального уравнения

𝑋(𝑡, 𝑢) = 𝑋0
𝐻

𝑡∫︁
0

[𝑋(𝑠, 𝑢) + 𝑢(𝑠)]𝑑𝑠.

Определение 9. Многозначное отображение 𝑋𝑚𝑠(·, 𝑢) будем назы-
вать смешанным решением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], соответ-
ствующее допустимому управлению 𝑢(·), если функция его диаметра
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋𝑚𝑠(·, 𝑢)) не является монотонно убывающей или монотонно воз-
растающей функцией на отрезке [0, 𝑇 ].

Замечание 14. Если многозначное отображение 𝑋𝑚𝑠(·, 𝑢) является сме-
шанным решением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], то существует неко-
торое разбиение не пересекающихся интервалов (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑘
такое, что [𝑡0, 𝑡1) ∪ [𝑡1, 𝑡2) ∪ ... ∪ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] = [0, 𝑇 ] и на каждом из ин-
тервалов многозначное отображение 𝑋𝑚𝑠(·, 𝑢) удовлетворяет одному из
интегральных уравнений

𝑋𝑚𝑠(𝑡, 𝑢) = 𝑋𝑚𝑠(𝑡𝑖, 𝑢) +

𝑡∫︁
𝑡𝑖

[𝑋𝑚𝑠(𝑠, 𝑢) + 𝑢(𝑠)]𝑑𝑠
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или

𝑋𝑚𝑠(𝑡, 𝑢) = 𝑋𝑚𝑠(𝑡𝑖, 𝑢)
𝐻

𝑡∫︁
𝑡𝑖

[𝑋𝑚𝑠(𝑠, 𝑢) + 𝑢(𝑠)]𝑑𝑠,

где 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1], 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑘.

Замечание 15. Для любого допустимого управления 𝑢(·) система (1)
на любом отрезке [0, 𝑇 ] имеет два базовых решения и бесконечно много
смешанных решений.

Проиллюстрируем это на следующем примере.

Пример 4. Пусть поведение объекта описывается системой (1), где
𝑋 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅2), 𝑋0 = 𝐵1(0), 𝑇 = 1 и 𝑢(𝑡) ≡ 0 для 𝑡 ∈ [0, 1], то есть
мы рассмотрим следующую систему

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡), 𝑋(0) = 𝐵1(0), 𝑡 ∈ [0, 1]. (2)

Легко получить, что первым базовым решением будет многознач-
ное отображение 𝑋1(𝑡) = 𝐵𝑒𝑡(0), а многозначное отображение 𝑋2(𝑡) =
𝐵𝑒−𝑡(0) будет вторым базовым решением (смотри Рис. 7 и Рис. 8).

Рис. 7: 𝑋1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1] Рис. 8: 𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1]

Используя эти два базовые решения легко построить смешаные реше-
ния. Например, смешаными решениями будут следующие многозначные
отображения

𝑋1
𝑚𝑠(𝑡) =

{︂
𝐵𝑒𝑡(0), 𝑡 ∈ [0, 0.5]
𝐵𝑒1−𝑡(0), 𝑡 ∈ [0.5, 1]

𝑋2
𝑚𝑠(𝑡) =

{︂
𝐵𝑒−𝑡(0), 𝑡 ∈ [0, 0.5]
𝐵𝑒𝑡−1(0), 𝑡 ∈ [0.5, 1]

(смотри Рис. 9 и Рис. 10).
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Рис. 9: 𝑋1
𝑚𝑠(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1] Рис. 10: 𝑋2

𝑚𝑠(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1]

Теперь зададим некоторое множество 𝑋𝐾 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛). Предположим,
что множество 𝑋𝐾 имеет такую же форму как и множество 𝑋0 (𝑋0 и 𝑋𝐾

гомотетичные фигуры с коэффициентом 𝑘 > 0), то есть существуют число
𝑎 > 0 и вектор 𝑏 ∈ 𝑅𝑛 такие, что 𝑋𝐾 = 𝑎𝑋0 + 𝑏.

Рассмотрим следующую задачу быстродействия: требуется перевести
объект 𝑋(𝑡, 𝑢) согласно системы (1) из начального множества 𝑋0 в конеч-
ное множество 𝑋𝐾 за минимальное время 𝑇 > 0 так, чтобы 𝑋(𝑇, 𝑢) = 𝑋𝐾 .

Предположим, что 𝑋0 = 𝐵1(0). Следовательно, 𝑋𝐾 = 𝐵𝑎(𝑏).

Решим данную задачу. Рассмотрим следующие две классические зада-
чи быстродействия:

Первая задача: требуется перевести объект 𝑥(𝑡, 𝑢) согласно системы
�̇� = 𝑥+𝑢 из начальной точки 0 в конечную точку 𝑏 за минимальное время
𝑇 > 0;

Вторая задача: требуется перевести объект 𝑥(𝑡, 𝑢) согласно системы
�̇� = −𝑥 − 𝑢 из начальной точки 0 в конечную точку 𝑏 за минимальное
время 𝑇 > 0.

Решим данные классические задачи оптимального управления и най-
дем для первой задачи оптимальное управление 𝑢1*(·) и минимальное время
𝑇 1
* <∞ и для второй задачи оптимальное управление 𝑢2*(·) и минимальное

время 𝑇 2
* <∞.

Так же легко можно записать соответствующие оптимальные траекто-
рии

𝑥1*(𝑡, 𝑢
1
*) =

𝑡∫︁
0

𝑒𝑡−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠,

𝑥2*(𝑡, 𝑢
2
*) = −

𝑡∫︁
0

𝑒𝑠−𝑡𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠.
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Замечание 16. Как известно, вторая задача может для некоторых
𝑏 ∈ 𝑅𝑛 не иметь решение. Это следует из того, что область дости-
жимости 𝑋2

𝑎𝑑(𝑡) для второй задачи имеет вид

𝑋2
𝑎𝑑(𝑡) = (1 − 𝑒−𝑡)𝑈.

Следовательно, если 𝑏 ̸∈ (1 − 𝑒−𝑡)𝑈 для всех 𝑡 ≥ 0, то вторая задача не
имеет решение.

Замечание 17. Так как 𝑋1
𝑎𝑑(𝑡) = (𝑒𝑡 − 1)𝑈 и 𝑋2

𝑎𝑑(𝑡) = (1 − 𝑒−𝑡)𝑈, то
𝑋2

𝑎𝑑 ⊂ 𝑋1
𝑎𝑑 для всех 𝑡 > 0.

Замечание 18. Если оба оптимальных решения существуют, то 𝑇 1
* <

𝑇 2
* и существует допустимое управление 𝑢(·) для первой задачи, что
𝑥1(𝑇 2

* , 𝑢) = 𝑥2(𝑇 2
* , 𝑢

2
*) = 𝑏, т.е.

𝑇 2
*∫︁

0

𝑒𝑇
2
*−𝑠𝑢(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑇 2
*∫︁

0

𝑒𝑠−𝑇 2
* 𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠.

В начале предположим, что оба оптимальных решения суще-
ствуют.

Подставим управление 𝑢1*(·) в систему (1) и получим следующее линей-
ное многозначное дифференциальное уравнение с PS-производной

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡, 𝑢*) = 𝑋(𝑡, 𝑢*) + 𝑢1*(𝑡), 𝑋(0, 𝑢1*) = 𝐵1(0) (3)

и найдем первое базовое решение этого уравнения:

𝑋1(𝑡, 𝑢
1
*) = 𝐵𝑒𝑡(0) +

𝑡∫︁
0

𝑒𝑡−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠. (4)

Далее подставим управление 𝑢2*(·) в систему (1) и получим следующее
линейное многозначное дифференциальное уравнение с PS-производной

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡, 𝑢*) = 𝑋(𝑡, 𝑢*) + 𝑢2*(𝑡), 𝑋(0, 𝑢2*) = 𝐵1(0) (5)

и найдем второе базовое решение этого уравнения:

𝑋2(𝑡, 𝑢
2
*) = 𝐵𝑒−𝑡(0) +

𝑡∫︁
0

𝑒𝑠−𝑡𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠. (6)

Учитывая замечание 18 и свойства базовых решений имеем, что
𝑋2

* (𝑇 2
* , 𝑢

2
*) ⊂ 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*). Следовательно, возможны следующие три слу-

чая:
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1) 𝑋𝐾 ⊆ 𝑋2
* (𝑇 2

* , 𝑢
2
*) ⊂ 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*);

2) 𝑋2
* (𝑇 2

* , 𝑢
2
*) ⊂ 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*) ⊆ 𝑋𝐾 ;

3) 𝑋2
* (𝑇 2

* , 𝑢
2
*) ⊂ 𝑋𝐾 ⊂ 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*).

1. Рассмотрим первый случай.
а) Если 𝑋𝐾 = 𝑋2

* (𝑇 2
* , 𝑢

2
*), то управление 𝑢𝑜𝑝(·) = 𝑢2*(·) и время 𝑇𝑜𝑝 =

𝑇 2
* = − ln(𝑏) (0 < 𝑏 < 1) являются оптимальными.
б) Если 𝑋𝐾 ⊂ 𝑋2

* (𝑇 2
* , 𝑢

2
*), то, следовательно, "объем" второго базового

решения в момент времени 𝑇 2
* превышает "объем" конечного множества

𝑋𝐾 , т.е. 𝑇 2
* < − ln(𝑎) (0 < 𝑎 < 1). Поэтому построим следующее управле-

ние, которое будет оптимальным

𝑢𝑜𝑝(𝑡) =

{︂
0, 𝑡 ∈ [0,− ln(𝑎) − 𝑇 2

* ),
𝑢2*(𝑡+ ln(𝑎) + 𝑇 2

* ), 𝑡 ∈ [− ln(𝑎) − 𝑇 2
* ,− ln(𝑎)],

и 𝑇𝑜𝑝 = − ln(𝑎). Если для примера взять 𝑎 = 1
4 , 𝑏 = 1

2 , то смотри Рис.
11,12.
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Замечание 19. Очевидно, что в данном случае можно построить и дру-
гие допустимые управления, которые будут оптимальными. Данное до-
пустимое управление должно удовлетворять условию

−
− ln(𝑎)∫︁
0

𝑒𝑠+ln(𝑎)𝑢2(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑏.

2. Теперь рассмотрим второй случай.
а) Если 𝑋𝐾 = 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*), то управление 𝑢𝑜𝑝(·) = 𝑢1*(·) и время 𝑇𝑜𝑝 = 𝑇 1

*
являются оптимальными.

б) Если 𝑋1
* (𝑇 1

* , 𝑢
1
*) ⊂ 𝑋𝐾 , то, следовательно, "объем" первого базового

решения в момент времени 𝑇 1
* меньше "объема" конечного множества𝑋𝐾 ,
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т.е. 𝑇 1
* < ln(𝑎) (𝑎 > 1). Поэтому построим следующее управление, которое

будет оптимальным

𝑢𝑜𝑝(𝑡) =

{︂
0, 𝑡 ∈ [0, ln(𝑎) − 𝑇 2

* ),
𝑢1*(𝑡− ln(𝑎) + 𝑇 2

* ), 𝑡 ∈ [ln(𝑎) − 𝑇 2
* , ln(𝑎)],

и 𝑇𝑜𝑝 = ln(𝑎). Если для примера взять 𝑎 = 2, 𝑏 = 1
2 , то смотри Рис. 13,14.
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Замечание 20. Очевидно, что в данном случае можно построить и дру-
гие допустимые управления, которые будут оптимальными. Данное до-
пустимое управление должно удовлетворять условию

ln(𝑎)∫︁
0

𝑒ln(𝑎)−𝑠𝑢1(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑏.

3. Теперь рассмотрим третий случай. В этом случае решением
данной задачи должно быть смешанное решение.

1) Первым будем искать такое смешанное решение, диаметр которого
с начала убывает, а потом возрастает. Для этого воспользуемся оптималь-
ными управлениями первой и второй задач, то есть 𝑢1*(·) и 𝑢2*(·) и найдем
время переключения 𝜏 и время окончания процесса 𝑇 .

Решаем систему �̇� = −𝑥− 𝑢2*(𝑡), 𝑥(0) = 0. Очевидно, что

𝑥(𝑡) = −𝑒−𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠.

Тогда при 𝑡 = 𝜏 имеем 𝑥(𝜏) = −𝑒−𝜏
𝜏∫︀
0

𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠. Следовательно, это на-

чальная точка для системы �̇� = 𝑥+ 𝑢1*(𝑡). Тогда

𝑥(𝑡) = −𝑒𝑡−2𝜏

𝜏∫︁
0

𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑒𝑡
𝑡∫︁

𝜏

𝑒−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠.
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Очевидно, при 𝑡 = 𝑇 имеем 𝑥(𝑇 ) = −𝑒𝑇−2𝜏
𝜏∫︀
0

𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑒𝑇
𝑇∫︀
𝜏
𝑒−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠.

Так как в начале диаметр убывает, то 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) = 2𝑒−𝑡. Доходим
до точки 𝑡 = 𝜏 и 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝜏)) = 2𝑒−𝜏 . После этого диаметр возрас-
тает и 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) = 𝑒𝑡𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝜏)). При 𝑡 = 𝑇 будем иметь диаметр
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑇 )) = 𝑒𝑇𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝜏)). Получаем систему⎧⎨⎩

𝑒−2𝜏+𝑇 = 𝑎,

𝑒𝑇
𝑇∫︀
𝜏
𝑒−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠− 𝑒𝑇−2𝜏

𝜏∫︀
0

𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑏.
(7)

Если, например, 𝑢1*(𝑡) ≡ 1 и 𝑢2*(𝑡) ≡ −1, то получим систему⎧⎨⎩
−2𝜏 + 𝑇 = ln(𝑎),

𝑒𝑇
𝑇∫︀
𝜏
𝑒−𝑠𝑑𝑠− 𝑒𝑇−2𝜏

𝜏∫︀
0

𝑒𝑠𝑑𝑠 = 𝑏.

Тогда {︃
𝜏 = ln

(︀
𝑏+𝑎+1

2𝑎

)︀
,

𝑇 = 2 ln
(︁
𝑏+𝑎+1
2
√
𝑎

)︁
.

(8)

Например, возьмем 𝑎 = 1/2, 𝑏 = 9/10. Следовательно, первое базо-
вое решение соответствующее оптимальному управлению 𝑢1*(𝑡) ≡ 1 будет
иметь вид согласно Рис. 15 и в конечный момент 𝑇 = ln(19/10) будет
выполняться условие 𝑋𝐾 ⊂ 𝑋1(𝑇, 𝑢1*), а второе базовое решение соответ-
ствующее оптимальному управлению 𝑢2*(𝑡) ≡ −1 будет иметь вид согласно
Рис. 16 и в конечный момент 𝑇 = − ln(1/10) будет выполняться условие
𝑋2(𝑇, 𝑢2*) ⊂ 𝑋𝐾 . Однако, если взять 𝜏1 = ln

(︀
12
5

)︀
и 𝑇1 = 2 ln

(︁
12
5
√
2

)︁
и по-

строим соответствующее смешанное решение, то смотри Рис. 15, 16 и 17.
2) Теперь второй случай. Будем искать такое смешанное решение, диа-

метр которого с начала возрастает, а потом убывает. Для этого воспользу-
емся оптимальными управлениями первой и второй задач, то есть 𝑢1*(·) и
𝑢2*(·) и найдем время переключения 𝜏 и время окончания процесса 𝑇 ана-
логично, как это было сделано в первом случае, то есть получим систему⎧⎨⎩

2𝜏 − 𝑇 = ln(𝑎),

𝑒−𝑇
𝑇∫︀
𝜏
𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑒−𝑇+2𝜏

𝜏∫︀
0

𝑒−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑏.
(9)

Если, например, 𝑢1*(𝑡) ≡ 1 и 𝑢2*(𝑡) ≡ −1, то получим систему⎧⎨⎩ 𝜏 = ln
(︁

−2𝑎
𝑏−1−𝑎

)︁
,

𝑇 = 2 ln
(︁

−
√
2𝑎

𝑏−1−𝑎

)︁
.
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Аналогично возьмем, 𝑎 = 1/2, 𝑏 = 9/10. Тогда 𝜏2 = ln(53), 𝑇2 =

2 ln(5
√
2

3 ) и построим соответствующее смешанное решение, то смотри Рис.
15, 16 и 18.
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Легко проверить, что 𝑇1 < 𝑇2. Поэтому в первом случае было получено
оптимальное решение.

Теперь рассмотрим случай, когда разрешима только первая
задача оптимального управления, то есть 𝑏 ̸∈ (1 − 𝑒−𝑡)𝑈 для всех
𝑡 ≥ 0.

Решим первую задачу оптимального управления и найдем оптимальное
управление 𝑢1*(·) и минимальное время 𝑇 1

* <∞.
Подставим управление 𝑢1*(·) в систему (1) и получим следующее линей-

ное многозначное дифференциальное уравнение с PS-производной

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡, 𝑢*) = 𝑋(𝑡, 𝑢*) + 𝑢1*(𝑡), 𝑋(0, 𝑢1*) = 𝐵1(0) (10)

и найдем первое базовое решение этого уравнения:

𝑋1(𝑡, 𝑢
1
*) = 𝐵𝑒𝑡(0) +

𝑡∫︁
0

𝑒𝑡−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠. (11)
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Возможны три случая:
1) 𝑋(𝑇 1

* ) = 𝑋𝐾 ; 2) 𝑋1
* (𝑇 1

* , 𝑢
1
*) ⊂ 𝑋𝐾 ; 3) 𝑋𝐾 ⊂ 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*).

В первом случае – управление 𝑢1*(·) и время 𝑇 1
* являются оптимальны-

ми для исходной задачи.
Во втором случае – построим оптимальное управление так, как это

было сделано ранее в случае 2б), когда обе задачи разрешими.
Теперь рассмотрим последний третий случай. Очевидно, в этом случае

решением данной задачи должно быть смешанное решение. Будем искать
такое смешанное решение, диаметр которого с начала убывает, а потом
возрастает. Для этого воспользуемся оптимальным управлением первой
задач 𝑢1*(·), найдем 𝑢2*(·) из условия min

𝑥∈𝑋𝐾

‖𝑥− 𝑢2*(𝑡)‖ = min
𝑥∈𝑋𝐾

max
𝑢∈𝑈

‖𝑥− 𝑢‖ и

найдем время переключения 𝜏1 и время окончания процесса 𝑇1 из системы
(7).

Проиллюстрируем данный метод на следующем примере: 𝑋𝐾 =
𝐵2(3), 𝑈 = 𝐵1(0). Тогда 𝑢1*(𝑡) ≡ 1 и 𝑢2*(𝑡) ≡ −1. Следовательно, 𝜏1 = ln(1.5)

и 𝑇1 = 2 ln(3
√
2

2 ). (Смотри Рис. 19, 20.)
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Замечание 21. В результате выше приведенного анализа, для задан-
ного конечного множества 𝑋𝐾 можно найти допустимое оптимальное
управление 𝑢𝑜𝑝(·) и оптимальное время 𝑇𝑜𝑝 при которых некоторое реше-
ние системы

𝐷𝑝𝑠𝑋 = 𝑋 + 𝑢𝑜𝑝, 𝑋(0, 𝑢) = 𝑋0, (12)

будет удовлетворять условию 𝑋(𝑇𝑜𝑝, 𝑢𝑜𝑝) = 𝑋𝐾 . То есть учитывая за-
мечание 15, система (12) имеет бесконечно много решений, но имеет
решение, для которого выполняется условие 𝑋(𝑇𝑜𝑝, 𝑢𝑜𝑝) = 𝑋𝐾 , а так же
имеет решения для которых это условие не выполняется. Однако в слу-
чае, если 𝑇 < 𝑇𝑜𝑝, то для всех допустимых управлений 𝑢(·) и для всех
соответствующих решений условие 𝑋(𝑇, 𝑢) = 𝑋𝐾 выполняться не бу-
дет.
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2. Заключение

В заключение сделаем несколько замечаний:

Замечание 22. В случае, если 𝑋0 не является шаром (но 𝑋0 и 𝑋𝐾 гомо-
тетичные фигуры с коэффициентом 𝑘 > 0), то опишем вокруг множеств
𝑋0 и 𝑋𝐾 шары и решим задачу так, как это было сделано для шаров.

Замечание 23. В случае, если множества 𝑋0 и 𝑋𝐾 имеют разную
форму (негомотетичные фигуры с коэффициентом 𝑘 > 0), то условие
𝑋(𝑇, 𝑢) = 𝑋𝐾 не будет выполняться никогда, то есть не существу-
ет 𝑇 > 0 и допустимого управления 𝑢(·) чтобы это условие выполня-
лось. В этом случае необходимо использовать условие 𝑋(𝑇, 𝑢) ⊂ 𝑋𝐾 или
𝑋(𝑇, 𝑢) ⊃ 𝑋𝐾 . Далее, в первом случае, необходимо вписать в множество
𝑋𝐾 максимально возможное множество, которое по форме совпадает с
множеством 𝑋0, а во втором - описать. Далее решать задачу, как это
было предложено в предыдущем замечании.

Замечание 24. В случае, когда вместо PS-производной используется
BG-производная и начальное множество 𝑋0 удовлетворяет условию, что
разность 𝑋0

𝐻 (−1)𝑋0 существует, то задача будет решаться аналогич-
но. В случае, если разность 𝑋0

𝐻 (−1)𝑋0 не существует, то соответ-
ствующее дифференциальное уравнение будет иметь только первое ба-
зовое решение (второе базовое решение система (1) иметь не будет) и
бесконечно много смешаных решений. Следовательно, рассматриваемая
задача быстродействия может не иметь ни одного решения (например,
если 𝑋𝐾 гомотетично 𝑋0 с коэффициентом 𝑘 ∈ (0, 1)).
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Комлєва Т. О., Молчанюк I. В., Скрипник Н. В., Плотнiков А. В.
Одна лiнiйна багатозначна задача керування

Резюме

Останнiм часом багато авторiв розглядали питання iснування, єдиностi та властивостi
розв’язкiв багатозначних диференцiальних та iнтегро-диференцiальних рiвнянь, рiв-
нянь вищих порядкiв, дослiджували iмпульснi i керованi системи в рамках теорiї ба-
гатозначних рiвнянь. Очевидно, що отримання всiх цих результатiв було б неможливо
без розвитку теорiї багатозначного аналiзу. В останнi роки з’явилися новi визначення
похiдної для багатозначних вiдображень, якi на вiдмiну вiд похiдної Хукухари, дали мо-
жливiсть диференцiювати багатозначнi вiдображення, дiаметр яких не тiльки не спадна
функцiя. В результатi були розглянутi багатозначнi диференцiальнi рiвняння, розв’язки
яких є багатозначнi вiдображення, дiаметр яких не є монотонною функцiєю. У данiй
статтi розглядається нова постановка задачi оптимального керування (задача швидко-
дiї), яка стала можлива завдяки цим новим похiдним та диференцiальним рiвнянням,
а також наведено метод розв’язання даної задачi.
Ключовi слова: багатозначнi рiвняння, керування, задача швидкодiї, похiдна Хукухари.

Komleva T. A., Molchanyuk I. V., Skripnik N. V., Plotnikov A. V.
One linear set-valued control problem

Summary

Recently, many authors have considered questions of the existence, uniqueness, and proper-
ties of solutions of set-valued differential and integro-differential equations, higher order equa-
tions, and have investigated impulse and control systems in the framework of the theory of
set-valued equations. Obviously, obtaining all these results would be impossible without the
development of the theory of set-valued analysis. In the latter, new definitions of the deriva-
tive have appeared for set-valued mappings, which, unlike the previously used Hukuhara
derivative, made it possible to differentiate set-valued mappings whose diameter is not only
a non decreasing function. As a result, set-valued differential equations were considered
whose solutions are set-valued mappings whose diameter is not a monotonic function. This
article discusses the new formulation of the optimal control problem (the time-optimality
problem) that became possible due to these new derivatives and differential equations, as
well as a method for solving this problem.
Key words: set-valued equations, control, time-optimality problem, Hukuhara derivative.



Одна линейная многозначная задача управления 65

References

1. Perestyuk, N.A., Plotnikov, V.A., Samoilenko, A.M., Skripnik, N.V. (2011). Differential
equations with impulse effects: multivalued right-hand sides with discontinuities. de
Gruyter Stud. Math. Vol. 40, Berlin/Boston: Walter De Gruyter GmbH& Co, 309 p.

2. Plotnikov, A.V., Skripnik, N.V. (2009). Differential equations with ”clear” and fuzzy
multivalued right-hand side. Asymptotics methods. Odessa: AstroPrint, 192 p.

3. Plotnikov, V.A., Plotnikov, A.V., Vityuk, A.N. (1999). Differential equations with
multivalued right-hand side. Asymptotic methods. Odessa: AstroPrint, 355 p.

4. Polovinkin, E.S. (2014) Multivalued analysis and differential inclusions. Moscow:
FIZMATLIT, 597 p.

5. Komleva, T.A., Plotnikova, L.I., Plotnikov, A.V. (2018). One set-valued discrete system
and its properties. Ukr. Math. J., V. 70, №11, P. 1519–1524.

6. Komleva, T.A., Plotnikova, L.I., Plotnikov, A.V. (2018). Partial averaging of discrete-
time set-valued systems. Stud. Univ. Babes-Bolyai Math., V. 63, №4, P. 539–548.

7. Plotnikov, A.V., Komleva, T.A., Plotnikova, L.I. (2019). Averaging of a system of
set-valued differential equations with the Hukuhara derivative. Journal of Uncertain
Systems, V. 13, №1, P. 3–13.

8. Plotnikov, A.V., Skripnik, N.V. (2011). Set-Valued differential equations with
generalized derivative. J. Adv. Res. Pure Math., V. 3, №1, P. 144–160.

9. Plotnikov, A.V., Skripnik, N.V. (2012). Existence and uniqueness theorems for
generalized set differential equations. Int. J. Control Sc. Eng., V. 2, №1, P. 1–6.

10. Plotnikov, A.V., Skripnik, N.V. (2013). An existence and uniqueness theorem to the
Cauchy problem for generalised set differential equations. Dyn. Contin. Discrete Impuls.
Syst., Ser. A, Math. Anal., V. 20, №4, P. 433–445.

11. Plotnikov, A.V., Skripnik, N.V. (2014). Conditions for the existence of local solutions of
set-valued differential equations with generalized derivative. Ukr. Math. J., V. 65, №10,
P. 1498–1513.

12. Malinowski, M.T. (2012). Second type Hukuhara differentiable solutions to the delay
set-valued differential equations. Appl. Math. Comput., № 218, P. 9427–9437.

13. Malinowski, M.T. (2012). On set differential equations in Banach spaces – a second type
Hukuhara differentiability approach. Appl. Math. Comput., № 219, P. 289–305.

14. Vu, H., Dong, L.S. (2015). Initial value problem for second-order random fuzzy
differential equations. Adv. Difference Equ., №373, 23 p.

15. Vu, H., Van Hoa, N. (2016). On impulsive fuzzy functional differential equations. Iranian
Journal of Fuzzy Systems, V.13, №4, P. 79–94.
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ПРЕДИКАТНI ЛОГIЧНI МАТРИЦI

У класичнiй лiнiйнiй алгебрi широко використається апарат матриць. Але класична
лiнiйна алгебра має справу iз безперервними об’єктами. Логiчна алгебра, побудована
за аналогiєю з класичною лiнiйною алгеброю, будує тi ж самi моделi за допомогою
дискретних об’єктiв, що мають логiчну структуру i пiдкоряються вiдповiдним законам.
Це призводить до суттєвих вiдмiнностей у функцiонуваннi побудованих моделей. Дана
стаття присвячена матрицям, в якостi елементiв для яких взято елементарнi логiчнi
елементи, а саме скiнченнi предикати довiльної арностi. В роботi дослiдженi властивостi
таких матриць та особливостi їх застосування. Також розглянутi основнi операцiї над
такими матрицями. Крiм звичайних операцiй, що мають мiсце в класичнiй лiнiйнiй
алгебрi, логiчнi структури дозволяють виконувати це декiлька операцiй.
MSC: 03G05, 03G25, 03F52, 06E25, 15B34.
Ключовi слова: скiнченний предикат, булева матриця, предикатна матриця, диз’юнк-
цiя, кон’юнкцiя, заперечення, ортогональна матриця, скаляр, обертання матрицi.
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1. Вступ

Устоянi уявлення про математичну логiку як про науку, що вивчає
закони мислення iз застосуванням апарата математики, головним чином,
для потреб самої математики, у сучасних умовах стає занадто вузьким [1].
З розширенням галузей застосування й подальшим розвитком математи-
чної логiки змiнюється й погляд на неї. Об’єктами математичної логiки є
будь-якi дискретнi скiнченнi системи, а її головна задача структурне моде-
лювання таких систем. Людська мова, як явище дискретне, природно, по-
винна описуватися засобами дискретної математики. Для опису природної
людської мови найкраще пiдiйшов би апарат рiвнянь, подiбний до апарата,
використовуваного в математичному аналiзi, але вiдмiнного вiд останньо-
го тим, що вiн призначений для формалiзацiї не безперервних, а дискре-
тних процесiв. Таку мову дають логiчнi вирахування, а саме: вирахування
висловлень i вирахування предикатiв. Однак щоб мати можливiсть ефе-
ктивно вирiшувати зазначенi рiвняння, необхiдно довести цi вирахування
до рiвня алгебраїчної системи.

2. Попереднi результати

Однiєю з важливiших алгебраїчних моделей є апарат матриць. Логiчнi
матрицi мають два рiзновиди: булевi та предикатнi.

Надiйшла 01.10.2019 c○Якiмова Н. А. 2019
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Означення 1. Логiчна матриця називається булевою, якщо її елемен-
тами є логiчнi скаляри iз поля 𝐾 = {0, 1} [2].

Тобто елементами булевої матрицi є нулi та одиницi [1]. Наприклад,
булевою буде матриця

𝐴 =

⎛⎝1 0 1
1 1 0
0 0 1

⎞⎠
Означення 2. В свою чергу, логiчна матриця називається предикатною,
якщо усi її елементи узятi iз одного й того ж поля скiнченних предика-
тiв довiльної арностi.

Означення 3. Скiнченним 𝑛-мiсним предикатом (предикатом арностi
𝑛) над алфавiтом 𝐴 називається будь-яка функцiя 𝑡 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) вiд
𝑛 буквених аргументiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, заданих на множинi 𝐴, що приймає
логiчнi значення 𝑡.

Iнодi скiнченний предикат 𝑓 називають 𝑘-їчним, пiдкреслюючи, що йо-
го алфавiт 𝐴 складається з 𝑘 букв [4].

Якщо матриця є булевою, усi iснуючi операцiї з нею, що описанi в [2],
не викликають труднощiв та непорозумiнь. Але якщо матриця є преди-
катною, то операцiї з нею не завжди очевиднi i потребують додаткових
дослiджень.

3. Основнi результати

Графiчно елементи предикатних скалярних полiв, в залежностi вiд ар-
ностi предиката, можна подати наступним чином:

Мал. 1.: Графiчне подання предикатних логiчних скалярiв

Таким чином, кожен елемент предикатної логiчної матрицi може бу-
ти поданий у виглядi гiперкуба розмiрностi 𝑛[3]. Наприклад, на мал. 1в)
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розглянуто випадок тримiсного предиката 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧), який заданий над ал-
фавiтом𝐾 = {0, 1} iз 𝑘 = 2 символiв. При цьому кожнiй вершинi гiперкуба
вiдповiдає значення предиката при певних значеннях аргументiв 𝑥, 𝑦 i 𝑧,
якi створили дану вершину. Роль одиничного елементi поля скалярiв вiдi-
грає предикат, що дорiвнює одиницi при всiх значеннях його аргументiв.
Вiдповiдно, роль нульового елемента вiдiграє предикат, що при всiх значе-
ння його аргументiв дорiвнює нулю. Графiчно одиничний елемент подає-
ться гiперкубом, усiм вершинам якого вiдповiдають одиницi, а нульовий –
гiперкубом, усiм вершинам якого вiдповiдають нулi. Згiдно визначенням
предикатних операцiй [4; 5], всi дiї над такими елементами поля логiчних
скалярiв виконуються порозрядно.

Означення 4. Пiд розрядом розумiється значення розглянутого преди-
ката при одному з можливих наборiв аргументiв.

Таким чином, бiнарнi операцiї (диз’юнкцiя й кон’юнкцiя) припускають,
що їхнiм результатом буде елемент, кожному розряду якого вiдповiдає зна-
чення виконаної бiнарної операцiї над однойменними розрядами предика-
тiв, що беруть участь в операцiї.

Означення 5. Пiд однойменними розрядами розумiються значення цих
предикатiв вiд однакових наборiв аргументiв.

Операцiя заперечення також проводиться порозрядно. Цi операцiї бу-
дуть обчислюватися за наступними правилами:

(𝑃𝑖 ∨ 𝑃𝑗)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∨ 𝑃𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (1)
(𝑃𝑖 ∧ 𝑃𝑗)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∧ 𝑃𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (2)

𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑃𝑖(𝑥1,𝐾, 𝑥𝑛). (3)

Графiчно цi операцiї над елементами предикатних матриць поданi на
мал. 2.

Наприклад, як поле логiчних скалярiв вiзьмемо множину одномiсних
предикатiв 𝑃𝑖(𝑥), 𝑖 = 0, . . . , 3, де 𝑥 ∈ {0, 1} Ця множина задана таблицею 1.

Далi одномiснi предикати подаються рядками 𝑃 = (𝑃 (0), 𝑃 (1)). Тодi
𝑃0 = (0, 0), 𝑃1 = (0, 1), 𝑃2 = (1, 0), 𝑃3 = (1, 1). Позначимо це скалярне поле
через P. Тодi результати операцiй добутку на скаляр, диз’юнкцiї, кон’юн-
кцiї та заперечення над предикатними матрицями, заданими, наприклад,
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Мал. 2.: Графiчне подання операцiй над скiнченними предикатами
однакової арностi

над полем одномiсних предикатiв, будуть наступними:

𝑃1

⎛⎝𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃1

𝑃2 𝑃0 𝑃3

⎞⎠ = (0, 1)

⎛⎝(0, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 0) (1, 1) (0, 1)
(1, 0) (0, 0) (1, 1)

⎞⎠ =

=

⎛⎝(0, 1) (0, 0) (0, 1)
(0, 0) (0, 1) (0, 1)
(0, 0) (0, 0) (0, 1)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑃1 𝑃0 𝑃1

𝑃0 𝑃0 𝑃1

𝑃0 𝑃0 𝑃1

⎞⎠ ;

⎛⎝𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃1

𝑃2 𝑃0 𝑃3

⎞⎠ ∨

⎛⎝𝑃3 𝑃2 𝑃1

𝑃1 𝑃0 𝑃2

𝑃2 𝑃1 𝑃2

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 0) (1, 1) (0, 1)
(1, 0) (0, 0) (1, 1)

⎞⎠∨
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Таблиця 1: Множина одномiсних предикатiв, заданих на алфавiтi
𝐾 = {0, 1}

∨

⎛⎝(1, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 1) (0, 0) (1, 0)
(1, 0) (0, 1) (1, 0)

⎞⎠ =

⎛⎝(1, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 1) (1, 1) (1, 1)
(1, 0) (0, 1) (1, 1)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑃3 𝑃2 𝑃1

𝑃1 𝑃3 𝑃3

𝑃2 𝑃1 𝑃3

⎞⎠ ;

⎛⎝𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃1

𝑃2 𝑃0 𝑃3

⎞⎠ ∧

⎛⎝𝑃3 𝑃2 𝑃1

𝑃1 𝑃0 𝑃2

𝑃2 𝑃1 𝑃2

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 0) (1, 1) (0, 1)
(1, 0) (0, 0) (1, 1)

⎞⎠∧

∧

⎛⎝(1, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 1) (0, 0) (1, 0)
(1, 0) (0, 1) (1, 0)

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 0) (0, 0) (0, 0)
(1, 0) (0, 0) (1, 0)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃0 𝑃0

𝑃2 𝑃0 𝑃2

⎞⎠ ;

𝐴 =

⎛⎝𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃1

𝑃2 𝑃0 𝑃3

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (1, 0) (0, 1)

(0, 0) (1, 1) (0, 1)

(1, 0) (0, 0) (1, 1)

⎞⎠ =

=

⎛⎝(1, 0) (0, 1) (1, 0)
(1, 1) (0, 0) (1, 0)
(0, 1) (1, 1) (0, 0)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑃2 𝑃1 𝑃2

𝑃3 𝑃0 𝑃2

𝑃1 𝑃3 𝑃0

⎞⎠ .

Операцiя добутку предикатних матриць виконується за правилом, спiль-
ним для усiх логiчних матриць. Вiдповiднi необхiднi до виконання операцiї
над їх елементами обчислюються за формулами (1) i (2). Але щодо опе-
рацiї обертання, то у випадку предикатних матриць її визначення дещо
складнiше, нiж для булевих логiчних матриць. Якщо розглядати булевi
матрицi як окремий випадок предикатних матриць (вони заданi над по-
лем нуль-мiсних предикатiв), то можна стверджувати, що за цiєї умови
наступнi визначення i твердження розповсюджуються на булевi матрицi
також. Але для них все це можна обчислювати простiше [2].

Означення 6. Квадратна логiчна матриця А називається ортогональ-
ною, якщо диз’юнкцiя всiх елементiв кожного її рядка й диз’юнкцiя всiх
елементiв кожного її стовпця дорiвнюють тотожнiй одиницi, а кон’юн-
кцiя будь-яких двох елементiв у кожному її рядку й кон’юнкцiя будь-яких
двох елементiв у кожному її стовпцi дорiвнюють тотожному нулю.
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Наприклад, логiчна матриця 𝐴 над полем 𝑃 одномiсних предикатiв

𝐴

⎛⎝𝑃1 𝑃0 𝑃2

𝑃2 𝑃0 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃0

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (0, 0) (1, 0)
(1, 0) (0, 0) (0, 1)
(0, 0) (1, 1) (0, 0)

⎞⎠
є ортогональною, а матриця

𝐴

⎛⎝𝑃1 𝑃3 𝑃2

𝑃0 𝑃1 𝑃0

𝑃2 𝑃0 𝑃1

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (1, 1) (1, 0)
(0, 0) (0, 1) (0, 0)
(1, 0) (0, 0) (0, 1)

⎞⎠−

нi, тому що, наприклад, 𝑎12 ∧ 𝑎13 = 𝑃3 ∧ 𝑃2 = (1, 1) ∧ (1, 0) ̸= 0

Теорема 1. Щоб для квадратних логiчних матриць 𝐴 и 𝐵 над полем
логiчних скалярiв 𝐺 = {0, 1} або полем скiнченних предикатiв довiльної
арностi виконувалася рiвнiсть 𝐴𝐵 = 𝐸, необхiдно й досить, щоб 𝐴 и 𝐵
були ортогональними матрицями й пiдкорялися умовi 𝐵 = 𝐴𝑇 .

Доведення. Привласнимо кожному розряду елементiв скалярного по-
ля, над яким заданi матрицi 𝐴 i 𝐵, деякий iндекс 𝑣 = 1, . . . , (𝑘1× . . .× 𝑘𝑛),
де 𝑛-арнiсть предикатiв, що є елементами поля скалярiв, а 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, -
кiлькiсть символiв в алфавiтi, над яким заданий аргумент 𝑥𝑖 цих предика-
тiв. Таким чином, матрицi 𝐴 й 𝐵 розпадаються на (𝑘1 × . . .× 𝑘𝑛) матриць
над булевою множиною 𝐺 = {0, 1}

𝐴𝑣 =

⎛⎝𝑎𝑣11 . . . 𝑎𝑣1𝑠
. . . . . . . . .
𝑎𝑣𝑠1 . . . 𝑎𝑣𝑠𝑠

⎞⎠ й 𝐵𝑣 =

⎛⎝𝑏𝑣11 . . . 𝑏𝑣1𝑠
. . . . . . . . .
𝑏𝑣𝑠1 . . . 𝑏𝑣𝑠𝑠

⎞⎠ ,

складених з 𝑣-тих розрядiв елементiв матриць 𝐴 й 𝐵. Отже, якщо твер-
дження справедливо для матриць над булевим полем скалярiв 𝐺 = {0, 1},
то воно вiрно й для матриць, елементами яких є предикати довiльної ар-
ностi. У силу цього досить довести твердження для випадку скалярного
поля 𝐺 = {0, 1} [2]. Нехай розмiрнiсть матриць 𝐴𝑣 й 𝐵𝑣 − 𝑠× 𝑠. Виберемо
довiльно цiле 𝑡, 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠. Якщо 𝑡-тий рядок матрицi 𝐴𝑣 нульовий, то й
𝑡-тий рядок матрицi (𝐴𝐵)𝑣 буде нульовим. Тому в кожному рядку матрицi
𝐴𝑣 є хоча б одна одиниця, i цiй одиницi вiдповiдає деяка одиниця в ма-
трицi 𝐵𝑣 (нехай це буде елемент 𝑎𝑣𝑡𝑗 = 1, якому вiдповiдає 𝑏𝑣𝑗𝑡). При 𝑓 ̸= 𝑡
(1 ≤ 𝑓 ≤ 𝑠) маємо 𝑎𝑣𝑓𝑗 = 0, тому що iнакше (𝐴𝐵)𝑣𝑓𝑡 = 𝑎𝑣𝑓𝑗𝑏

𝑣
𝑗𝑡 = 1, тобто

(𝐴𝐵)𝑣 ̸= 𝐸. Аналогiчно, у матрицi 𝐵𝑣 всi елементи рядка 𝑗, за винятком
𝑏𝑣𝑗𝑡, дорiвнюють нулю. Таким чином, у кожному рядку матрицi 𝐴𝑣 є хоча б
одна одиниця, причому всi цi одиницi розташованi в рiзних стовпцях. Тому
матриця 𝐴𝑣 - ортогональна. Аналогiчно, ортогональна й матриця 𝐵𝑣. Рiв-
нiсть (𝐵)𝑣 = (𝐴𝑣)𝑇 тепер очевидна (кожному елементу 𝑎𝑣𝑡𝑗 = 1 вiдповiдає
𝑏𝑣𝑗𝑡 = 1). Теорему доведено.
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4. Висновки

Таким чином, предикатна модель логiчних матриць узагальнює розгля-
нуту в [1; 2] булеву модель. Кожна операцiя над предикатними матрицями
складається iз 2𝑛 операцiй над булевими матрицями по кiлькостi розря-
дiв у вiдповiдних елементах предикатного скалярного поля. Таким чином,
предикатнi логiчнi матрицi можна розглядати як тривимiрнi булевi ма-
трицi, де третiй вимiр буде вiдповiдати розрядам використаних предика-
тiв. Вiдповiдно, кiлькiсть впорядкованих «шарiв» по третьому вимiру буде
складати 2𝑛. В свою чергу, булевi матрицi можна розглядати як окремий
випадок предикатних матриць, при якому арнiсть застосованих предика-
тiв дорiвнює нулю. За цiєї умови 2𝑛 = 21 = 1, тобто третiй вимiр буде
складатися лише з одного шару. Таким чином, до предикатних матриць
також можна застосовувати той апарат, що вважається притаманним бу-
левим матрицям, зокрема апарат бiнарних предикатiв [6].
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Якимова Н. А.
Предикатные логические матрицы

Резюме

В классической линейной алгебре широко используется аппарат матриц. Но класси-
ческая линейная алгебра имеет дело с непрерывными объектами. Логическая алгебра,
построенная по аналогии с классической линейной алгеброй, строит те же самые модели
с помощью дискретных объектов, имеющих логическую структуру и подчиняющихся
соответствующим законам. Это приводит к существенным отличиям в функционирова-
нии построенных моделей. Данная статья посвящена матрицам, в качестве элементов
для которых берутся элементарные логические элементы, а именно конечные предика-
ты произвольной арности. В работе исследованы свойства таких матриц и особенности
их применения. Также рассмотрены основные операции над такими матрицами. Кро-
ме обычных операций, имеющих место в классической линейной алгебре, логические
структуры позволяют выполнять еще несколько операций.
Ключевые слова: конечный предикат, булева матрица, предикатная матрица, дизъ-
юнкция, конъюнкция, отрицание, ортогональная матрица, скаляр, обращение матри-
цы.

Yakimova N. A.
Predicative logical matrices

Summary

In classical linear algebra the machine of matrices is widely used. But the classic linear
algebra deals with continuous objects. Logical algebra, built by analogy with the classical
linear algebra, builds the same models using discrete objects that have logical structure
and obey the relevant laws. This leads to a significant difference in the functioning of the
constructed models. This article is devoted to matrices, as elements for which the elementary
logical elements are taken, namely the finite predicates of any quality of variables. In the
work investigated the properties of such matrices and features of their application. Basic
operations on such matrices are also considered. Besides the usual operations that take place
in classical linear algebra, logical structures allow to perform this several operations.
Key words: finite predicate, Boolean matrix, predicative matrix, disjunction, conjunction,
inversion, orthographic matrix, scalar, rotation of matrix.
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AN EXACT SOLUTION OF THE DYNAMICAL PROBLEM
FOR THE INFINITE ELASTIC LAYER WITH A
CYLINDRICAL CAVITY

The wave field of an infinite elastic layer weakened by a cylindrical cavity is constructed in
this paper. The ideal contact conditions are given on the upper and bottom faces of the layer.
The normal dynamic tensile load is applied to a cylindrical cavity’s surface at the initial mo-
ment of time. The Laplace and finite 𝑠𝑖𝑛− and 𝑐𝑜𝑠− Fourier integral transforms are applied
successively directly to axisymmetric equations of motion and to the boundary conditions,
on the contrary to the traditional approaches, when integral transforms are applied to solu-
tions’ representation through harmonic and biharmonic functions. This operation leads to
a one-dimensional vector homogeneous boundary value problem with respect to unknown
transformations of displacements. The problem is solved using matrix differential calculus.
The field of initial displacements is derived after application of inverse integral transforms.
The case of the steady-state oscillations was investigated. The normal stress on the faces of
the elastic layer are constructed and investigated depending on the mechanical and dynamic
parameters.
MSC: 74B05, 74H05, 74J20.
Key words: exact solution, elastic layer, dynamic load, cylindrical cavity, integral transform.
DOI: 10.18524/2519-206x.2019.2(34).190054.

1. Introduction

The presence of defects in elastic bodies causes a stress concentration and
significantly affects at the stress state of constructions. A typical and suffi-
ciently investigated problem of this class is the axisymmetric elasticity problem
on the stress state of a layer, weakened by a cylindrical defect, when differ-
ent boundary conditions are set on layer’s faces and defect’s surface. Existing
research can be divided into three approaches: 1) a construction of an ana-
lytic solution of the problem in an explicit form [10], [2]; 2) a construction
of an analytical-numerical solution, when the problem is reduced either to an
integral equation or to an infinite system of algebraic equations [3], [4]; 3) a
numerical solving of the problem [5], [6].

For realization of the first approach, it is essential to satisfy the conditions
of ideal contact on a cylindrical surface, when the normal displacements and
tangential stress are equal to zero. The exact solution of the formulated prob-
lem for the case, when the layer is replaced by a half-space and the stresses
are given on the faces, is derived in [5]. An approximate analytical - numerical
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solutions for other boundary conditions on the defect’s surface were obtained
at the papers [6], [8].

Dynamic statement of the mentioned problem was considered at the papers
[9], [10]. The theory of harmonic oscillations and wave propagation in elastic
bodies was widely investigated in the monograph [11]. The papers [12], [13]
are devoted to the propagation of elastic waves in plates weakened by the
cavities or holes. Based on complex function theory, an analytical solution
for the dynamic stress concentration due to an arbitrary cylindrical cavity in
an infinite inhomogeneous medium was investigated in [14]. The existence of
trapped elastic waves above a circular cylindrical cavity in a half-space was
demonstrated in [15].

It should be noted that dynamical problems weakened by the defects have
found wide application in the practical problems [16], [17]. An experimental
method was proposed to explore dynamic failure process of pre-stressed rock
specimen with a circular hole to investigate deep underground rock failure at
the [18]. The paper [19] proposes a set of exact solutions for three-dimensional
dynamic responses of a cylindrical lined tunnel in saturated soil due to internal
blast loading are derived by using Fourier transform and Laplace transform.
The surrounding soil was modeled as a saturated medium on the basis of Biot’s
theory and the lining structure modeled as an elastic medium. By utilizing
a reliable and efficient numerical method of inverse Laplace transform and
Fourier transform, the numerical solutions for the dynamic response of the
lining and surrounding soil were obtained.

Nevertheless, the study of an elastic layer hasn’t been completed yet and
opens up many problems. The main difficulty during the solving of the dynamic
problems by the method of integral transforms remains the inversion problem
of the Laplace transform. Therefore, it is often necessary to proceed to a more
narrow class of the problems about steady state oscillations. Research contri-
butions over the past 50 years on the theory and analysis of elastodynamics
are reviewed in the paper [20]. Major topics reviewed are: general theories,
steady-state waves in waveguides, transient waves in layered media, diffraction
and scattering, and one and two-dimensional theories of elastic bodies. A brief
discussion on the direct and inverse problems of elastic waves completes this
review.

The problem of elasticity for an infinite layer with a cylindrical cavity in
a static statement was considered by G. Ya. Popov [10], where an exact solu-
tion was obtained. In this paper this method was extended on the analogical
problem in the dynamic statement.
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Fig. 1. Geometry of the problem

2. Main Results

1. Statement of the problem. An elastic layer of thickness 𝑏 (𝐺 is a
shear modulus, 𝜇 is a Poisson’s ratio, 𝜌 is density), describing in the cylindrical
coordinate system by the correspondences: 𝑎 < 𝑟 <∞,−𝜋 < 𝜙 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ
is weakened by a cylindrical cavity 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎, 0 < 𝜙 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑏 (Fig. 1).
The layer’s upper and bottom faces are in the conditions of ideal contact with
a rigid base (the layer is supported by a smooth foundation without a friction)

𝑢𝑟(𝑟, 0, 𝑡) = 0, 𝜏𝑧𝑟(𝑟, 0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑧(𝑟, 𝑏, 𝑡) = 0, 𝜏𝑧𝑟(𝑟, 𝑏, 𝑡) = 0 (1)

The cylindrical cavity’s surface 𝑟 = 𝑎 is under the influence of the normal
dynamic tensile force 𝑃 = 𝑝(𝑧, 𝑡), applied at the initial moment 𝑡 = 0, the
tangential loading is absent

𝜎𝑟(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 𝑃 (𝑧, 𝑡), 𝜏𝑟𝑧(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0 (2)

Thus, the problem was reduced to solving axisymmetric equations of mo-
tion with respect to the functions 𝑢𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡)
in a cylindrical coordinate system [21]

𝑟−1 𝜕
𝜕𝑟

[︀
𝑟 𝜕
𝜕𝑟𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡)

]︀
− 𝑟−2𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡) + 𝜅−1

𝜅+1
𝜕2

𝜕𝑧2
𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡) + 2

𝜅+1
𝜕2

𝜕𝑟𝜕𝑧𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡) =

= 𝜅−1
𝜅+1

𝜌
𝐺

𝜕2𝑢(𝑟,𝑧,𝑡)
𝜕𝑡2

𝑟−1 𝜕
𝜕𝑟

[︀
𝑟 𝜕
𝜕𝑟𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡)

]︀
+ 𝜅+1

𝜅−1
𝜕2

𝜕𝑧2
𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡) + 2

𝜅−1𝑟
−1 𝜕

𝜕𝑟

[︀
𝑟 𝜕
𝜕𝑧𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡)

]︀
=

= 𝜌
𝐺

𝜕2𝑤(𝑟,𝑧,𝑡)
𝜕𝑡2

(3)



78 Fesenko A. A.

where 𝜅 = 3 − 4𝜇 and subjected to the mixed boundary conditions (1), (2).
Here 𝑐21 = 𝜅+1

𝜅−1
𝐺
𝜌 - squared velocity of longitudinal wave propagation, 𝑐2 = 𝐺

𝜌 -
squared velocity of shear wave propagation. So, 𝑐21 = 𝜅+1

𝜅−1𝑐
2.

The following change of the variables was done

𝜌 = 𝑎−1𝑟, 𝜉 = 𝑏−1𝑧, 𝜏 = 𝑐𝑎−1𝑡, 𝑢(𝑎𝜌, 𝑏𝜉, 𝑐𝑎−1𝜏) = 𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏),

𝑤(𝑎𝜌, 𝑏𝜉, 𝑐𝑎−1𝜏) = 𝑊 (𝜌, 𝜉, 𝜏)
(4)

Consequently, the movement equations (3) can be written in the form

𝜌−1 𝜕
𝜕𝜌

[︁
𝜌 𝜕
𝜕𝜌𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏)

]︁
− 𝜌−2𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏) + 𝜅−1

𝜅+1𝛼
2 𝜕2

𝜕𝜉2
𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏)+

+ 2
𝜅+1𝛼

𝜕2

𝜕𝜌𝜕𝜉𝑊 (𝜌, 𝜉, 𝜏) = 𝜅−1
𝜅+1

𝜕2𝑈(𝜌,𝜉,𝜏)
𝜕𝜏2

𝜌−1 𝜕
𝜕𝜌

[︁
𝜌 𝜕
𝜕𝜌𝑊 (𝜌, 𝜉, 𝜏)

]︁
+ 𝜅+1

𝜅−1𝛼
2 𝜕2

𝜕𝜉2
𝑊 (𝜌, 𝜉, 𝜏)+

+𝜌−1 2
𝜅−1𝛼

𝜕
𝜕𝜌

[︁
𝜌 𝜕
𝜕𝜉𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏)

]︁
= 𝜕2𝑊 (𝜌,𝜉,𝜏)

𝜕𝑡2

(5)

1 < 𝜌 <∞, 0 < 𝜉 < 1, 𝛼 =
𝑎

ℎ
.

Boundary conditions (1), taking into account the replacement (4), are trans-
formed into form

𝜕

𝜕𝜉
𝑈(𝜌, 0, 𝜏) = 0,

𝜕

𝜕𝜉
𝑈(𝜌, 1, 𝜏) = 0, 𝑊 (𝜌, 0, 𝜏) = 0, 𝑊 (𝜌, 1, 𝜏) = 0 (6)

as the boundary conditions (2) take the form

𝜕

𝜕𝜌
𝑈(1, 𝜉, 𝜏) +

3 − 𝜅

1 + 𝜅

[︂
𝑈(1, 𝜉, 𝜏) + 𝛼

𝜕

𝜕𝜉
𝑊 (1, 𝜉, 𝜏)

]︂
= 𝑎𝐺−1𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑃 (𝜉, 𝜏) (7)

𝛼
𝜕

𝜕𝜉
𝑈(1, 𝜉, 𝜏) +

𝜕

𝜕𝜌
𝑊 (1, 𝜉, 𝜏) = 0 (8)

2. Solving a vector one-dimensional boundary problem. In order
to reduce the problem to the one-dimensional one, the finite 𝑠𝑖𝑛− and 𝑐𝑜𝑠−
Fourier integral transforms with regard of the variable 𝜉 and Laplace integral
transformation with regard of the variable 𝜏 are applied successively to the
differential equations (5) and boundary conditions (6)-(8)

[︂
𝑈𝜆(𝜌, 𝜏)
𝑊𝜆(𝜌, 𝜏)

]︂
=

1∫︁
0

[︂
𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏) cos𝜆𝑛𝜉
𝑊 (𝜌, 𝜉, 𝜏) sin𝜆𝑛𝜉

]︂
𝑑𝜉,

𝑛 = 0, 1, 2, ...
𝑛 = 1, 2, ...

𝜆𝑛 = 𝜋𝑛 = 𝜆

[︂
𝑈𝜆𝑝(𝜏)
𝑊𝜆𝑝(𝜏)

]︂
=

∞∫︁
0

[︂
𝑈𝜆(𝜌, 𝜏)
𝑊𝜆(𝜌, 𝜏)

]︂
𝑒−𝑝𝑡𝑑𝜏
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As a result, equations (5) can be written

𝜌−1 𝜕
𝜕𝜌

[︁
𝜌 𝜕
𝜕𝜌𝑈𝜆𝑝(𝜌)

]︁
+ 2

𝜅+1𝜆*
𝜕
𝜕𝜌𝑊𝜆𝑝(𝜌) − 𝜌−2𝑈𝜆𝑝(𝜌) − 𝜅−1

𝜅+1𝜆
2
*𝑈𝜆𝑝(𝜌)−

−𝜅−1
𝜅+1𝑝

2𝑈𝜆𝑝(𝜌) = 0, 1 < 𝜌 <∞

𝜌−1 𝜕
𝜕𝜌

[︁
𝜌 𝜕
𝜕𝜌𝑊𝜆𝑝(𝜌)

]︁
− 𝜌−1 2

𝜅−1𝜆*
𝜕
𝜕𝜌 [𝜌𝑈𝜆𝑝(𝜌)] − 𝜅+1

𝜅−1𝜆
2
*𝑊𝜆𝑝(𝜌)−

−𝑝2𝑊𝜆𝑝(𝜌) = 0, 𝜆* = 𝜆𝛼
(9)

During this operation the boundary conditions (6) are automatically satisfied,
and conditions (7), (8) have the form

𝑈 ′
𝜆𝑝(1) +

3 − 𝜅

1 + 𝜅
[𝑈𝜆𝑝(1) + 𝜆*𝑊𝜆𝑝(1)] = 𝑎𝐺−1𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑃𝜆𝑝

𝑊 ′
𝜆𝑝(1) − 𝜆*𝑈𝜆𝑝(1) = 0, 𝑃𝜆𝑝 =

∞∫︁
0

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑃 (𝜉, 𝜏) cos𝜆𝑛𝜉𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑒−𝑝𝜏𝑑𝜏 (10)

For solving a one-dimensional boundary value problem (9), (10) a second-
order matrix differential operator and the unknown vector of displacements’
transformations are set

𝐿2 =

⎛⎝𝜌−1 𝜕
𝜕𝜌

[︁
𝜌 𝜕
𝜕𝜌

]︁
− 𝜌−2 − 𝜅−1

𝜅+1

(︀
𝜆2* + 𝑝2

)︀
2

𝜅+1𝜆*
𝜕
𝜕𝜌

− 2
𝜅−1𝜆*𝜌

−1 𝜕
𝜕𝜌 [𝜌] 𝜌−1 𝜕

𝜕𝜌

[︁
𝜌 𝜕
𝜕𝜌

]︁
− 𝜅+1

𝜅−1𝜆
2
* − 𝑝2

⎞⎠
y(𝜌) =

(︂
𝑈𝜆𝑝(𝜌)
𝑊𝜆𝑝(𝜌)

)︂
Let’s set up the boundary functional corresponding to the boundary conditions
(10)

U [y(1)] = A · y(1) + I · y′(1), A =

(︂
3−𝜅
1+𝜅

3−𝜅
1+𝜅𝜆*

−𝜆* 0

)︂
, I =

(︂
1 0
0 1

)︂
In these notations the boundary value problem (9), (10) is written down in a
next form [12]

L2y(𝜌) = f(𝜌), 1 < 𝜌 <∞, U [y(1)] = 𝛾 (11)

f(𝜌) =

(︂
0
0

)︂
, 𝛾 =

(︂
𝑎𝐺−1𝜅−1

𝜅+1
𝑃𝜆𝑝

0

)︂
In order to get a general decreasing solution when 𝜌 → ∞ of the vector

homogeneous equation in (11), the solution of the matrix differential equation

𝐿2Y(𝜌) = 0, 1 < 𝜌 <∞ (12)
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should be constructed previously.
With the help of the auxiliary matrix

H(𝜌, 𝜉) =

(︃
𝐻

(1)
1 (𝜌𝜉) 0

0 𝐻1
0 (𝜌𝜉)

)︃

where 𝐻(1)
𝑚 (𝑧) is the Hankel first order function, 𝑚 = 0, 1, an important rela-

tionship has been proven [10]

𝐿2H(𝜌, 𝜉) = −H(𝜌, 𝜉) ·M(𝜉),

M(𝜉) =

(︃
𝜉2 + 𝜅−1

𝜅+1

(︀
𝜆2* + 𝑝2

)︀
2

𝜅+1𝜉𝜆*
2

𝜅−1𝜉𝜆* 𝜉2 + 𝜅+1
𝜅−1𝜆

2
* + 𝑝2

)︃
(13)

The inverse matrix M(𝜉) for has the form

M−1(𝜉) =
1

detM

(︃
𝜉2 + 𝜅+1

𝜅−1𝜆
2
* + 𝑝2 − 2

𝜅+1𝜉𝜆*

− 2
𝜅−1𝜉𝜆* 𝜉2 + 𝜅−1

𝜅+1

(︀
𝜆2* + 𝑝2

)︀)︃

detM =
[︁
𝜉 − 𝑖

√︀
𝜆2* + 𝑝2

]︁ [︁
𝜉 + 𝑖

√︀
𝜆2* + 𝑝2

]︁ [︁
𝜉 − 𝑖

√︁
𝜆2* + 𝜅−1

𝜅+1𝑝
2
]︁
×

×
[︁
𝜉 + 𝑖

√︁
𝜆2* + 𝜅−1

𝜅+1𝑝
2
]︁

Further, with the help of the equality (13), one can be convinced that the
solution of the matrix equation (12) is

Y(𝜌) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

H(𝜌, 𝜉) ·M−1(𝜉)𝑑𝜉,

where 𝐶 is the closed loop covering the origin and two poles of the first mul-
tiplicity 𝜉 = 𝑖

√︀
𝜆2* + 𝑝2, 𝜉 = 𝑖

√︁
𝜆2* + 𝜅−1

𝜅+1𝑝
2 lying in the upper half-plane.

Applying the methods of contour integration, the matrix is derived

Y(𝜌) = 1
2𝑝2

(︃
𝑖 · 𝜅+1

𝜅−1
𝜆2
*

𝛿1
·𝐻(1)

1 (𝑖𝜌𝛿1) 𝜆* ·𝐻(1)
1 (𝑖𝜌𝛿1)

𝜅+1
𝜅−1𝜆* ·𝐻

(1)
0 (𝑖𝜌𝛿1) −𝑖𝛿1 ·𝐻(1)

0 (𝑖𝜌𝛿1)

)︃
+

+ 1
2𝑝2

(︃
−𝑖 · 𝜅+1

𝜅−1𝛿2 ·𝐻
(1)
1 (𝑖𝜌𝛿2) −𝜆* ·𝐻(1)

1 (𝑖𝜌𝛿2)

−𝜅+1
𝜅−1𝜆* ·𝐻

(1)
0 (𝑖𝜌𝛿2) 𝑖𝜆

2
*

𝛿2
·𝐻(1)

0 (𝑖𝜌𝛿2)

)︃

where

𝛿1 =
√︀
𝜆2* + 𝑝2 𝛿2 =

√︂
𝜆2* +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2 (14)

which was constracted using the residue theorem.
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Taking into account the results in [12] and the range of the parameter
1 < 𝜌 <∞, a decreasing solution of the matrix equation is constructed

Y𝜆𝑝(𝜌) = 1
𝑝2

(︃
−𝑖 · 𝜅+1

𝜅−1
𝜆2
*

𝛿1
·𝐾1(𝜌𝛿1) −𝜆* ·𝐾1(𝜌𝛿1)

−𝑖 · 𝜅+1
𝜅−1𝜆* ·𝐾0(𝜌𝛿1) −

√︀
𝜆2* + 𝑝2 ·𝐾0(𝜌𝛿1)

)︃
+

+ 1
𝑝2

(︃
𝑖 · 𝜅+1

𝜅−1𝛿2 ·𝐾1(𝜌𝛿2) 𝜆* ·𝐾1(𝜌𝛿2)

𝑖 · 𝜅+1
𝜅−1𝜆* ·𝐾0(𝜌𝛿2)

𝜆2
*

𝛿2
·𝐾0(𝜌𝛿2)

)︃

where 𝐾𝑚(𝑧) is the Macdonald function, 𝑚 = 0, 1.

The solution of the one-dimensional problem (11) is written in the form
[12]

y(𝜌) = Y𝜆𝑝(𝜌) ·
(︂
𝑖𝐶0

𝐶1

)︂
The reality of the solution’s values (15) is guaranteed by the special choice of
constants 𝐶0, 𝐶1, which can be found from the boundary conditions (10). It
leads to the linear system of equations{︃

𝑎11𝐶0 + 𝑎12𝐶1 = 0

𝑎21𝐶0 + 𝑎22𝐶1 = 𝑎𝐺−1 𝜅−1
𝜅+1𝑝

2 · 𝑃𝜆𝑝

𝑎11 =
𝜅+ 1

𝜅− 1

{︂
−𝜆*(2𝜆

2
* + 𝑝2)

𝛿1
𝐾1(𝛿1) + 2𝜆*𝛿2𝐾1(𝛿2)

}︂
𝑎12 = (2𝜆2* + 𝑝2)𝐾1(𝛿1) − 2𝜆2*𝐾1(𝛿2)

𝑎21 =
𝜅+ 1

𝜅− 1

{︂
−1

2
𝜆2*𝐾2(𝛿1) +

1

2
𝛿22𝐾2(𝛿2) +

3 − 𝜅

𝜅+ 1

[︂
𝜆2*
𝛿1
𝐾1(𝛿1) − 𝛿2𝐾1(𝛿2)

]︂
+

+
5 − 3𝜅

2(𝜅+ 1)
𝜆2*𝐾0(𝛿1) −

(︂
5 − 3𝜅

2(𝜅+ 1)
𝜆2* −

𝜅− 1

2(𝜅+ 1)
𝑝2
)︂
𝐾0(𝛿2)

}︂
𝑎22 = −1

2𝜆*𝛿1𝐾2(𝛿1) − 1
2𝜆*𝛿2𝐾2(𝛿2) + 3−𝜅

𝜅+1𝜆* [−𝐾1(𝛿1) +𝐾1(𝛿2)]−

− 5−3𝜅
2(𝜅+1)𝜆*𝛿1𝐾0(𝛿1) −

(︁
5−3𝜅
2(𝜅+1)𝜆

2
* − 𝜅−1

2(𝜅+1)𝑝
2
)︁

𝜆*
𝛿2
𝐾0(𝛿2)

where the known derivatives’ formulas of special functions [23] were used

𝜕

𝜕𝜌
𝐾0(𝑎𝜌) = −𝑎𝐾1(𝑎𝜌),

𝜕

𝜕𝜌
𝐾1(𝑎𝜌) = −1

2
𝑎 [𝐾0(𝑎𝜌) +𝐾2(𝑎𝜌)]

The coefficients were found in the form

𝐶0 = − 𝑎
det𝐺

−1 𝜅−1
𝜅+1𝑝

2 · 𝑃𝜆𝑝 · 𝑎12, 𝐶1 = 𝑎
det𝐺

−1 𝜅−1
𝜅+1𝑝

2 · 𝑃𝜆𝑝 · 𝑎11,

𝑑𝑒𝑡 = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21
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The solution of the one-dimensional value problem (11) in transformation
domain was constructed with their help

𝑈𝜆𝑝(𝜌) =
𝑎

𝐺
𝑃𝜆𝑝

𝛿2
∆

[︀
−2
(︀
𝜆2* + 𝑝2

)︀
𝐾1(𝜌𝛿1)𝐾1(𝛿2) + (2𝜆2* + 𝑝2)𝐾1(𝜌𝛿2)𝐾1(𝛿1)

]︀
𝑊𝜆𝑝(𝜌) =

𝑎

𝐺
𝑃𝜆𝑝

𝜆*
∆

[︀
2𝛿1𝛿2𝐾0(𝜌𝛿1)𝐾1(𝛿2) − (2𝜆2* + 𝑝2)𝐾0(𝜌𝛿2)𝐾1(𝛿1)

]︀
(16)

where

∆ = 𝜅+1
𝜅−1

(︀
𝜆2* + 1

2𝑝
2
)︀
𝛿22𝐾1(𝛿1)𝐾2(𝛿2) − 𝜅+1

𝜅−1𝜆
2
*𝛿1𝛿2𝐾1(𝛿2)𝐾2(𝛿1)−

3−𝜅
𝜅−1𝑝

2𝛿2𝐾1(𝛿1)𝐾1(𝛿2) +
(︀
𝜆2* + 1

2𝑝
2
)︀ (︁

5−3𝜅
𝜅−1 𝜆

2
* − 𝑝2

)︁
𝐾1(𝛿1)𝐾0(𝛿2)+

+5−3𝜅
𝜅−1 𝜆

2
*𝛿1𝛿2𝐾1(𝛿2)𝐾0(𝛿1)

(17)

3. The final formulas construction. In order to get the solution of
initial problem (1-3), the inverse integral transformations should be applied

𝑈𝑝(𝜌, 𝜉) = 𝑈0,𝑝(𝜌) + 2

∞∑︁
𝑛=1

𝑈𝜆𝑝(𝜌) cos𝜆𝑛𝜉, 𝑊𝑝(𝜌, 𝜉) = 2

∞∑︁
𝑛=1

𝑊𝜆𝑝(𝜌) sin𝜆𝑛𝜉.

The function 𝑈0𝑝(𝜌) can be found from the following one-dimensional value
problem (as 𝜆0 = 0,𝑊𝜆0𝑝(𝜌) = 𝑊0(𝜌) = 0)

𝜌
𝜕

𝜕𝜌

[︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
𝑈0𝑝(𝜌)

]︂
− 𝑈0𝑝(𝜌) = 0,

𝜕

𝜕𝜌
𝑈0𝑝(1) +

3 − 𝜅

𝜅+ 1
𝑈0𝑝(1) = 𝑎𝐺−1𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑃0𝑝.

It has the form

𝑈0𝑝(𝜌) =
𝑎

4𝐺
𝜌

1∫︁
0

𝑝(ℎ𝜉)𝑑𝜉. (18)

The field of the initial displacements of the infinite elastic layer with the
cylindrical cavity is derived

𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏) =
𝑎

𝐺

1

2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︁
𝛾−𝑖∞

[︃
𝑈0𝑝(𝜌) + 2

∞∑︁
𝑛=1

𝐹1(𝜌)𝑃𝜆𝑝
𝛿2
∆

cos𝜆𝑛𝜉

]︃
𝑒𝑝𝜏𝑑𝑝

𝑊 (𝜌, 𝜉, 𝜏) =
𝑎

𝐺

1

2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︁
𝛾−𝑖∞

[︃
2

∞∑︁
𝑛=1

𝐹2(𝜌)𝑃𝜆𝑝
𝜆*
∆

sin𝜆𝑛𝜉

]︃
𝑒𝑝𝜏𝑑𝑝 (19)

The normal stress can be constructed with their help by the formula [21]

𝜎𝜉 = 𝐺𝑎−1 3 − 𝜅

𝜅− 1

[︂
𝜕

𝜕𝜌
𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏) + 𝜌−1𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏) +

1 + 𝜅

3 − 𝜅
𝛼
𝜕

𝜕𝜉
𝑊 (𝜌, 𝜉, 𝜏)

]︂



An exact solution of dynamical problem 83

4. The subcase of steady-state oscillations. The case of steady-
state oscillations is considered below. With this aim the substitution 𝑝 = 𝑖𝜔,
𝑝2 = −𝜔2 was made (𝑝 - Laplace transform parameter, 𝜔 - circular frequency
of steady-state oscillations). Taking into account formula (18) and putting in
consideration load of constant intensity 𝑃 (𝜉) = 1 in formula (10), one can get
the following expression instead of (19)

𝑈(𝜌, 𝜉;𝜔) =
𝑎

4𝐺
𝜌+

2𝑎

𝐺

∞∑︁
𝑛=1

cos𝜆𝑛𝜉 · sin𝜆𝑛
𝜆𝑛

∆2

∆3
𝐹 (1)
𝑛 (𝜌;𝜔) (20)

𝑊 (𝜌, 𝜉;𝜔) =
2𝑎

𝐺

∞∑︁
𝑛=1

sin𝜆𝑛𝜉 · sin𝜆𝑛
𝜆𝑛

𝜆*
∆3

𝐹 (2)
𝑛 (𝜌;𝜔)

where

∆1 =
√︀
𝜆2* − 𝜔2 ∆2 =

√︂
𝜆2* −

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2

∆3 = 𝜅+1
𝜅−1

(︀
𝜆2* − 1

2𝜔
2
)︀

∆2
2𝐾1(∆1)𝐾2(∆2) − 𝜅+1

𝜅−1𝜆
2
*∆1∆2𝐾1(∆2)𝐾2(∆1)+

+3−𝜅
𝜅−1𝜔

2∆2𝐾1(∆1)𝐾1(∆2) +
(︀
𝜆2* − 1

2𝜔
2
)︀ (︁

5−3𝜅
𝜅−1 𝜆

2
* + 𝜔2

)︁
𝐾1(∆1)𝐾0(∆2)+

+5−3𝜅
𝜅−1 𝜆

2
*∆1∆2𝐾1(∆2)𝐾0(∆1)

𝐹 (1)
𝑛 (𝜌;𝜔) = −2

(︀
𝜆2* − 𝜔2

)︀
𝐾1(𝜌∆1)𝐾1(∆2) +

(︀
2𝜆2* − 𝜔2

)︀
𝐾1(𝜌∆2)𝐾1(∆1)

𝐹 (2)
𝑛 (𝜌;𝜔) = 2∆1∆2𝐾0(𝜌∆1)𝐾1(∆2) −

(︀
2𝜆2* − 𝜔2

)︀
𝐾0(𝜌∆2)𝐾1(∆1)

The normal stress of the layer is derived on the base of displacements (20)

𝜎𝜉(𝜌, 𝜉, 𝜔) =
3 − 𝜅

2 (𝜅− 1)

[︃
1 +

∞∑︁
𝑛=1

cos𝜆𝑛𝜉 · sin𝜆𝑛
𝜆𝑛

1

∆3
𝐹𝑛(𝜌, 𝜔)

]︃
(21)

𝐹𝑛(𝜌, 𝜔) = −2
(︀
𝜆2* − 𝜔2

)︀
∆2𝜌

−1𝐾1(𝜌∆1)𝐾1(∆2)+

+
(︀
2𝜆2* − 𝜔2

)︀
∆2𝜌

−1𝐾1(𝜌∆2)𝐾1(∆1) +
(︀
𝜆2* − 𝜔2

)︀
∆1∆2𝐾2(𝜌∆1)𝐾1(∆2)−

−
(︀
𝜆2* − 1

2𝜔
2
)︀

∆2
2𝐾0(𝜌∆2)𝐾1(∆1) +

(︁
5+𝜅
3−𝜅𝜆

2
* − 𝜔2

)︁
∆1∆2𝐾0(𝜌∆1)𝐾1(∆2)−

−
(︀
𝜆2* − 1

2𝜔
2
)︀ (︁

5+𝜅
3−𝜅𝜆

2
* − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2
)︁
𝐾0(𝜌∆2)𝐾1(∆1)

𝜆* = 𝜆𝑛 · 𝛼 = 𝜋𝑛 · 𝛼, 𝛼 =
𝑎

ℎ
, 𝜅 = 3 − 4𝜇

5. Discussion and numerical results. The normal stress on the lower
face of the layer 𝜉 = 0, 1 < 𝜌 < ∞, was investigated, depending on different
mechanical characteristics: Poisson’s ratio 𝜇 = 1/3 or 𝜇 = 1/4, ratio of cavity
radius to layer thickness 𝛼 = 𝑎/ℎ, different variants of natural oscillation
frequencies 𝜔 = 0.1, 0.3, 0.5, 1, 3. The possibility of the appearance of tensile
stress on the lower face of the layer was considered. The dynamic load of
constant intensity was set on the cylindrical surface of the cavity.



84 Fesenko A. A.

Fig. 2. The normal stress on the lower layer’s face

3. Conclusion

The dynamical problem’s solution of the elasticity for the infinite layer
with a cylindrical cavity was derived, when on the faces of the layer the ideal
contact conditions are given and the cavity’s surface is under the influence
of the normal dynamic tensile force, applied at the initial moment of time.
Applying the integral transform method directly to the movement equations
reduces the initial problem to the one-dimensional vector problem. The last
one was solved exactly using the matrix differential calculus.

It should be noted that similar vector boundary problem can be obtained
for the elastic layer weakened by a cylindrical inclusion 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑎, when
different kinds of the boundary conditions at a defect’s surface and the layer’s
faces are set.

At the subcase of the ideal contact conditions on a defect’s surface or on
the edges, the proposed approach makes it possible to obtain an exact solution
of the problem.

When some of the layer’s face is rigidly fixed, it leads the initial prob-
lem to an integral singular equation with respect to an unknown displacement
derivative, so the approximate solution will be constructed. If a vector dif-
ferential equation is inhomogeneous one, the matrix Green’s function and the
fundamental matrix should be found.
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It is worth noting that the difficulties connecting with the integral Laplace
transform inversing exist, so it is often possible to investigate just a case of
steady-state oscillations.

Фесенко Г. О.
Точний розв’язок динамiчної задачi для нескiнченного шару з цилiндричним
отвором

Резюме

Побудовано хвильове поле нескiнченного пружного шару, послабленого цилiндричним
отвором. Умови iдеального контакту задано на верхнiй та нижнiй гранях шару. Нор-
мальне динамiчне розтягувальне навантаження дiє на поверхнi цилiндричного отвору
в початковий момент часу. Iнтегральнi перетворення Лапласа та скiнченнi 𝑠𝑖𝑛− та
𝑐𝑜𝑠− Фур’є застосовано послiдовно до осесиметричних рiвнянь руху та до граничних
умов, на вiдмiну традицiйним пiдходам, коли iнтегральнi перетворення застосовую-
ться до подання розв’язкiв через гармонiчнi та бiгармонiчнi функцiї. Це приводить до
одновимiрної векторної однорiдної крайової задачi вiдносно невiдомих трансформант
перемiщень. Задачу розв’язано за допомогою матричного диференцiального числення.
Поле вихiдних перемiщень знайдено пiсля застосування обернених iнтегральних пере-
творень. Побудовано нормальне напруження на гранях пружного шару.
Ключовi слова: точний розв’язок, динамiчне навантаження, цилiндричний отвiр, iн-
тегральнi перетворення.

Фесенко А. А.
Точное решение динамической задачи для бесконечного слоя с цилиндри-
ческим отверстием

Резюме

Построено волновое поле бесконечного упругого слоя, ослабленного цилиндрическим
отверстием. Условия идеального контакта заданы на гранях слоя. Нормальная динами-
ческая растягивающая нагрузка действует на поверхности цилиндрического отверстия
в начальный момент времени. Интегральные преобразования Лапласа и конечные 𝑠𝑖𝑛−
и 𝑐𝑜𝑠− Фурье применены последовательно к осесимметричным уравнениям движения и
к граничным условиям, в отличие от традиционных подходов, когда интегральные пре-
образования применяются к представлениям решений через гармоничные и бигармо-
нические функции. Это приводит к одномерной векторной однородной краевой задаче
относительно неизвестных трансформант перемещений. Задача решена с помощью мат-
ричного дифференциального исчисления. Поле исходных перемещений найдено после
применения обратных интегральных преобразований. Построено нормальное напряже-
ние на гранях упругого слоя.
Ключевые слова: точное решение, динамическая нагрузка, цилиндрическая полость,
интегральные преобразования.
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THE STRESS STATE OF A RECTANGULAR ELASTIC
DOMAIN

The problem of the stress state of a rectangular elastic domain is investigated and solved
exactly. With the help of Fourier transformation the one-dimensional vector boundry prob-
lem in the transformation‘s domain is obtained. The components of the unknows vector are
the displacement transformations. The problem is solved exactly with the methods of the
matrix differential calculations, the fundamental solution matrix is constructed in the form
of the contour integral, which is found using the residue theorem. The constructed vector is
inversed by the corresponding formulas of inverse Fourier series. The numerical investigation
of the stress in dependence of the external loading value and domain‘s size is presented.
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1. Introduction

The problem of a rectangular domain stress estimation is not a new one,
nevertheless a lot of unsolved issues remain. This problem was considered and
solved in the different statements important to the engeneering applications as
with the help of analytical methods so and with numerical ones. To the last di-
rection one can reference the papers, where the boundary element-free method
(BEFM) was applied to two dimensional problems of elasticity. This method
is a direct numerical method which combines the boundary integral equation
method and an improved moving least-square approximation. This method, as
it was stated at [1], gives the higher computational accuracy. Another popular
solving methods are well known finite element methods. For example, at [2]
the discussion of the condition‘s type necessary for the penalty methods to pro-
vide a basis for the stable and convergent finite element schemes is proposed.
In paper [3] was considered the mixed finite element (for short MFE) approx-
imation of a stress-displacement system derived from the Hellinger-Reissner
variational principle for the linear elasticity problem. Many benefits of the
numerical methods can be attributed by their existence at many numerical
software applications, easy for using by the engineers.

But if one need to provide the calculation of the stress at the rectangular
domain in the neighborhood of the angular points, the numerical methods

Received 21.09.2019 c○Pozhylenkov O. V. 2019
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lose their efficiency as it is known. These points of the boundary condition
changing cause the stress with a special order of a singularity. To take these
singularities in the considaration, to propose the method which solve a problem
for a rectangular domain with regard of such singularities existence, one must
use the analytical approaches [4].

The world known papers of Konrat‘ev and Maz‘ya [5; 6] are connected with
the investigation of singularities at the angular points of an elastic domain.
Also the well known paper [7] was one of the pioneer papers in this direction.
The solution of the plane thermoelasticity problem for a rectangular domain
was constructed with the help of new solving method. This method permits
the construction of an analytical solution, corresponding to Saint-Venan prin-
ciple in the form of trigonometric series expansion using orthogonal set of the
eigenfunctions and associated functions. These investigations were successfully
continued by [8].

In paper [9] a simple method to solve a static, plane boundary value
problem of elasticity for an isotropic rectangular region was introduced. The
method is based on finite Fourier transform transfering the biharmonic equa-
tion to a nonhomogeneous ordinary differential equation of the fourth order.
Another analytical method of the plane two dimensional problem solving for
a rectangular domain was proposed at the papers Prof G. Popov [10; 11]. At
the paper [12] the method of solving the plane mixed boundary value problem
of elasticity on a rectangular domain was proposed. The problem of current
paper is solved exactly with the method of the matrix differential calculations,
this method was succesfully applied in the paper [13]. The constructed vec-
tor in transform‘s domain is inversed by the corresponding formulas of inverse
Fourier transform, so the displacements exspressions are found in the form of
Fourier series. The numerical investigation of the stress in dependence on the
external loading value and domain‘s size is presented.

The novelty of the presented paper is in the application of the new approach
[14] to the solving of the elasticity problem for a rectangular domain. The stress
state of a domain was investigated depending on a load properties and domain
size.

1. Statement of the problem.
The elastic rectangular domain 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < 𝑏 (𝐺 is a shear modulus,

𝜇 is a Poison‘s coefficient, 𝐸 is a Young’s modulus) meets a load at the upper
face of the domain

𝜎𝑦(𝑥, 𝑏) = −𝑝(𝑥), 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 𝑏) = 0 (1)

The lower base conditions are fulfilled at the bottom edge:

𝑢𝑦(𝑥, 0) = 0, 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 0) = 0 (2)
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The left and the right side are conditions of ideal contact

𝑢𝑥(0, 𝑦) = 0, 𝜏𝑥𝑦(𝑜, 𝑦) = 0

𝑢𝑥(𝑎, 𝑦) = 0, 𝜏𝑥𝑦(𝑎, 𝑦) = 0 (3)

It is required to estimate the stress state of the rectangular domain 0 < 𝑥 <
𝑎, 0 < 𝑦 < 𝑏 satisfying the boudnary conditions (1)-(3) and the equilibrium
equations [15]

𝑈
′′
(𝑥, 𝑦) + 𝑈**(𝑥, 𝑦)+𝜇0(𝑈

′′
(𝑥, 𝑦) + 𝑉

′*(𝑥, 𝑦)) = 0

𝑉
′′
(𝑥, 𝑦) + 𝑉 **(𝑥, 𝑦)+𝜇0(𝑉

**(𝑥, 𝑦) + 𝑈
′*(𝑥, 𝑦)) = 0 (4)

Here the denotes are taken 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦), 𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦),
𝑓

′
(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥 , 𝑓*(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜇0 = 1

1−2𝜇 .
2. The problem solving
The Fourier‘s transforms are applied to the equations (4) with the scheme(︂

𝑈𝑛(𝑦)
𝑉𝑛(𝑦)

)︂
=

∫︁ 𝑎

0

(︂
𝑈(𝑥, 𝑦) * sin(𝛼𝑛𝑥)
𝑉 (𝑥, 𝑦) * cos(𝛼𝑛𝑥)

)︂
𝑑𝑥, 𝛼𝑛 =

𝜋𝑛

𝑎
(5)

It leads to the homogeneous system of the ordinary differential equations
in the transform‘s domain

𝑈
′′
𝑛 (𝑦) + (−𝛼2

𝑛 − 𝜇0𝛼
2
𝑛)𝑈𝑛(𝑦) − 𝜇0𝛼𝑛𝑉

′
𝑛(𝑦) = 0

𝑉
′′
𝑛 (𝑦)(1 + 𝜇0) − 𝛼2

𝑛𝑉𝑛(𝑦) + 𝜇0𝛼𝑛𝑈
′
𝑛(𝑦) = 0 (6)
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Boundary conditions (1), (2) are reformulated in the terms of the displace-
ments

𝑈
′
𝑛(0) = 0, 𝑉𝑛(0) = 0

𝛼𝑛𝑉𝑛(𝑏) − 𝑈
′
𝑛(𝑏) = 0, (2𝐺+ 𝜆)𝑉

′
𝑛(𝑏) + 𝜆𝛼𝑛𝑈𝑛(𝑏) = 0 (7)

where 𝜆 = 𝜇𝐸
(1+𝜇)(1−2𝜇) , 𝑝𝑛 =

∫︀ 𝑎
0 𝑝(𝑥) cos(𝛼𝑛𝑥)𝑑𝑥.

To formulate the vector boundary state problem the vectors and matrices
are introduced

𝐴 =

(︂
1 0
0 1 + 𝜇0

)︂
, 𝐵 =

(︂
0 −𝛼𝑛𝜇0

𝜇0𝛼𝑛 0

)︂
,

𝐶 =

(︂
(−𝛼2

𝑛 − 𝜇0𝛼
2
𝑛) 0

0 −𝛼2
𝑛

)︂
, 𝑍𝑛(𝑦) =

(︂
𝑈𝑛(𝑦)
𝑉𝑛(𝑦)

)︂
,

𝐷1 =

(︂
1 0
0 (2𝐺+ 𝜆)

)︂
, 𝐸1 =

(︂
0 −𝛼𝑛

𝛼𝑛𝜆 0

)︂
,

𝐷2 =

(︂
1 0
0 0

)︂
, 𝐸2 =

(︂
0 −𝛼𝑛

0 1

)︂
,

𝑓1 =

(︂
0

−𝑝𝑛

)︂
, 𝑓2 =

(︂
0
0

)︂
With the help of the introduced matrices, the differential operator of the second
order is constructed

𝐿2(𝑍𝑛(𝑦)) = 𝐴𝑍
′′
𝑛(𝑦) +𝐵𝑍

′
𝑛(𝑦) + 𝐶𝑍𝑛(𝑦) (8)

The vector boundary problem in the transform‘s domain is formulated with
the help of the introduced operator (8)

𝐿2(𝑍𝑛(𝑦)) = 0

𝑈𝑖(𝑍𝑛(𝑦)) = 𝑓𝑖, 𝑖 = 1, 2 (9)

Here 𝑈𝑖(𝑍𝑛(𝑦)) = 𝐷𝑖𝑍
′
𝑛(𝑦) + 𝐸𝑖𝑍𝑛(𝑦), 𝑏1 = 0, 𝑏2 = 𝑏

To solve this vector boundary problem the fundamental solution matrix
𝑌 (𝑦) is constructed. To found it firstly the matrix 𝑒𝜉𝑦𝐼 (where 𝐼 the unit matrix
) must be substituted into the equation (9). From the equality 𝐿2(𝑒

𝜉𝑦𝐼) =
𝑀(𝜉)𝑒𝜉𝑦 one can derive the 𝑀(𝜉) matrix

𝑀(𝜉)

(︂
𝜉2 − 𝛼2

𝑛 − 𝜇0𝛼
2
𝑛 −𝜉𝛼𝑛𝜇0

𝜉𝜇0𝛼𝑛 𝜉2 + 𝜉2𝜇0 − 𝛼2
𝑛

)︂
(10)

The fundamental solution is found with help of formula 𝑌 (𝑦) = 1
2𝜋𝑖

∮︀
𝐶 𝑒

𝜉𝑦𝑀−1(𝜉)𝑑𝜉
[16]. The calculation of the integral requires to know all poles of the under
integral function. To do it the determinant of the matrix 𝑀(𝜉) was found

𝑑𝑒𝑡𝑀(𝜉) = (1 + 𝜇0)(𝜉 − 𝛼𝑛)2(𝜉 + 𝛼𝑛)2
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After contour integration procedure the two linear independent solutions of
the matrix equation were derived

𝑌 (𝑦) =
2𝜋𝑖

2𝜋𝑖(1 + 𝜇0)

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑅𝑒𝑠[𝑒𝜉𝑦𝑀−1(𝜉)], (𝑁 − 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑝𝑜𝑙𝑒𝑠)

𝑌 (𝑦) =
1

1 + 𝜇0
(𝑌0(𝑦) + 𝑌1(𝑦))

𝑌0(𝑦) =
𝑒𝛼𝑛𝑦

4𝛼𝑛

(︂
𝑦𝛼𝑛𝜇0 + 2 + 𝜇0 𝑦𝛼𝑛𝜇0

−𝑦𝛼𝑛𝜇0 −𝑦𝛼𝑛𝜇0 + 2 + 𝜇0

)︂
𝑌1(𝑦) =

𝑒−𝛼𝑛𝑦

4𝛼𝑛

(︂
𝑦𝛼𝑛 − 2 − 𝜇0 −𝑦𝛼𝑛𝜇0

𝑦𝛼𝑛𝜇0 −𝑦𝛼𝑛𝜇0 − 2 − 𝜇0

)︂
(11)

The solution of homogeneous vector equation was constructed

𝑍𝑛(𝑦) = 𝑌1(𝑦)

(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
+ 𝑌2(𝑦)

(︂
𝐶3

𝐶4

)︂
(12)

Applying the boundary conditions 𝑈𝑖(𝑍𝑛(𝑦)) = 𝑓𝑖, 𝑖 = 1, 2 one obtains the
linear algebraic system from which the constants 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 4 can be found

𝐶1𝑒
𝛼𝑛𝑏(2𝑏𝛼2

𝑛𝜇0 + 2𝛼𝑛𝜇0 + 2𝛼𝑛) + 𝐶2𝑒
𝛼𝑛𝑏(2𝑏𝛼2

𝑛𝜇0 − 2𝛼𝑛)+

+𝐶3𝑒
−𝛼𝑛𝑏(−2𝑏𝛼2

𝑛𝜇0 + 2𝛼𝑛 + 2𝛼𝑛𝜇0) + 𝐶4𝑒
−𝛼𝑛𝑏(2𝑏𝛼2

𝑛𝜇0 + 2𝛼𝑛) = 0

𝐶1𝑒
𝛼𝑛𝑏(−2𝐺𝑏𝛼2

𝑛𝜇0 − 2𝐺𝛼𝑛𝜇0 + 2𝜆𝛼𝑛) + 𝐶2𝑒
𝛼𝑛𝑏(−2𝐺𝑏𝛼2

𝑛𝜇0 + (2𝐺+ 𝜆)2𝛼𝑛)+

+𝐶3𝑒
−𝛼𝑛𝑏(−2𝐺𝑏𝛼2

𝑛𝜇0 + 2𝐺𝛼𝑛𝜇0 − 2𝜆𝛼𝑛) + 𝐶4𝑒
𝛼𝑛𝑏(2𝐺𝑏𝛼2

𝑛𝜇0 + (2𝐺+ 𝜆)2𝛼𝑛) =

= −𝑝𝑛4𝛼𝑛(1 + 𝜇0)

𝐶1(2𝛼𝑛 + 2𝛼𝑛𝜇0) + 𝐶2(−2𝛼𝑛) + 𝐶3(2𝛼𝑛 + 2𝛼𝑛𝜇0) + 𝐶4(2𝛼𝑛) = 0

𝐶2(2 + 𝜇0) + 𝐶4(−2 − 𝜇0) = 0

The application of the inverse Furier‘s formula finalizes the stated problem‘s
solution

𝑈(𝑥, 𝑦) =
2

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑈𝑛(𝑦) sin𝛼𝑛𝑥, 𝑉 (𝑥, 𝑦) =
𝑉0(𝑦)

𝑎
+

2

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛(𝑦) cos𝛼𝑛𝑥 (13)

The last step is to find the term 𝑉0(𝑦) as a special case, which can be
derived from the boundary problem:

𝑉
′′
0 (𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < 𝑏

𝑉
′
0 (𝑏) = −𝑝0/(2𝐺+ 𝜆), 𝑉0(0) = 0 (14)
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After it (15) solving the formulas (14) are rewritten at the form:

𝑈(𝑥, 𝑦) =
2

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑈𝑛(𝑦) sin𝛼𝑛𝑥, 𝑉 (𝑥, 𝑦) =
−𝑝0𝑦

(2𝐺+ 𝜆)𝑎
+

2

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛(𝑦) cos𝛼𝑛𝑥

(15)
2. Numerical results.
There are presented some numerical results for different loads and domain

size.
Displasments 𝑈(𝑥, 𝑦) and 𝑉 (𝑥, 𝑦) are shown at the Fig. 1-4 correspondigly

for the external load 𝑝(𝑥) = (𝑥 − 2.5)2. At the Fig. 1, Fig. 3 and Fig. 2,
Fig. 4 the displacements are presented for the 0 < 𝑥 < 5, 0 < 𝑦 < 6 and
0 < 𝑥 < 10, 0 < 𝑦 < 15 correspondigly.

Fig. 1. 𝑈(𝑥, 𝑦) Fig. 2. 𝑈(𝑥, 𝑦)

It can be seen that with the increasing of the domain size the value of the
displacements increasing too. Distribution pattern of the displacements are
changed, which can be seen on Fig. 1 and Fig. 2. for the displacement 𝑈(𝑥, 𝑦)
and on Fig. 3, Fig. 4 for the displacement 𝑉 (𝑥, 𝑦).

Fig. 3. 𝑉 (𝑥, 𝑦) Fig. 4. 𝑉 (𝑥, 𝑦)
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Fig. 5. 𝜎𝑥(𝑥, 𝑦) Fig. 6. 𝜎𝑥(𝑥, 𝑦)

Fig. 7. 𝜎𝑦(𝑥, 𝑦) Fig. 8. 𝜎𝑦(𝑥, 𝑦)

Stresses 𝜎𝑥(𝑥, 𝑦) and 𝜎𝑦(𝑥, 𝑦) are shown at the Fig. 5-8 correspondigly
for the external load 𝑝(𝑥) = (𝑥 − 2.5)2. At the Fig. 5, Fig. 7 and Fig.
6, Fig. 8 the stresses are presented for the 0 < 𝑥 < 5, 0 < 𝑦 < 6 and
0 < 𝑥 < 10, 0 < 𝑦 < 15 correspondigly.

One can see that the changes are similar to the displacement‘s changes.
Investigation was also made for the another external load function, but

in this paper they are not presented because of the similar pattern of the
dependencies.

2. Conclusion

The proposed method was applied to solve the boundary stress state prob-
lem of the elastic rectangular domain. The exact solution of the stated problem
was derived. The displacments and stersses were investigateted for the different
domain sizes and external load functions.

The future development is to solve the stress state problem for the rectan-
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gular domain with the boundary conditions of the first main elasticity problem.

Пожиленков О. В.
Напружений стан прямокутної пружної областi

Резюме

У запропонованiй роботi дослiджена i розв‘язана задача про напружений стан прямо-
кутної пружної областi. За допомогою iнтегрального перетворення Фур’є в просторi
трансформант отримана одновимiрна векторна крайова задача. Компоненти шукано-
го вектора є трансформанти перемiщень. Отримана крайова задача розв‘язана то-
чно за допомогою методу матричного диференцiального числення, фундаментальний
розв’язок представлений як iнтеграл по замкнутому контуру, який, в свою чергу, був
знайдений з використанням теореми про лишки. Отримана алгебраїчна система вiд-
носно невiдомих коефiцiєнтiв була розв’язана шляхом використання методу Крамера.
Остаточнi розрахунковi формули для поля перемiщень i напружень побудованi шляхом
застосування оберненого перетворення Фур’є. Дослiджено поля перемiщень та напру-
жень для рiзних видiв навантаження i розмiрiв прямокутної областi.
Ключовi слова: мiшана задача пружностi, точний розв‘язок, прямокутна область,
векторна крайова задача, фундаментальна матриця.

Пожиленков А. В.
Напряженное состояние прямоугольной упругой области

Резюме

В предложенной работе исследована и решена задача о напряженном состоянии пря-
моугольной упругой области. С помощью интегрального преобразования Фурье в про-
странстве трансформант получена одномерная векторная краевая задача. Компоненты
вектора представляют собой трансформанты смещений. Полученная краевая задача
решена точно с помощью метода матричного дифференциального исчисления, фунда-
ментальное решение представлено в виде интеграла по замкнутому контуру, который
в свою очередь был найден используя теорему о вычетах. Полученная алгебраическая
система относительно неизвестных коэффициентов, была решена путем использования
метода Крамера. Окончательные расчетные формулы для поля смещений и напряжений
построены путем применения обратного преобразования Фурье. Представлены числен-
ные исследования поля смещения и напряжений для разных видов нагрузки и размеров
прямоугольной области.
Ключевые слова: смешанная задача упругости, точное решение, прямоугольная об-
ласть, векторная краевая задача, фундаментальная матрица.
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MINIMAL GENERATING SET OF THE COMMUTATOR
SUBGROUP OF SYLOW 2-SUBGROUPS OF ALTERNATING
GROUP AND ITS STRUCTURE

The size of a minimal generating set for the commutator subgroup of Sylow 2-subgroups of
alternating group is found. The structure of commutator subgroup of Sylow 2-subgroups of
the alternating group 𝐴2𝑘 is investigated.

It is shown that (𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 )
2 = 𝑆𝑦𝑙′2𝐴2𝑘 , 𝑘 > 2.

It is proved that the commutator length of an arbitrary element of the iterated wreath
product of cyclic groups 𝐶𝑝𝑖 , 𝑝𝑖 ∈ N equals to 1. The commutator width of direct limit
of wreath product of cyclic groups is found. This paper presents upper bounds of the
commutator width (𝑐𝑤(𝐺)) [1] of a wreath product of groups.

A recursive presentation of Sylows 2-subgroups 𝑆𝑦𝑙2(𝐴2𝑘 ) of 𝐴2𝑘 is introduced. As a
result the short proof that the commutator width of Sylow 2-subgroups of alternating group
𝐴2𝑘 , permutation group 𝑆2𝑘 and Sylow 𝑝-subgroups of 𝑆𝑦𝑙2𝐴𝑝𝑘 (𝑆𝑦𝑙2𝑆𝑝𝑘 ) are equal to 1 is
obtained.

A commutator width of permutational wreath product 𝐵 ≀𝐶𝑛 is investigated. An upper
bound of the commutator width of permutational wreath product 𝐵 ≀ 𝐶𝑛 for an arbitrary
group 𝐵 is found.
MSC: 20B27, 20E08, 20B22, 20B35,20F65,20B07.
Key words: wreath product of group, minimal generating set of commutator subgroup of
syllow 2-subgroups groups, commutator width of wreath product, commutator width of Sylow
𝑝-subgroups, commutator subgroup of alternating group.
DOI: 10.18524/2519-206x.2019.2(34).190058.

1. Introduction

Meldrum J. [2] briefly considered one form of commutators of the wreath
product 𝐴 ≀ 𝐵. In order to obtain a more detailed description of this form,
we take into account the commutator width (𝑐𝑤(𝐺)) as presented in work of
Muranov A. [1].

As well known the first example of a group 𝐺 with 𝑐𝑤(𝐺) > 1 was given
by Fite [4]. The smallest finite examples of such groups are groups of order
96, there’s two of them, nonisomorphic to each other, were given by Guralnick
[23].

We deduce an estimation for commutator width of wreath product of groups
𝐶𝑛 ≀ 𝐵 taking in consideration a 𝑐𝑤(𝐵) of passive group 𝐵. A form of com-
mutators of wreath product 𝐴 ≀ 𝐵 that was shortly considered in [2]. The
form of commutator presentation [2] is proposed by us as wreath recursion [9]
and commutator width of it was studied. We impose more weak condition

Received 17.09.2019 c○Skuratovskii R. V. 2019
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on the presentation of wreath product commutator then it was imposed by J.
Meldrum.

In this paper we continue a researches which was stared in [16; 17]. We
find a minimal generating set and the structure for commutator subgroup of
𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 .

A research of commutator-group serve to decision of inclusion problem [5]
for elements of 𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 in its derived subgroup (𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘)′. It was known that,
the commutator width of iterated wreath products of nonabelian finite simple
groups is bounded by an absolute constant [3; 4]. But it was not proven that

commutator subgroup of
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 consists of commutators. We generalize the

passive group of this wreath product to any group 𝐵 instead of only wreath
product of cyclic groups and obtain an exact commutator width.

Also we are going to prove that the commutator width of Sylows 𝑝-
subgroups of symmetric and alternating groups 𝑝 ≥ 2 is 1.

The (permutational) wreath product 𝐻 ≀𝐺 is the semidirect product 𝐻𝑋h
𝐺, where 𝐺 acts on the direct power 𝐻𝑋 by the respective permutations of the
direct factors. The group 𝐶𝑝 or (𝐶𝑝, 𝑋) is equipped with a natural action by
the left shift on 𝑋 = {1, . . . , 𝑝}, 𝑝 ∈ N. As well known that a wreath product
of permutation groups is associative construction.

The multiplication rule of automorphisms 𝑔, ℎ which presented in form of
the wreath recursion [6] 𝑔 = (𝑔(1), 𝑔(2), . . . , 𝑔(𝑑))𝜎𝑔, ℎ = (ℎ(1), ℎ(2), . . . , ℎ(𝑑))𝜎ℎ,
is given by the formula:

𝑔 · ℎ = (𝑔(1)ℎ(𝜎𝑔(1)), 𝑔(2)ℎ(𝜎𝑔(2)), . . . , 𝑔(𝑑)ℎ(𝜎𝑔(𝑑)))𝜎𝑔𝜎ℎ.

We define 𝜎 as (1, 2, . . . , 𝑝) where 𝑝 is defined by context.
The set𝑋* is naturally a vertex set of a regular rooted tree, i.e. a connected

graph without cycles and a designated vertex 𝑣0 called the root, in which two
words are connected by an edge if and only if they are of form 𝑣 and 𝑣𝑥, where
𝑣 ∈ 𝑋*, 𝑥 ∈ 𝑋. The set 𝑋𝑛 ⊂ 𝑋* is called the 𝑛-th level of the tree 𝑋* and
𝑋0 = {𝑣0}. We denote by 𝑣𝑗𝑖 the vertex of 𝑋𝑗 , which has the number 𝑖. Note
that the unique vertex 𝑣𝑘,𝑖 corresponds to the unique word 𝑣 in alphabet 𝑋.
For every automorphism 𝑔 ∈ 𝐴𝑢𝑡𝑋* and every word 𝑣 ∈ 𝑋* define the section
(state) 𝑔(𝑣) ∈ 𝐴𝑢𝑡𝑋* of 𝑔 at 𝑣 by the rule: 𝑔(𝑣)(𝑥) = 𝑦 for 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋* if and only
if 𝑔(𝑣𝑥) = 𝑔(𝑣)𝑦. The subtree of 𝑋* induced by the set of vertices ∪𝑘

𝑖=0𝑋
𝑖 is

denoted by 𝑋 [𝑘]. The restriction of the action of an automorphism 𝑔 ∈ 𝐴𝑢𝑡𝑋*

to the subtree 𝑋 [𝑙] is denoted by 𝑔(𝑣)|𝑋[𝑙] . A restriction 𝑔(𝑣𝑖𝑗)|𝑋[1] is called the
vertex permutation (v.p.) of 𝑔 in a vertex 𝑣𝑖𝑗 and denoted by 𝑔𝑖𝑗 . We call the
endomorphism 𝛼|𝑣 restriction of 𝑔 in a vertex 𝑣 [6]. For example, if |𝑋| = 2
then we just have to distinguish active vertices, i.e., the vertices for which 𝛼|𝑣
is non-trivial.
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Let us label every vertex of 𝑋 𝑙, 0 ≤ 𝑙 < 𝑘 by sign 0 or 1 in relation to
state of v.p. in it. Obtained by such way a vertex-labeled regular tree is an
element of 𝐴𝑢𝑡𝑋 [𝑘]. All undeclared terms are from [7; 8].

Let us make some notations. For brevity, in form of wreath recursion we
write a commutator as [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1 that is inverse to 𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏. That
does not reduce the generality of our reasoning. Since for convenience the
commutator of two group elements 𝑎 and 𝑏 is denoted by [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1,
conjugation by an element 𝑏 as

𝑎𝑏 = 𝑏𝑎𝑏−1,

We define 𝐺𝑘 and 𝐵𝑘 recursively i.e.

𝐵1 = 𝐶2, 𝐵𝑘 = 𝐵𝑘−1 ≀ 𝐶2 for 𝑘 > 1,

𝐺1 = ⟨𝑒⟩, 𝐺𝑘 = {(𝑔1, 𝑔2)𝜋 ∈ 𝐵𝑘 | 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐺𝑘−1} for 𝑘 > 1.

Note that 𝐵𝑘 =
𝑘
≀

i=1
𝐶2.

The commutator length of an element 𝑔 of the derived subgroup of a
group 𝐺, denoted clG(g), is the minimal 𝑛 such that there exist elements
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 in G such that 𝑔 = [𝑥1, 𝑦1] . . . [𝑥𝑛, 𝑦𝑛]. The commutator
length of the identity element is 0. The commutator width of a group 𝐺, de-
noted 𝑐𝑤(𝐺), is the maximum of the commutator lengths of the elements of its
derived subgroup [𝐺,𝐺]. We denote by 𝑑(𝐺) the minimal number of generators
of the group 𝐺.

2. Main Results

Commutator width of Sylow 2-subgroups of 𝐴2𝑘 and 𝑆2𝑘 .
The following Lemma imposes the Corollary 4.9 of [2] and it will be deduced

from the corollary 4.9 with using in presentation elements in the form of wreath
recursion.

Lemma 1. An element of form (𝑟1, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟𝑝) ∈𝑊 ′ = (𝐵 ≀ 𝐶𝑝)
′ iff product

of all 𝑟𝑖 (in any order) belongs to 𝐵′, where 𝑝 ∈ N, 𝑝 ≥ 2.

Proof. More details of our argument may be given as follows.

𝑤 = (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟𝑝),

where 𝑟𝑖 ∈ 𝐵. If we multiply elements from a tuple (𝑟1, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟𝑝), where
𝑟𝑖 = ℎ𝑖𝑔𝑎(𝑖)ℎ

−1
𝑎𝑏(𝑖)𝑔

−1
𝑎𝑏𝑎−1(𝑖)

, ℎ, 𝑔 ∈ 𝐵 and 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶𝑝, then we get a product

𝑥 =

𝑝∏︁
i=1

𝑟𝑖 =

𝑝∏︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝑔𝑎(𝑖)ℎ
−1
𝑎𝑏(𝑖)𝑔

−1
𝑎𝑏𝑎−1(𝑖)

∈ 𝐵′, (1)
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where 𝑥 is a product of corespondent commutators. Therefore, we can write
𝑟𝑝 = 𝑟−1

𝑝−1 . . . 𝑟
−1
1 𝑥. We can rewrite element 𝑥 ∈ 𝐵′ as the product 𝑥 =

𝑚∏︀
𝑗=1

[𝑓𝑗 , 𝑔𝑗 ], 𝑚 ≤ 𝑐𝑤(𝐵).

Note that we impose more weak condition on the product of all 𝑟𝑖 to belongs
to 𝐵′ then in Definition 4.5. of form 𝑃 (𝐿) in [2], where the product of all 𝑟𝑖
belongs to a subgroup 𝐿 of 𝐵 such that 𝐿 > 𝐵′.

In more detail deducing of our representation constructing can be re-
ported in following way. If we multiply elements having form of a tuple
(𝑟1, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟𝑝), where 𝑟𝑖 = ℎ𝑖𝑔𝑎(𝑖)ℎ

−1
𝑎𝑏(𝑖)𝑔

−1
𝑎𝑏𝑎−1(𝑖)

, ℎ, 𝑔 ∈ 𝐵 and 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶𝑝,
then in case 𝑐𝑤(𝐵) = 0 we obtain a product

𝑝∏︁
i=1

𝑟𝑖 =

𝑝∏︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝑔𝑎(𝑖)ℎ
−1
𝑎𝑏(𝑖)𝑔

−1
𝑎𝑏𝑎−1(𝑖)

∈ 𝐵′. (2)

Note that if we rearrange elements in (1) as

ℎ1ℎ
−1
1 𝑔1𝑔

−1
2 ℎ2ℎ

−1
2 𝑔1𝑔

−1
2 ...ℎ𝑝ℎ

−1
𝑝 𝑔𝑝𝑔

−1
𝑝 ,

then by the reason of such permutations we obtain a product of corespondent
commutators. Therefore, following equality holds true

𝑝∏︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝑔𝑎(𝑖)ℎ
−1
𝑎𝑏(𝑖)𝑔

−1
𝑎𝑏𝑎−1(𝑖)

=

𝑝∏︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝑔𝑖ℎ
−1
𝑖 𝑔−1

𝑖 𝑥0 =

𝑝∏︁
𝑖=1

ℎ𝑖ℎ
−1
𝑖 𝑔𝑖𝑔

−1
𝑖 𝑥 ∈ 𝐵′, (3)

where 𝑥0, 𝑥 are a products of corespondent commutators. Therefore,

(𝑟1, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟𝑝) ∈𝑊 ′ iff 𝑟𝑝−1 · . . . · 𝑟1 · 𝑟𝑝 = 𝑥 ∈ 𝐵′. (4)

Thus, one element from states of wreath recursion (𝑟1, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟𝑝) depends on

rest of 𝑟𝑖. This dependence contribute that the product
𝑝∏︀

𝑗=1
𝑟𝑗 for an arbitrary

sequence {𝑟𝑗}𝑝𝑗=1 belongs to 𝐵′. Thus, 𝑟𝑝 can be expressed as:

𝑟𝑝 = 𝑟−1
1 · . . . · 𝑟−1

𝑝−1𝑥.

Denote a 𝑗-th tuple, which consists of a wreath recursion elements,
by (𝑟𝑗1 , 𝑟𝑗2 , ..., 𝑟𝑗𝑝). Closedness by multiplication of the set of forms
(𝑟1, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟𝑝) ∈𝑊 = (𝐵 ≀ 𝐶𝑝)

′ follows from

𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑟𝑗1 . . . 𝑟𝑗𝑝−1𝑟𝑗𝑝) =
𝑘∏︁

𝑗=1

𝑝∏︁
𝑖=1

𝑟𝑗𝑖 = 𝑅1𝑅2...𝑅𝑘 ∈ 𝐵′, (5)
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where 𝑟𝑗𝑖 is 𝑖-th element from the tuple number 𝑗, 𝑅𝑗 =
𝑝∏︀

𝑖=1
𝑟𝑗𝑖, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘.

As it was shown above 𝑅𝑗 =
𝑝−1∏︀
𝑖=1

𝑟𝑗𝑖 ∈ 𝐵′. Therefore, the product (5) of 𝑅𝑗 ,

𝑗 ∈ {1, ..., 𝑘} which is similar to the product mentioned in [2], has the property
𝑅1𝑅2...𝑅𝑘 ∈ 𝐵′ too, because of 𝐵′ is subgroup. Thus, we get a product of
form (1) and the similar reasoning as above are applicable.

Let us prove the sufficiency condition. If the set 𝐾 of elements satisfying
the condition of this theorem, that all products of all 𝑟𝑖, where every 𝑖 occurs
in this forms once, belong to 𝐵′, then using the elements of form

(𝑟1, 𝑒, ..., 𝑒, 𝑟
−1
1 ), ..., (𝑒, 𝑒, ..., 𝑒, 𝑟𝑖, 𝑒, 𝑟

−1
𝑖 ), ...,

(𝑒, 𝑒, ..., 𝑒, 𝑟𝑝−1, 𝑟
−1
𝑝−1), (𝑒, 𝑒, ..., 𝑒, 𝑟1𝑟2 · ... · 𝑟𝑝−1)

we can express any element of form (𝑟1, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟𝑝) ∈ 𝑊 = (𝐵 ≀ 𝐶𝑝)
′. We

need to prove that in such way we can express all element from 𝑊 and only
elements of 𝑊 . The fact that all elements can be generated by elements of 𝐾
follows from randomness of choice every 𝑟𝑖, 𝑖 < 𝑝 and the fact that equality
(1) holds so construction of 𝑟𝑝 is determined.

Lemma 2. For any group 𝐵 and integer 𝑝 ≥ 2 if 𝑤 ∈ (𝐵 ≀𝐶𝑝)
′ then 𝑤 can be

represented as the following wreath recursion

𝑤 = (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟
−1
1 . . . 𝑟−1

𝑝−1

𝑘∏︁
𝑗=1

[𝑓𝑗 , 𝑔𝑗 ]),

where 𝑟1, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑓𝑗 , 𝑔𝑗 ∈ 𝐵 and 𝑘 ≤ 𝑐𝑤(𝐵).

Proof. According to Lemma 1 we have the following wreath recursion

𝑤 = (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟𝑝),

where 𝑟𝑖 ∈ 𝐵 and 𝑟𝑝−1𝑟𝑝−2 . . . 𝑟2𝑟1𝑟𝑝 = 𝑥 ∈ 𝐵′. Therefore we can write 𝑟𝑝 =
𝑟−1
1 . . . 𝑟−1

𝑝−1𝑥. We also can rewrite element 𝑥 ∈ 𝐵′ as product of commutators

𝑥 =
𝑘∏︀

𝑗=1
[𝑓𝑗 , 𝑔𝑗 ] where 𝑘 ≤ 𝑐𝑤(𝐵).

Lemma 3. For any group 𝐵 and integer 𝑝 ≥ 2 if 𝑤 ∈ (𝐵 ≀ 𝐶𝑝)
′ is defined by

the following wreath recursion

𝑤 = (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟
−1
1 . . . 𝑟−1

𝑝−1[𝑓, 𝑔]),

where 𝑟1, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐵 then we can represent 𝑤 as the following commu-
tator

𝑤 = [(𝑎1,1, . . . , 𝑎1,𝑝)𝜎, (𝑎2,1, . . . , 𝑎2,𝑝)],
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where

𝑎1,𝑖 = 𝑒, for 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝− 1 ,

𝑎2,1 = (𝑓−1)𝑟
−1
1 ...𝑟−1

𝑝−1 ,

𝑎2,𝑖 = 𝑟𝑖−1𝑎2,𝑖−1, for 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝,

𝑎1,𝑝 = 𝑔𝑎
−1
2,𝑝 .

Proof. Let us to consider the following commutator

𝜅 = (𝑎1,1, . . . , 𝑎1,𝑝)𝜎 · (𝑎2,1, . . . , 𝑎2,𝑝) · (𝑎−1
1,𝑝, 𝑎

−1
1,1, . . . , 𝑎

−1
1,𝑝−1)𝜎

−1 · (𝑎−1
2,1, . . . , 𝑎

−1
2,𝑝)

= (𝑎3,1, . . . , 𝑎3,𝑝),

where

𝑎3,𝑖 = 𝑎1,𝑖𝑎2,1+(𝑖 mod 𝑝)𝑎
−1
1,𝑖 𝑎

−1
2,𝑖 .

At first we compute the following

𝑎3,𝑖 = 𝑎1,𝑖𝑎2,𝑖+1𝑎
−1
1,𝑖 𝑎

−1
2,𝑖 = 𝑎2,𝑖+1𝑎

−1
2,𝑖 = 𝑟𝑖𝑎2,𝑖𝑎

−1
2,𝑖 = 𝑟𝑖, for 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝− 1.

Then we make some transformation of 𝑎3,𝑝:

𝑎3,𝑝 = 𝑎1,𝑝𝑎2,1𝑎
−1
1,𝑝𝑎

−1
2,𝑝

= (𝑎2,1𝑎
−1
2,1)𝑎1,𝑝𝑎2,1𝑎

−1
1,𝑝𝑎

−1
2,𝑝

= 𝑎2,1[𝑎
−1
2,1, 𝑎1,𝑝]𝑎

−1
2,𝑝

= 𝑎2,1𝑎
−1
2,𝑝𝑎2,𝑝[𝑎

−1
2,1, 𝑎1,𝑝]𝑎

−1
2,𝑝

= (𝑎2,𝑝𝑎
−1
2,1)

−1[(𝑎−1
2,1)

𝑎2,𝑝 , 𝑎
𝑎2,𝑝
1,𝑝 ]

= (𝑎2,𝑝𝑎
−1
2,1)

−1[(𝑎−1
2,1)

𝑎2,𝑝𝑎
−1
2,1 , 𝑎

𝑎2,𝑝
1,𝑝 ].

Now we can see that the form of the commutator 𝜅 is similar to the form of 𝑤.
Let us make the following notation

𝑟′ = 𝑟𝑝−1 . . . 𝑟1.

We note that from the definition of 𝑎2,𝑖 for 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 it follows that

𝑟𝑖 = 𝑎2,𝑖+1𝑎
−1
2,𝑖 , for 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝− 1.

Therefore

𝑟′ = (𝑎2,𝑝𝑎
−1
2,𝑝−1)(𝑎2,𝑝−1𝑎

−1
2,𝑝−2) . . . (𝑎2,3𝑎

−1
2,2)(𝑎2,2𝑎

−1
2,1)

= 𝑎2,𝑝𝑎
−1
2,1.
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And then
(𝑎2,𝑝𝑎

−1
2,1)

−1 = (𝑟′)−1 = 𝑟−1
1 . . . 𝑟−1

𝑝−1.

And now we compute the following

(𝑎−1
2,1)

𝑎2,𝑝𝑎
−1
2,1 = (((𝑓−1)𝑟

−1
1 ...𝑟−1

𝑝−1)−1)𝑟
′

= (𝑓 (𝑟
′)−1

)𝑟
′

= 𝑓,

𝑎
𝑎2,𝑝
1,𝑝 = (𝑔𝑎

−1
2,𝑝)𝑎2,𝑝 = 𝑔.

Finally we conclude that

𝑎3,𝑝 = 𝑟−1
1 . . . 𝑟−1

𝑝−1[𝑓, 𝑔].

Thus, the commutator 𝜅 is presented exactly in the similar form as 𝑤 has.
For future using we formulate previous Lemma for the case 𝑝 = 2.

Corollary 1. For any group 𝐵 if 𝑤 ∈ (𝐵 ≀ 𝐶2)
′ is defined by the following

wreath recursion

𝑤 = (𝑟1, 𝑟
−1
1 [𝑓, 𝑔]),

where 𝑟1, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐵 then we can represent 𝑤 as commutator

𝑤 = [(𝑒, 𝑎1,2)𝜎, (𝑎2,1, 𝑎2,2)],

where

𝑎2,1 = (𝑓−1)𝑟
−1
1 ,

𝑎2,2 = 𝑟1𝑎2,1,

𝑎1,2 = 𝑔𝑎
−1
2,2 .

Lemma 4. For any group 𝐵 and integer 𝑝 ≥ 2 inequality

𝑐𝑤(𝐵 ≀ 𝐶𝑝) ≤ max(1, 𝑐𝑤(𝐵))

holds.

Proof. We can represent any 𝑤 ∈ (𝐵 ≀𝐶𝑝)
′ by Lemma 1 with the following

wreath recursion

𝑤 = (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟
−1
1 . . . , 𝑟−1

𝑝−1

𝑘∏︁
𝑗=1

[𝑓𝑗 , 𝑔𝑗 ])

= (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑟
−1
1 . . . , 𝑟−1

𝑝−1[𝑓1, 𝑔1]) ·
𝑘∏︁

𝑗=2

[(𝑒, . . . , 𝑒, 𝑓𝑗), (𝑒, . . . , 𝑒, 𝑔𝑗)],

where 𝑟1, . . . , 𝑟𝑝−1, 𝑓𝑗 , 𝑔𝑗 ∈ 𝐵 and 𝑘 ≤ 𝑐𝑤(𝐵). Now by the Lemma 3 we can
see that 𝑤 can be represented as a product of max(1, 𝑐𝑤(𝐵)) commutators.
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Corollary 2. If 𝑊 = 𝐶𝑝𝑘 ≀ . . . ≀ 𝐶𝑝1 then 𝑐𝑤(𝑊 ) = 1 for 𝑘 ≥ 2.

Proof. If 𝐵 = 𝐶𝑝𝑘 ≀ 𝐶𝑝𝑘−1
then taking into consideration that 𝑐𝑤(𝐵) >

0 (because 𝐶𝑝𝑘 ≀ 𝐶𝑝𝑘−1
is not commutative group). Since Lemma 4 implies

that 𝑐𝑤(𝐶𝑝𝑘 ≀ 𝐶𝑝𝑘−1
) = 1 then according to the inequality 𝑐𝑤(𝐶𝑝𝑘 ≀ 𝐶𝑝𝑘−1

≀
𝐶𝑝𝑘−2

) ≤ max(1, 𝑐𝑤(𝐵)) from Lemma 4 we obtain 𝑐𝑤(𝐶𝑝𝑘 ≀𝐶𝑝𝑘−1
≀𝐶𝑝𝑘−2

) = 1.
Analogously if𝑊 = 𝐶𝑝𝑘 ≀ . . . ≀𝐶𝑝1 and supposition of induction for 𝐶𝑝𝑘 ≀ . . . ≀𝐶𝑝2

holds, then using an associativity of a permutational wreath product we obtain
from the inequality of Lemma 4 and the equality 𝑐𝑤(𝐶𝑝𝑘 ≀ . . . ≀ 𝐶𝑝2) = 1 that
𝑐𝑤(𝑊 ) = 1.

We define our partial ordered set 𝑀 as the set of all finite wreath products
of cyclic groups. We make of use directed set N.

𝐻𝑘 =
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 (6)

Moreover, it has already been proved in Corollary 3 that each group of

the form
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 has a commutator width equal to 1, i.e 𝑐𝑤(

𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖) = 1. A

partial order relation will be a subgroup relationship. Define the injective

homomorphism 𝑓𝑘,𝑘+1 from the
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 into

𝑘+1
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 by mapping a generator of

active group 𝒞𝑝𝑖 of 𝐻𝑘 in a generator of active group 𝒞𝑝𝑖 of 𝐻𝑘+1. In more
details the injective homomorphism 𝑓𝑘,𝑘+1 is defined as 𝑔 ↦→ 𝑔(𝑒, ..., 𝑒), where

a generator 𝑔 ∈
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 , 𝑔(𝑒, ..., 𝑒) ∈

𝑘+1
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 .

Therefore this is an injective homomorphism of 𝐻𝑘 onto subgroup
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖

of 𝐻𝑘+1.

Corollary 3. The direct limit lim−→
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 of direct system

⟨
𝑓𝑘,𝑗 ,

𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖
⟩

has

commutator width 1.

Proof. We make the transition to the direct limit in the direct sys-

tem
⟨
𝑓𝑘,𝑗 ,

𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖
⟩

of injective mappings from chain 𝑒 → ... →
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 →

𝑘+1
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 →

𝑘+2
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 → ....

Since all mappings in chains are injective homomorphisms, it has a triv-
ial kernel. Therefore the transition to a direct limit boundary preserves the
property 𝑐𝑤(𝐻) = 1, because each group 𝐻𝑘 from the chain endowed by
𝑐𝑤(𝐻𝑘) = 1.
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The direct limit of the direct system is denoted by lim−→
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 and is defined

as disjoint union of the 𝐻𝑘’s modulo a certain equivalence relation:

lim−→
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 =

∐︀
𝑘

𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖
/∼.

Since every element 𝑔 of lim−→
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 coincides with a correspondent element

from some 𝐻𝑘 of direct system, then by the injectivity of the mappings for 𝑔

the property 𝑐𝑤(
𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖) = 1 also holds. Thus, it holds for the whole lim−→

𝑘
≀

𝑖=1
𝒞𝑝𝑖 .

Corollary 4. For prime 𝑝 and 𝑘 ≥ 2 commutator width 𝑐𝑤(𝑆𝑦𝑙𝑝(𝑆𝑝𝑘)) = 1
and for prime 𝑝 > 2 and 𝑘 ≥ 2 commutator width 𝑐𝑤(𝑆𝑦𝑙𝑝(𝐴𝑝𝑘)) = 1.

Proof. Since 𝑆𝑦𝑙𝑝(𝑆𝑝𝑘) ≃
𝑘
≀

i=1
𝐶𝑝 see [10; 11], then 𝑐𝑤(𝑆𝑦𝑙𝑝(𝑆𝑝𝑘)) = 1.

As well known in case 𝑝 > 2 we have 𝑆𝑦𝑙𝑝𝑆𝑝𝑘 ≃ 𝑆𝑦𝑙𝑝𝐴𝑝𝑘 see [16; 19], then
𝑐𝑤(𝑆𝑦𝑙𝑝(𝐴𝑝𝑘)) = 1.

Proposition 1. The following inclusion 𝐵′
𝑘 < 𝐺𝑘 holds.

Proof. Induction on 𝑘. For 𝑘 = 1 we have 𝐵′
𝑘 = 𝐺𝑘 = {𝑒}. Let us fix

some 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2) ∈ 𝐵′
𝑘. Then 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐵′

𝑘−1 by Lemma 1. As 𝐵′
𝑘−1 < 𝐺𝑘−1 by

induction hypothesis therefore 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐺𝑘−1 and by definition of 𝐺𝑘 it follows
that 𝑔 ∈ 𝐺𝑘.

Corollary 5. The set 𝐺𝑘 is a subgroup in the group 𝐵𝑘.

Proof. According to recursively definition of 𝐺𝑘 and 𝐵𝑘, where 𝐺𝑘 =
{(𝑔1, 𝑔2)𝜋 ∈ 𝐵𝑘 | 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐺𝑘−1} 𝑘 > 1, 𝐺𝑘 is subset of 𝐵𝑘 with condition 𝑔1𝑔2 ∈
𝐺𝑘−1. It is easy to check the closedness by multiplication elements of 𝐺𝑘 with
condition 𝑔1𝑔2, ℎ1ℎ2 ∈ 𝐺𝑘−1 because 𝐺𝑘−1 is subgroup so 𝑔1𝑔2ℎ1ℎ2 ∈ 𝐺𝑘−1

too. A condition of existing inverse be verified trivial.

Lemma 5. For any 𝑘 ≥ 1 we have |𝐺𝑘| = |𝐵𝑘|/2.

Proof. Induction on 𝑘. For 𝑘 = 1 we have |𝐺1| = 1 = |𝐵1/2|. Every
element 𝑔 ∈ 𝐺𝑘 can be uniquely write as the following wreath recursion

𝑔 = (𝑔1, 𝑔2)𝜋 = (𝑔1, 𝑔
−1
1 𝑥)𝜋

where 𝑔1 ∈ 𝐵𝑘−1, 𝑥 ∈ 𝐺𝑘−1 and 𝜋 ∈ 𝐶2. Elements 𝑔1, 𝑥 and 𝜋 are independent
therefore |𝐺𝑘| = 2|𝐵𝑘−1| · |𝐺𝑘−1| = 2|𝐵𝑘−1| · |𝐵𝑘−1|/2 = |𝐵𝑘|/2.

Corollary 6. The group 𝐺𝑘 is a normal subgroup in the group 𝐵𝑘 i.e. 𝐺𝑘�𝐵𝑘.
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Proof. There exists normal embedding (normal injective monomorphism)
𝜙 : 𝐺𝑘 → 𝐵𝑘 [20] such that 𝐺𝑘 ▷ 𝐵𝑘. Indeed, according to Lemma index
|𝐵𝑘 : 𝐺𝑘| = 2 so it is normal subgroup that is quotient subgroup 𝐵𝑘/𝐶2 ≃ 𝐺𝑘.

Theorem 1. For any 𝑘 ≥ 1 we have 𝐺𝑘 ≃ 𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 .

Proof. Group 𝐶2 acts on the set𝑋 = {1, 2}. Therefore we can recursively
define sets 𝑋𝑘 on which group 𝐵𝑘 acts 𝑋1 = 𝑋, 𝑋𝑘 = 𝑋𝑘−1 ×𝑋 for k>1. At
first we define 𝑆2𝑘 = 𝑆𝑦𝑚(𝑋𝑘) and 𝐴2𝑘 = 𝐴𝑙𝑡(𝑋𝑘) for all integer 𝑘 ≥ 1. Then
𝐺𝑘 < 𝐵𝑘 < 𝑆2𝑘 and 𝐴2𝑘 < 𝑆2𝑘 .

We already know [16] that 𝐵𝑘 ≃ 𝑆𝑦𝑙2(𝑆2𝑘). Since |𝐴2𝑘 | = |𝑆2𝑘 |/2 therefore
|𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 | = |𝑆𝑦𝑙2𝑆2𝑘 |/2 = |𝐵𝑘|/2. By Lemma 2 it follows that |𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 | =
|𝐺𝑘|. Therefore it is left to show that 𝐺𝑘 < 𝐴𝑙𝑡(𝑋𝑘).

Let us fix some 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2)𝜎
𝑖 where 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐵𝑘−1, 𝑖 ∈ {0, 1} and 𝑔1𝑔2 ∈

𝐺𝑘−1. Then we can represent 𝑔 as follows

𝑔 = (𝑔1𝑔2, 𝑒) · (𝑔−1
2 , 𝑔2) · (𝑒, 𝑒, )𝜎𝑖.

In order to prove this theorem it is enough to show that

(𝑔1𝑔2, 𝑒), (𝑔
−1
2 , 𝑔2), (𝑒, 𝑒, )𝜎 ∈ 𝐴𝑙𝑡(𝑋𝑘).

Element (𝑒, 𝑒, )𝜎 just switch letters 𝑥1 and 𝑥2 for all 𝑥 ∈ 𝑋𝑘. Therefore
(𝑒, 𝑒, )𝜎 is product of |𝑋𝑘−1| = 2𝑘−1 transpositions and therefore (𝑒, 𝑒, )𝜎 ∈
𝐴𝑙𝑡(𝑋𝑘).

Elements 𝑔−1
2 and 𝑔2 have the same cycle type. Therefore elements (𝑔−1

2 , 𝑒)
and (𝑒, 𝑔2) also have the same cycle type. Let us fix the following cycle decom-
positions

(𝑔−1
2 , 𝑒) = 𝜎1 · . . . · 𝜎𝑛,
(𝑒, 𝑔2) = 𝜋1 · . . . · 𝜋𝑛.

Note that element (𝑔−1
2 , 𝑒) acts only on letters like 𝑥1 and element (𝑒, 𝑔2) acts

only on letters like 𝑥2. Therefore we have the following cycle decomposition

(𝑔−1
2 , 𝑔2) = 𝜎1 · . . . · 𝜎𝑛 · 𝜋1 · . . . · 𝜋𝑛.

So, element (𝑔−1
2 , 𝑔2) has even number of odd permutations and then

(𝑔−1
2 , 𝑔2) ∈ 𝐴𝑙𝑡(𝑋𝑘).
Note that 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐺𝑘−1 and 𝐺𝑘−1 = 𝐴𝑙𝑡(𝑋𝑘−1) by induction hypothesis.

Therefore 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐴𝑙𝑡(𝑋𝑘−1). As elements 𝑔1𝑔2 and (𝑔1𝑔2, 𝑒) have the same
cycle type then (𝑔1𝑔2, 𝑒) ∈ 𝐴𝑙𝑡(𝑋𝑘).
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As it was proven by the author in [16] Sylow 2-subgroup has structure
𝐵𝑘−1 n𝑊𝑘−1, where definition of 𝐵𝑘−1 is the same that was given in [16].

Recall that it was denoted by 𝑊𝑘−1 the subgroup of 𝐴𝑢𝑡𝑋 [𝑘] such that has
active states only on 𝑋𝑘−1 and number of such states is even, i.e. 𝑊𝑘−1 C
𝑆𝑡𝐺𝑘

(𝑘− 1) [6]. It was proven that the size of 𝑊𝑘−1 is equal to 22
𝑘−1−1, 𝑘 > 1

and its structure is (𝐶2)
2𝑘−1−1. The following structural theorem characterizing

the group 𝐺𝑘 was proved by us [16].

Theorem 2. A maximal 2-subgroup of 𝐴𝑢𝑡𝑋 [𝑘] that acts by even permutations
on 𝑋𝑘 has the structure of the semidirect product 𝐺𝑘 ≃ 𝐵𝑘−1 n 𝑊𝑘−1 and
isomorphic to 𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 .

Note that𝑊𝑘−1 is subgroup of stabilizer of 𝑋𝑘−1 i.e. 𝑊𝑘−1 < 𝑆𝑡𝐴𝑢𝑡𝑋[𝑘](𝑘−
1) �𝐴𝑢𝑡𝑋 [𝑘] and is normal too 𝑊𝑘−1 �𝐴𝑢𝑡𝑋 [𝑘], because conjugation keeps a
cyclic structure of permutation so even permutation maps in even. Therefore
such conjugation induce an automorphism of 𝑊𝑘−1 and 𝐺𝑘 ≃ 𝐵𝑘−1 n𝑊𝑘−1.

Remark 1. As a consequence, the structure founded by us in [16] fully con-
sistent with the recursive group representation (which used in this paper) based
on the concept of wreath recursion [9].

Theorem 3. Elements of 𝐵′
𝑘 have the following form 𝐵′

𝑘 = {[𝑓, 𝑙] | 𝑓 ∈ 𝐵𝑘, 𝑙 ∈
𝐺𝑘} = {[𝑙, 𝑓 ] | 𝑓 ∈ 𝐵𝑘, 𝑙 ∈ 𝐺𝑘}.

Proof. It is enough to show either 𝐵′
𝑘 = {[𝑓, 𝑙] | 𝑓 ∈ 𝐵𝑘, 𝑙 ∈ 𝐺𝑘} or

𝐵′
𝑘 = {[𝑙, 𝑓 ] | 𝑓 ∈ 𝐵𝑘, 𝑙 ∈ 𝐺𝑘} because if 𝑓 = [𝑔, ℎ] then 𝑓−1 = [ℎ, 𝑔].
We prove the proposition by induction on 𝑘. For the case 𝑘 = 1 we have

𝐵′
1 = ⟨𝑒⟩.
Consider case 𝑘 > 1. According to Lemma 2 and Corollary 1 every element

𝑤 ∈ 𝐵′
𝑘 can be represented as

𝑤 = (𝑟1, 𝑟
−1
1 [𝑓, 𝑔])

for some 𝑟1, 𝑓 ∈ 𝐵𝑘−1 and 𝑔 ∈ 𝐺𝑘−1 (by induction hypothesis). By the Corol-
lary 1 we can represent 𝑤 as commutator of

(𝑒, 𝑎1,2)𝜎 ∈ 𝐵𝑘 and (𝑎2,1, 𝑎2,2) ∈ 𝐵𝑘,

where

𝑎2,1 = (𝑓−1)𝑟
−1
1 ,

𝑎2,2 = 𝑟1𝑎2,1,

𝑎1,2 = 𝑔𝑎
−1
2,2 .

If 𝑔 ∈ 𝐺𝑘−1 then by the definition of 𝐺𝑘 and Corollary 6 we obtain (𝑒, 𝑎1,2)𝜎 ∈
𝐺𝑘.
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Remark 2. Let us to note that Theorem 3 improve Corollary 4 for the case
𝑆𝑦𝑙2𝑆2𝑘 .

Proposition 2. If 𝑔 is an element of the group 𝐵𝑘 then 𝑔2 ∈ 𝐵′
𝑘.

Proof. Induction on 𝑘. We note that 𝐵𝑘 = 𝐵𝑘−1 ≀ 𝐶2. Therefore we fix
some element

𝑔 = (𝑔1, 𝑔2)𝜎
𝑖 ∈ 𝐵𝑘−1 ≀ 𝐶2,

where 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐵𝑘−1 and 𝑖 ∈ {0, 1}. Let us to consider 𝑔2 then two cases are
possible:

𝑔2 = (𝑔21, 𝑔
2
2) or 𝑔2 = (𝑔1𝑔2, 𝑔2𝑔1)

In second case we consider a product of coordinates 𝑔1𝑔2 · 𝑔2𝑔1 = 𝑔21𝑔
2
2𝑥. Since

according to the induction hypothesis 𝑔2𝑖 ∈ 𝐵′
𝑘, 𝑖 ≤ 2 then 𝑔1𝑔2 · 𝑔2𝑔1 ∈ 𝐵′

𝑘

also according to Lemma 1 𝑥 ∈ 𝐵′
𝑘. Therefore a following inclusion holds

(𝑔1𝑔2, 𝑔2𝑔1) = 𝑔2 ∈ 𝐵′
𝑘. In first case the proof is even simpler because 𝑔21, 𝑔22 ∈

𝐵′ by the induction hypothesis.

Lemma 6. If an element 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2) ∈ 𝐺′
𝑘 then 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺𝑘−1 and 𝑔1𝑔2 ∈

𝐵′
𝑘−1.

Proof. As 𝐵′
𝑘 < 𝐺𝑘 therefore it is enough to show that 𝑔1 ∈ 𝐺𝑘−1 and

𝑔1𝑔2 ∈ 𝐵′
𝑘−1. Let us fix some 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2) ∈ 𝐺′

𝑘 < 𝐵′
𝑘. Then Lemma 1 implies

that 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐵′
𝑘−1.

In order to show that 𝑔1 ∈ 𝐺𝑘−1 we firstly consider just one commutator
of arbitrary elements from 𝐺𝑘

𝑓 = (𝑓1, 𝑓2)𝜎, ℎ = (ℎ1, ℎ2)𝜋 ∈ 𝐺𝑘,

where 𝑓1, 𝑓2, ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐵𝑘−1, 𝜎, 𝜋 ∈ 𝐶2. The definition of 𝐺𝑘 implies that
𝑓1𝑓2, ℎ1ℎ2 ∈ 𝐺𝑘−1.

If 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2) = [𝑓, ℎ] then

𝑔1 = 𝑓1ℎ𝑖𝑓
−1
𝑗 ℎ−1

𝑘

for some 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ {1, 2}. Then

𝑔1 = 𝑓1ℎ𝑖𝑓𝑗(𝑓
−1
𝑗 )2ℎ𝑘(ℎ−1

𝑘 )2 = (𝑓1𝑓𝑗)(ℎ𝑖ℎ𝑘)𝑥(𝑓−1
𝑗 ℎ−1

𝑘 )2,

where 𝑥 is product of commutators of 𝑓𝑖, ℎ𝑗 and 𝑓𝑖, ℎ𝑘, hence 𝑥 ∈ 𝐵′
𝑘−1.

It is enough to consider first product 𝑓1𝑓𝑗 . If 𝑗 = 1 then 𝑓21 ∈ 𝐵′
𝑘−1 by

Proposition 2 if 𝑗 = 2 then 𝑓1𝑓2 ∈ 𝐺𝑘−1 according to definition of 𝐺𝑘, the same
is true for ℎ𝑖ℎ𝑘. Thus, for any 𝑖, 𝑗, 𝑘 it holds 𝑓1𝑓𝑗 , ℎ𝑖ℎ𝑘 ∈ 𝐺𝑘−1. Besides that



Minimal generating set of the commutator subgroup of sylow 2-subgroups . . . 109

a square (𝑓−1
𝑗 ℎ−1

𝑘 )2 ∈ 𝐵′
𝑘 according to Proposition 2. Therefore 𝑔1 ∈ 𝐺𝑘−1

because of Proposition 2 and Proposition 1, the same is true for 𝑔2.
Now it lefts to consider the product of some 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2), ℎ = (ℎ1, ℎ2),

where 𝑓1, ℎ1 ∈ 𝐺𝑘−1, 𝑓1ℎ1 ∈ 𝐺𝑘−1 and 𝑓1𝑓2, ℎ1ℎ2 ∈ 𝐵′
𝑘−1

𝑓ℎ = (𝑓1ℎ1, 𝑓2ℎ2).

Since 𝑓1𝑓2, ℎ1ℎ2 ∈ 𝐵′
𝑘−1 by imposed condition in this item and taking into

account that 𝑓1ℎ1𝑓2ℎ2 = 𝑓1𝑓2ℎ1ℎ2𝑥 for some 𝑥 ∈ 𝐵′
𝑘−1 then 𝑓1ℎ1𝑓2ℎ2 ∈ 𝐵′

𝑘−1

by Lemma 1. Other words closedness by multiplication holds and so according
Lemma1 we have element of commutator 𝐺′

𝑘.
In the following theorem we prove 2 facts at once.

Theorem 4. The following statements are true.

1. An element 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2) ∈ 𝐺′
𝑘 iff 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺𝑘−1 and 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐵′

𝑘−1.

2. Commutator subgroup 𝐺′
𝑘 coincides with set of all commutators for 𝑘 ≥ 1

𝐺′
𝑘 = {[𝑓1, 𝑓2] | 𝑓1 ∈ 𝐺𝑘, 𝑓2 ∈ 𝐺𝑘}.

Proof. For the case 𝑘 = 1 we have 𝐺′
1 = ⟨𝑒⟩. So, further we consider the

case 𝑘 ≥ 2.
Sufficiency of the first statement of this theorem follows from the Lemma 6.

So, in order to prove necessity of the both statements it is enough to show that
element

𝑤 = (𝑟1, 𝑟
−1
1 𝑥),

where 𝑟1 ∈ 𝐺𝑘−1 and 𝑥 ∈ 𝐵′
𝑘−1, can be represented as a commutator of

elements from 𝐺𝑘. By Proposition 3 we have 𝑥 = [𝑓, 𝑔] for some 𝑓 ∈ 𝐵𝑘−1 and
𝑔 ∈ 𝐺𝑘−1. Therefore

𝑤 = (𝑟1, 𝑟
−1
1 [𝑓, 𝑔]).

By the Corollary 1 we can represent 𝑤 as a commutator of

(𝑒, 𝑎1,2)𝜎 ∈ 𝐵𝑘 and (𝑎2,1, 𝑎2,2) ∈ 𝐵𝑘,

where 𝑎2,1 = (𝑓−1)𝑟
−1
1 , 𝑎2,2 = 𝑟1𝑎2,1, 𝑎1,2 = 𝑔𝑎

−1
2,2 . It only lefts to show that

(𝑒, 𝑎1,2)𝜎, (𝑎2,1, 𝑎2,2) ∈ 𝐺𝑘. Note the following

𝑎1,2 = 𝑔𝑎
−1
2,2 ∈ 𝐺𝑘−1 by Corollary 6.

𝑎2,1𝑎2,2 = 𝑎2,1𝑟1𝑎2,1 = 𝑟1[𝑟1, 𝑎2,1]𝑎
2
2,1 ∈ 𝐺𝑘−1 by Proposition 1 and

Proposition 2.
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So we have (𝑒, 𝑎1,2)𝜎 ∈ 𝐺𝑘 and (𝑎2,1, 𝑎2,2) ∈ 𝐺𝑘 by the definition of 𝐺𝑘.

Proposition 3. For arbitrary 𝑔 ∈ 𝐺𝑘 the inclusion 𝑔2 ∈ 𝐺′
𝑘 holds.

Proof. Induction on 𝑘: elements of 𝐺2
1 have form (𝜎)2 = 𝑒, where

𝜎 = (1, 2), so the statement holds. In general case, when 𝑘 > 1, the elements
of 𝐺𝑘 have the form 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2)𝜎

𝑖, 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐵𝑘−1, 𝑖 ∈ {0, 1}. Then we have
two possibilities: 𝑔2 = (𝑔21, 𝑔

2
2) or 𝑔2 = (𝑔1𝑔2, 𝑔2𝑔1).

Firstly we show that 𝑔21 ∈ 𝐺𝑘−1, 𝑔
2
2 ∈ 𝐺𝑘−1. According to Proposition 2,

we have 𝑔21, 𝑔22 ∈ 𝐵′
𝑘−1 and according to Proposition 1, we have 𝐵′

𝑘−1 < 𝐺𝑘−1

then using Theorem 4 𝑔2 = (𝑔21, 𝑔
2
2) ∈ 𝐺𝑘.

Consider the second case 𝑔2 = (𝑔1𝑔2, 𝑔2𝑔1). Since 𝑔 ∈ 𝐺𝑘, then, according
to the definition of 𝐺𝑘 we have that 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐺𝑘−1. By Proposition 1, and
definition of 𝐺𝑘, we obtain

𝑔2𝑔1 = 𝑔1𝑔2𝑔
−1
2 𝑔−1

1 𝑔2𝑔1 = 𝑔1𝑔2[𝑔
−1
2 , 𝑔−1

1 ] ∈ 𝐺𝑘−1,

𝑔1𝑔2 · 𝑔2𝑔1 = 𝑔1𝑔
2
2𝑔1 = 𝑔21𝑔

2
2[𝑔−2

2 , 𝑔−1
1 ] ∈ 𝐵′

𝑘−1.

Note that 𝑔21, 𝑔22 ∈ 𝐵′
𝑘−1 according to Proposition 2, then 𝑔21𝑔

2
2[𝑔−2

2 , 𝑔−1
1 ] ∈

𝐵′
𝑘−1. Since 𝑔1𝑔2 · 𝑔2𝑔1 ∈ 𝐵′

𝑘−1 and 𝑔1𝑔2, 𝑔2𝑔1 ∈ 𝐺𝑘−1, then, according to
Lemma 6, we obtain 𝑔2 = (𝑔1𝑔2, 𝑔2𝑔1) ∈ 𝐺′

𝑘.

Statement 1. The commutator subgroup is a subgroup of 𝐺2
𝑘 i.e. 𝐺′

𝑘 < 𝐺2
𝑘.

Proof. Indeed, an arbitrary commutator presented as product of squares.
Let 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 and set that 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑎−1𝑏𝑎, 𝑧 = 𝑎−1𝑏−1. Then 𝑥2𝑦2𝑧2 =
𝑎2(𝑎−1𝑏𝑎)

2
(𝑎−1𝑏−1)

2
= 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1, in more detail: 𝑎2(𝑎−1𝑏𝑎)

2
(𝑎−1𝑏−1)

2
=

𝑎2𝑎−1𝑏𝑎 𝑎−1𝑏𝑎 𝑎−1𝑏−1𝑎−1𝑏−1 =
= 𝑎𝑏𝑏𝑏−1𝑎−1𝑏−1 = [𝑎, 𝑏]. In such way we obtain all commutators and their
products. Thus, we generate by squares the whole 𝐺′

𝑘.

Corollary 7. For the Syllow subgroup (𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘) the following equalities
𝑆𝑦𝑙′2𝐴2𝑘 = (𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘)2, Φ(𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘) = 𝑆𝑦𝑙′2𝐴2𝑘 , that are characteristic proper-
ties of special p-groups [22], are true.

Proof. As well known, for an arbitrary group (also by Statement 1)
the following embedding 𝐺′ ▷ 𝐺2 holds. In view of the above Proposition
3, a reverse embedding for 𝐺𝑘 is true. Thus, the group 𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 has some
properties of special 𝑝-groups that is 𝑃 ′ = Φ(𝑃 ) [22] because 𝐺2

𝑘 = 𝐺′
𝑘 and so

Φ(𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘) = 𝑆𝑦𝑙′2(𝐴2𝑘).

Corollary 8. Commutator width of the group 𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 equals to 1 for 𝑘 ≥ 2.

It immediately follows from item 2 of Theorem 4.
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3. Minimal generating set

For the construction of minimal generating set we used the representation
of elements of group 𝐺𝑘 by portraits of automorphisms at restricted binary
tree 𝐴𝑢𝑡𝑋𝑘. For convenience we will identify elements of 𝐺𝑘 with its faithful
representation by portraits of automorphisms from 𝐴𝑢𝑡𝑋 [𝑘].

We denote by 𝐴|𝑙 a set of all functions 𝑎𝑙, such, that [𝜀, . . . , 𝜀, 𝑎𝑙, 𝜀, . . .] ∈
[𝐴]𝑙. Recall that, according to [21], 𝑙-coordinate subgroup 𝑈 < 𝐺 is the fol-
lowing subgroup.

Definition 1. For an arbitrarry 𝑘 ∈ N we call a 𝑘−coordinate subgroup 𝑈 < 𝐺
a subgroup, which is determined by 𝑘-coordinate sets [𝑈 ]𝑙, 𝑙 ∈ N, if this subgroup
consists of all Kaloujnine’s tableaux 𝑎 ∈ 𝐼 for which [𝑎]𝑙 ∈ [𝑈 ]𝑙.

We denote by 𝐺𝑘(𝑙) a level subgroup of 𝐺𝑘, which consists of the tuples of
v.p. from 𝑋 𝑙, 𝑙 < 𝑘− 1 of any 𝛼 ∈ 𝐺𝑘. We denote as 𝐺𝑘(𝑘− 1) such subgroup
of 𝐺𝑘 that is generated by v.p., which are located on 𝑋𝑘−1 and isomorphic to
𝑊𝑘−1. Note that 𝐺𝑘(𝑙) is in bijective correspondence (and isomorphism) with
𝑙-coordinate subgroup [𝑈 ]𝑙 [21].

For any v.p. 𝑔𝑙𝑖 in 𝑣𝑙𝑖 of 𝑋 𝑙 we set in correspondence with 𝑔𝑙𝑖 the permu-
tation 𝜙 (𝑔𝑙𝑖) ∈ 𝑆2 by the following rule:

𝜙(𝑔𝑙𝑖) =

{︂
(1, 2), if 𝑔𝑙𝑖 ̸= 𝑒,

𝑒, if 𝑔𝑙𝑖 = 𝑒.
(7)

Define a homomorphic map from 𝐺𝑘(𝑙) onto 𝑆2 with the kernel consisting
of all products of even number of transpositions that belongs to 𝐺𝑘(𝑙). For
instance, the element (12)(34) of 𝐺𝑘(2) belongs to 𝑘𝑒𝑟𝜙. Hence, 𝜙 (𝑔𝑙𝑖) ∈ 𝑆2.

Definition 2. We define the subgroup of 𝑙-th level as a subgroup generated by
all possible vertex permutation of this level.

Statement 2. In 𝐺𝑘
′, the following 𝑘 equalities are true:

2𝑙∏︁
𝑙=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) = 𝑒, 0 ≤ 𝑙 < 𝑘 − 1. (8)

For the case 𝑖 = 𝑘 − 1, the following condition holds:

2𝑘−2∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑘−1𝑗) =
2𝑘−1∏︁

𝑗=2𝑘−2+1

𝜙(𝑔𝑘−1𝑗) = 𝑒. (9)

Thus, 𝐺′
𝑘 has 𝑘 new conditions on a combination of level subgroup ele-

ments, except for the condition of last level parity from the original group.
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Proof. Note that the condition (8) is compatible with that were founded
by R. Guralnik in [23], because as it was proved by author [16] 𝐺𝑘−1 ≃ 𝐵𝑘−2o

𝒲𝑘−1, where 𝐵𝑘−2 ≃
𝑘−2
≀

𝑖=1
𝐶

(𝑖)
2 .

According to Property 1, 𝐺′
𝑘 ≤ 𝐺2

𝑘, so it is enough to prove the statement
for the elements of 𝐺2

𝑘. Such elements, as it was described above, can be
presented in the form 𝑠 = (𝑠𝑙1, ..., 𝑠𝑙2𝑙)𝜎, where 𝜎 ∈ 𝐺𝑙−1 and 𝑠𝑙𝑖 are states
of 𝑠 ∈ 𝐺𝑘 in 𝑣𝑙𝑖, 𝑖 ≤ 2𝑙. For convenience we will make the transition from
the tuple (𝑠𝑙1, ..., 𝑠𝑙2𝑙) to the tuple (𝑔𝑙1, ..., 𝑔𝑙2𝑙). Note that there is the trivial
vertex permutation 𝑔2𝑙𝑗 = 𝑒 in the product of the states 𝑠𝑙𝑗 · 𝑠𝑙𝑗 .

Since in 𝐺′
𝑘 v.p. on 𝑋0 are trivial, so 𝜎 can be decomposed as 𝜎 =

(𝜎11, 𝜎21), where 𝜎21, 𝜎22 are root permutations in 𝑣11 and 𝑣12.
Consider the square of 𝑠. So we calculate squares ((𝑠𝑙1, 𝑠𝑙2, ..., 𝑠𝑙2𝑙−1)𝜎)2.

The condition (8) is equivalent to the condition that 𝑠2 has even in-
dex on each level. Two cases are feasible: if permutation 𝜎 = 𝑒, then
((𝑠𝑙1, 𝑠𝑙2, ..., 𝑠𝑙2𝑙−1)𝜎)2 =

(︀
𝑠2𝑙1, 𝑠

2
𝑙2, ..., 𝑠

2
𝑙2𝑙−1

)︀
𝑒, so after the transition from(︀

𝑠2𝑙1, 𝑠
2
𝑙2, ..., 𝑠

2
𝑙2𝑙−1

)︀
to
(︀
𝑔2𝑙1, 𝑔

2
𝑙2, ..., 𝑔

2
𝑙2𝑙−1

)︀
, we get a tuple of trivial permutations

(𝑒, ... , 𝑒) on 𝑋 𝑙, because 𝑔2𝑙𝑗 = 𝑒. In general case, if 𝜎 ̸= 𝑒, after such

transition we obtain
(︁
𝑔𝑙1𝑔𝑙𝜎(2), ... , 𝑔𝑙2𝑙−1𝑔𝑙𝜎(2𝑙−1)

)︁
𝜎2. Consider the product

of form

2𝑙∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗𝑔𝑙𝜎(𝑗)), (10)

where 𝜎 and 𝑔𝑙𝑖𝑔𝑙𝜎(𝑖) are from
(︁
𝑔𝑙1𝑔𝑙𝜎(2), ... , 𝑔𝑙2𝑙−1𝑔𝑙𝜎(2𝑙−1)

)︁
𝜎2.

Note that each element 𝑔𝑙𝑗 occurs twice in (10) regardless of the per-
mutation 𝜎, therefore considering commutativity of homomorphic images

𝜙(𝑔𝑙𝑗), 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑙 we conclude that
2𝑙∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗𝑔𝑙𝜎(𝑗)) =
2𝑙∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔2𝑙𝑗) = 𝑒, be-

cause of 𝑔2𝑙𝑗 = 𝑒. We rewrite
2𝑙∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔2𝑙𝑗) = 𝑒 as characteristic condition:

2𝑙−1∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =
2𝑙∏︀

𝑗=2𝑙−1+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) = 𝑒.

According to Property 1, any commutator from 𝐺′
𝑘 can be presented as a

product of some squares 𝑠2, 𝑠 ∈ 𝐺𝑘, 𝑠 = ((𝑠𝑙1, ..., 𝑠𝑙2𝑙)𝜎 ).

A product of elements of 𝐺𝑘(𝑘 − 1) satisfies the equation
2𝑙∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) = 𝑒,

because any permutation of elements from 𝑋𝑘, which belongs to 𝐺𝑘 is even.
Consider the element 𝑠 = (𝑠𝑘−1,1, ..., 𝑠𝑘−1,2𝑘−1)𝜎, where (𝑠𝑘−1,1, ..., 𝑠𝑘−1,2𝑘−1) ∈
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𝐺𝑘(𝑘 − 1), 𝜎 ∈ 𝐺𝑘−1. If 𝑔01 = (1, 2), where 𝑔01 is root permutation of 𝜎, then
𝑠2 = (𝑠𝑘−1,1𝑠𝑘−1𝜎(1), ..., 𝑠𝑘−1,(2𝑘−1)𝑠𝑘−1,𝜎(2𝑘−1)), where 𝜎(𝑗) > 2𝑘−1 for 𝑗 ≤

2𝑘−1, and if 𝑗 < 2𝑘−1 then 𝜎(𝑗) ≥ 2𝑘−1. Because of
2𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑘−1,𝑗) = 𝑒 in𝐺𝑘 and

the property 𝜎(𝑗) ≤ 2𝑘−1 for 𝑗 > 2𝑘−1, then the product
2𝑘−2∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑘−1,𝑗𝑔𝑘−1,𝜎(𝑗))

of images of v.p. from (𝑔𝑘−1,1𝑔𝑘−1,𝜎(1), ..., 𝑔𝑘−1,(2𝑘−1)𝑔𝑘−1,𝜎(2𝑘−1)) is equal to
2𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑘−1,𝑗) = 𝑒. Indeed in
2𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑘−1,𝑗) and as in
2𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑘−1,𝑗𝑔𝑘−1,𝜎(𝑗)) are

the same v.p. from 𝑋𝑘−1 regardless of such 𝜎 as described above.
The same is true for right half of 𝑋𝑘−1. Therefore the equality (9) holds.

Note that such product
2𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑘−1,𝑗) is homomorphic image of (𝑔𝑙,1𝑔𝑙,𝜎(1), ...,

𝑔𝑙,(2𝑙)𝑔𝑙𝜎(2𝑙)), where 𝑙 = 𝑘 − 1, as an element of 𝐺′
𝑘(𝑙) after mapping (7).

If 𝑔01 = 𝑒, where 𝑔01 is root permutation of 𝜎 then 𝜎 can be decomposed as
𝜎 = (𝜎11, 𝜎12), where 𝜎11, 𝜎12 are root permutations in 𝑣11 and 𝑣12. As a result
𝑠2 has a form

(︁
(𝑠𝑙1𝑠𝑙𝜎(1), ..., 𝑠𝑙𝜎(2𝑙−1))𝜎

2
1, (𝑠𝑙2𝑙−1+1𝑠𝑙𝜎(2𝑙−1+1), ..., 𝑠𝑙(2𝑙)𝑠𝑙𝜎(2𝑙))𝜎

2
2

)︁
,

where 𝑙 = 𝑘−1. As a result of action of 𝜎11 all states of 𝑙-th level with number
1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑘−2 permutes in coordinate from 1 to 2𝑘−2 the other are fixed. The
action of 𝜎11 is analogous.

It corresponds to the next form of element from 𝐺′
𝑘(𝑙):

(𝑔𝑙1𝑔𝑙𝜎1(1), ..., 𝑔𝑙𝜎1(2𝑙−1)), (𝑔𝑙2𝑙−1+1𝑔𝑙𝜎2(2𝑙−1+1), ..., 𝑔𝑙(2𝑙)𝑔𝑙𝜎2(2𝑙)).

Therefore the product of form

2𝑘−2∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑘−1,𝑗𝑔𝑙𝜎(𝑗)) =
2𝑘−1∏︁

𝑗=2𝑘−2+1

𝜙(𝑔2𝑘−1,𝑗) = 𝑒,

because of 𝑔2𝑘−1,𝑗 = 𝑒. Thus, characteristic equation (9) of 𝑘 − 1 level holds.
The conditions (8), (9) for every 𝑠2, 𝑠 ∈ 𝐺𝑘 hold so it holds for their product

that is equivalent to conditions hold for every commutator.

Definition 3. We define a subdirect product of group 𝐺𝑘−1 with itself by equip-
ping it with condition (8) and (9) of index parity on all of 𝑘 − 1 levels.

Corollary 9. The subdirect product 𝐺𝑘−1 � 𝐺𝑘−1 is defined by 𝑘 − 2 outer
relations on level subgroups. The order of 𝐺𝑘−1 �𝐺𝑘−1 is 22

𝑘−𝑘−2.

Proof. We specify a subdirect product for the group 𝐺𝑘−1 � 𝐺𝑘−1 by
using (𝑘 − 2) conditions for the subgroup levels. Each 𝐺𝑘−1 has even index
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on 𝑘 − 2-th level, it implies that its relation for 𝑙 = 𝑘 − 1 holds automatically.
This occurs because of the conditions of parity for the index of the last level is
characteristic of each of the multipliers 𝐺𝑘−1. Therefore It is not an essential
condition for determining a subdirect product.

Thus, to specify a subdirect product in the group 𝐺𝑘−1 � 𝐺𝑘−1, there
are obvious only 𝑘 − 2 outer conditions on subgroups of levels. Any of such
conditions reduces the order of 𝐺𝑘−1 × 𝐺𝑘−1 in 2 times. Hence, taking into
account that the order of 𝐺𝑘−1 is 22

𝑘−1−2, the order of 𝐺𝑘−1 � 𝐺𝑘−1 as a

subgroup of 𝐺𝑘−1×𝐺𝑘−1 the following: |𝐺𝑘−1 �𝐺𝑘−1| =
(︁

22
𝑘−1−2

)︁2
: 2𝑘−2 =

22
𝑘−4 : 2𝑘−2 = 22

𝑘−𝑘−2. Thus, we use 𝑘 − 2 additional conditions on level
subgroup to define the subdirect product 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1, which contain 𝐺′

𝑘 as a
proper subgroup of 𝐺𝑘. Because according to the conditions, which are realized
in the commutator of 𝐺′

𝑘, (9) and (8) indexes of levels are even.

Corollary 10. A commutator 𝐺′
𝑘 is embedded as a normal subgroup in 𝐺𝑘−1�

𝐺𝑘−1.

Proof. A proof of injective embedding 𝐺′
𝑘 into 𝐺𝑘−1 � 𝐺𝑘−1 immedi-

ately follows from last item of proof of Corollary 9. The minimality of 𝐺′
𝑘

as a normal subgroup of 𝐺𝑘 and injective embedding 𝐺′
𝑘 into 𝐺𝑘−1 � 𝐺𝑘−1

immediately entails that 𝐺′
𝑘 ▷ 𝐺𝑘−1 �𝐺𝑘−1.

Theorem 5. A commutator of 𝐺𝑘 has form 𝐺′
𝑘 = 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1, where the sub-

direct product is defined by relations (8) and (9). The order of 𝐺′
𝑘 is 22

𝑘−𝑘−2.

Proof. Since according to Statement 2 (𝑔1, 𝑔2) as elements of 𝐺′
𝑘 also

satisfy relations (8) and (9), which define the subdirect product 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1.
Also condition 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐵′

𝑘−1 gives parity of permutation which defined by
(𝑔1, 𝑔2) because 𝐵′

𝑘−1 contains only element with even index of level [16]. The
group 𝐺′

𝑘 has 2 disjoint domains of transitivity so 𝐺′
𝑘 has the structure of a

subdirect product of 𝐺𝑘−1 which acts on this domains transitively. Thus, all
elements of 𝐺′

𝑘 satisfy the conditions (8), (9) which define subdirect product
𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1. Hence𝐺′

𝑘 < 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1 but𝐺′
𝑘 can be equipped by some other

relations, therefore, the presence of isomorphism has not yet been proved. For
proving revers inclusion we have to show that every element from 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1

can be expressed as word 𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏, where 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺𝑘. Therefore, it suffices to
show the reverse inclusion. For this goal we use that 𝐺′

𝑘 < 𝐺𝑘−1 �𝐺𝑘−1. As
it was shown in [16] that the order of 𝐺𝑘 is 22

𝑘−2.
As it was shown above, 𝐺′

𝑘 has 𝑘 new conditions relatively to 𝐺𝑘. Each
condition is stated on some level-subgroup. Each of these conditions reduces
an order of the corresponding level subgroup in 2 times, so the order of 𝐺′

𝑘 is
in 2𝑘 times lesser. On every 𝑋 𝑙, 𝑙 ≤ 𝑘 − 1, there is even number of active v.p.
by this reason, there is trivial permutation on 𝑋0.
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According to the Corollary 9, in the subdirect product 𝐺𝑘−1 �𝐺𝑘−1 there
are exactly 𝑘 − 2 conditions relatively to 𝐺𝑘−1 × 𝐺𝑘−1, which are for the
subgroups of levels. It has been shown that the relations (8), (9) are fulfilled
in 𝐺′

𝑘.
Let 𝛼𝑙𝑚, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 − 1, 0 ≤ 𝑚 ≤ 2𝑙−1 be an automorphism from 𝐺𝑘

having only one active v.p. in 𝑣𝑙𝑚, and let 𝛼𝑙𝑚 have trivial permutations in
rest of the vertices. Recall that partial case of notation of form 𝛼𝑙𝑚 is the
generator 𝛼𝑙 := 𝛼𝑙1 of 𝐺𝑘 which was defined by us in [16] and denoted by
us as 𝛼𝑙. Note that the order of 𝛼𝑙𝑖, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 − 1 is 2. Thus, 𝛼𝑗𝑖 =
𝛼−1
𝑗𝑖 . We choose a generating set consisting of the following 2𝑘 − 3 elements:

(𝛼1,1;2), 𝛼2,1, ..., 𝛼𝑘−1,1, 𝛼2,3, ..., 𝛼𝑘−1,2𝑘−2+1, where (𝛼1,1;2) is an automorphism
having exactly 2 active v.p. in 𝑣11 and 𝑣12. Product of the form (𝛼𝑗1𝛼𝑙1𝛼𝑗1)𝛼𝑙1

are denoted by 𝑃𝑙𝑚. In more details, 𝑃𝑙𝑚 = 𝛼𝑗𝑖𝛼𝑙𝑚𝛼𝑗𝑖𝛼𝑙𝑚, where 𝛼𝑗𝑖 ∈ 𝐺𝑘(𝑗).
Using a conjugation by generator 𝛼𝑗 , 0 ≤ 𝑗 < 𝑙 we can express any v.p. on 𝑙-
level, because (𝛼𝑗𝛼𝑙𝛼𝑗) = 𝛼𝑙2𝑙−𝑗−1+1. Consider the product 𝑃𝑙𝑗 = (𝛼𝑗𝛼𝑙𝛼𝑗)𝛼𝑙.

1. We need to show that every element of 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1 can be constructed
as 𝑔−1ℎ−1𝑔ℎ, 𝑔, ℎ ∈ 𝐺𝑘. This proves the absence of other relations in
𝐺′

𝑘 except those that in the subdirect product 𝐺𝑘−1 � 𝐺𝑘−1. Thereby
we prove the embeddedness of 𝐺′

𝑘 in 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1. We have to construct
an element of form 𝑃𝑘−1𝑃𝑘−2 · ... ·𝑃1𝑃0 as a product of elements of form

[𝑔, ℎ], where 𝑃𝑙 =
2𝑙∏︀
𝑖=1

𝑃𝑙𝑚 satisfying relations (8), (9).

2. We have to construct an arbitrary tuple of 2 active v.p. on 𝑋 𝑙 as
a product of several 𝑃𝑙. We use the generator 𝛼𝑙 and conjugating
it by 𝛼𝑗 , 𝑗 < 𝑙. It corresponds to the tuple of v.p. of the form
(𝑔𝑙1, 𝑒, ..., 𝑒, 𝑔𝑙𝑗 , 𝑒, ..., 𝑒), where 𝑔𝑙1, 𝑔𝑙𝑗 are non-trivial. Note that this tu-
ple (𝑔𝑙1, 𝑒, ..., 𝑒, 𝑔𝑙𝑗 , 𝑒, ..., 𝑒) is an element of direct product if we consider
as an element of 𝑆2 in vertices of 𝑋 𝑙. To obtain a tuple of v.p. of form
(𝑒, ..., 𝑒, 𝑔𝑙𝑚, 𝑒, ..., 𝑒, 𝑔𝑙𝑗 , 𝑒, ..., 𝑒) we multiply 𝑃𝑙𝑗 and 𝑃𝑙𝑚.

3. To obtain a tuple of v.p. with 2𝑚 active v.p. we construct
𝑚∏︀
𝑖=1

𝑃𝑙𝑗𝑖 , 𝑚 <

2𝑙 for varying 𝑖, 𝑗 < 2𝑘−2.

On the (𝑘 − 1)-th level we choose the generator 𝜏 which was defined in
[16] as 𝜏 = 𝜏𝑘−1, 1𝜏𝑘−1, 2𝑘−1 . Recall that it was shown in [16] how to express
any 𝜏𝑖𝑗 using 𝜏 , 𝜏𝑖,2𝑘−2 , 𝜏𝑗,2𝑘−2 , where 𝑖, 𝑗 < 2𝑘−2, as a product of commuta-
tors 𝜏𝑖𝑗 = 𝜏𝑖,2𝑘−2𝜏𝑗,2𝑘−2 = (𝛼−1

𝑖 𝜏−1
1,2𝑘−2𝛼𝑖𝜏𝑗,2𝑘−2). Here 𝜏𝑖,2𝑘−2 was expressed as

the commutator 𝜏𝑖,2𝑘−2 = 𝛼−1
𝑖 𝜏−1

1,2𝑘−2𝛼𝑖𝜏1,2𝑘−2 . Thus, we express all tuples of
elements satisfying to relations (8) and (9) by using only commutators of 𝐺𝑘.
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Thus, we get all tuples of each level subgroup elements satisfying the relations
(8) and (9). It means we express every element of each level subgroup by a
commutators. In particular to obtain a tuple of v.p. with 2𝑚 active v.p. on
𝑋𝑘−2 of 𝑣11𝑋 [𝑘−1], we will construct the product for 𝜏𝑖𝑗 for varying 𝑖, 𝑗 < 2𝑘−2.

Thus, all vertex labelings of automorphisms, which appear in the represen-
tation of 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1 by portraits as the subgroup of 𝐴𝑢𝑡𝑋 [𝑘], are also in the
representation of 𝐺′

𝑘.
Since there are faithful representations of 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1 and 𝐺′

𝑘 by portraits
of automorphisms from𝐴𝑢𝑡𝑋 [𝑘], which coincide with each other, then subgroup
𝐺′

𝑘 of 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1 ≃ 𝐺′
𝑘 is equal to whole 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1 ( i.e. 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1 =

𝐺′
𝑘).
The archived results are confirmed by algebraic system GAP calculations.

For instance, |𝑆𝑦𝑙2𝐴8| = 26 = 22
3−2 and |(𝑆𝑦𝑙𝐴23)′| = 22

3−3−2 = 8. The
order of 𝐺2 is 4, the number of additional relations in subdirect product is
𝑘 − 2 = 3 − 2 = 1. Then we have the same result (4 · 4) : 21 = 8, which
confirms Theorem 5.

Example 1. Set 𝑘 = 4 then |(𝑆𝑦𝑙𝐴16)
′| = |(𝐺4)

′| = 1024, |𝐺3| = 64, since
𝑘 − 2 = 2, so according to our theorem above order of 𝑆𝑦𝑙2𝐴16 � 𝑆𝑦𝑙2𝐴16 is
defined by 2𝑘−2 = 22 relations, and by this reason is equal to (64·64) : 4 = 1024.
Thus, orders are coincides.

Example 2. The true order of (𝑆𝑦𝑙2𝐴32)
′ is 33554432 = 225, 𝑘 = 5. A number

of additional relations which define the subdirect product is 𝑘 − 2 = 3. Thus,
according to Theorem 5, | (𝑆𝑦𝑙2𝐴16�𝑆𝑦𝑙2𝐴16)

′ |= 214214 : 25−2 = 228 : 25−2 =
225.

According to calculations in GAP we have: 𝑆𝑦𝑙2𝐴7 ≃ 𝑆𝑦𝑙2𝐴6 ≃ 𝐷4. There-
fore its derived subgroup (𝑆𝑦𝑙2𝐴7)

′ ≃ (𝑆𝑦𝑙2𝐴6)
′ ≃ (𝐷4)

′ = 𝐶2.
The following structural law for Syllows 2-subgroups is typical. The struc-

ture of 𝑆𝑦𝑙2𝐴𝑛, 𝑆𝑦𝑙2𝐴𝑘 is the same. If for all 𝑛 and 𝑘 that have the same
multiple of 2 as multiplier in decomposition on 𝑛! and 𝑘! Thus, 𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 ≃
𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘+1.

Example 3. 𝑆𝑦𝑙2𝐴7 ≃ 𝑆𝑦𝑙2𝐴6 ≃ 𝐷4, 𝑆𝑦𝑙2𝐴10 ≃ 𝑆𝑦𝑙2𝐴11 ≃ 𝑆𝑦𝑙2𝑆8 ≃
(𝐷4 ×𝐷4)o𝐶2. 𝑆𝑦𝑙2𝐴12 ≃ 𝑆𝑦𝑙2𝑆8�𝑆𝑦𝑙2𝑆4, by the same reasons that from the
proof of Corollary 9 its commutator subgroup is decomposed as (𝑆𝑦𝑙2𝐴12)

′ ≃
(𝑆𝑦𝑙2𝑆8)

′ × (𝑆𝑦𝑙2𝑆4)
′.

Lemma 7. In 𝐺′′
𝑘 the following equalities are true:
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2𝑙−2∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =
2𝑙−1∏︁

𝑗=2𝑙−2+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =
2𝑙−1+2𝑙−2∏︁
𝑗=2𝑙−1+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =

=
2𝑙∏︁

𝑗=2𝑙−1+2𝑙−2+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗), 2 < 𝑙 < 𝑘

(11)

In case 𝑙 = 𝑘 − 1, the following conditions hold:

2𝑙−2∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =

2𝑙−1∏︁
𝑗=2𝑖−1+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) = 𝑒,

2𝑙−1+2𝑙−2∏︁
𝑗=2𝑙−1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =

2𝑙∏︁
𝑗=2𝑙−1+2𝑙−2

𝜙(𝑔𝑙𝑗) = 𝑒

(12)

In other terms, the subgroup 𝐺′′
𝑘 has an even index of any level of 𝑣11𝑋 [𝑘−2]

and of 𝑣12𝑋 [𝑘−2].

Proof. As a result of derivation of 𝐺′
𝑘, elements of 𝐺′′

𝑘(1) are trivial. Due
the fact that 𝐺′

𝑘 ≃ 𝐺𝑘−1 �𝐺𝑘−1, we can derivate 𝐺′
𝑘 by commponents. The

commutator of 𝐺𝑘−1 is already investigated in Theorem 5. As 𝐺2
𝑘−1 = 𝐺′

𝑘−1

by Corollary 7, it is more convenient to present a characteristic equalities in
the second commutator 𝐺′′

𝑘 ≃ 𝐺′
𝑘−1 � 𝐺′

𝑘−1 as equations in 𝐺2
𝑘−1 � 𝐺

2
𝑘−1.

As shown above, for 2 ≤ 𝑙 < 𝑘 − 1, in 𝐺2
𝑘−1 the following equalities are true:

2𝑙−1∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗𝑔𝑙𝜎(𝑗)) =
2𝑙−1∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗)
2𝑙−1∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝜎(𝑗)) =

=

2𝑙−1∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗)

2𝑙−1∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑖) =

2𝑙−1∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔2𝑙𝑗) = 𝑒

(13)

2𝑙−2∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =
2𝑙−1∏︁

𝑗=2𝑙−2+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =
2𝑙−1+2𝑙−2∏︁
𝑗=2𝑙−1+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =
2𝑙∏︁

𝑗=2𝑙−1+2𝑙−2+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗). (14)

The equality (14) is true because of it is the initial group 𝐺′
𝑘 ≃ 𝐺𝑘−1�𝐺𝑘−1.

The equalities
2𝑙−1+2𝑙−2∏︁
𝑗=2𝑙−1+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =

2𝑙∏︁
𝑗=2𝑙−1+2𝑙−2+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗)

are right for elements of second group 𝐺′
𝑘−1, since elements of the original

group are endowed with this conditions.
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Upon a squaring of 𝐺′
𝑘 any element of 𝐺′

𝑘(𝑙), satisfies the equality (14)
in addition to satisfying the previous conditions (11) because of (𝐺𝑘−1(𝑙))

2 =
𝐺′

𝑘−1(𝑙). The similar conditions appears in (𝐺′
𝑘−1(𝑘 − 2))2 after squaring of

𝐺′
𝑘. Thus, taking into account the characteristic equations of 𝐺′

𝑘−1(𝑙), the
subgroup (𝐺′

𝑘−1(𝑘 − 2))2 satisfies the equality:

2𝑘−3∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =
2𝑘−2∏︁

𝑗=2𝑘−3+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) = 𝑒,
2𝑘−2+2𝑘−3∏︁
𝑗=2𝑘−2+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) =
2𝑘−1∏︁

𝑗=2𝑘−1+2𝑘−2+1

𝜙(𝑔𝑙𝑗) = 𝑒.

(15)

Taking into account the structure 𝐺′
𝑘 ≃ 𝐺𝑘−1 � 𝐺𝑘−1 we obtain after

derivation 𝐺′′
𝑘 ≃ (𝐺𝑘−2�𝐺𝑘−2)� (𝐺𝑘−2�𝐺𝑘−2). With respect to conditions

8, 9 in the subdirect product we have that the order of 𝐺′′
𝑘 is 22

𝑘−𝑘−2 : 22𝑘−3 =
22

𝑘−3𝑘+1 because on every level 2 ≤ 𝑙 < 𝑘 order of level subgroup 𝐺′′
𝑘(𝑙) is in

4 times lesser then order of 𝐺′
𝑘(𝑙). On the 1-st level one new condition arises

that reduce order of 𝐺′
𝑘(1) in 2 times. Totally we have 2(𝑘− 2) + 1 = 2𝑘− 3

new conditions in comparing with 𝐺′
𝑘.

Example 4. Size of (𝐺′′
4) is 32, a size of direct product (𝐺′

3)
2 is 64, but, due

to relation on second level of 𝐺′′
𝑘, the direct product (𝐺′

3)
2 transforms into the

subdirect product 𝐺′
3 � 𝐺

′
3 that has 2 times less feasible combination on 𝑋2.

The number of additional relations in the subdirect product is 𝑘−3 = 4−3 = 1.
Thus the order of product is reduced in 21 times.

Example 5. The commutator subgroup of 𝑆𝑦𝑙′2(𝐴8) consists of elements:

{𝑒, (13)(24)(57)(68), (12)(34), (14)(23)(57)(68), (56)(78),

(13)(24)(58)(67), (12)(34)(56)(78), (14)(23)(58)(67)}.

The commutator 𝑆𝑦𝑙′2(𝐴8) ≃ 𝐶3
2 that is an elementary abelian 2-group of order

8. This fact confirms our formula 𝑑(𝐺𝑘) = 2𝑘− 3, because 𝑘 = 3 and 𝑑(𝐺𝑘) =
2𝑘 − 3 = 3. A minimal generating set of 𝑆𝑦𝑙′2(𝐴8) consists of 3 generators:
(1, 3)(2, 4)(5, 7)(6, 8), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)(5, 8)(6, 7).

Example 6. The minimal generating set of 𝑆𝑦𝑙′2(𝐴16) consists of 5 (that is
2 · 4 − 3) generators:

(1, 4, 2, 3)(5, 6)(9, 12)(10, 11), (1, 4)(2, 3)(5, 8)(6, 7), (1, 2)(5, 6),

(1, 7, 3, 5)(2, 8, 4, 6)(9, 14, 12, 16)(10, 13, 11, 15),

(1, 7)(2, 8)(3, 6)(4, 5)(9, 16, 10, 15)(11, 14, 12, 13).
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Example 7. Minimal generating set of 𝑆𝑦𝑙′2(𝐴32) consists of 7 (that is 2·5−3)
generators:

(23, 24)(31, 32), (1, 7)(2, 8)(3, 5, 4, 6)(11, 12)(25, 32)(26, 31)(27, 29)(28, 30),

(3, 4)(5, 8)(6, 7)(13, 14)(23, 24)(27, 28)(29, 32)(30, 31),

(7, 8)(15, 16)(23, 24)(31, 32),

(1, 9, 7, 15)(2, 10, 8, 16)(3, 11, 5, 13)(4, 12, 6, 14)(17, 29, 22, 27, 18, 30, 21, 28)

(19, 32, 23, 26, 20, 31, 24, 25), (1, 5, 2, 6)(3, 7, 4, 8)(9, 15)(10, 16)(11, 13)×
(12, 14)(19, 20)(21, 24, 22, 23)(29, 31)(30, 32), (3, 4)(5, 8)(6, 7)(9, 11, 10, 12)×

(13, 14)(15, 16)(17, 23, 20, 22, 18, 24, 19, 21)(25, 29, 27, 32, 26, 30, 28, 31).

This confirms our formula of minimal generating set size 2 · 𝑘 − 3.

4. Conclusion

The size of minimal generating set for commutator of Sylow 2-subgroup of
alternating group 𝐴2𝑘 was proven is equal to 2𝑘 − 3.

A new approach to presentation of Sylow 2-subgroups of alternating group
𝐴2𝑘 was applied. As a result the short proof of a fact that commutator width of
Sylow 2-subgroups of alternating group 𝐴2𝑘 , permutation group 𝑆2𝑘 and Sylow
𝑝-subgroups of 𝑆𝑦𝑙2𝐴𝑝𝑘 (𝑆𝑦𝑙2𝑆𝑝𝑘) are equal to 1 was obtained. Commutator
width of permutational wreath product 𝐵 ≀ 𝐶𝑛 were investigated.
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Скуратовський Р. В.
Мiнiмальна система твiрних комутанта силовських 2-пiдгруп знакозмiнної
групи i їх структура

Резюме

Знайдено мiнiмальну систему твiрних для комутанта силовських 2-пiдгруп знакозмiнної
групи. Дослiджено структуру комутанта силовських 2-пiдгруп знакозмiнної групи 𝐴2𝑘 .

Показано, що (𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 )
2 = 𝑆𝑦𝑙′2𝐴2𝑘 , 𝑘 > 2.

Доведено, що довжина по комутатора довiльного елемента iтерiрованого вiнцевого
добутку циклiчних груп 𝐶𝑝𝑖 , 𝑝𝑖 ∈ N дорiвнює 1. Знайдена ширину по коммутанту
прямої границi вiнцевого добутку циклiчних груп. У данiй статтi знайденi верхнi оцiнки
ширини по комутанту (𝑐𝑤(𝐺)) [1] вiнцевого добутку груп.

Розглянуто рекурсивне представлення силовских 2-Пiдгрупп 𝑆𝑦𝑙2(𝐴2𝑘 ) з 𝐴2𝑘 . В
результатi отримано коротке доведення того, що ширина по комутанту силовських 2-
пiдгруп груп 𝐴2𝑘 i 𝑆2𝑘 рiвна 1.

Дослiджено комутаторна ширина перестановочного сплетення 𝐵 ≀ 𝐶𝑛. Знайдена
верхня оцiнка ширини по коммутанта сплетення груп дiючих перестановками — 𝐵 ≀𝐶𝑛

для довiльної групи 𝐵.
Ключовi слова: вiнцевий добуток, мiнiмальна система твiрних комутанта силов-
ських 2-пiдгруп знакозмiнної групи, ширина по комутанту силовських 𝑝-пiдгруп, ко-
мутант силовських 2-пiдгруп знакозмiнної групи.

Скуратовский Р. В.
Минимальная система образующих коммутанта силовских 2-подгрупп зна-
копеременной группы и их структура

Резюме

Найдено минимальная система образующих для коммутанта силовских 2-подгрупп зна-
копеременной группы. Исследована структура коммутаторной подгруппы силовских 2-
подгрупп знакопеременной группы 𝐴2𝑘 .

Показано, что (𝑆𝑦𝑙2𝐴2𝑘 )
2 = 𝑆𝑦𝑙′2𝐴2𝑘 , 𝑘 > 2.

Доказано, что длина по коммутатора произвольного элемента итерированого спле-
тения циклических групп 𝐶𝑝𝑖 , 𝑝𝑖 ∈ N равна 1. Найдена ширина по коммутанту прямого
предела сплетения циклических групп. В данной статье представлены верхние оценки
ширины коммутатора (𝑐𝑤(𝐺)) [1] сплетения групп.

Рассмотрено рекурсивное представление силовских 2-подгрупп 𝑆𝑦𝑙2(𝐴2𝑘 ) из 𝐴2𝑘 . В
результате получено краткое доказательство того, что ширина коммутатора силовских
2-подгрупп группы 𝐴2𝑘 , группы перестановок 𝑆2𝑘 .

Исследована коммутаторная ширина перестановочного сплетения 𝐵 ≀ 𝐶𝑛. Найдена
верхняя оценка ширины по коммутанту сплетения групп действующих перестановками
— 𝐵 ≀ 𝐶𝑛 для произвольной группы 𝐵.
Ключевые слова: сплетение групп, минимальная система образующих коммутанта
силовских 2-подгрупп знакопеременной группы, ширина по коммутанту силовских 𝑝-
подгрупп, коммутант силовских 2-подгрупп знакопеременной группы.
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NEW APPROACH OF ANALYTICAL INVERSION OF LAPLACE
TRANSFORM FOR SOME CASES

Laplace transform is a useful tool for solving of dynamic elasticity problems. However,
the problem of analytical inversion of Laplace transform has not yet completely solved.
Therefore, it is relevant to consider the new methods that allow to derive the analytical form
of the original function by the known transform.

In this paper, the new method of analytical inversion of Laplace transform for the trans-
forms of the certain form containing exponents in the denominator that linearly depend on
Laplace transform parameter is proposed. The cases of correlation between the exponential
indices are considered. The theorem is proved according to which the transform is expanded
into the Taylor series, and the original function is derived by term-by-term application of the
inverse Laplace transform. The correctness of the term-by-term application of the inverse
Laplace transform is proved. The results derived by the use of the new method are verified
by comparing them with the previously known formulas. The originals of Laplace transforms
that were not found in the literature are derived.
MSC: 46F12, 30E10, 30G35.
Key words: Laplace transform, analytical inversion, expansion in Taylor series, generalized
functions, convolution.
DOI: 10.18524/2519-206x.2019.2(34).190061.

1. Introduction

Dynamic problems for elastic bodies can be solved with the help of Laplace
transform. But the analytical inversion of Laplace transform in many cases is
a complex problem. So, instead of Laplace transform, steady-state oscillations
are sometimes considered. But, of course, they cannot describe an arbitrary
dependence of the time variable.

Some asymptotic schemes are usually used to determine the function’s be-
havior at the points 𝑡 = 0 and 𝑡→ ∞ [1], [2]. Numerical methods for inverting
Laplace transform are usually applied, but their correctness should be con-
firmed by at least some asymptotic methods, because the Laplace transform
inversion problem is not correct [3]. Some numerical inversion methods of
Laplace transform dealing with Laguerre polynomials are used in [4]. These
methods are inverted numerically. The Laplace transform inversion problem for
some functions can be reduced to the problem of solving the Volterra integral
equation of the first or second kind [6], which are usually solved numerically.
The relations dispensing contour integration were derived by the change of
variables in [5].
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In some cases, the original function can be found as the series of residuals
of the transform function [1], [6]. But in many cases the analytical finding of
all poles of the transform function is impossible.

The approach by which the transform function is expanded into series was
proposed in [7]. According to it, the transform function can be expanded not
only into power series, but also into series of exponential functions and even
into series of arbitrary functions if they satisfy the conditions indicated there.
But there were no examples of dealing with generalized functions.

Thus, the problem of analytical inversion of Laplace transform has not yet
been completely solved, but its application is extremely important in solving
dynamic problems.

2. Main Results

The following Laplace transform is considered

1

𝑐0 +
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒−𝑠𝐴𝑖

(1)

Here 𝐴𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑁 , 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁, 𝑐0 ̸= 0 are real constants or functions,
which do not depend on parameter of Laplace transform 𝑠, 𝑁 ≥ 1 is natural
digit.

Let’s consider the case when 𝐴𝑖 = 𝑛𝑖𝐴𝑚, 𝑛𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, 𝑁 for some fixed
number 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑁 . Then the transform (1) can be rewritten in the following
form

1

𝑐0 +
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑚

(2)

Denote the single-valued function of the complex variable 𝑠 𝑒−𝑠𝐴𝑚 as 𝑧.
Since ℜ𝑠 > 0, then |𝑒−𝑠𝐴𝑚 | = |𝑧| < 1. The expression (2) can be rewritten as

𝑓(𝑧) =
1

𝑐0 +
𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧𝑛𝑘

(3)

It is obvious that the function (3) has max
1≤𝑘≤𝑁

𝑛𝑘 = 𝜂 singular points 𝑧𝑖 =

𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 𝜂. So, the points 𝑠𝑖 = − 1
𝐴𝑚

ln𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 𝜂 are singular points for
the function (2). Since 𝛾 in the formula of the inverse Laplace transform

1
2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︀
𝛾−𝑖∞

𝑓(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑡 is the abscissa in the semi-plane of the Laplace integral’s
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absolute convergence [7], so ℜ𝑠 > 𝜈 > 0, where 𝜈 = max
1≤𝑖≤𝜈

{︁
− 1

𝐴𝑚
ln𝛼𝑖

}︁
. Thus,

when ℜ𝑠 > 𝜈 > 0 it is fulfilled that |𝑒−𝑠𝐴𝑚 | = |𝑧| < 𝜗 < 1, where 𝜗 =

𝑒
−𝜈𝐴𝑚 min

1≤𝑖≤𝑁
𝑛𝑖

. So, the function (3) in the domain |𝑧| < 𝜗 < 1 does not have
any singular points.

First the following lemma should be proved.

Lemma. The function (3) satisfies Cauchy-Riemann conditions in the domain
|𝑧| < 𝜗 < 1 where it has no singular points.

Proof. Cauchy-Riemann conditions for the function 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) +
𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) have the following form [8]:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
;
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝜕𝑣

𝜕𝑥
(4)

First let’s present the function (3) in the form 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦):

𝑓(𝑧) = 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1
𝑐𝑘𝑧

𝑛𝑘

= 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1
𝑐𝑘(𝑥+𝑖𝑦)𝑛𝑘

= 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1
𝑐𝑘

𝑛𝑘∑︀
𝑙=0

𝐶𝑙
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−𝑙(𝑖𝑦)𝑙
=

= 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1

𝑐𝑘

[𝑛𝑘/2]∑︀
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙𝑦2𝑙+𝑖
𝑁∑︀

𝑘=1

𝑐𝑘

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︀
𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙+1

=

= 1
𝑅𝑒+𝑖𝐼𝑚 = 𝑅𝑒−𝑖𝐼𝑚

𝑅𝑒2+𝐼𝑚2

Here

𝑅𝑒(𝑥, 𝑦) = 𝑐0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

[𝑛𝑘/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘
𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙𝑦2𝑙,

𝐼𝑚(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

[(𝑛𝑘−1)/2]∑︁
𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙+1,

[𝑛𝑘/2], [(𝑛𝑘 − 1)/2] are integer parts of division.
Then 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) where 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑅𝑒

𝑅𝑒2+𝐼𝑚2 , 𝑣(𝑥, 𝑦) =

− 𝐼𝑚
𝑅𝑒2+𝐼𝑚2 .
Calculate the partial derivatives 𝜕𝑢

𝜕𝑥 ,
𝜕𝑣
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑢
𝜕𝑦 ,

𝜕𝑣
𝜕𝑥 .

𝜕𝑢
𝜕𝑥 = −𝑅𝑒′𝑥𝑅𝑒2+𝑅𝑒′𝑥𝐼𝑚

2−2𝐼𝑚′
𝑥𝑅𝑒𝐼𝑚

(𝑅𝑒2+𝐼𝑚2)2
;

𝜕𝑣
𝜕𝑦 =

−𝐼𝑚′
𝑦𝑅𝑒2+𝐼𝑚′

𝑦𝐼𝑚
2+2𝑅𝑒′𝑦𝑅𝑒𝐼𝑚

(𝑅𝑒2+𝐼𝑚2)2
;

𝜕𝑢
𝜕𝑦 =

−𝑅𝑒′𝑦𝑅𝑒2+𝑅𝑒′𝑦𝐼𝑚
2−2𝐼𝑚′

𝑦𝑅𝑒𝐼𝑚

(𝑅𝑒2+𝐼𝑚2)2
;

𝜕𝑣
𝜕𝑥 = −𝐼𝑚′

𝑥𝑅𝑒2+𝐼𝑚′
𝑥𝐼𝑚

2+2𝑅𝑒′𝑥𝑅𝑒𝐼𝑚
(𝑅𝑒2+𝐼𝑚2)2

.
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Note that Cauchy-Riemann conditions (4) for the function (3) are fulfilled
when

𝑅𝑒′𝑥 = 𝐼𝑚′
𝑦, 𝑅𝑒

′
𝑦 = −𝐼𝑚′

𝑥 (5)

Calculate 𝑅𝑒′𝑥, 𝐼𝑚′
𝑦, 𝑅𝑒

′
𝑦, 𝐼𝑚

′
𝑥.

𝑅𝑒′𝑥 = 𝜕𝑅𝑒
𝜕𝑥 =

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘
[(𝑛𝑘−1)/2]∑︀

𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘

(𝑛𝑘 − 2𝑙)𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙;

𝑅𝑒′𝑦 = 𝜕𝑅𝑒
𝜕𝑦 =

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘
[𝑛𝑘/2]∑︀
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘
𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙(2𝑙)𝑦2𝑙−1;

𝐼𝑚′
𝑥 = 𝜕𝐼𝑚

𝜕𝑥 =
𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘
[(𝑛𝑘−1)/2]∑︀

𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

(𝑛𝑘 − 2𝑙 − 1)𝑥𝑛𝑘−2𝑙−2(−1)𝑙𝑦2𝑙+1;

𝐼𝑚′
𝑦 = 𝜕𝐼𝑚

𝜕𝑦 =
𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘
[(𝑛𝑘−1)/2]∑︀

𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙(2𝑙 + 1)𝑦2𝑙.

To check (5) the following differences are calculated:

𝑅𝑒′𝑥 − 𝐼𝑚′
𝑦 =

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘

(︃
[(𝑛𝑘−1)/2]∑︀

𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘

(𝑛𝑘 − 2𝑙)𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙−

−
[(𝑛𝑘−1)/2]∑︀

𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙(2𝑙 + 1)𝑦2𝑙

)︃
=

=
𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘

(︃
[(𝑛𝑘−1)/2]∑︀

𝑙=0

𝑥𝑛𝑘−2𝑙−1(−1)𝑙𝑦2𝑙
(︁

𝑛𝑘!
(2𝑙)!(𝑛𝑘−2𝑙)!(𝑛𝑘 − 2𝑙)−

− 𝑛𝑘!
(2𝑙+1)!(𝑛𝑘−2𝑙−1)!(2𝑙 + 1)

)︁)︃
= 0;

𝑅𝑒′𝑦 + 𝐼𝑚′
𝑥 =

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘

(︃
[𝑛𝑘/2]∑︀
𝑙=0

𝐶2𝑙
𝑛𝑘
𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙(2𝑙)𝑦2𝑙−1+

+
[(𝑛𝑘−1)/2]∑︀

𝑙=0

𝐶2𝑙+1
𝑛𝑘

(𝑛𝑘 − 2𝑙 − 1)𝑥𝑛𝑘−2𝑙−2(−1)𝑙𝑦2𝑙+1

)︃
=

=
𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘

(︃
[𝑛𝑘/2]∑︀
𝑙=0

𝑛𝑘!
(2𝑙)!(𝑛𝑘−2𝑙)!(2𝑙)𝑥

𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙𝑦2𝑙−1−

−
[𝑛𝑘/2]∑︀
𝑙=0

𝑛𝑘!
(2𝑙−1)!(𝑛𝑘−2𝑙+1)!(𝑛𝑘 − 2𝑙 + 1)𝑥𝑛𝑘−2𝑙(−1)𝑙𝑦2𝑙−1

)︃
= 0.

It is derived that conditions (5) and, correspondingly, Cauchy-Riemann
conditions (4) for the function 𝑓(𝑧) of the form (3) are fulfilled for all |𝑧| <
𝜗 < 1.

Theorem 1. 𝐿−1

⎡⎣ 1

𝑐0+
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑚

⎤⎦ =
∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! 𝛿(𝑡− 𝑘𝐴𝑚), where the func-

tion 𝑓(𝑧) has the form (3).
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Proof.
By the proved lemma the function (3) satisfies Cauchy-Riemann conditions

and, therefore, it is holomorphic and regular [8] for all |𝑧| < 𝜗 < 1.
According to the theorems [8] the regular function in the circle 𝐾 : |𝑧 −

𝑎| < 𝑅 can be presented by Taylor series 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑓 (𝑛)(𝑎)
𝑛! (𝑧 − 𝑎)𝑛, which is

convergent everywhere in the circle 𝐾.
The circle for the function (3) has the form 𝐾 : |𝑧| < 𝜗. Inside this circle

the function is regular. So, the following equality holds

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝑧𝑘 (6)

Power series inside the circle of convergence can be term-by-term integrated
and differentiated any number of times, moreover the radius of convergence of
the derived series is equal to the radius of convergence of the original series [9].

Thus, the series (6) has the radius of convergence 𝑅 = 𝜗, within which this
series can be term-by-term integrated. That is the following is true:

𝐿−1

⎡⎣ 1

𝑐0+
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒−𝑠𝑛𝑖𝐴𝑚

⎤⎦ = 𝐿−1 [𝑓(𝑧)] = 𝐿−1

[︂ ∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! 𝑧𝑘

]︂
=

= 1
2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︀
𝛾−𝑖∞

∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! 𝑒−𝑠𝑘𝐴𝑚𝑒𝑠𝑡𝑑𝑡 = 1

2𝜋𝑖

∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘!

𝛾+𝑖∞∫︀
𝛾−𝑖∞

𝑒−𝑠𝑘𝐴𝑚𝑒𝑠𝑡𝑑𝑡 =

=
∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! 𝐿−1

[︀
𝑒−𝑠𝑘𝐴𝑚

]︀
=

∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! 𝛿(𝑡− 𝑘𝐴𝑚)

Let’s prove that the derived series

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴𝑚) (7)

converges in the sense that all series(︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴𝑚), 𝜙(𝑡)

)︃
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝜙(𝑘𝐴𝑚) (8)

absolutely converge for all functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆 ∪𝐾0, where 𝑆 is the main space
containing all infinitely differentiable functions which when |𝑥| → ∞ tends to
zero with all their derivatives of any order faster than any power of 1/|𝑥| [10],
𝐾0 is the main space containing all continuous functions that are zero outside
some bounded domain [10]. Obviously, if the absolute convergence of series
(8) is proved for all functions from the main spaces 𝑆 and 𝐾0, then it will also
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take place for the functions from the main spaces 𝐾𝑚,𝑚 > 0 and 𝐾, since
𝐾 ⊂ 𝐾𝑚 ⊆ 𝐾0,𝐾 ⊂ 𝑆 [10].

To prove the convergence of the series
∞∑︁
𝑘=0

⃒⃒
𝑓 (𝑘)(0)

⃒⃒
𝑘!

|𝜙(𝑘𝐴𝑚)| (9)

which is real-valued, let’s use the following theorem, accordingly to which if, at
least starting from some place (say, for 𝑛 > 𝑁), the following inequality holds
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
≤ 𝑏𝑛+1

𝑏𝑛
, then the convergence of the series

∞∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛 with positive terms

implies the convergence of the series
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 with positive terms [11].

The comparison will be made with the series
∞∑︁
𝑘=0

⃒⃒
𝑓 (𝑘)(0)

⃒⃒
𝑘!

⃒⃒⃒
𝑧𝑘0

⃒⃒⃒
(10)

By Abel’s theorem [9] if the power series
∞∑︀
𝑛=0

𝑐𝑛𝑧
𝑛 converges at the point

𝑧* ̸= 0, then it absolutely converges in the circle 𝐾0 : |𝑧| < |𝑧*|, and in any
smaller circle 𝐾1 : |𝑧| ≤ 𝑅1 < |𝑧*| this series converges uniformly. In this case
the point 0 < |𝑧0| < 𝜗 − 𝜀0 < 𝜗 is chosen for some small fixed 𝜀0 > 0. Then,
by Abel’s theorem, using the convergence of the series (6), it is derived that
the series (10) converges (converges absolutely).

Let’s prove that

|𝑓 (𝑘+1)(0)|
(𝑘+1)! |𝜙((𝑘 + 1)𝐴𝑚)|
|𝑓 (𝑘)(0)|

𝑘! |𝜙(𝑘𝐴𝑚)|
≤

|𝑓 (𝑘+1)(0)|
(𝑘+1)!

⃒⃒⃒
𝑧𝑘+1
0

⃒⃒⃒
|𝑓 (𝑘)(0)|

𝑘!

⃒⃒
𝑧𝑘0
⃒⃒ (11)

for the functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆 (it is fair for them that |𝜙(𝑘𝐴𝑚)| ≠ 0 for all 𝑘).
Obviously, the inequality (11) will take place if the inequality |𝜙((𝑘+1)𝐴𝑚)|

|𝜙(𝑘𝐴𝑚)| ≤
|𝑧0| holds or, equivalently, the following inequality holds

|𝜙((𝑘 + 1)𝐴𝑚)|
|𝑧0|

≤ |𝜙(𝑘𝐴𝑚)| (12)

By definition of the main space 𝑆 [10] lim
|𝑥|→∞

𝑥𝑞𝜙(𝑥) = 0 for all 𝑞 = 0, 1, 2, ...

For definiteness, the value 𝑞 = 1 is chosen. According to the definition of the
limit of the sequence [12] the following holds: for each 𝜀 > 0, no matter how
small it may be, there exists a number 𝑁 such that for all 𝑛 > 𝑁 : |𝑛𝜙(𝑛)| < 𝜀.
Accordingly, the following is true for 𝑘 > 𝑁 − 1 (𝐴𝑚 > 0)

|(𝑘 + 1)𝐴𝑚𝜙((𝑘 + 1)𝐴𝑚)| < 𝜀 (13)
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When 0 < |𝑧0| < 𝜗− 𝜀0 < 𝜗, obviously, there will be such number 𝑁0 that
for all 𝑘 > 𝑁0 − 1 the following inequality holds

1

|𝑧0|
< (𝑘 + 1)𝐴𝑚 (14)

Let’s choose such a small digit 𝜀* > 0 for which

|𝜙(𝑘𝐴𝑚)| ≥ 𝜀* (15)

Obviously, for the function |𝜙(𝑘𝐴𝑚)| that does not turn to 0, such a digit
𝜀* > 0 can always be chosen. Let’s fix it. For this 𝜀* > 0 there is some number
𝑁* that for all 𝑘 > 𝑁*−1 (13) will be true. Let’s choose 𝑘 > max {𝑁*, 𝑁0}−1
and combine the inequalities (13)-(15):

|𝜙((𝑘 + 1)𝐴𝑚)|
|𝑧0|

< |(𝑘 + 1)𝐴𝑚𝜙((𝑘 + 1)𝐴𝑚)| < 𝜀* ≤ |𝜙(𝑘𝐴𝑚)|,

that is the inequality (12) and therefore (11) takes places. Then, by the theo-
rem, the series (9) is convergent for all functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆.

Note that for the functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝐾0, since they are equal to zero outside
some bounded domain, there exists a number 𝑁 such that |𝜙(𝑘𝐴𝑚)| = 0
for 𝑘 > 𝑁 . In this case, the convergence of the series (9) can be proved
by another theorem, according to which if, at least starting from some place
(say, for 𝑛 > 𝑁), the inequality 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 holds, then the convergence of the

series
∞∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛 with positive terms implies the convergence of the series
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛

with positive terms [11]. Then for 𝑘 > 𝑁 the following correspondence takes
place 0 = |𝑓 (𝑘)(0)|

𝑘! |𝜙(𝑘𝐴𝑚)| ≤ |𝑓 (𝑘)(0)|
𝑘! |𝑧𝑘0 |. Hence the series (9) is convergent

for all functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝐾0. Thus, it is proved that the series (8) converges
absolutely for all functions 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆 ∪𝐾0, and the series (7) converges in the
sense indicated earlier.

The proved convergence of the series (7) implies the correctness of the
term-by-term application of the series (7) to any function from the main spaces
𝐾𝑚,𝑚 ≥ 0,𝐾, 𝑆.

Now let’s prove that the resulting series (7) is the original for the Laplace
transform (2). For this, the Laplace transform is applied to the series (7)

𝐿

[︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴𝑚)

]︃
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝐿 [𝛿(𝑡− 𝑘𝐴𝑚)] =

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝑒−𝑠𝑘𝐴𝑚

Let’s prove that the series
∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝑒−𝑠𝑘𝐴𝑚 (16)



New approach of analytical inversion of Laplace transform for some cases 129

converges to the known transform (2).
The series (16), taking into account the change of variables 𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴𝑚 , can

be written as (6), that is, it is an expansion of the function 𝑓(𝑧) (3) in Taylor
series. According to the theorems [8] and the proved regularity of the function
𝑓(𝑧), it is derived that the series (16) converges to the function 𝑓(𝑧) (3) with
the radius of convergence 𝑅 = 𝜗, which corresponds to the entire range of the
variable |𝑧| < 𝜗.

The statement of the theorem is proved.
The approbation of the proposed method is done on the known transform.

The result of applying of the proposed method to the known transform gave
the same result to the previously known result [13]. The detailed verification
is given in Appendix A.

Let’s consider some examples of application of the proved theorem. Con-
sider the following functions 1

(1−𝑒−𝑠𝐴)𝛼
and 1

(1+𝑒−𝑠𝐴)𝛼
when 𝐴 > 0, 𝛼 is a

natural digit.
The Taylor series can be easily constructed for the functions 𝑓(𝑧) = 1

(1−𝑧)𝛼

and 𝑔(𝑧) = 1
(1+𝑧)𝛼 :

𝑓(𝑧) = 1 +
∞∑︀
𝑘=1

𝛼(𝛼+1)...(𝛼+𝑘−1)
𝑘! 𝑧𝑘

𝑔(𝑧) = 1 +
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘𝛼(𝛼+1)...(𝛼+𝑘−1)
𝑘! 𝑧𝑘

According to theorem 1

𝐿−1

[︂
1

(1 − 𝑒−𝑠𝐴)𝛼

]︂
=
[︀
𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴

]︀
= 𝐿−1 [𝑓(𝑧)]

= 𝐿−1

[︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝛼(𝛼+ 1)...(𝛼+ 𝑘 − 1)

𝑘!
𝑧𝑘

]︃
=

= 𝛿(𝑡) +
∞∑︁
𝑘=1

𝛼(𝛼+ 1)...(𝛼+ 𝑘 − 1)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

𝐿−1

[︂
1

(1 + 𝑒−𝑠𝐴)𝛼

]︂
=
[︀
𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴

]︀
= 𝐿−1 [𝑔(𝑧)]

= 𝐿−1

[︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝛼(𝛼+ 1)...(𝛼+ 𝑘 − 1)

𝑘!
𝑧𝑘

]︃
=

= 𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝛼(𝛼+ 1)...(𝛼+ 𝑘 − 1)

𝑘!
𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)



130 Zhuravlova Z. Yu.

Finally the following formulas are derived

𝐿−1
[︁

1
(1−𝑒−𝑠𝐴)𝛼

]︁
= 𝛿(𝑡) +

∞∑︀
𝑘=1

𝛼(𝛼+1)...(𝛼+𝑘−1)
𝑘! 𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

𝐿−1
[︁

1
(1+𝑒−𝑠𝐴)𝛼

]︁
= 𝛿(𝑡) +

∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘𝛼(𝛼+1)...(𝛼+𝑘−1)
𝑘! 𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

(17)

Let’s consider the transform that corresponds to the general function of
the form (1)

𝑥𝐿(𝑠) =
𝑓𝐿(𝑠)

𝑐0 +𝐾𝐿(𝑠)
(18)

The expression (18) can be rewritten in the following form

𝑐0𝑥
𝐿(𝑠) + 𝑥𝐿(𝑠)𝐾𝐿(𝑠) = 𝑓𝐿(𝑠) (19)

By the convolution theorem of originals the Volterra integral equation of
the second kind [6] is derived from (19)

𝑐0𝑥(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝑥(𝜏)𝐾(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏 = 𝑓(𝑡) (20)

For the function of the form (1) 𝑓(𝑡) = 𝛿(𝑡),𝐾(𝑡) =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝛿(𝑡 − 𝐴𝑖). Since

these functions are equal to zero when 𝑡 < 0, the equation (20) can be written
using convolution as follows [10][︃

𝑐0𝛿(𝑡) +
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝛿(𝑡−𝐴𝑖)

]︃
* 𝑥(𝑡) = 𝛿(𝑡) (21)

That is, finding the original 𝑥(𝑡) is reduced to the solving of the convolution
equation (21). The solution of the convolution equation of the form 𝑎(𝑥) *
𝑦(𝑥) = 𝑏(𝑥) is uniquely determined by the formula 𝑦(𝑥) = 𝑎−1(𝑥) * 𝑏(𝑥) in the
case when the inverse generalized function 𝑎−1(𝑥) exists [10]. By the definition,
if the generalized function 𝑓(𝑥) has its inverse function 𝑓−1(𝑥), then [10]

𝑓−1(𝑥) * 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) * 𝑓−1(𝑥) = 𝛿(𝑥) (22)

From the above the following consequence can be formulated

Consequence.
[︂
𝑐0𝛿(𝑡) +

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝛿(𝑡− 𝑛𝑖𝐴𝑚)

]︂−1

=
∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! 𝛿(𝑡− 𝑘𝐴𝑚), where

the function 𝑓(𝑧) has the form (3).
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The verification of the formulas (17) by the fulfilment of the equality (22)
for them is done in Appendix B.

The more general cases when 𝐴𝑖 = 𝑛𝑖𝐴𝑑 + 𝑚𝑖𝐴𝑞, 𝑛𝑖,𝑚𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, 𝑁 for

some fixed numbers 1 ≤ 𝑑, 𝑞 ≤ 𝑁, 𝑑 ̸= 𝑞 or even when 𝐴𝑖 =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑛𝑖𝑗𝐴𝑞𝑗 , 𝑛𝑖𝑗 ∈

N, 𝑖 = 1, 𝑁, 𝑗 = 1,𝑚 for some fixed numbers 1 ≤ 𝑞𝑗 ≤ 𝑁, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑞𝑗 ̸=
𝑞𝑘, 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1,𝑚 can be also considered. For these cases the transform
(1) can be rewritten in the forms 1

𝑐0+
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠(𝑛𝑖𝐴𝑑+𝑚𝑖𝐴𝑞)

or 1

𝑐0+
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑛𝑖𝑗𝐴𝑞𝑗

respectively. So, the following theorems take place.

Theorem 2. 𝐿−1

⎡⎣ 1

𝑐0+
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠(𝑛𝑖𝐴𝑑+𝑚𝑖𝐴𝑞)

⎤⎦ =
∞∑︀
𝑘=0

∞∑︀
𝑙=0

1
𝑘!𝑙!

𝜕𝑘+𝑙𝑓(0,0)
𝜕𝑧𝑘𝜕𝜁𝑙

𝛿(𝑡 − 𝑘𝐴𝑑 −

𝑙𝐴𝑞), where 𝑓(𝑧, 𝜁) = 1

𝑐0+
𝑁∑︀

𝑘=1
𝑐𝑘𝑧

𝑛𝑘 𝜁𝑚𝑘

. Here the single-valued functions of the

complex variable 𝑠 𝑒−𝑠𝐴𝑑 and 𝑒−𝑠𝐴𝑞 are denoted as 𝑧 and 𝜁 respectively.

Theorem 3. 𝐿−1

⎡⎢⎢⎣ 1

𝑐0+
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑠

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑛𝑖𝑗𝐴𝑞𝑗

⎤⎥⎥⎦ =

∞∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑚=0

1

𝑘1!...𝑘𝑚!

𝜕𝑘1+...+𝑘𝑚𝑓(0, ..., 0)

𝜕𝑧𝑘11 ...𝜕𝑧
𝑘𝑚
𝑚

𝛿(𝑡− 𝑘1𝐴𝑞1 − ...− 𝑘𝑚𝐴𝑞𝑚),

where
𝑓(𝑧1, ..., 𝑧𝑚) =

1

𝑐0 +
𝑁∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑧
𝑛𝑘𝑗

𝑗

.

Here the single-valued functions of the complex variable 𝑠 𝑒−𝑠𝐴𝑞𝑗 are denoted
as 𝑧𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚.

The proof of these theorems is beyond the scope of this article.
Appendix A. Method validation on known originals
Consider the functions 1

1−𝑒−𝑠𝐴 and 1
1+𝑒−𝑠𝐴 when 𝐴 > 0. From [13] it is

known that

𝐿−1

[︂
1

1 − 𝑒−𝑠𝐴

]︂
=

∞∑︁
𝑛=0

𝛿(𝑡−𝑛𝐴), 𝐿−1

[︂
1

1 + 𝑒−𝑠𝐴

]︂
=

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝛿(𝑡−𝑛𝐴) (𝐴.1)

Let’s show that the results derived from theorem 1 are consistent with the
known results (A.1).
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According to theorem 1

𝐿−1
[︁

1
1−𝑒−𝑠𝐴

]︁
=
[︀
𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴

]︀
= 𝐿−1

[︁
1

1−𝑧

]︁
= 𝐿−1 [𝑓(𝑧)] =

= 𝐿−1

[︂ ∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! 𝑧𝑘

]︂
= 𝐿−1

[︂ ∞∑︀
𝑘=0

𝑧𝑘
]︂

=
∞∑︀
𝑘=0

𝛿(𝑡− 𝑘𝐴),

𝐿−1
[︁

1
1+𝑒−𝑠𝐴

]︁
=
[︀
𝑧 = 𝑒−𝑠𝐴

]︀
= 𝐿−1

[︁
1

1+𝑧

]︁
= 𝐿−1 [𝑓(𝑧)] =

= 𝐿−1

[︂ ∞∑︀
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! 𝑧𝑘

]︂
= 𝐿−1

[︂ ∞∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘𝑧𝑘
]︂

=
∞∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

(𝐴.2)

So, the known results (A.1) are equal to the results derived from theorem
1 (A.2).

Appendix B. Verification of derived formulas using convolution
The fulfillment of the formula (22) for the functions (17) can be verified for

any fixed 𝛼. Let’s prove this for 𝛼 = 2.
According to (17)

𝐿−1
[︁

1
(1−𝑒−𝑠𝐴)2

]︁
= 𝛿(𝑡) +

∞∑︀
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴),

𝐿−1
[︁

1
(1+𝑒−𝑠𝐴)2

]︁
= 𝛿(𝑡) +

∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)
(𝐵.1)

Consider the following convolution(︂
[𝛿(𝑡) − 2𝛿(𝑡−𝐴) + 𝛿(𝑡− 2𝐴)] *

[︂
𝛿(𝑡) +

∞∑︀
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︂
, 𝜙(𝑡)

)︂
=

=
∫︀∫︀
R2

[𝛿(𝜉) − 2𝛿(𝜉 −𝐴) + 𝛿(𝜉 − 2𝐴)]

×
[︂
𝛿(𝑥− 𝜉) +

∞∑︀
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝛿(𝑥− 𝜉 − 𝑘𝐴)

]︂
𝜙(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝜉 =

=
∫︀
R

[𝛿(𝜉) − 2𝛿(𝜉 −𝐴) + 𝛿(𝜉 − 2𝐴)]

[︂
𝜙(𝜉) +

∞∑︀
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝜙(𝜉 + 𝑘𝐴)

]︂
𝑑𝜉 =

= 𝜙(0) − 2𝜙(𝐴) + 𝜙(2𝐴) +
∞∑︀
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝜙(𝑘𝐴)−

−2
∞∑︀
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝜙((𝑘 + 1)𝐴) +
∞∑︀
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝜙((𝑘 + 2)𝐴) =

= 𝜙(0) − 2𝜙(𝐴) + 𝜙(2𝐴) +
∞∑︀
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝜙(𝑘𝐴)−

−2
∞∑︀
𝑘=2

𝑘𝜙(𝑘𝐴) +
∞∑︀
𝑘=3

(𝑘 − 1)𝜙(𝑘𝐴) =

= 𝜙(0) + 𝜙(2𝐴) +
∞∑︀
𝑘=2

(1 − 𝑘)𝜙(𝑘𝐴) +
∞∑︀
𝑘=3

(𝑘 − 1)𝜙(𝑘𝐴) = 𝜙(0) = (𝛿(𝑡), 𝜙(𝑡))

So, it is proved that

[𝛿(𝑡) − 2𝛿(𝑡−𝐴) + 𝛿(𝑡− 2𝐴)] *

[︃
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︃
= 𝛿(𝑡).
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The inequality
[︂
𝛿(𝑡) +

∞∑︀
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︂
* [𝛿(𝑡) − 2𝛿(𝑡−𝐴) + 𝛿(𝑡− 2𝐴)] =

𝛿(𝑡) is proved similarly. So, the correctness of the first formula in (B.1) is
shown.

Consider the following convolution(︂
[𝛿(𝑡) + 2𝛿(𝑡−𝐴) + 𝛿(𝑡− 2𝐴)] *

[︂
𝛿(𝑡) +

∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︂
, 𝜙(𝑡)

)︂
=

=
∫︀∫︀
R2

[𝛿(𝜉) + 2𝛿(𝜉 −𝐴) + 𝛿(𝜉 − 2𝐴)]×

×
[︂
𝛿(𝑥− 𝜉) +

∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑥− 𝜉 − 𝑘𝐴)

]︂
𝜙(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝜉 =

= 𝜙(0) + 2𝜙(𝐴) + 𝜙(2𝐴) +
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘(𝑘 + 1)𝜙(𝑘𝐴)+

+2
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘(𝑘 + 1)𝜙((𝑘 + 1)𝐴)+

+
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘(𝑘 + 1)𝜙((𝑘 + 2)𝐴)

= 𝜙(0) + 2𝜙(𝐴) + 𝜙(2𝐴) +
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘(𝑘 + 1)𝜙(𝑘𝐴)−

−2
∞∑︀
𝑘=2

(−1)𝑘𝑘𝜙(𝑘𝐴) +
∞∑︀
𝑘=3

(−1)𝑘(𝑘 − 1)𝜙(𝑘𝐴) = 𝜙(0) = (𝛿(𝑡), 𝜙(𝑡))

So, it is proved that

[𝛿(𝑡) + 2𝛿(𝑡−𝐴) + 𝛿(𝑡− 2𝐴)] *

[︃
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︃
= 𝛿(𝑡).

The inequality[︃
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘(𝑘 + 1)𝛿(𝑡− 𝑘𝐴)

]︃
* [𝛿(𝑡) + 2𝛿(𝑡−𝐴) + 𝛿(𝑡− 2𝐴)] = 𝛿(𝑡)

is proved similarly. So, the correctness of the second formula in (B.1) is shown.

3. Conclusion

1. The new method for the analytical inversion of the Laplace transform
for the functions of the certain structure is proposed. The proof of this method
is carried out.

2. The results derived by the new method of analytical inversion of Laplace
transform are compared with the formulas for the original functions known in
literature.
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3. Due to the use of the proposed method, the originals of new transforms
that are important for use in mechanics are derived.

Журавльова З. Ю.
Новий пiдхiд до аналiтичного обернення перетворення Лапласа для деяких
випадкiв

Резюме

Перетворення Лапласу є корисним iнструментов для розв’язання динамiчних задач те-
орiї пружностi. Тим не менш, проблема аналiтичного обернення перетворення Лапласу
до сих пiр повнiстю не розв’язана. Тому актуальним є розгляд нових методiв, за допомо-
гою яких можна отримати аналiтичне подання оригiналу за вiдомою трансформантою.

У данiй роботi запропоновано новий метод аналiтичного обернення перетворення
Лапласу для трансформант певного вигляду, що мiстять у знаменнику експоненти, якi
лiнiйно залежать вiд параметра перетворення Лапласу. Розглянуто випадки спiввiдно-
шень мiж показниками експоненти. Доведено теорему, згiдно з якою трансформанта
розвивається у ряд Тейлора, i оригiнал отримується шляхом почленного застосування
оберненого перетворення Лапласу. Коректнiсть почленного застосування оберненого
перетворення Лапласу доведена. Проведена перевiрка результатiв, що отриманi з ви-
користанням нового методу, з вiдомими ранiше формулами. Отриманi оригiнали вiд
трансформант Лапласу, якi ранiше не зустрiчались у лiтературi.
Ключовi слова: перетворення Лапласу, аналiтичне обернення, розвинення в ряди Тей-
лора, узагальненi функцiї, згортка.

Журавлёва З. Ю.
Новый подход к аналитическому обращению преобразования Лапласа для
некоторых случаев

Резюме

Преобразование Лапласа является полезным инструментом для решения динамических
задач теории упругости. Тем ни менее, проблема аналитического обращения преобра-
зования Лапласа до сих пор полностью не решена. Поэтому актуальным является рас-
смотрение новых методов, с помощью которых можно получить аналитическое пред-
ставление оригинала по известной трансформанте.

В данной работе предложен новый метод аналитического обращения преобразова-
ния Лапласа для трансформант определённого вида, содержащих в знаменателе экспо-
ненты, линейно зависящие от параметра преобразования Лапласа. Рассмотрены случаи
соотношений между показателями экспоненты. Доказана теорема, согласно которой
трансформанта раскладывается в ряд Тейлора, и оригинал получается путём почлен-
ного применения обратного преобразования Лапласа. Корректность почленного приме-
нения обратного преобразования Лапласа доказана. Проведена проверка результатов,
полученных с использованием нового метода, с известными ранее формулами. Получе-
ны оригиналы от трансформант Лапласа, ранее не встречавшиеся в литературе.
Ключевые слова: преобразование Лапласа, аналитическое обращение, разложение в ря-
ды Тейлора, обобщённые функции, свёртка.
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