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ПРО КОНФОРМНI ВIДОБРАЖЕННЯ IЗ ЗБЕРЕЖЕННЯМ

ТЕНЗОРА ЕНЕРГIЇ-IМПУЛЬСУ

Вивчаються конформнi вiдображення псевдорiманових просторiв iз збереженням

тензора енергiї-iмпульсу. Розв’язок задачi зведений до розв’язування системи диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку в коварiантних похiдних. Виявлено лакунарнiсть,

наявнiсть заборонених iнтервалiв, у розподiлi кiлькостi розв’язкiв зазначеної системи.

Отримано тензорнi ознаки та вивчено деякi геометричнi властивостi псевдориманових

просторiв, вiдмiнних вiд пласких, що допускають максимальну кiлькiсть розв’язкiв цiєї

системи. Для чотиривимiрних просторiв цi результати дають повний опис псевдорима-

нових просторiв, що допускають вiдображення iз збереженням тензора енергiї-

iмпульсу.

Дослiдження ведуться локально, тензорними методами без обмежень на сигнатуру

та знаковизначеннiсть метричного тензору псевдорiманового простору.
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Вступ

Серед рiзних додаткових передумов i обмежень, що використовуються

для пошуку розв’язкiв рiвнянь Ейнштейна, особливе мiсце займає запропонована

Фрiдманом гiпотеза про конформну вiдповiднiсть мiж реальним простором

i простором-моделлю. Ця гiпотеза дозволила отримати покладене в основу

теорiї розширюваного всесвiту, нестацiонарне рiшення [1] - [3].

Робота присвячена вивченню конформних вiдображень псевдориманових

просторiв iз збереженням тензора енергiї-iмпульсу. Розв’язок задачi зведено

до вивчення системи диференцiальних рiвнянь. Виявлено лакунарнiсть

у розподiлi кiлькостi розв’язкiв зазначеної системи. Отримано тензорнi

ознаки та вивчено деякi геометричнi властивостi псевдориманових просторiв,

вiдмiнних вiд пласких, що допускають максимальну кiлькiсть рiшень. Для

чотиривимiрних просторiв цi результати дають повний опис псевдориманових

просторiв, що допускають конформне вiдображення iз збереженням тензора

енергiї-iмпульсу.

1. Основнi рiвняння теорiї конформних вiдображень риманових

просторiв

Нехай 𝑉𝑛 (𝑛 > 2) псевдориманiв простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥) i

𝑉𝑛 також псевдориманiв простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥). Конформним

вiдображенням називають взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж точками

просторiв 𝑉𝑛 i 𝑉𝑛 таку, що

𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑒2𝜎(𝑥)𝑔𝑖𝑗(𝑥), (1)

тут 𝜎 - деяка функцiя.

Якщо 𝜎 - постiйна, то вiдображення називають гомотетiєю. Надалi,

якщо це не обумовлено окремо, ми обмежимося розглядом вiдображень,

вiдмiнних вiд гомотетичних.

З (1) отримаємо

𝑔𝑖𝑗 = 𝑒−2𝜎𝑔𝑖𝑗 ,

де 𝑔𝑖𝑗 i 𝑔𝑖𝑗 елементи зворотної матрицi метричного тензора 𝑉𝑛 i 𝑉𝑛, вiдповiдно.
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Мають мiсце формули ([4] - [6]):

Γ̄ℎ𝑖𝑗 = Γℎ𝑖𝑗 + 𝛿ℎ𝑖 𝜎𝑗 + 𝛿ℎ𝑗 𝜎𝑖 − 𝜎ℎ𝑔𝑖𝑗 ; (2)

𝑅̄ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 + 𝛿ℎ𝑘𝜎𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝜎𝑖𝑘 + 𝑔ℎ𝛼(𝜎𝛼ℎ𝑔𝑖𝑗 −

− 𝜎𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘) + ∆1𝜎(𝛿
ℎ
𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘);

𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 + (𝑛− 2)𝜎𝑖𝑗 + (∆2𝜎 + (𝑛− 2)∆1𝜎)𝑔𝑖𝑗 ; (3)

𝑅̄ = 𝑒−2𝜎(𝑅+ 2(𝑛− 1)∆2𝜎 + (𝑛− 1)(𝑛− 2)∆1𝜎). (4)

Тут i надалi Γℎ𝑖𝑗 — символи Крiстоффеля другого роду, 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 — тензор

Рiмана, 𝑅𝑖𝑗 - тензор Рiччi, що визначається наступним чином —

𝑅𝑖𝑗
def
= 𝑅𝛼𝑖𝑗𝛼;

𝑅
def
= 𝑅𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 - скалярна кривина, 𝜎𝑖 ≡ 𝜕𝜎
𝜕𝑥𝑖

≡ 𝜎,𝑖, 𝜎ℎ = 𝜎𝛼𝑔
𝛼ℎ,

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎,𝑖𝑗 − 𝜎,𝑖𝜎, 𝑗 ,

∆1𝜎 i ∆2𝜎 - перший i другий параметри Бельтрамi, що визначаються як

∆1𝜎 = 𝑔𝛼𝛽𝜎,𝛼𝜎,𝛽; ∆2𝜎 = 𝑔𝛼𝛽𝜎,𝛼𝛽,

𝛿𝑗𝑖 - символи Кронекера, кома “,“ — знак коварiантної похiдної за зв’язнiстю

𝑉𝑛.

Об’єкти конформно вiдповiдного 𝑉𝑛 простору 𝑉𝑛 будемо позначати

рискою.

Зауважимо, що, якщо 𝑉𝑛 i 𝑉𝑛 пов’язанi конформним вiдображенням, то

вiд коварiантного диференцiювання за зв’язнiстю 𝑉𝑛 можна, використовуючи

(2), перейти до коварiантної похiдної за зв’язнiстю 𝑉𝑛, позначимо її вертикальною

рискою “ | “, тодi для довiльного тензора 𝐴𝑖𝑗 :

𝐴𝑖𝑗, 𝑘 = 𝐴𝑖𝑗|𝑘 + 2𝜎𝑘𝐴𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝐴𝑗𝑘 + 𝜎𝑗𝐴𝑖𝑘 − 𝜎𝛼𝐴𝛼𝑗𝑔𝑘𝑖 − 𝜎𝛼𝐴𝛼𝑖𝑔𝑘𝑗 .
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2. Про конформнi вiдображення iз збереженням тензора

енергiї-iмпульсу

Рiвняння виду

𝑅𝑖𝑗 −
𝑅

2
𝑔𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 (5)

називають рiвнянням Ейнштейна.

Тут 𝑇𝑖𝑗 — деякий тензор, який називають тензором енергiї-iмпульсу.

Для 𝑉𝑛 має мiсце таке ж рiвняння

𝑅̄𝑖𝑗 −
𝑅̄

2
𝑔𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 (6)

Вiднiмаючи з (6) рiвняння (5), отримаємо

(𝑅̄𝑖𝑗 −𝑅𝑖𝑗)−
1

2
(𝑅̄𝑔𝑖𝑗 −𝑅𝑔𝑖𝑗) = 𝑇𝑖𝑗 − 𝑇𝑖𝑗

Враховуючи (3), (4) i (1), будемо мати

𝑇𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 + (𝑛− 2)(𝜎𝑖𝑗 − (∆2𝜎 − 𝑛− 3

2
∆1𝜎)𝑔𝑖𝑗). (7)

Таким чином, має мiсце теорема

Теорема 1. Якщо 𝑉𝑛 i 𝑉𝑛 два конформно вiдповiдних псевдориманових

простори, то їх тензори енергiї-iмпульсу задовольняють спiввiдношенням

(7).

Конформнi вiдображення псевдориманового простору 𝑉𝑛 на 𝑉𝑛, при

якому

𝑇𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 , (8)

називають конформним вiдображенням iз збереженням тензора енергiї-

iмпульсу.

З урахуванням (8) рiвняння (7) приймуть вигляд

𝜎𝑖𝑗 = (∆2𝜎 +
𝑛− 3

2
∆1𝜎)𝑔𝑖𝑗 . (9)

Тодi

𝜎𝑖𝑗 =
∆2𝜎 −∆1𝜎

𝑛
𝑔𝑖𝑗 . (10)
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Конформнi вiдображення, при яких iнварiант 𝜎 задовольняє умовам

(10), називають конциркулярними вiдображеннями. Вони характеризуються

тим, що при них геодезичнi кола 𝑉𝑛 переходять у геодезичнi кола 𝑉𝑛 [7; 8].

Геодезичним колом називається крива, перша кривина якої постiйна,

а друга — тотожно дорiвнює нулю.

Таким чином, має мiсце теорема:

Теорема 2. Якщо при конформному вiдображеннi псевдориманових просторiв

𝑉𝑛 зберiгається тензор–енергiї iмпульса, то при ньому зберiгаються i

геодезичнi кола.

З iншого боку, вивчаючи (9) i (10), можна переконатися, що, якщо 𝑉𝑛
допускає конциркулярнi вiдображення i виконується умова

∆2𝜎 = −𝑛− 2

2
∆1𝜎, (11)

то при цьому вiдображеннi зберiгається i тензор енергiї – iмпульсу.

Введемо в розгляд iнварiант 𝑆 такий, що

𝜎 = −𝑙𝑛|𝑆|, (12)

тодi (1) приймуть вигляд

𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑆−2𝑔𝑖𝑗 .

Послiдовно диференцiюючи (12), отримаємо

𝜎, 𝑖 = − 1

𝑆
𝑆, 𝑖

𝜎, 𝑖𝑗 = −(𝑆 · 𝑆, 𝑖𝑗 − 𝑆, 𝑖𝑆, 𝑗) · 𝑆−2

𝜎𝑖𝑗 = −𝑆, 𝑖𝑗 · 𝑆−1

Крiм того,

∆1𝜎 = ∆1𝑆 · 𝑆−2; ∆2𝜎 = (∆1𝑆 − 𝑆∆2𝑆) · 𝑆−2.
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З огляду на це, рiвняння (10) набудуть вигляду

𝑆, 𝑖𝑗 =
∆2𝑆

𝑛
𝑔𝑖𝑗 , (13)

а (11) —

𝑆∆2𝑆 =
𝑛

2
∆1𝑆. (14)

Вектор 𝑆, 𝑖, що задовольняє умовам (13), називають конциркулярним,

а простори, що допускають такi поля – еквiдiстантними [5; 9].

Таким чином, нами доведена теорема:

Теорема 3. Якщо псевдориманiвський простiр 𝑉𝑛 допускає конформнi

вiдображення iз збереженням тензора енергiї-iмпульсу, то 𝑉𝑛 є

еквiдiстантним простором.

При ∆2𝑆 ̸= 0 евiдiстантний простiр будемо вважати належним до

основного типу, а при ∆2𝑆 ≡ 0 — до особливого. Якщо вектор 𝑆, 𝑖

iзотропний, тобто∆1𝑆 = 0, то еквiдiстантний простiр належить за необхiднiстю

до особливого типу. Еквiдiстантнi простори основного типу характеризуються

тим, що в них iснує спецiальна система координат, в якiй метричний тензор

еквiдiстантного простору може бути представлений у виглядi

𝑑𝑠2𝑛 = 𝑑𝑥12 + 𝑓(𝑥1)𝑑𝑠
2
𝑛−1(𝑥2, ..., 𝑥𝑛). (15)

Тут 𝑓(𝑥1) ̸= 0 - деяка функцiя, а 𝑑𝑠2𝑛−1 - метрика (𝑛 − 1) – вимiрного

псевдориманова простору.

З огляду на теорему 3, можна сформулювати

Теорема 4. Якщо псевдориманiв простiр 𝑉𝑛(𝑛 > 2) допускає конформнi

вiдображення iз збереженням тензора енергiї-iмпульсу i ∆2𝑆 ̸= 0, то в

деякiй системi координат його метричний тензор записується у виглядi

(15).

Умови iнтегрованостi рiвнянь (13) мають вигляд

𝑆, 𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = (

∆2𝑆

𝑛
), 𝑘𝑔𝑖𝑗 − (

∆2𝑆

𝑛
), 𝑗𝑔𝑖𝑘. (16)

Множачи останнє на 𝑆𝑖 = 𝑆, 𝛼𝑔
𝛼𝑖 i, згортаючи по 𝑖, переконаємося, що

(
∆2𝑆

𝑛
), 𝑖 = 𝐵𝑆, 𝑖, (17)
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де 𝐵 — деякий iнварiант.

Тодi (16) набуде вигляду

𝑆, 𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝐵(𝑆, 𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑆, 𝑗𝑔𝑖𝑘). (18)

Згортаючи останнє, переконаємося

𝑆, 𝛼𝑅
𝛼
𝑘 = 𝐵(𝑛− 1)𝑆, 𝑘. (19)

З урахуванням (5)

𝑆, 𝛼𝑇
𝛼
𝑘 = (𝐵(𝑛− 1)− 𝑅

2
)𝑆, 𝑘. (20)

Диференцiюючи (8), враховуючи (5), (13) i (20), отримаємо

𝑇𝑖𝑗|𝑘 = 𝑇𝑖𝑗, 𝑘+
1

𝑆
(2𝑆, 𝑘𝑇𝑖𝑗+𝑆, 𝑖𝑇𝑗𝑘+𝑆, 𝑗𝑇𝑖𝑘− (𝐵(𝑛−1)− 𝑅

2
)(𝑆, 𝑗𝑔𝑘𝑖+𝑆, 𝑗𝑔𝑘𝑗)).

Враховуючи бездивергентнiсть тензора енергiї-iмпульсу, переконаємося,

що iнварiант 𝐵, за необхiдностi, дорiвнює нулю, i, отже, (17) та (18)

набувають вигляду

(∆2𝑆), 𝑖 = 0 (21)

i

𝑆, 𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 0.

Таким чином, доведено

Теорема 5. Якщо псевдориманiв простiр 𝑉𝑛(𝑛 > 2) допускає конформнi

вiдображення iз збереженням тензора енергiї-iмпульсу, то в ньому iснує

розв’язок система рiвнянь (13), (21).

Зазначена система являє собою систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

у коварiантних похiдних типу Кошi з коефiцiєнтами, однозначно визначеними

даним простором 𝑉𝑛. Дослiдженню таких систем присвяченi роботи [10] -

[12]. Враховуючи цi роботи та викладене вище, можемо зробити висновок,

що розподiл числа параметрiв, вiд яких залежить загальне рiшення системи

(13), (21), має лакунарний характер. Максимальне число (𝑛+1) допускають

пласкi простори. Не iснує псевдориманових просторiв 𝑉𝑛(𝑛 > 2), вiдмiнних
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вiд пласких, для яких кiлькiсть параметрiв бiльше нiж (𝑛− 2). Простори,

що допускають точно (𝑛− 2) iстотних параметрiв, iснують, для них

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑒(𝑎ℎ𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝑏ℎ)(𝑎𝑗𝑏𝑘 − 𝑎𝑘𝑏𝑗),

де 𝑒 = ±1, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 — деякi взаємно ортогональнi, неколiнеарнi вектори.

Позначимо цю множину 𝑉𝑛(𝐴).

Для тензора Рiччi та скалярної кривизни отримаємо

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = −𝑒(𝑎𝛼𝑎𝛼𝑏𝑖𝑏𝑗 + 𝑏𝛼𝑏𝛼𝑎𝑖𝑎𝑗)(𝑎𝑗𝑏𝑘 − 𝑎𝑘𝑏𝑗),

𝑅 = −2𝑒𝑎𝛼𝑎𝛼𝑏
𝛼𝑏𝛼.

Тут 𝑎𝑖 = 𝑎𝛼𝑔
𝛼𝑖; 𝑏𝑖 = 𝑏𝛼𝑔

𝛼𝑖 [13].

Умова (22) дозволяє розбити множину 𝑉𝑛(𝐴) залежно вiд iзотропностi

або неiзотропностi векторiв 𝑎𝑖 i 𝑏𝑖 на три класи, що не перетинаються:

𝑉𝑛(𝐴1) : 𝑎𝛼𝑎𝛼 ̸= 0; 𝑏𝛼𝑏𝛼 ̸= 0,

𝑉𝑛(𝐴2) : 𝑎𝛼𝑎𝛼 = 0; 𝑏𝛼𝑏𝛼 ̸= 0,

𝑉𝑛(𝐴3) : 𝑎𝛼𝑎𝛼 ̸= 0; 𝑏𝛼𝑏𝛼 = 0.

Для кожного з класiв 𝑉𝑛(𝐴) можна вказати тензорну характеристику

𝑉𝑛(𝐴1) :
𝑅
2 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ𝑘𝑅𝑖𝑗 −𝑅ℎ𝑗𝑅𝑖𝑘,

𝑉𝑛(𝐴2) : 𝑅 = 0; 𝑅𝑖𝑗 = −𝑒𝑏𝛼𝑏𝛼𝑎𝑖𝑎𝑗 ;

𝑏𝛼𝑏𝛼𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑏𝑖𝑏𝑗𝑅ℎ𝑘 − 𝑏𝑖𝑏𝑘𝑅ℎ𝑗 +

+𝑏ℎ𝑏𝑘𝑅𝑖𝑗 − 𝑏ℎ𝑏𝑗𝑅𝑖𝑘,

𝑉𝑛(𝐴3) : 𝑅𝑖𝑗 = 0.
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Зазначимо, що простори 𝑉𝑛(𝐴) є напiвсиметричними, тобто в них

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘, 𝑙𝑚 −𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘, 𝑚𝑙 = 0. (22)

3. Висновки

Таким чином, чотиривимiрнi псевдоримановi простори, що допускають

конформнi вiдображення iз збереженням тензора енергiї-iмпульсу, будуть

або пласкими, або напiвсиметричними, що належать до одного з класiв

𝑉4(𝐴), або допускають одне еквiдiстантне векторне поле. Як випливає з

дослiджень [14], просторiв 𝑉4(𝐴3) не iснує.
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Kiosak V. A., Sharai N. V.

On conformal mappings preserving tensor of stress-energy

Summary

Conformal mappings of pseudo-Riemannian spaces preserving the energy-

momentum tensor are studied. The problem is reduced to solving a system of

first-order differential equations in covariant derivatives. Lacunarity and the

presence of forbidden intervals in the distribution of the number of solutions

of the given system have been identified. Tensorial criteria have been ob-

tained, and certain geometric properties of non-flat pseudo-Riemannian spaces

that admit the maximum number of solutions to this system have been in-

vestigated. For four-dimensional spaces, these results provide a complete de-

scription of pseudo-Riemannian spaces that admit mappings preserving the

energy-momentum tensor.

The study is conducted locally, using tensor methods, without restrictions

on the signature or definiteness of the metric tensor of the pseudo-Riemannian

space.

Key words: pseudo-Riemannian spaces, conformal mappings, tensor of stress-

energy
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