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АРЕАЛЬНА НЕСКIНЧЕННО МАЛА ДЕФОРМАЦIЯ ПОВЕРХНI

ГАУДI

Дана стаття присвячена дослiдженню нескiнченно малих ареальних деформацiй по-

верхнi Гаудi. Цi поверхнi, якi були названi на честь вiдомого каталонського архiтектора

Антонiо Гаудi, використовуються в архiтектурi як покрiвельнi конструкцiї, елементи

декорування тощо. Ранiше Velimirovic L. S., Cvetkovic M. D. та iншi дослiджували не-

скiнченно малi згинання поверхнi Гаудi. У цiй статтi доведено, що поверхня Гаудi допу-

скає довiльну ареальну нескiнченно малу деформацiю, яка описується через двi довiльнi

неперервно диференцiйовнi функцiї, i наведено явний вираз вектора змiщення у декар-

тових координатах. Окремо розглянуто випадок тангенцiальної ареальної деформацiї

з отриманням вiдповiдного вектора змiщення. Крiм того, доведено iснування дiйсної

ортогональної сiтки лiнiй стацiонарної довжини на поверхнi Гаудi та виведено дифе-

ренцiальне рiвняння для її побудови.
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Вступ

З безлiчi рiзних математичних поверхонь видiляють лiнiйчатi поверхнi,

якi називають поверхнями Гаудi. Свою назву вони отримали на честь

вiдомого каталонського архiтектора Антонiо Гаудi, який використовував

схожi форми у своїх проектах. Зараз вони також є популярними як

елементи архiтектури та покрiвельних конструкцiй.

Ранiше у статтях Velimirovic L.S. та iнших авторiв [1; 2] були дослiдженi

нескiнченно малi згинання поверхнi Гаудi.

Надiйшла 13.09.2024 ©Євтухов В. М., 2024



Асимптотичнi властивостi швидкозмiнних розв’язкiв 47

Дана робота присвячена дослiдженню ареальних нескiнченно малих

деформацiй поверхонь Гаудi. Також в статтi дослiджується iснування

сiтки лiнiй стацiонарної довжини при ареальних нескiнченно малих деформацiях.

Основнi результати

1. Диференцiально-геометричнi характеристики поверхнi

Гаудi

Поверхнi Гаудi описуються рiвнянням:

𝑧 = 𝑚𝑥 sin
𝑦

𝑎
,

де 𝑚, 𝑎 — деякi параметри. Оскiльки при 𝑥 = 0 та 𝑦 = 𝜋𝑎𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍,

поверхня Гаудi вироджується, то будемо розглядати це рiвняння за умови

𝑥 ̸= 0 та 𝑦 ̸= 𝜋𝑎𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍.

Параметризуємо рiвняння поверхнi Гаудi i запишемо його у векторному

виглядi:

𝑟 =
(︁
𝑥, 𝑦,𝑚𝑥 sin

𝑦

𝑎

)︁
.

Наведемо iнформацiю про диференцiально-геометричнi характеристики

поверхнi Гаудi [1].

Перша квадратична форма поверхнi Гаудi має вигляд:

𝐼(𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = 𝑑𝑟2 =
(︁
1 +𝑚2 sin2

𝑦

𝑎

)︁
𝑑𝑥2+

(︂
𝑚2𝑥

𝑎
sin

2𝑦

𝑎

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦+

(︂
1 +

𝑚2𝑥2

𝑎2
cos2

𝑦

𝑎

)︂
𝑑𝑦2.

Визначник матрицi, яка складена з коефiцiєнтiв першої квадратичної

форми, дорiвнює:

𝑔 = 1 +𝑚2 sin2
𝑦

𝑎
+
𝑚2𝑥2

𝑎2
cos2

𝑦

𝑎
.

Друга квадратична форма даної поверхнi має вигляд:

𝐼𝐼(𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = 𝑑2𝑟 · 𝑛 =
2𝑚

𝑎
√
𝑔
cos

𝑦

𝑎
𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝑚𝑥

𝑎2
√
𝑔
sin

𝑦

𝑎
𝑑𝑦2.

Гаусова кривина поверхнi Гаудi:

𝐾 = − 𝑚2

𝑎2𝑔2
cos2

𝑦

𝑎
,
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очевидно, не додатна при будь-якому значеннi параметрiв 𝑚 i 𝑎. Це

означає, що поверхня Гаудi є поверхнею гiперболiчного типу.

Вираз для середньої кривини:

𝐻 = −
𝑚𝑥 sin 𝑦

𝑎

2𝑎2𝑔
√
𝑔

(︁
1 +𝑚2 sin2

𝑦

𝑎
+ 2𝑚2 cos2

𝑦

𝑎

)︁
.

З точки зору рiманової геометрiї поверхня Гаудi є двовимiрним рiмановим

простором 𝑉2, метричний тензор якого має компоненти:

𝑔11 = 1 +𝑚2 sin2
𝑦

𝑎
; 𝑔12 =

𝑚2𝑥

2𝑎
sin

2𝑦

𝑎
; 𝑔22 = 1 +

𝑚2𝑥2

𝑎2
cos2

𝑦

𝑎
.

Тодi об’єкт афiнної зв’язностi Γℎ𝑖𝑗 на 𝑉2 задається символами Крiстофеля

другого роду. В нашому випадку вони мають вигляд:

Γ1
11 = 0; Γ2

11 = 0;

Γ1
12 =

𝑚2

𝑎𝑔
sin

𝑦

𝑎
cos

𝑦

𝑎
; Γ2

12 =
𝑚2𝑥

𝑎2𝑔
cos2

𝑦

𝑎
;

Γ1
22 = −𝑚

2𝑥

𝑎2𝑔
sin2

𝑦

𝑎
; Γ2

22 = −𝑚
2𝑥2

𝑎3𝑔
sin

𝑦

𝑎
cos

𝑦

𝑎
.

2. Поняття ареальної нескiнченно малої деформацiї поверхнi

1∘. Спочатку розглянемо поняття про нескiнченно малу деформацiю

поверхнi. Нехай 𝑆 — поверхня, гомеоморфна деякiй областi 𝐺 площини

𝑥𝑂𝑦 :

𝑆 : 𝑟 = 𝑟(𝑥, 𝑦), 𝑟 ∈ 𝐶3. (1)

Припустимо, що починаючи з деякого моменту, пiд впливом яких-небудь

причин iз плином часу вона змiнює свою форму. Нехай множина всiх

поверхонь 𝑆*, якi отриманi таким чином, описується рiвнянням

𝑟* = 𝑟*(𝑥, 𝑦, 𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Поверхню 𝑆*, яку отримують в будь-який момент часу 𝑡 описаного вище

процесу, називають нескiнченно малою деформацiєю поверхнi 𝑆 [3].

Якщо в кожнiй точцi (𝑥, 𝑦) має мiсце розклад:

𝑟*(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑟(𝑥, 𝑦) + 𝑡𝑢(1)(𝑥, 𝑦) + 𝑡2𝑢(2)(𝑥, 𝑦) + · · ·+ 𝑡𝑛𝑢(𝑛)(𝑥, 𝑦) + . . . ,
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то деформацiю називають аналiтичною, а функцiї 𝑢(1)(𝑥, 𝑦), 𝑢(2)(𝑥, 𝑦), . . .

— полями змiщення вiдповiдно першого, другого i т. д. порядкiв [3].

Нескiнченно малою деформацiєю першого порядку поверхнi 𝑆 називається

деформацiя вигляду

𝑟*(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑟(𝑥, 𝑦) + 𝑡𝑢(𝑥, 𝑦), (2)

де 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑟*(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑟(𝑥, 𝑦), властивостi якої розглядаються з точнiстю

нескiнченно малих першого порядку вiдносно параметру деформацiї 𝑡→ 0

[3]. При цьому малими величинами 𝑡2 i бiльш високого порядку нехтуємо.

Векторну функцiю 𝑢(𝑥, 𝑦) називають полем змiщення нескiнченно малої

деформацiї першого порядку [3].

2∘. Припустимо, що𝑅(𝑥, 𝑦) i𝑅*(𝑥, 𝑦, 𝑡)— деяка геометрична величина

поверхонь 𝑆 i 𝑆* вiдповiдно. Нехай, що 𝑅* можна представити так:

𝑅*(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑅(𝑥, 𝑦) + 𝑡𝛿𝑅(𝑥, 𝑦) + 𝑜(𝑡2).

Величину 𝛿𝑅(𝑥, 𝑦) називають першою варiацiєю геометричної величини

𝑅(𝑥, 𝑦) при нескiнченно малiй деформацiї поверхнi 𝑆 [4].

Геометрична величина 𝑅(𝑥, 𝑦) поверхнi 𝑆 називається стацiонарною

при нескiнченно малiй деформацiї (або такою, що зберiгається), якщо з

точнiстю до нескiнченно малих другого порядку вона збiгається з геометричною

величиною 𝑅*(𝑥, 𝑦, 𝑡) поверхнi 𝑆* :

𝑅*(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑅(𝑥, 𝑦) + 𝑜(𝑡2).

Тобто, якщо 𝑅(𝑥, 𝑦) — стацiонарна геометрична величина, то

𝛿𝑅(𝑥, 𝑦) = 0.

Нескiнченно мала деформацiя поверхнi на кожну геометричну величину

цiєї поверхнi впливає так, що ця величина змiнюється однозначно за деякими

формулами (законами). Змiнювання цiєї величини характеризує її варiацiя.

При нескiнченно малiй деформацiї варiацiя геометричної величини визначається

однозначно.

3∘. Нехай 𝑔𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑟𝑗 — метричний тензор поверхнi 𝑆, а 𝑔*𝑖𝑗 = 𝑟*𝑖 𝑟
*
𝑗 —

метричний тензор здеформованої поверхнi 𝑆*. Знайдемо вираз метричного



50 Євтухов В. М.

тензору 𝑔*𝑖𝑗 здеформованої поверхнi через похiднi радiус-вектора 𝑟𝑖 i 𝑟𝑗
недеформованої поверхнi:

𝑔*𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑟𝑗 + 𝑡(𝑟𝑖𝑢𝑗 + 𝑢𝑖𝑟𝑗) + 𝑡2𝑢𝑖𝑢𝑗 .

Тобто

𝑔*𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 + 𝑡𝛿𝑔𝑖𝑗 + 𝑜(𝑡2). (3)

Позначимо варiацiю метричного тензору через

2𝜖𝑖𝑗 = 𝛿𝑔𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑢𝑗 + 𝑢𝑖𝑟𝑗 . (4)

Тензор 𝜖𝑖𝑗 називають першим тензором деформацiї поверхнi.

Розкладемо векторне поле по базису (𝑟1, 𝑟2, 𝑛):

𝑢 = 𝑢𝛼𝑟𝛼 + 𝑢𝑜𝑛, (5)

де 𝛼 = 1, 2. Продиференцiюємо коварiантно по 𝑥𝑖 :

𝑢𝑖 = 𝑢𝛼,𝑖𝑟𝛼 + 𝑢𝛼𝑟𝛼,𝑖 + 𝑢𝑜,𝑖𝑛+ 𝑢𝑜𝑛𝑖.

Вiдповiдно до деривацiйних формул теорiї поверхонь (𝑟𝑖,𝑗 = 𝑏𝑖𝑗𝑛, 𝑛𝑖 =

−𝑏𝛼𝑖 𝑟𝛼) :
𝑢𝑖 = (𝑢𝛼,𝑖 − 𝑢𝑜𝑏𝛼𝑖 )𝑟𝛼 + (𝑢𝛼𝑏𝑖𝑗 + 𝑢𝑜,𝑖)𝑛.

Тепер знайдену коварiантну похiдну пiдставимо до (3) та спростимо отриманий

вираз, використовуючи властивiсть вектора нормалi:

2𝜖𝑖𝑗 = (𝑢𝛼,𝑖 − 𝑢𝑜𝑏𝛼𝑖 )𝑔𝛼𝑗 + (𝑢𝛼,𝑗 − 𝑢𝑜𝑏𝛼𝑗 )𝑔𝛼𝑖 = 𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖 − 2𝑢𝑜𝑏𝑖𝑗 . (6)

Отже, ми знайшли варiацiю метричного тензора.

4∘. Тепер знайдемо варiацiю елемента площi. Вiдомо, що елемент

площi поверхнi 𝑆 можна визначити за формулою:

𝑑𝜎 =
√
𝑔𝑑𝑥1𝑑𝑥2,

де 𝑔 = 𝑔11𝑔22 − 𝑔212 — визначник матрицi метричних тензорiв поверхнi 𝑆.

Тут i далi 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑦. Тодi елемент площi поверхнi 𝑆* визначається

так: 𝑑𝜎* = =
√
𝑔*𝑑𝑥1𝑑𝑥2.
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Знайдемо варiацiї дискримiнанта першої квадратичної форми поверхнi

𝑆 при загальнiй нескiнченно малiй деформацiї:

𝑔* = 𝑔*11𝑔
*
22 − 𝑔*12

2 = 𝑔 + 2𝑡(𝜖22𝑔11 + 𝜖11𝑔22)− 4𝜖12𝑔12𝑡+ 𝑜(𝑡2).

Запишемо даний вираз дискримiнанта через елементи оберненої до (𝑔𝑖𝑗)

матрицi:

𝑔* = 𝑔 + 2𝑔𝑡(𝜖11𝑔
11 + 𝜖22𝑔

22 + 2𝜖12𝑔
12) + 𝑜(𝑡2) = 𝑔 + 2𝑔𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗𝑡+ 𝑜(𝑡2).

Тодi варiацiя дискримiнанта першої квадратичної форми поверхнi 𝑆 виразиться

так:

𝛿𝑔 = 2𝑔𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗 .

Знайдемо
√
𝑔* :√︀

𝑔* =
√
𝑔 + 𝑡 · 𝜕

√
𝑔*

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑜(𝑡2) =
√
𝑔 + 𝑡

√
𝑔𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗 + 𝑜(𝑡2).

Звiдси, варiацiя кореня з дискримiнанта першої квадратичної форми має

вигляд:

𝛿
√
𝑔 =

√
𝑔𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗 .

Нарештi можемо виписати вираз елемента площi поверхнi 𝑆* :

𝑑𝜎* =
√
𝑔𝑑𝑥1𝑑𝑥2 + 𝑡

√
𝑔𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 + 𝑜(𝑡2).

Тобто:

𝑑𝜎* = 𝑑𝜎 + 𝑡𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗𝑑𝜎 + 𝑜(𝑡2). (7)

А варiацiя елемента площi виразиться так:

𝛿𝑑𝜎 = 𝑔𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗𝑑𝜎. (8)

5∘. Наведемо основнi означення, що стосуються ареальної нескiнченно

малої деформацiї, з робiт [5; 6].

Знову розглянемо розклад (5) вектора змiщення через базиснi вектори

𝑟1, 𝑟2 i 𝑛.

Нескiнченно малу деформацiю першого порядку (2), при якiй зберiгається

елемент площi поверхнi 𝑆 з точнiстю до нескiнченно малих величин другого

порядку вiдносно параметра деформацiї, називають ареальною (А-деформацiєю).

З формули (6) можна отримати умову ареальної нескiнченно малої

деформацiї.
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Теорема 1. Для того, щоб нескiнченно мала деформацiя вигляду (2) була

ареальною, необхiдно i достатньо, щоб задовольнялася умова:

𝑢𝛼,𝛼 − 2𝐻𝑢𝑜 = 0, (9)

де 𝑢1, 𝑢2, 𝑢𝑜 — це компоненти вектора змiщення, 𝑢𝛼,𝛼 — коварiантна похiдна

𝑢𝛼, 𝐻 — середня кривина поверхнi 𝑆.

Перепишемо рiвняння (9):

𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛼
+ Γ𝛼𝛼𝛽𝑢

𝛽 − 2𝐻𝑢𝑜 = 0.

Виразимо з отриманого рiвняння 𝑢𝑜 при умовi, що 𝐻 ̸= 0 :

𝑢𝑜 =
1

2𝐻

(︂
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛼
+ Γ𝛼𝛼𝛽𝑢

𝛽

)︂
.

Пiдставляємо цей вираз у (5):

𝑢 = 𝑢1𝑟1 + 𝑢2𝑟2 +
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛼 + Γ𝛼𝛼𝛽𝑢
𝛽

2𝐻
𝑛. (10)

Отриманий вираз являє собою вектор змiщення ареальної нескiнченно

малої деформацiї довiльної поверхнi класу 𝐶3 за умови 𝐻 ̸= 0.

3. Iснування ареальної нескiнченно малої деформацiї поверхнi

Гаудi

Далi визначимо вектор змiщення при довiльнiй ареальнiй нескiнченно

малiй деформацiї поверхнi Гаудi.

Зауважимо, що диференцiальне рiвняння (9) для поверхнi Гаудi у

загальному випадку є дуже громiздким. Тому представимо кiнцевий вираз

для вектора змiщення (10) ареальної нескiнченно малої деформацiї поверхнi

Гаудi:

𝑢 = 𝑢1(1, 0,𝑚 sin
𝑦

𝑎
) + 𝑢2(0, 1,

𝑚𝑥

𝑎
cos

𝑦

𝑎
)+

+

𝜕𝑢1

𝜕𝑥 + 𝜕𝑢2

𝜕𝑦 + 𝑢1 · 𝑚2𝑥
𝑎2𝑔

cos2 𝑦𝑎 + 𝑢2 · 𝑚2

𝑎𝑔

(︁
1− 𝑥2

𝑎2

)︁
sin 𝑦

𝑎 cos
𝑦
𝑎

2
(︁
−𝑚𝑥 sin 𝑦

𝑎
2𝑎2𝑔

√
𝑔

(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀)︁ ·

· 1
√
𝑔

(︁
−𝑚 sin

𝑦

𝑎
,−𝑚𝑥

𝑎
cos

𝑦

𝑎
, 1
)︁
.
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Позначимо координати вектора змiщення так: 𝑢 = (𝐴,𝐵,𝐶), та випишемо

кожну координату отриманого вектора окремо в прямокутнiй декартовiй

системi координат:

I координата:

𝐴 = 𝑢1 ·
1 +𝑚2 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎
+

+𝑢2 · 𝑚2(𝑎2 − 𝑥2)

𝑎𝑥
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀ sin 𝑦
𝑎
cos

𝑦

𝑎
+ (11)

+

(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑦

)︂
· 𝑎2𝑔

𝑥
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀ ;
II координата:

𝐵 = 𝑢1 ·
𝑚2𝑥 cos3 𝑦𝑎

𝑎
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀
sin 𝑦

𝑎

+

+𝑢2 ·

(︃
1 +

𝑚2(𝑎2 − 𝑥2) cos2 𝑦𝑎
𝑎3
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀)︃+ (12)

+

(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑦

)︂
·

𝑎𝑔 𝑐𝑡𝑔 𝑦𝑎
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

;

III координата:

𝐶 = 𝑢1 ·

(︃
𝑚 sin

𝑦

𝑎
−

𝑚 cos2 𝑦𝑎
sin 𝑦

𝑎

(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀)︃+

+𝑢2 ·

(︃
𝑚𝑥

𝑎
cos

𝑦

𝑎
−

𝑚(𝑎2 − 𝑥2) cos 𝑦𝑎
𝑎𝑥
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀)︃− (13)

−
(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑦

)︂
· 𝑎2𝑔

𝑚𝑥
(︀
1 +𝑚2 sin2 𝑦𝑎 + 2𝑚2 cos2 𝑦𝑎

)︀
sin 𝑦

𝑎

.

Таким чином, нами доведена

Теорема 2. Поверхня Гаудi допускає довiльну ареальну нескiнченно малу

деформацiю, яка виражається через двi довiльнi функцiї 𝑢1 i 𝑢2 класу

𝐶1. При цьому прямокутнi декартовi координати вектора змiщення 𝑢

мають вигляд (11), (12), (13).

Доведемо ще одну теорему, яка має мiсце для поверхнi Гаудi.
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Теорема 3. Поверхня Гаудi допускає тангенцiальну ареальну нескiнченно

малу деформацiю, при якiй прямокутнi декартовi координати вектора

змiщення виражаються через одну довiльну функцiю двох змiнних класу

𝐶2 i мають вигляд:

𝑢 =
1
√
𝑔

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑦
, −𝜕𝜓

𝜕𝑥
,
𝜕𝜓

𝜕𝑦
·𝑚 sin

𝑦

𝑎
− 𝜕𝜓

𝜕𝑥
· 𝑚𝑥
𝑎

cos
𝑦

𝑎

)︂
.

Доведення. Припустимо, що 𝑢𝑜 = 0, тодi вектор змiщення представляється

так: 𝑢 = 𝑢1𝑟1 + 𝑢2𝑟2. Отже, ареальна нескiнченно мала деформацiя буде

тангенцiальною i умова (9) набуває вигляду 𝑢𝛼,𝛼 = 0. Розгорнемо цю умову

(тут: 𝑥 = 𝑥1, 𝑦 = 𝑥2):
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛼
+ Γ𝛼𝛼𝛽𝑢

𝛽 = 0. (14)

Пiдставимо в цю рiвнiсть значення символiв Крiстофеля. Таким чином,

рiвняння ареальної нескiнченно малої деформацiї поверхнi Гаудi при 𝑢𝑜 =

0 набуває вигляду:

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+
𝑚2𝑥1

𝑎2𝑔
cos2

𝑥2

𝑎
𝑢1 +

𝑚2

𝑎𝑔

(︃
1− 𝑥1

2

𝑎2

)︃
sin

𝑥2

𝑎
cos

𝑥2

𝑎
𝑢2 = 0.

Тепер повернемося до рiвностi (14) i, використовуючи формули Фосса-

Вейля, матимемо:
𝜕(
√
𝑔𝑢𝛽)

𝜕𝑥𝛽
= 0, (15)

де 𝛽 = 1, 2.Покладемо 𝜓1 = −√
𝑔𝑢2, 𝜓2 =

√
𝑔𝑢1, де 𝜓𝑖 — деякий коварiантний

вектор. Пiдставивши цi вирази у (15), отримаємо:

𝜕𝜓2

𝜕𝑥1
=
𝜕𝜓1

𝜕𝑥2
.

Тодi 𝜓𝑖 — градiєнтний коварiантний вектор, тобто iснує функцiя 𝜓(𝑥1, 𝑥2) ∈
𝐶2 така, що 𝜕𝜓

𝜕𝑥1
= 𝜓1,

𝜕𝜓
𝜕𝑥2

= 𝜓2, через похiднi якої виражається контрварiантний

вектор 𝑢𝑖, де 𝑖 = 1, 2 :

𝑢1 =
1
√
𝑔
· 𝜕𝜓
𝜕𝑥2

, 𝑢2 = − 1
√
𝑔
· 𝜕𝜓
𝜕𝑥1

. (16)

Отже, для поверхнi Гаудi вектор змiщення ареальної нескiнченно малої

деформацiї буде мати такий вигляд:

𝑢 =
1
√
𝑔

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑦
,−𝜕𝜓

𝜕𝑥
,
𝜕𝜓

𝜕𝑦
·𝑚 sin

𝑦

𝑎
− 𝜕𝜓

𝜕𝑥
· 𝑚𝑥
𝑎

cos
𝑦

𝑎

)︂
. (17)
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В цiй формулi прямокутнi декартовi координати вектора змiщення для

поверхонь Гаудi вираженi через одну довiльну функцiю 𝜓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2. Це

означає, що поверхнi Гаудi допускають тангенцiальнi ареальнi нескiнченно

малi деформацiї.

4. Сiтка лiнiй стацiонарної довжини при А-деформацiї

поверхнi Гаудi

Довжина лiнiї на поверхнi визначається з формули для лiнiйного елемента

поверхнi 𝑆, яка є першою квадратичною формою поверхнi:

𝑑𝑠2 = 𝐼(𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽.

Для поверхнi 𝑆*, вiдповiдно, матимемо:

𝑑𝑠*2 = 𝑔*𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽. (18)

Перетворимо (18) за допомогою формули (3) для метричного тензора

поверхнi 𝑆* :

𝑑𝑠*2 = 𝑑𝑠2 + 2𝑡𝜖𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽 + 𝑜(𝑡2).

Отриманий вираз лiнiйного елемента поверхнi 𝑆* можна переписати, використовуючи

його варiацiю (варiацiю першої квадратичної форми) — 𝛿𝐼 = 2𝜖𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽 :

𝐼* = 𝐼 + 𝑡𝛿𝐼 + 𝑜(𝑡2).

Очевидно, що при А-деформацiї поверхнi в загальному виглядi лiнiйний

елемент змiнюється та залежить вiд точки i напряму на поверхнi. Розглянемо

випадок, коли лiнiйний елемент залишається незмiнним, при цьому варiацiя

буде дорiвнювати 0. Тодi:

𝛿𝐼 = 𝜖11𝑑𝑥
12 + 2𝜖12𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 + 𝜖22𝑑𝑥
22 = 0. (19)

Отримали диференцiальне рiвняння, з якого можна знайти рiвняння тих

кривих, якi складають сiтку на поверхнi, уздовж яких перша квадратична

форма залишається стацiонарною при ареальнiй нескiнченно малiй деформацiї

з точнiстю до величин другого порядку i вище. Геометрична властивiсть

цих лiнiй така: вони не змiнюють свою довжину при А-деформацiї.
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Вiднесемо поверхню до ортогональної системи координат. Це означає,

що в кожнiй точцi на поверхнi координатнi лiнiї будуть взаємно перпендикулярнi.

Тодi 𝑟1𝑟2 = 𝑔12 = 0.

Порахуємо перший тензор деформацiї поверхнi Гаудi, яка задана векторно-

параметричним рiвнянням

𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑥 sin 𝑦),

тобто розглядаємо поверхню Гаудi при значеннях параметрiв 𝑚 = 𝑎 = 1.

Виберемо функцiю 𝜓(𝑥, 𝑦) = −𝑥. За такої умови вектор змiщення (17) буде
мати вигляд:

𝑢 =

(︂
0,

1
√
𝑔
,
𝑥
√
𝑔
cos 𝑦

)︂
.

Використаємо формулу для першого тензора 𝜖𝑖𝑗 = 1
2(𝑟𝑖𝑢𝑗 + 𝑟𝑗𝑢𝑖), де 𝑢𝑖 =

𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

, де 𝑖 = 1, 2 :

𝜖11 = 𝑔−
3
2 (1 + sin2 𝑦) sin 𝑦 cos 𝑦;

𝜖12 = −𝑥
2
𝑔−

3
2 (1 + sin2 𝑦) sin2 𝑦;

𝜖22 = −𝑔−
3
2 (1 + 𝑥2) sin 𝑦 cos 𝑦.

Отримали, що 𝜖𝑖𝑗 ̸≡ 0 (так як ми розглядаємо поверхню Гаудi за умови

𝑥 ̸= 0 i 𝑦 ̸= 𝜋𝑎𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍), а це означає, що не виконується достатня

умова тривiальної А-деформацiї. Отже, будь-яка нескiнченно мала А-

деформацiя поверхнi Гаудi є заздалегiдь нетривiальною.

Тепер пiдставимо цi вирази 𝜖𝑖𝑗 у диференцiальне рiвняння (19):

(1 + sin2 𝑦) cos 𝑦 𝑑𝑥2 − 𝑥(1 + sin2 𝑦) sin 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 − (1 + 𝑥2) cos 𝑦 𝑑𝑦2 = 0. (20)

Припустивши, що 𝑑𝑦 ̸= 0, перепишемо отриману рiвнiсть:

(1 + sin2 𝑦) cos 𝑦

(︂
𝑑𝑥

𝑑𝑦

)︂2

− 𝑥(1 + sin2 𝑦) sin 𝑦
𝑑𝑥

𝑑𝑦
− (1 + 𝑥2) cos 𝑦 = 0. (21)

Таким чином, ми отримали алгебраїчне квадратне рiвняння вiдносно

напрямку 𝑑𝑥
𝑑𝑦 , розв’язками якого будуть два рiзних дiйсних коренi, якi

знаходяться за формулами:

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

−𝜖12 +
√︁
𝜖212 +

𝑔11
𝑔22
𝜖222

𝜖11
;

𝛿𝑥

𝛿𝑦
=

−𝜖12 −
√︁
𝜖212 +

𝑔11
𝑔22
𝜖222

𝜖11
.

Отже, ми довели теорему, яка була представлена у тезах [7]:
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Теорема 4. При ареальнiй тангенцiальнiй нескiнченно малiй деформацiї

з полем змiщення (17) (𝑎 = 𝑚 = 1, 𝜓(𝑥, 𝑦) = −𝑥) на поверхнi Гаудi iснує
дiйсна ортогональна сiтка лiнiй стацiонарної довжини, диференцiальне

рiвняння якої має вигляд (20).

Висновки

Доведено, що поверхня Гаудi допускає довiльну ареальну нескiнченно

малу деформацiю, яка виражається через двi довiльнi неперервно диференцiйовнi

функцiї, та отримано явне представлення вектора змiщення у декартових

координатах. Також доведено, що поверхня Гаудi допускає тангенцiальну

ареальну нескiнченно малу деформацiю, що виражається через одну довiльну

функцiю двох змiнних класу 𝐶2 та отримано вiдповiдний вектор змiщення

у декартових координатах. Доведено iснування дiйсної ортогональної

сiтки лiнiй стацiонарної довжини на поверхнi Гаудi та отримано диференцiальне

рiвняння для їх знаходження.
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Areal infinitely small deformation of the Gaudi surface

Summary

This article is devoted to the study of infinitesimal areal deformations of the

Gaudi surface. These surfaces, which were named after the famous Catalan

architect Antonio Gaudi, are used in architecture as roofing structures, deco-

rative elements, etc. Previously, Velimirovic L. S., Cvetkovic M. D., and others

studied infinitesimal bendings of the Gaudi surface.

This article proves that the Gaudi surface admits an arbitrary areal in-

finitesimal deformation, which is described by two arbitrary continuously dif-

ferentiable functions, and gives an explicit expression for the displacement

vector in Cartesian coordinates. The case of tangential areal deformation is

considered separately, with the corresponding displacement vector obtained.

In addition, the existence of a real orthogonal grid of lines of stationary length

on the Gaudi surface is proved and a differential equation for its construction

is derived.

Keywords: Riemannian space, metric tensor, affine connection object, in-

finitesimal deformation, curvature, differential equations.
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