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ПРО ПРОДОВЖУВАНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ СИСТЕМИ

СИНГУЛЯРНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ПЕРШОГО

ПОРЯДКУ НА ПРОМIЖОК НАПЕРЕД ЗАДАНОЇ ДОВЖИНИ

У статтi дослiджуються сингулярнi диференцiальнi системи, особливi кривi та

поверхнi яких є прямими та площинами. Аналiзується питання iснування розв’язкiв,

що продовжуються до особливої точки на заданий промiжок, та одержання їх якiсних

оцiнок. Для дослiдження використовуються геометричнi методи, зокрема концепцiя

кривих i поверхонь без контакту. Основна увага придiлена способу вибору таких кри-

вих, форма яких визначається поведiнкою iнтегральних траєкторiй системи. Результа-

ти роботи мають значення для теорiї сингулярних рiвнянь i якiсного аналiзу

динамiчних систем.
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Вступ

Вiдомо, що сингулярнi диференцiальнi рiвняння та системи в загальному

випадку не пiддаються точному аналiтичному розв’язанню. Однак можна

iдентифiкувати точки або об’єкти, у яких не виконуються умови теореми

Пiкара-Кошi, що унеможливлює застосування класичних методiв розв’язання.

Вивчення поведiнки розв’язкiв поблизу таких сингулярностей становить

iстотну наукову проблему, для розв’язання якої застосовуються якiснi

методи. Цi методи дозволяють аналiзувати властивостi розв’язкiв без

необхiдностi їх явного знаходження, зосереджуючись на геометричнiй структурi

диференцiальних рiвнянь.
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Серед якiсних пiдходiв особливе мiсце займають геометричнi методи,

зокрема використання кривих i поверхонь без контакту. Вибiр таких

кривих i поверхонь є важливим етапом дослiдження, оскiльки їхня форма

суттєво залежить вiд поведiнки iнтегральних кривих системи та її загальної

структури. Вiдповiдний пiдбiр цих геометричних об’єктiв ускладнюється

тим, що вiн вимагає глибокого розумiння динамiки системи, i тому часто

розглядається як мистецтво.

У данiй роботi дослiджуються системи, особливi кривi та поверхнi яких

є прямими та площинами. Основною метою є встановлення iснування

розв’язкiв, якi можна продовжити до особливої точки на заданий промiжок,

та одержання оцiнок цих розв’язкiв. Результати роботи можуть знайти

застосування в теорiї сингулярних диференцiальних рiвнянь та якiсному

аналiзi динамiчних систем.

Основнi результати

Нехай𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 — дискретнi множини з R (скiнченнi або нескiнченнi).

Розглядається система сингулярних диференцiальних рiвнянь⎧⎨⎩𝑔𝑘(𝑥) 𝑞𝑘(𝑦𝑘) 𝑦′𝑘 = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛),

𝑘 = 1, 𝑛,
(1)

у якiй 𝑔𝑘, 𝑞𝑘 i 𝑓𝑘 задовольняють наступним умовам:

(а) 𝑔𝑘 ∈ C(0; ℓ], де ℓ є меншою за мiнiмальну вiдстань вiд нуля до

найближчого нуля функцiй 𝑔𝑘, або до найближчої точки, у якiй хоча

б одна з функцiй 𝑔𝑘 визначена (якщо ж такої точки немає, то ℓ —

довiльно велике число); 𝑔𝑘(+0) = 0, 𝑔𝑘(𝑥) > 0;

(б) 𝑞𝑘 ∈ C1(R ∖ 𝐴𝑘), 𝑞𝑘(𝑦𝑘) > 0; причому для будь-якого 𝑎𝑘𝑖𝑘 ∈ 𝐴𝑘

(𝑖𝑘 — не бiльше максимальної кiлькостi елементiв множини 𝐴𝑘): або

𝑞𝑘(𝑎𝑘𝑖𝑘) = 0, або 𝑞𝑘(𝑎𝑘𝑖𝑘) не визначено;

(в) 𝑓𝑘 ∈ C0,1
𝑥,𝑦1,...,𝑦𝑛(𝐷), де𝐷 = [(0; ℓ]× (R ∖𝐴1)× . . .× (R ∖𝐴𝑛)] ; причому

для будь-якого 𝑎𝑘𝑖𝑘 ∈ 𝐴𝑘: або 𝑓𝑘(𝑥, 𝑎1𝑖1 , . . . , 𝑎𝑛𝑖𝑛) ̸≡ 0, або 𝑓𝑘(𝑥, 𝑎1𝑖1 , . . . , 𝑎𝑛𝑖𝑛)

не визначена.
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Крiм того, будемо припускати, що серед первiсних функцiй 𝜙𝑘(𝑥) =∫︀
𝑑𝑥
𝑔𝑘(𝑥)

iснують такi, що lim𝑥→+0 𝜙𝑘(𝑥) = 0 (очевидно, що lim𝑥→+0 𝜙
′
𝑘(𝑥) =

+∞).

За зроблених припущень для кожної точки областi𝐷 локально виконуються

умови теореми Пiкара–Кошi. Тому через кожну точку областi𝐷 проходить

єдина неперервна iнтегральна крива.

Зауваження 1. Вимога, що накладена на первiснi 𝜙𝑘(𝑥), значно звужує

клас функцiй 𝑔𝑘(𝑥).

Задача. Знайти достатню умову iснування розв’язкiв системи рiвнянь

(1) на промiжку (0; ℓ], причому таких, що⎧⎨⎩𝑦𝑘(+0) = 𝑐𝑘,

𝑘 = 1, 𝑛,

де 𝑐𝑘 = const /∈ 𝐴𝑘 (тут 𝑐𝑘 поки не визначенi).

Дослiдимо поведiнку розв’язкiв системи рiвнянь (1), якi перетинають

поверхнi виду: ⎧⎨⎩𝑦𝑘𝑖𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1± 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
,

𝑘 = 1, 𝑛,
(2)

де 𝑐𝑘 /∈ 𝐴𝑘, 𝑥 ∈ (0; ℓ].

Введемо в розгляд область 𝐺𝑖1...𝑖𝑛 , обмежену поверхнями (2):

𝐺𝑖1...𝑖𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 < 𝑥 ≤ ℓ

𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘

(︀
1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
при 𝑐𝑘𝑖𝑘 > 0

або

𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘

(︀
1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
при 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 0

𝑘 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Для кожного фiксованого 𝑥′ ∈ (0; ℓ] у перерiзi𝐺𝑖1...𝑖𝑛 (𝑥 = 𝑥′) отримуємо

деяку замкнену область, яка при 𝑥′ → +0 стягується в точку 𝑃𝑖1...𝑖𝑛(0; 𝑐1𝑖1 ; . . . ; 𝑐𝑛𝑖𝑛).

Границею областi𝐺𝑖1...𝑖𝑛 є кусочно-гладка поверхня 𝜕𝐺𝑖1...𝑖𝑛 =
⋃︀𝑛
𝑘=1 𝜕𝐺

𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛

,
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де:

𝜕𝐺𝑘𝑖𝑘𝑖1...𝑖𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 < 𝑥 ≤ ℓ

𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1± 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 > 0

або

𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 < 0

𝑚 ̸= 𝑘, 𝑚 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Оскiльки 𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑎𝑘𝑖𝑘 ∈ 𝐴𝑘 у просторi R𝑛+1 задають особливi гiперплощини,

то поверхнi (2) не повиннi з ними перетинатися.

Для цього пiдберемо 𝜆𝑘𝑖𝑘(ℓ) > 0 настiльки малими, щоб виконувались

умови:

� 𝑐𝑘𝑖𝑘(1−𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) > 𝑎𝑘𝑖𝑘 , якщо 0 ≤ 𝑎𝑘𝑖𝑘 < 𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
𝑐𝑘𝑖𝑘(1+𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) >

𝑎𝑘𝑖𝑘 , якщо 𝑎𝑘𝑖𝑘 < 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 0
)︀
;

� 𝑐𝑘𝑖𝑘(1+𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) < 𝑎𝑘𝑖𝑘 , якщо 0 < 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 𝑎𝑘𝑖𝑘
(︀
𝑐𝑘𝑖𝑘(1−𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) <

𝑎𝑘𝑖𝑘 , якщо 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 𝑎𝑘𝑖𝑘 ≤ 0
)︀
.

Оскiльки 𝜙′
𝑘(𝑥) > 0, то звiдси випливає, що 𝜙𝑘(𝑥)— зростаюча функцiя.

Тодi, очевидно, 𝜆𝑘𝑖𝑘(ℓ) → 0 або при ℓ → +∞, або при ℓ → ℓ0, де ℓ0 —

найближча до нуля особлива точка.

Розглянемо скалярний добуток вектора нормалi 𝑁
𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 , спрямованого

назовнi вiдносно областi 𝐺𝑘𝑖𝑘𝑖1...𝑖𝑛 , на 𝑔𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘)𝑇
𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 , де 𝑇

𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 — вектор

поля, визначений системою рiвнянь (1) у тiй же точцi.

Тодi 𝑁
𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 = (∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘𝜙′

𝑘(𝑥); 0; . . . ; 0; 1𝑘−те; 0; . . . ; 0).

Оскiльки 𝑔𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘) > 0, то добуток 𝑔𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘)𝑇
𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 не змiнює

напрямку вектора поля 𝑇
𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 .
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Тодi(︁
𝑔𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘)𝑇

𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛 , 𝑁

𝑘𝑖𝑘
𝑖1...𝑖𝑛

)︁
= 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑦𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)∓

∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘𝜙′
𝑘(𝑥)𝑔𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘) = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑦𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)∓

∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘𝜙′
𝑘(𝑥) ·

𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘 )

𝜙′
𝑘(𝑥)

= 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑦𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)∓

∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘) = 𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘)
[︁
∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘 +

𝑓𝑘(𝑥,𝑦1,...,𝑦𝑘−1,𝑦𝑘𝑖𝑘 ,𝑦𝑘+1,...,𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑦𝑘𝑖𝑘 )

]︁
=

= 𝑞𝑘

(︁
𝑐𝑘𝑖𝑘

[︀
1± 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

]︀)︁ [︂
∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘 +

𝑓𝑘(𝑥,𝑦1,...,𝑦𝑘−1,𝑐𝑘𝑖𝑘 [1±𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)],𝑦𝑘+1,...,𝑦𝑛)

𝑞𝑘

(︀
𝑐𝑘𝑖𝑘 [1±𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)]

)︀ ]︂
.

Нехай для будь-якого 𝑎𝑘𝑖𝑘 ∈ 𝐴𝑘 iснує

lim
𝑝𝑘𝑖𝑘→𝑎𝑘𝑖𝑘+0

𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑝𝑘𝑖𝑘)
= 0 (3)

(︂
lim

𝑝𝑘𝑖𝑘→𝑎𝑘𝑖𝑘−0

𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑝𝑘𝑖𝑘)
= 0

)︂
(3′)

рiвномiрно вiдносно 𝑥 ∈ (0; ℓ] i вiдносно 𝑦𝑠𝑖𝑠 ∈ R ∖𝐴𝑠 (𝑠 ̸= 𝑘, 𝑠 = 1, 𝑛). Тодi

покажемо, що iснує таке достатньо мале додатне число 𝑐+𝑘𝑖𝑘(ℓ)
(︀
𝑐−𝑘𝑖𝑘(ℓ)

)︀
, що

для будь-якого 𝑐𝑘 ∈
(︀
𝑎𝑘𝑖𝑘 ; 𝑎𝑘𝑖𝑘 + 𝑐+𝑘𝑖𝑘

]︀ (︀
𝑐𝑘 ∈

[︀
𝑎𝑘𝑖𝑘 − 𝑐−𝑘𝑖𝑘 ; 𝑎𝑘𝑖𝑘

)︀)︀
виконується

умова:

sgn
[︁
∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘 +

𝑓𝑘(𝑥,𝑦1,...,𝑦𝑘−1,𝑐𝑘𝑖𝑘 [1±𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)],𝑦𝑘+1,...,𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑐𝑘𝑖𝑘 [1±𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)])

]︁
=

= sgn[∓𝜆𝑘𝑖𝑘𝑐𝑘𝑖𝑘 ];

(4)

причому, коли ℓ зростає в областi допустимих значень, то 𝑐+𝑘𝑖𝑘(ℓ) → 0,

𝑐−𝑘𝑖𝑘(ℓ) → 0.

Геометрично це означає, що поверхнi (2) на промiжку (0; ℓ] складаються

з точок строгого виходу з областi 𝐺𝑖1...𝑖𝑛 при зменшеннi 𝑥.

Скористаємося топологiчним принципом Важевського [1].
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Тут:

Ω = 𝐺𝑖1...𝑖𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 < 𝑥 ≤ ℓ

𝑐𝑘𝑖𝑘(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) ≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) при 𝑐𝑘𝑖𝑘 > 0

або

𝑐𝑘𝑖𝑘(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) ≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) при 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 0

𝑘 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑆 = Ω∩(𝑥 = ℓ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥 = ℓ

𝑐𝑘𝑖𝑘(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) ≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) при 𝑐𝑘𝑖𝑘 > 0

або

𝑐𝑘𝑖𝑘(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) ≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐𝑘𝑖𝑘(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) при 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 0

𝑘 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ω𝑠𝑒 = 𝜕Ω =

=

𝑛⋃︁
𝑘=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 < 𝑥 ≤ ℓ

𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1± 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 > 0

або

𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 < 0

𝑚 ̸= 𝑘, 𝑚 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Тодi

𝑆 ∩ Ω𝑠𝑒 =

=

𝑛⋃︁
𝑘=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥 = ℓ

𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑐𝑘𝑖𝑘
(︀
1± 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 > 0

або

𝑐𝑚𝑖𝑚(1 + 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) ≤ 𝑦𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑚𝑖𝑚(1− 𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)) при 𝑐𝑚𝑖𝑚 < 0

𝑚 ̸= 𝑘, 𝑚 = 1, 𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Перевiримо виконання умов принципу Важевського.

1) Cпочатку покажемо, що iснує неперервне вiдображення Ω𝑠𝑒 на 𝑆 ∩
Ω𝑠𝑒.

Для цього розглянемо довiльну точку 𝑃 ′(𝑥̄, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ Ω𝑠𝑒. Тодi iснує

таке 𝑘 ∈ 1, 𝑛, що⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 < 𝑥̄ < ℓ,

𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑐𝑘𝑖𝑘

(︁
1 + 𝜃𝑘𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥̄)

)︁
, |𝜃𝑘| = 1, 𝜃𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑦𝑚𝑖𝑚 = 𝑐𝑚𝑖𝑚

(︁
1 + 𝜂𝑚𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥̄)

)︁
, |𝜂𝑚| ≤ 1, 𝜂𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑚 ̸= 𝑘, 𝑚 = 1, 𝑛.

Розглянемо наступне неперервне перетворення:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̄ ≤ 𝑥 < ℓ,

𝑦𝑘𝑖𝑘 = 𝑐𝑘𝑖𝑘

(︁
1 + 𝜃𝑘𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︁
, |𝜃𝑘| = 1, 𝜃𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑦𝑚𝑖𝑚 = 𝑐𝑚𝑖𝑚

(︁
1 + 𝜂𝑚𝜆𝑚𝑖𝑚𝜙𝑚(𝑥)

)︁
, |𝜂𝑚| ≤ 1, 𝜂𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑚 ̸= 𝑘, 𝑚 = 1, 𝑛.

Спрямовуючи 𝑥→ ℓ−0, отримаємо, що точка 𝑃 ′, залишаючись на Ω𝑠𝑒,

неперервно вiдобразиться в точку

𝑃 ′′(︀ℓ; 𝑐1𝑖1(1+𝜂1𝜆1𝑖1𝜙1(ℓ)); . . . ; 𝑐𝑘𝑖𝑘(1+𝜃𝑘𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)); . . . ; 𝑐𝑛𝑖𝑛(1+𝜂𝑛𝜆𝑛𝑖𝑛𝜙𝑛(ℓ))
)︀
,

яка належить 𝑆∩Ω𝑠𝑒. Отже, в силу неперервностi функцiй 𝜙𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 𝑛,

iснує неперервне вiдображення Ω𝑠𝑒 на 𝑆 ∩ Ω𝑠𝑒.

2) З топологiї вiдомо, що область, гомеоморфну замкненiй кулi, не

можна неперервно вiдобразити на свою границю, залишаючи її нерухомою.

У нашому випадку замкнена область 𝑆 — 𝑛-вимiрний замкнений «паралелепiпед»,

тобто область, гомеоморфна замкненiй кулi. Тому 𝑆 не можна неперервно

вiдобразити на свою границю, якою є 𝑆 ∩ Ω𝑠𝑒, зберiгаючи її нерухомою.

Таким чином, всi умови iз принципу Важевського виконуються. Тому

iснує принаймнi одна точка 𝑠 ∈ 𝑆 така, що вiдповiдна їй iнтегральна крива

при зменшеннi 𝑥 продовжується на промiжку (0; ℓ] i залишається всерединi

областi 𝐺𝑖1...𝑖𝑛 . Тобто iснує принаймнi один неперервний розв’язок системи
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рiвнянь (1), який на промiжку (0; ℓ] задовольняє нерiвностям:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∨ 𝑐𝑘
(︀
1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
≤ 𝑦𝑘 ≤ 𝑐𝑘

(︀
1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
(при 𝑐𝑘𝑖𝑘 > 0),

∨ 𝑐𝑘
(︀
1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
≤ 𝑦𝑘 ≤ 𝑐𝑘

(︀
1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)

)︀
(при 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 0),

𝑦𝑘(+0) = 𝑐𝑘,

𝑘 = 1, 𝑛.

(5)

Таким чином, на основi отриманих результатiв сформулюємо теорему.

Теорема. Нехай у системi рiвнянь (1) функцiї 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), де

𝑘 = 1, 𝑛, задовольняють умову (3) ((3′)). Тодi iснують такi достатньо

малi додатнi числа 𝑐+𝑘𝑖𝑘(ℓ)
(︁
𝑐−𝑘𝑖𝑘(ℓ)

)︁
, що для будь-яких 𝑐𝑘 ∈

(︁
𝑎𝑘𝑖𝑘 ; 𝑎𝑘𝑖𝑘 +

𝑐+𝑘𝑖𝑘

]︁ (︁
𝑐𝑘 ∈

[︁
𝑎𝑘𝑖𝑘 − 𝑐

−
𝑘𝑖𝑘

; 𝑎𝑘𝑖𝑘

)︁)︁
iснує хоча б один розв’язок системи рiвнянь

(1), який на (0; ℓ] задовольняє нерiвностям (5).

Зауваження 2. Припустимо, що для множини 𝐴𝑘 значення 𝑦𝑘 = +∞(︁
𝑦𝑘 = −∞

)︁
не є граничним. Крiм того, припустимо, що для елементiв

множин 𝐴𝑗
(︁
𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗 = 1, 𝑛

)︁
виконано граничне спiввiдношення (3) ((3′)).

Тодi iснує таке число 𝑚+
𝑖𝑘
> max 𝑎𝑘𝑖𝑘

(︀
𝑚−
𝑖𝑘
< min 𝑎𝑘𝑖𝑘

)︀
, що в смузi 𝑚+

𝑖𝑘
≤

𝑦𝑘 < +∞
(︀
−∞ < 𝑦𝑘 ≤ 𝑚−

𝑖𝑘

)︀
немає елементiв з 𝐴𝑘.

Якщо

lim
𝑝𝑘𝑖𝑘→+∞

𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑝𝑘𝑖𝑘)
= 0 (6)

(︂
lim

𝑝𝑘𝑖𝑘→−∞

𝑓𝑘(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑝𝑘𝑖𝑘 , 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)

𝑞𝑘(𝑝𝑘𝑖𝑘)
= 0

)︂
(6′)

рiвномiрно вiдносно 𝑥 ∈ (0; ℓ] i вiдносно 𝑦𝑠𝑖𝑠 ∈ R ∖ 𝐴𝑠 (𝑠 ̸= 𝑘, 𝑠 = 1, 𝑛), то

iснують такi достатньо великi за модулем додатнi числа 𝑐+∞
𝑘𝑖𝑘

(ℓ)
(︀
вiд’ємнi

числа 𝑐−∞
𝑘𝑖𝑘

(ℓ)
)︀
, що для будь-яких 𝑐𝑘 ∈ [𝑐+∞

𝑘𝑖𝑘
; +∞)

(︀
𝑐𝑘 ∈ (−∞; 𝑐−∞

𝑘𝑖𝑘
]
)︀
виконується

умова (4).

Не виключено, що для деяких (або всiх) множин 𝐴𝑗 значення 𝑦𝑗 = +∞(︀
𝑦𝑗 = −∞

)︀
також не є граничним.

Тодi всерединi областi 𝐺𝑖1...𝑖𝑛 iнтегральнi кривi продовжуванi на (0; ℓ]

i перетинають гiперплощину 𝑥 = 0 у точцi 𝑃 (0; 𝑐1; . . . ; 𝑐𝑛).
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Зауваження 3. Якщо множини 𝐴𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, мiстять бiльше нiж один

елемент i граничнi спiввiдношення або (3) ((3′)), або (6) ((6′)) справедливi,

тодi всерединi областi, де

𝑐𝑘𝑖𝑘(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) < 𝑦𝑘 < 𝑐𝑘𝑖𝑘+1
(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘+1

𝜙𝑘+1(𝑥)), 0 < 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 𝑐(𝑘+1)𝑖𝑘+1(︀
𝑐𝑘𝑖𝑘(1− 𝜆𝑘𝑖𝑘𝜙𝑘(𝑥)) < 𝑦𝑘 < 𝑐𝑘𝑖𝑘+1(1 + 𝜆𝑘𝑖𝑘+1

𝜙𝑘+1(𝑥)), 𝑐𝑘𝑖𝑘 < 𝑐(𝑘+1)𝑖𝑘+1
< 0
)︀
,

𝑘 = 1, 𝑛,

будь-який розв’язок буде визначений на промiжку (0; ℓ], але iснування

граничницi цього розв’язку при 𝑥→ +0 стверджувати не можна.

Зауваження 4. Якщо множини 𝐴𝑘 = {−∞; +∞}, 𝑘 = 1, 𝑛, i граничнi

спiввiдношення (6) ((6′)) справедливi, то iнтегральнi кривi, що проходять

через будь-яку точку областi, де 𝑥 ∈ (0; ℓ], 𝑦𝑘 ∈ R, продовжуванi на (0; ℓ],

причому деякi з них мають скiнченну границю при 𝑥→ +0, iншi ж, взагалi

кажучи, можуть її i не мати.

Приклад. ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 ln2 1

𝑥 · 𝑦41 · 𝑦′1 = sin6 𝑦1 (2 + sin 𝑦2) + 𝑒
− 1
𝑦21 ,

𝑥
1√
2 · sin2 𝑦2 · 𝑦′2 = 𝑒

− 1
sin4 𝑦2 (4 + arctg 𝑦1).

Тут 𝑥 = 0, 𝑥 = 1 — сусiднi особливi точки.

𝑞1(𝑦1) = 𝑦41, 𝐴1 = {−∞; 0;+∞};
𝑞2(𝑦2) = sin2 𝑦2, 𝐴2 = {𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z}.

Дослiджується продовжуванiсть по 𝑥 розв’язкiв цiєї системи рiвнянь

на промiжок (0; 1− 𝛿], де 𝛿 — додатне як завгодно мале число.

Звiдси:

𝜙1(𝑥) =

∫︁
𝑑𝑥

𝑥 ln2 1
𝑥

=
1

ln 1
𝑥

, 𝜙2(𝑥) =

∫︁
𝑑𝑥

𝑥
1√
2

=
𝑥
1− 1√

2

1− 1√
2

.

𝐺𝑖1𝑖2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 < 𝑥 ≤ 1− 𝛿

𝑐1𝑖1

(︂
1∓ 𝜆1𝑖1

ln
1
𝑥

)︂
≤ 𝑦𝑘𝑖𝑘 ≤ 𝑐1𝑖1

(︂
1± 𝜆1𝑖1

ln
1
𝑥

)︂
,

𝑐2𝑖2

(︃
1∓ 𝜆2𝑖2

1− 1√
2

· 𝑥1−
1√
2

)︃
≤ 𝑦2𝑖2 ≤ 𝑐2𝑖2

(︃
1± 𝜆2𝑖2

1− 1√
2

· 𝑥1−
1√
2

)︃
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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де 𝑖1, 𝑖2 — фiксованi.

У результатi маємо, що яким би малим не було 𝛿 > 0, усi точки на

границi областi 𝐺𝑖1𝑖2 з вiдповiдними константами

𝑐1 ∈
(︀
−∞;−𝑐−1(−∞)

)︀
∪
[︀
−𝑐−10; 0

)︀
∪ (0; 𝑐+10] ∪

(︀
𝑐+1(+∞); +∞

)︀
,

𝑐2 ∈
(︁ ⋃︁
𝑘≥0, 𝑘∈Z

(︁
(𝜋𝑘;𝜋𝑘 + 𝑐+2𝑘] ∪ [𝜋(𝑘 + 1)− 𝑐−2𝑘;𝜋(𝑘 + 1))

)︁)︁
∪

∪
(︁ ⋃︁
𝑘<0, 𝑘∈Z

(︁
(𝜋(𝑘 + 1);𝜋(𝑘 + 1) + 𝑐+2𝑘] ∪ [𝜋𝑘 − 𝑐−2𝑘;𝜋𝑘)

)︁)︁
,

є точками строгого виходу при зростаннi 𝑥. Отже, всерединi областi 𝐺𝑖1𝑖2
лежить хоча б одна iнтегральна крива, продовжувана на промiжок (0; 1−𝛿]
i спрямована в точку 𝑃𝑖1𝑖2(0; 𝑐1; 𝑐2).

Iнтегральнi кривi, що проходять мiж областями𝐺0±𝑖+2
i𝐺±∞𝑖−2

, продовжуванi

на (0; 1−𝛿], але iснування границi цих розв’язкiв при 𝑥→ +0 стверджувати

не можна.

Висновки

У роботi дослiджено сингулярнi диференцiальнi системи з особливими

кривими та поверхнями у виглядi прямих i площин. Отримано критерiї

iснування розв’язкiв, якi можна продовжити до особливої точки на заданий

промiжок, та доведено їх якiснi оцiнки. Запропоновано геометричний

пiдхiд на основi методу кривих i поверхонь без контакту, який дозволяє

аналiзувати поведiнку iнтегральних траєкторiй без явного розв’язання

системи.

Результати роботи мають теоретичне значення для розвитку теорiї

сингулярних диференцiальних рiвнянь i можуть бути застосованi в якiсному

аналiзi динамiчних систем. Подальшi дослiдження можуть бути спрямованi

на узагальнення методу для нелiнiйних особливих поверхонь та розширення

класу аналiзованих систем.
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On the continuability of solutions of a system of first-order

singular differential equations to an interval of predetermined

length

Summary

The article investigates singular differential systems whose special curves

and surfaces are straight lines and planes. The question of the existence of

solutions that can be extended to a singular point over a given interval and

obtaining their qualitative estimates is analyzed. The study employs

geometric methods, particularly the concept of contactless curves and

surfaces. The main focus is on the method of selecting such curves, whose

shape is determined by the behavior of the system’s integral trajectories. The

results of the work are significant for the theory of singular equations and the

qualitative analysis of dynamical systems.

Keywords: singular differential systems, special curves and surfaces, extension

of solutions, qualitative estimates, geometric methods, contactless curves, con-

tactless surfaces, integral trajectories, qualitative analysis.
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