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АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI ШВИДКО ЗМIННИХ

РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО

ПОРЯДКУ З НЕЛIНIЙНОСТЯМИ БЛИЗЬКИМИ ДО

ПРАВИЛЬНО ЗМIННИХ

Для диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями загального ви-

гляду, що є близькими до правильно змiнних, вперше отримано необхiднi та достатнi

умови iснування досить широкого класу швидкозмiнних розв’язкiв. Ця робота розши-

рює та узагальнює класичнi результати, отриманi для рiвнянь Емдена-Фаулера, та до-

зволяє застосувати асимптотичнi методи до бiльш складних моделей. Крiм того, отри-

мано точнi асимптотичнi формули для таких розв’язкiв та їх похiдних першого поряд-

ку. Цi формули є важливим iнструментом для аналiзу якiсної поведiнки розв’язкiв у

залежностi вiд властивостей коефiцiєнтiв рiвняння. Отриманi результати дозволяють

прогнозувати поведiнку розв’язкiв у околi особливої точки, що має велике значення

для прикладних задач у фiзицi, хiмiї та iнших науках.
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Вступ

З розвитком теорiї правильно змiнних функцiй [1] у роботах В.М.

Євтухова та численних представникiв його наукової школи (див., наприклад,

[3]—[6]) було розроблено теорiю дослiдження достатньо широких класiв

розв’язкiв iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з правильно змiнними

нелiнiйностями. Залишається вiдкритою задача дослiдження рiвнянь бiльш

загального виду, якi можуть виникати при розглядi уточнених моделей

рiзноманiтних природних явищ. Дану роботу присвячено саме таким
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типам рiвнянь.

Основнi результати

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦
′), (1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[(−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) – неперервна

функцiя i 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×∆𝑌0 × ∆𝑌1 →]0,+∞[ є неперервно диференцiйовною,

𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}, ∆𝑌𝑖 має вид або [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[
* або ]𝑌𝑖, 𝑦

0
𝑖 ].

Покладемо

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡, то 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, то 𝜔 < +∞.

Вважаємо, що функцiя 𝑓 у (1) задовольняє умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡) · 𝜕𝑓𝜕𝑡 (𝑡, 𝑣0, 𝑣1)
𝑓(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

= 𝛾 рiвномiрно по (𝑣0, 𝑣1) ∈ ∆𝑌0 ×∆𝑌1 (2)

та для кожного 𝑘 ∈ {0, 1}

lim
𝑣𝑘→𝑦𝑘
𝑣𝑘∈Δ𝑌𝑘

𝑣𝑘 · 𝜕𝑓
𝜕𝑣𝑘

(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

𝑓(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)
= 𝜎𝑘 рiвномiрно по 𝑡 ∈ [𝑎,𝑤[ та рiвномiрно по (3)

𝑣𝑗 ∈ ∆𝑌𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑘, 𝜎𝑖 ∈ 𝑅, причому 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1.

Функцiї 𝑓 , що задовольняють умови (2) та (3) є близькими до правильно

змiнних функцiй по кожнiй зi змiнних. Прикладом можуть слугувати

зокрема функцiї виду |𝜋𝜔(𝑡)|𝛾 |𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 exp (|ln |𝜋𝜔(𝑡)𝑦𝑦′||𝜇), 0 < 𝜇 < 1.

Важливою особливiстю таких функцiй є неможливiсть їх навiть асимптотично

зобразити у виглядi добутку функцiї, кожна з яких залежить тiльки вiд

однiєї змiнної.

В силу (2) та (3), 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′) має вигляд

𝑓(𝑡, 𝑣0, 𝑣1) = |𝜋𝜔(𝑡)|𝛾 |𝑦|𝜎0
⃒⃒
𝑦′
⃒⃒𝜎1 ·Θ(𝑡, 𝑦, 𝑦′), (4)

де функцiя Θ задовольняє умову

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡) · 𝜕Θ𝜕𝑡 (𝑡, 𝑣0, 𝑣1)
Θ(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

= 0 рiвномiрно по (𝑣0, 𝑣1) ∈ ∆𝑌0 ×∆𝑌1 , (5)
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а також для кожного 𝑘 ∈ {0, 1}

lim
𝑣𝑘→𝑦𝑘
𝑣𝑘∈Δ𝑌𝑘

𝑣𝑘 · 𝜕Θ𝜕𝑣𝑘 (Θ, 𝑣0, 𝑣1)
𝑓(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

= 0 рiвномiрно по 𝑡 ∈ [𝑎,𝑤[ та рiвномiрно по (6)

𝑣𝑗 ∈ ∆𝑌𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑘.

Розв’язок 𝑦 рiвняння (1) будемо називати 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язком,

якщо вiн заданий на [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ та для кожного 𝑖 ∈ {0, 1}

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖, lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0. (7)

Введемо необхiднi позначення

𝐼2(𝑡) = 𝛼0

∫︁ 𝑡

𝐴2
𝜔

𝑝(𝜏)𝑑𝜏, 𝐴2
𝜔 =

⎧⎨⎩𝑎, якщо
∫︀ 𝜔
𝑎 𝑝(𝜏)𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︀ 𝜔
𝑎 𝑝(𝜏)𝑑𝜏 < +∞,

𝐽4(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝐵4
𝜔

|𝐼2(𝜏)|
1
𝜎0 𝑑𝜏, 𝐵4

𝜔 =

⎧⎨⎩𝑏, якщо
∫︀ 𝜔
𝑏 |𝐼2(𝜏)|

1
𝜎0 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︀ 𝜔
𝑏 |𝐼2(𝜏)|

1
𝜎0 𝑑𝜏 < +∞.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема. Нехай у рiвняннi (1) 𝜎1 = 1. Тодi, для iснування у рiвняння (1)

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язкiв необхiдно, а якщо

𝜎0𝐼2(𝑡) < 0, (8)

то i достатньо виконання умов

𝑦00𝛼0 > 0, 𝜎0𝑦
0
1𝐼2(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[, (9)

lim
𝑡↑𝜔

𝑦00|𝐽4(𝑡)|−1 = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝑦01|𝐽4(𝑡)|−1 = 𝑌1, lim
𝑡↑𝜔

𝐽4(𝑡)𝐼
′
2(𝑡)

𝐽 ′
4(𝑡)𝐼2(𝑡)

= 𝜎0. (10)

Крiм того, для кожного такого розв’язку мають мiсце наступнi асимптотичнi

зображення при 𝑡 ↑ 𝜔

1

𝑦′(𝑡) ·
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀ 1
𝜎0

= −𝐽4(𝑡)|𝜎0|
1
𝜎0 [1 + 𝑜(1)], (11)

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= −𝐽4(𝑡)

𝐽 ′
4(𝑡)

[1 + 𝑜(1)]. (12)
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ R є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0) -

– розв’язком рiвняння (1), для якого 𝜆0 ∈ R∖{0, 1}. Пiдставляючи в (1)

зображення (4) отримуємо рiвнiсть

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡) |𝜋𝜔(𝑡)|𝛾 |𝑦|𝜎0
⃒⃒
𝑦′
⃒⃒
·Θ(𝑡, 𝑦, 𝑦′). (13)

Розглянемо рiвнiсть(︂
𝑦′(𝑡)

|𝑦(𝑡)|𝜎0 |𝑦′(𝑡)|Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︂′
=

𝑦′′(𝑡)

|𝑦(𝑡)|𝜎0 |𝑦′(𝑡)|Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))(︂
− 𝜎0

|𝑦′(𝑡)|2

𝑦′′(𝑡) · 𝑦(𝑡)
−
𝑦′(𝑡) · 𝜕Θ(𝑡,𝑦(𝑡),𝑦′(𝑡))

𝜕𝑣1

Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))
− (𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡) · 𝑦(𝑡)
·
𝑦(𝑡) · 𝜕Θ(𝑡,𝑦(𝑡),𝑦′(𝑡))

𝜕𝑣0

Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))
−

− 𝑦′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡) · 𝑦′′(𝑡)
·
𝜕Θ(𝑡,𝑦(𝑡),𝑦′(𝑡))

𝜕𝑡 · 𝜋𝜔(𝑡)
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︂
(14)

При 𝑡 ↑ 𝜔 попередню рiвнiсть можна записати так:(︂
𝑦′(𝑡)

|𝑦(𝑡)|𝜎0 |𝑦(𝑡)′|Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︂′
= 𝛼0𝑝(𝑡)sign𝑦

0
1(−𝜎0)[1 + 𝑜(1)] (15)

Звiдси маємо

1

|𝑦(𝑡)|𝜎0 ·Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))
= −𝜎0𝐼2(𝑡)[1 + 𝑜(1)]. (16)

Звiдси випливає друга з умов (4). Перепишемо (11) у видi, при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦(𝑡) =
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀− 1
𝜎0 |𝐼2(𝑡)|

− 1
𝜎0 |𝜎0|

− 1
𝜎0 [1 + 𝑜(1)]. (17)

Пiдставимо (12) у третю з умов (7) i отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

(𝑦′(𝑡))2 = 𝑦′′(𝑡)
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀− 1
𝜎0 |𝐼2(𝑡)|

− 1
𝜎0 |𝜎0|

− 1
𝜎0 [1 + 𝑜(1)]. (18)

Звiдси отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦′′(𝑡)

(𝑦′(𝑡))2 ·
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀ 1
𝜎0

= |𝐼2(𝑡)|
1
𝜎0 |𝜎0|

1
𝜎0 [1 + 𝑜(1)]. (19)

Тодi з використанням тверджень 1 i 2 з [7] отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

1

𝑦′(𝑡) ·
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀ 1
𝜎0

= −𝐽4(𝑡)|𝜎0|
1
𝜎0 [1 + 𝑜(1)], (20)
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тобто перше з зображень (6).

З (11) i (15) отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= −𝐽4(𝑡)

𝐽 ′
4(𝑡)

[1 + 𝑜(1)], (21)

звiдси має мiсце друге з зображень (6). Крiм того, з урахуванням (6)

виконуються перша та друга умови з (5).

Подiливши (14) на (15) отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

𝐼2(𝑡)

−𝜎0𝐼2(𝑡)
[1 + 𝑜(1)].

Звiдси, з урахуванням (16) i (7) отримаємо третю з умов (5).

Достатнiсть. Нехай 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} та виконуються умови (3)—(5).

Покладемо⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

𝑦′(𝑡) ·
(︀
Θ(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))

)︀ 1
𝜎0

= −𝐽4(𝑡)|𝜎0|
1
𝜎0 [1 + 𝑧1(𝑥)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= −𝐽

′
4(𝑡)

𝐽4(𝑡)
[1 + 𝑧2(𝑥)],

(22)

де

𝑥 = 𝛽 ln |𝐽4(𝑡)|, 𝛽 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 якщо lim

𝑡↑𝜔
𝐽4(𝑡) = +∞,

−1 якщо lim
𝑡↑𝜔

𝐽4(𝑡) = 0.
(23)

Враховуючи (5), оберемо 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[ так, щоб при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ мала мiсце

нерiвнiсть ⃒⃒⃒⃒
⃒𝜋𝜔(𝑡) · 𝜕Θ𝜕𝑡 (𝑡, 𝑣0, 𝑣1)Θ(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1

4

Враховуючи (6), оберемо для кожного 𝑖 ∈ {0, 1} значення 𝑦1𝑖 ∈ ∆𝑌𝑖 так,

щоб ⃒⃒⃒⃒
⃒𝑣𝑖 ·

𝜕Θ
𝜕𝑣𝑖

(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

Θ(𝑡, 𝑣0, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1

4
(24)

де 𝑣𝑖 ∈ ∆1
𝑌𝑖

∆1
𝑌𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
[𝑦1𝑖 , 𝑌𝑖[, при ∆𝑌𝑖 = [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[

]𝑌𝑖, 𝑦
1
𝑖 ], при ∆𝑌𝑖 =]𝑌𝑖, 𝑦

0
𝑖 ].
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Покладемо

𝐷 =

{︂
(𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝑅2 : |𝑧𝑖| <

1

2
, 𝑖 = 1, 2

}︂
.

Розглянемо функцiю

𝐹 (𝑡, 𝑦′, 𝑧1, 𝑧2) =
−1

𝑦′(𝑡) ·
(︀
Θ
(︁
𝑡, −𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

, 𝑦′
)︁ )︀ 1

𝜎0 𝐽4(𝑡)|𝜎0|
1
𝜎0 [1 + 𝑧1]

− 1.

Оскiльки

𝜕𝐹

𝜕𝑦′
(𝑡, 𝑦, 𝑧1, 𝑧2) =

⎛⎝1−
𝑦′ · 𝜕Θ𝜕𝑣0

(︁
𝑡, −𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

, 𝑦′
)︁

Θ
(︁
𝑡, −𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

, 𝑦′
)︁ −

−𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

· 𝜕Θ𝜕𝑣1
(︁
𝑡, −𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

, 𝑦′
)︁

Θ
(︁
𝑡, −𝑦′𝐽4(𝑡)
𝐽 ′
4(𝑡)[1+𝑧2]

, 𝑦′
)︁

⎞⎠
(︂
Θ
(︁
𝑡, 𝑦, 𝜆0𝑦[1+𝑧2]

(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡)

)︁)︂ 1
𝜎0
𝐽4(𝑡)|𝜎0|

1
𝜎0 [1 + 𝑧1]

то за рахунок (24) на множинi ∆ = [𝑡0, 𝜔[×∆1
𝑌0

× ∆1
𝑌1

за теоремою про

неявну функцiю рiвнiсть

𝐹 (𝑡, 𝑦, 𝑧1, 𝑧2) = 0

задає функцiю 𝑦 = 𝑌0(𝑡, 𝑧1, 𝑧2). Покладемо 𝑌1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) = 𝜆0𝑌 (𝑡,𝑧1,𝑧2)[1+𝑧2]
(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡)

.

Тодi з (5) випливає, що для 𝑖 = 1, 2 маємо

lim
𝑡→𝜔

𝑌𝑖(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) = 𝑌𝑖 рiвномiрно по (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐷. (25)

За допомогою (22) зведемо на множинi ∆ рiвняння (1) до системи

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′1 = 𝛽[1 + 𝑧1]

(︂
𝐺3(𝑡(𝑥)) · [1 + 𝑧1]

−𝜎0 · [1 + 𝑧2]
−𝜎0 +

1

𝜎0

(︂
𝐾0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) ·𝐺4(𝑡(𝑥))−

−𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)[1 + 𝑧2] +𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) ·𝐺3(𝑡(𝑥)) · [1 + 𝑧1]
−𝜎0 · [1 + 𝑧2]

−𝜎0
)︂
+ 1

)︂
;

𝑧′2 = 𝛽[1 + 𝑧2]

(︂
𝐺3(𝑡(𝑥))[1 + 𝑧1]

−𝜎0 [1 + 𝑧2]
−𝜎0 + [1 + 𝑧2]

)︂
,

(26)

де

𝐺3(𝑡) =
−𝐽4(𝑡)𝐼 ′2(𝑡)
𝜎0𝐽 ′

4(𝑡)𝐼2(𝑡)
, 𝐺4(𝑡) =

𝐽4(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐽 ′
4(𝑡)

𝐾0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝜋𝜔(𝑡(𝑥))

𝜕Θ
𝜕𝑡 (𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

Θ (𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))
,
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𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)

𝜕Θ
𝜕𝑣0

(𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

Θ (𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))
,

𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)

𝜕Θ
𝜕𝑣1

(𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))))

Θ (𝑡(𝑥), 𝑌0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2), 𝑌1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))
.

В силу (5)

lim
𝑡↑𝜔

𝐺3(𝑡) = −1, lim
𝑡↑𝜔

𝐺4(𝑡) = 0. (27)

З урахуванням (25),(5) та (6) маємо для кожного 𝑖 ∈ {0, 1, 2}

lim
𝑥→+∞

𝐾𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 0 рiвномiрно по (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐷. (28)

Перепишемо систему (26) у виглядi⎧⎨⎩𝑧′1 = 𝐴11𝑧1 +𝐴12𝑧2 +𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2),

𝑧′2 = 𝐴21𝑧1 +𝐴22𝑧2 +𝑅3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅4(𝑥, 𝑧1, 𝑧2),

де

𝐴11(𝑥) = 𝛽𝜎0, 𝐴12(𝑥) = 𝛽𝜎0, 𝐴21(𝑥) = −𝛽𝜎0,

𝐴22(𝑥) = 𝛽(−𝜎0 + 1),

𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽𝐺3(𝑡(𝑥)) +
𝛽

𝜎0

(︂
𝐾0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) ·𝐺4(𝑡(𝑥))−

−𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)[1 + 𝑧2] +𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) ·𝐺3(𝑡(𝑥)) · [1 + 𝑧1]
−𝜎0 · [1 + 𝑧2]

−𝜎0
)︂
+ 𝛽,

𝑅2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
(︀
−[1 + 𝑧1]

−𝜎0 [1 + 𝑧2]
−𝜎0 + 1 + 𝜎0𝑧1 + 𝜎0𝑧2

)︀
,

𝑅3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽[1 + 𝑧2]

(︂
𝐺3(𝑡(𝑥)) + 1

)︂
,

𝑅4(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
(︀
−[1 + 𝑧1]

−𝜎0 [1 + 𝑧2]
−𝜎0+1 + 1 + 𝜎0𝑧1 − (1− 𝜎0)𝑧2 + 𝑧22

)︀
.
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В силу (27) та (28) для 𝑖 ∈ {1, 3}

lim
𝑥→+∞

𝑅𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 0 рiвномiрно за 𝑧1, 𝑧2 : (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐷. (29)

Крiм того, маємо для 𝑖 ∈ {2, 4}

lim
|𝑧1|+|𝑧2|→0

𝑅𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

|𝑧1|+ |𝑧2|
= 0, рiвномiрно за 𝑥 ∈ [𝑥0,+∞[. (30)

Зауважимо, що характеристичне рiвняння матрицi⎛⎜⎝ 𝛽𝜎0 𝛽𝜎0

−𝛽𝜎0 𝛽(−𝜎0 + 1)

⎞⎟⎠
має вид

𝜇2 − 𝛽𝜇+ 𝜎20 = 0 (31)

У цього рiвняння немає коренiв з нульовою дiйсною частиною. Отримуємо,

що у цих випадках для системи диференцiальних рiвнянь (26) виконано всi

умови теореми з [2]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (26) має розв’язки

{𝑧𝑖}2𝑖=1 : [𝑥1,+∞[→ R2 (𝑥1 ≥ 𝑥0), якi прямують до нуля при 𝑥→ +∞. Цим

розв’язкам у силу замiн (22), (23) вiдповiдають розв’язки 𝑦 рiвняння (1),

що допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (6), (7).

Теорему доведено.

Висновки

Для диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями загального

вигляду, що є близькими до правильно змiнних, було отримано необхiднi

та достатнi умови iснування достатньо широкого класу швидкозмiнних

розв’язкiв. Крiм того, знайдено асимптотичнi формули для цих розв’язкiв

та їх похiдних першого порядку.
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Vorobiova A. V.

Asymptotic properties of rapidly-varying solutions to second-

order differential equations with nonlinearities close to reg-

ularly varying

Summary

For second-order differential equations with general nonlinearities that are

close to regularly varying, we have for the first time obtained necessary and

sufficient conditions for the existence of a sufficiently wide class of rapidly-

varying solutions. This work expands upon and generalizes the classical results

obtained for Emden-Fowler equations, allowing for the application of

asymptotic methods to more complex models. Furthermore, we have obtained

precise asymptotic formulas for these solutions and their first-order

derivatives. These formulas are an important tool for analyzing the qualitative

behavior of solutions de-pending on the properties of the equation’s

coefficients. The results obtained allow for the prediction of the behavior of

solutions in the vicinity of a singular point, which is of great importance for

applied problems in physics, chemistry, and other sciences.

Keywords: differential equations, asymptotic, rapidly-varying solutions, regu-

larly varying nonlinearities.
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