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ДЕЯКI ПИТАННЯ ТЕОРIЇ НАБЛИЖЕННЯ ДЛЯ ПРОСТОРIВ

АФIННОЇ ЗВ’ЯЗНОСТI

Iдея вивчення геометричних об’єктiв в околi довiльної точки з точнiстю того чи iншо-

го порядку частково застосовувалася в геометрiї i призводила до глибшого вивчення

цих об’єктiв. В теорiї кривих у диференцiальному околi першого порядку виникає iн-

варiантний вектор до дотичної. Це дозволяє ввести поняття довжини дуги кривої та

вибрати її як параметр. У диференцiальному околi другого порядку будується вектор

головної нормалi та кривина кривої. При розглядi диференцiального околу третього

порядку отримуємо скрут кривої. В роботi дослiджуються простори афiнної зв’язностi

без скруту. Розробленi методи побудови наближених геометричних об’єктiв та вивченi

їх властивостi вiдносно аналогiчних об’єктiв в заданому просторi афiнної зв’язностi.

Дослiдження ведуться в спецiальнiй системi координат. Отриманi результати застосо-

ванi для вивчення рухiв в просторах афiнної зв’язностi. Знайдено вид вектора Кiлiнга

в наближених просторах афiнної зв’язностi.
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Вступ

Подiбно тому, як дослiджувалися рiмановi простори другого наближення

𝑉𝑛 для рiманова простору 𝑉𝑛, в роботi побудовано наближення 𝐴𝑛 для

простору афiнної зв’язностi 𝐴𝑛. Обчисленi деякi геометричнi об’єкти

простору𝐴𝑛: тензори кривини, Рiччi, Вейля, проективнi параметри Томаса

i знайдено умови, коли𝐴𝑛 є проективно-пласким простором афiнної зв’язностi,

у виглядi рiвномiрно i абсолютно збiжного степеневого ряду, отримано

вектор змiщення нескiнченно малих рухiв в 𝐴𝑛. Дослiдження ведуться

локально тензорними методами [1, 2].

Основнi результати

1. Наближення першого порядку для афiннозв’язного простору

𝐴𝑛 та його геометричнi об’єкти.

Розглянемо афiннозв’язний простiр 𝐴𝑛, вiднесений до координат

{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} з об’єктом зв’язностi Γℎ𝑖𝑗(𝑥) i довiльну точку 𝑀0(𝑥
𝑛
0 ) цього

простору. Побудуємо новий простiр 𝐴𝑛, вiднесений до координат

{𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛}, зi своїм об’єктом зв’язностi Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦), який має вигляд

Γ̃ℎ𝑖𝑗 = −1

3
𝑅
0

ℎ
·(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙, (1.1)

де 𝑅
0

ℎ
·𝑖𝑗𝑙 = 𝑅ℎ·𝑖𝑗𝑙 (𝑀0) - компоненти тензора кривини простору 𝐴𝑛 в точцi𝑀0,

круглi дужки позначають симетрування без дiлення за вмiщеними у них

iндексами. Простiр 𝐴𝑛 будемо називати наближенням першого порядку

для афiннозв’язного простору 𝐴𝑛 [15, 16].

Якщо в 𝐴𝑛 перейти до канонiчної системи кооринат з початком в точцi

𝑀0 та розкласти об’єкт зв’язностi Γℎ𝑖𝑗(𝑥) в ряд Тейлора в околi даної точки,

то побачимо, що простiр 𝐴𝑛 реалiзує наближення першого порядку для

𝐴𝑛 i тому вiдображає його геометричнi властивостi з деяким ступенем

точностi. Неважко обчислити наступнi геометричнi об’єкти простору 𝐴𝑛
[5, 8].

Тензор кривини

𝑅̃ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅
0

ℎ
.𝑖𝑗𝑘 +

1

9

(︁
𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

−𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 . (1.2)
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Тензор Рiччi

𝑅̃𝑖𝑗 = 𝑅
0
𝑖𝑗 +

1

9

(︁
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝛼·(𝑖𝑗)𝑙1𝑅𝛼𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 . (1.3)

Проективнi параметри Томаса

𝑇 ℎ𝑖𝑗 = − 1

3

[︂
𝑅ℎ·(𝑖𝑗)𝑙 +

1

𝑛+ 1

(︁
𝑅𝑖𝑙𝛿

ℎ
𝑗 +𝑅𝑗𝑙𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︂ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙 (1.4)

Тензор проктивної кривини (тензор Вейля)

𝑊̃ ℎ
.𝑖𝑗𝑘 =𝑊

0

ℎ
.𝑖𝑗𝑘 +

1

9

[︂
𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

−𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

− 1

𝑛− 1
×

×
[︁(︁
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1𝑅𝛼𝑙2

)︁
𝛿ℎ𝑘 −

(︁
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 + 𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅𝛼𝑙2

)︁
𝛿ℎ𝑗

]︁]︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 .

(1.5)

Перевiримо чи є простiр 𝐴𝑛 проєктивно плоским.

Означення 1. Простiр афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 називається проєктивно

пласким (проєктивно евклiдовим), якщо вiн допускає нетривiальне геодезичне

вiдображення на плоский простiр 𝐴𝑛.

Вiдома наступна теорема [17]:

Теорема 1. Простiр афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 є проєктивно пласким тодi i

тiльки тодi, коли його тензор Вейля тотожно дорiвнює нулю.

Оскiльки у спiввiдношеннi 𝑊̃ ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 0, тодi кожний зведений коефiцiєнт

правої частини дорiвнює нулю, значить

𝑊
0

ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 0 (1.6){︁

𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙2𝑅
ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

−𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙2

−𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙2𝑅
ℎ
.(𝛼𝑘)𝑙1

−

− 1

𝑛− 1
×
[︁(︁
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1 +𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1𝑅𝛼𝑙2 +𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙2𝑅𝛼𝑙1

)︁
𝛿ℎ𝑘−

−
(︁
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1 +𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅𝛼𝑙2 +𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙2𝑅𝛼𝑙1

)︁
𝛿ℎ𝑗

]︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0.

(1.7)

Але якщо 𝑊̃ ℎ
.𝑖𝑗𝑘 = 0, то й 𝑊 ℎ

.𝑖𝑗𝑘 = 0, тому з (1.5) виходить, що

𝑅ℎ.𝑖𝑗𝑘 =
1

𝑛− 1

(︁
𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗

)︁
(1.8)
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Пiдставимо це в спiввiдношення (1.7).

𝑅ℎ.(𝑖𝑗)𝑘 =
1

𝑛− 1

(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑘𝛿

ℎ
𝑖

)︁
𝑅𝛼.(𝑖𝑘)𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

=
1

(𝑛− 1)2
(︀
2𝑅𝑖𝑘𝛿

𝛼
·𝑙1 −𝑅𝑖𝑙1𝛿

𝛼
𝑘 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

𝛼
𝑖

)︀
×

×
(︁
2𝑅𝛼𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝛼𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝛼

)︁
=

1

(𝑛− 1)2

[︁
2𝑅𝑖𝑘

(︁
2𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1

)︁
−

−𝑅𝑖𝑙1
(︁
2𝑅𝑘𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑘

)︁
−𝑅𝑘𝑙1

(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁

Тому (1.7) набуває наступного вигляду:

{︂
1

(𝑛− 1)2

[︁
2𝑅𝑖𝑘

(︁
2𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1

)︁
−𝑅𝑖𝑙1

(︁
2𝑅𝑘𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑘

)︁
−

−𝑅𝑘𝑙1
(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁
+

1

(𝑛− 1)2

[︁
2𝑅𝑖𝑘

(︁
2𝑅·𝑙2𝑗𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅·𝑙2𝑙1𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
−

−𝑅𝑖𝑙2
(︁
2𝑅𝑘𝑗𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑘

)︁
−𝑅𝑘𝑙2

(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁
− 1

(𝑛− 1)2
×

×
[︁
2𝑅𝑖𝑗

(︁
2𝑅·𝑙1𝑘𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1

)︁
−𝑅𝑖𝑙1

(︁
2𝑅𝑗𝑘𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑗

)︁
−𝑅𝑗𝑙1×

×
(︁
2𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁
− 1

(𝑛− 1)2

[︁
2𝑅𝑖𝑗

(︁
2𝑅·𝑙2𝑘𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅·𝑙2𝑙1𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
−

−𝑅𝑖𝑙2
(︁
2𝑅𝑗𝑘𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑗

)︁
−𝑅𝑗𝑙2

(︁
2𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁
−

− 1

𝑛− 1

[︂(︂
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1 +

1

𝑛− 1
(2𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2 −𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 −𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2+

+2𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙2𝑙1 −𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1 −𝑅𝑗𝑙2𝑅𝑖𝑙1)) 𝛿
ℎ
𝑘 −

(︂
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1 +

1

𝑛− 1
×

× (2𝑅𝑖𝑘𝑅·𝑙1𝑙2 −𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 −𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2 + 2𝑅𝑖𝑘𝑅·𝑙2𝑙1 −𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1 −𝑅𝑘𝑙2𝑅𝑖𝑙1) 𝛿
ℎ
𝑗

]︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0
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Зведемо подiбнi у попередньому спiввiдношеннi:{︂
1

(𝑛− 1)2

[︁
2𝑅𝑖𝑘

(︁
−2𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 +𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
−𝑅𝑘𝑙1

(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑖

)︁
−

−𝑅𝑘𝑙2
(︁
2𝑅𝑖𝑗𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑖

)︁
− 2𝑅𝑖𝑗

(︁
−2𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 +𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
+

+𝑅𝑗𝑙1

(︁
2𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
𝑙2 −𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑖

)︁
+𝑅𝑗𝑙2

(︁
2𝑅𝑖𝑘𝛿

ℎ
·𝑙1 −𝑅𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑘 −𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑖

)︁]︁
−

− 1

𝑛− 1

[︁
(𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑘 − (𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑗

]︁
−

− 1

(𝑛− 1)2

[︁
(4𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2 − 2𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 − 2𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2) 𝛿

ℎ
𝑘−

− (4𝑅𝑖𝑘𝑅·𝑙1𝑙2 − 2𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 − 2𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2) 𝛿
ℎ
𝑗

]︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0.

Продовжуючи цей процес, отримаємо:{︂
1

(𝑛− 1)2

[︁
−4𝑅𝑖𝑘𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 + 4𝑅𝑖𝑘𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 −𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑗 + 4𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑘−

− 4𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2𝛿
ℎ
𝑘 +𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑘 + 4𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑖 −𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
𝑖 +

4𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙1𝛿
ℎ
𝑙2 − 4𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2 − 4𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑘𝑙2𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑖 −𝑅𝑘𝑙2𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑖

]︁
−

− 1

𝑛− 1

[︁
(𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑘 − (𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑗

]︁}︂ ⃒⃒⃒
0

= 0.

Далi {︂
1

(𝑛− 1)2

[︁
4 (𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2) 𝛿

ℎ
·𝑙1 + 4 (𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙1 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑙2−

(𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2) 𝛿
ℎ
𝑗 + (𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2) 𝛿

ℎ
𝑘

]︁
− (𝑛− 1)×

×
[︁
(𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑘 − (𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑘𝑙1) 𝛿

ℎ
𝑗

]︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0.

Таким чином, одержимо:{︂
1

(𝑛− 1)2

[︁
4𝑅𝑖𝑘

(︁
𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
− 4𝑅𝑖𝑗

(︁
𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
− (1− 𝑛+ 1)×

× (𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2) 𝛿
ℎ
𝑗 + (𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2) 𝛿

ℎ
𝑘 (1− 𝑛+ 1)

]︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0

Оскiльки розмiрнiсть простору 𝑛 не може дорiвнювати нулю, то отримаємо
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наступне спiввiдношення:{︁
4
[︁
𝑅𝑖𝑘

(︁
𝑅𝑗𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁
−𝑅𝑖𝑗

(︁
𝑅𝑘𝑙2𝛿

ℎ
·𝑙1 +𝑅𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2

)︁]︁
+

+(𝑛− 2)
(︁
(𝑅𝑘𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑘𝑙2) 𝛿

ℎ
𝑗 − (𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2) 𝛿

ℎ
𝑘

)︁}︁ ⃒⃒⃒
0

= 0
(1.9)

Просумуємо (1.9) за iндексами ℎ та 𝑘 :{︀
4
[︀
𝑅𝑖𝛼

(︀
𝑅𝑗𝑙2𝛿

𝛼
·𝑙1 +𝑅𝑗𝑙1𝛿

𝛼
𝑙2

)︀
−𝑅𝑖𝑗

(︀
𝑅𝛼𝑙2𝛿

𝛼
·𝑙1 +𝑅𝛼𝑙1𝛿

𝛼
𝑙2

)︀]︀
+

(𝑛− 2)
(︀
(𝑅𝛼𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝛼𝑙2) 𝛿

𝛼
𝑗 − (𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2) 𝛿

𝛼
𝛼

)︀}︀ ⃒⃒⃒
0

= 0

Тодi:

{4 (𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1 −𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2)+

+(𝑛− 2) (𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 − 𝑛𝑅𝑗𝑙1𝑅𝑖𝑙2 − 𝑛𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2)}
⃒⃒⃒
0

= 0

Звiдси випливає, що {︀
𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2

(︀
4 + 𝑛− 2− 𝑛2 + 2𝑛

)︀
+

+𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1
(︀
4 + 𝑛− 2− 𝑛2 + 2𝑛

)︀
− 8𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2

}︀ ⃒⃒⃒
0

= 0

Помноживши попередне спiввiдношення на -1 , отримаємо{︀(︀
𝑛2 − 3𝑛− 2

)︀
(𝑅𝑖𝑙1𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑙2𝑅𝑗𝑙1) + 8𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2

}︀ ⃒⃒⃒
0

= 0. (1.10)

Наразi просумуємо (1.9) за iндсксами ℎ i 𝑙1 :{︀
4
[︀
𝑅𝑖𝑘

(︀
𝑅𝑗𝑙2𝛿

𝛼
𝛼 +𝑅𝑗𝛼𝛿

𝛼
𝑙2

)︀
−𝑅𝑖𝑗

(︀
𝑅𝑘𝑙2𝛿

𝛼
𝛼 +𝑅𝑘𝛼𝛿

𝛼
𝑙2

)︀]︀
+

(𝑛− 2)
(︀
(𝑅𝑘𝛼𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝛼𝑅𝑘𝑙2) 𝛿

𝛼
𝑗 − (𝑅𝑗𝛼𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝛼𝑅𝑗𝑙2) 𝛿

𝛼
𝑘

)︀}︀ ⃒⃒⃒
0

= 0

Тодi:
{4 (𝑛𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 +𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 − 𝑛𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2)+

+(𝑛− 2) (𝑅𝑘𝑗𝑅𝑖𝑙2 +𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2 −𝑅𝑗𝑘𝑅𝑖𝑙2 −𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2)}
⃒⃒⃒
0

= 0.

Звiдси випливає, що

{4(𝑛+ 1) [𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2 ]− (𝑛− 2) (𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2)}
⃒⃒⃒
0

= 0
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Врештi-решт, отримали

{(𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 −𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2) (3𝑛+ 6)}
⃒⃒⃒
0

= 0

Оскiльки 3𝑛+ 6 ̸= 0, то

𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙2 = 𝑅𝑖𝑗𝑅𝑘𝑙2 . (1.11)

3 урахуванням (1.11) спiввдношення (1.10) набуває наступного виду{︀(︀
𝑛2 − 3𝑛− 2

)︀
(𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2 +𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2) + 8𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2

}︀ ⃒⃒⃒
0

= 0

(︀
2𝑛2 − 6𝑛+ 4

)︀
𝑅𝑖𝑗𝑅·𝑙1𝑙2 = 0 (1.12)

Так як
(︀
2𝑛2 − 6𝑛+ 4

)︀
̸= 0, то виходить, що 𝑅𝑖𝑗 = 0. Таким чином,

доведена наступна

Теорема 2. Якщо простiр афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 є проективно пласким,

то простiр 𝐴𝑛 - плаский.

Властивостi просторiв в залежностi вiд виду тензора Рiччi вивчались

в роботах [7, 9].

2. Нескiнченно малi рухи в 𝐴𝑛.

Означення 2. Вiдображення простору 𝐴𝑛 на себе, яке зберiгає об’єкт

Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦), називаеться рухом даного простору афiнної зв’язностi.

Будемо дослiджувати перехiд вiд координат 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 до нових

координат 𝑦′1, 𝑦′2, . . . , 𝑦′𝑛 на лiнiйному перетвореннi вiдносно приросту параметра

𝑡

𝑦
′ℎ = 𝑦ℎ + 𝜉ℎ(𝑦)𝛿𝑡, (2.1)

де 𝜉ℎ(𝑦) - вектор змiщення рухiв.

Компоненти вектора змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) будемо шукати в такому

виглядi:

𝜉ℎ(𝑦) = 𝑎ℎ. +𝑎
ℎ
.𝑙1𝑦

𝑙1+𝑎ℎ.𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2+𝑎ℎ.𝑙1𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3+. . .+𝑎ℎ.𝑙1𝑙2...𝑙𝑘𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑘+. . .

або

𝜉ℎ(𝑦) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎ℎ.
𝑘

, (2.2)

де введено позначення

𝑎ℎ.
𝑝
= 𝑎ℎ·𝑙1𝑙2...𝑙𝑝𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑝 . (2.3)
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Зауваження 1. У (2.3) 𝑎ℎ. , 𝑎
ℎ
·𝑙1𝑙2...𝑙𝑝 - деякi постiйнi, причому 𝑎

ℎ
·𝑙1...𝑙𝑝(𝑝 ⩾ 2)

симетричнi за будь-якою парою нижнiх iндексiв.

Введемо позначення:

𝑡ℎ𝛼 =
1

3
𝑅ℎ·𝑙1𝑙2𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 , 𝑡(2)ℎ𝛼 = 𝑡ℎ𝛽𝑡
𝛽
𝛼, . . . (2.4)

Методом повної математичної iндукцiї доведено наступну лему:

Лема 1. Для того, щоб ряди (2.2) визначали компоненти вектора змiщення

рухiв 𝜉ℎ(𝑦) у просторi 𝐴𝑛, необхiдно, щоб члени цих рядiв визначалися з

рекурентних спiввiдношень

𝑎ℎ.
2𝑘

= − 2𝑘 − 3

𝑘(2𝑘 − 1)
𝑎𝛼.

2𝑘−2

𝑡ℎ𝛼 (2.5)

𝑎ℎ.
2𝑘+1

= 0, 𝑘 ∈ N. (2.6)

Доведения. Необхiднiсть. Вiдомо, що векторне поле змiщення рухiв

𝜉ℎ(𝑦) тодi i тiльки тодi переводить об’ект Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦) в себе, коли

𝐿𝜉Γ̃
ℎ
𝑖𝑗(𝑦) = 0 (2.7)

де 𝐿𝜉Γ̃ℎ𝑖𝑗 - похiдна Лi об’екта зв’язностi [4, 10].

Вiдносно компонентiв вектора змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) рiвняння (2.7) представляють

систему диференцiальних рiвнянь другого порядку:

𝜕2𝜉ℎ

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗
+ 𝜉𝛼

𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

+
𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑖
Γ̃ℎ𝛼𝑗 +

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑗
Γ̃ℎ𝛼𝑖 −

𝜕𝜉ℎ

𝜕𝑦𝛼
Γ̃𝛼𝑖𝑗 = 0 (2.8)

Диференцiюемо спiввiдношення (2.2) як степеневу функцiю:

𝜕𝜉ℎ

𝜕𝑦𝑖
= 𝑎ℎ.𝑖 + 2𝑎ℎ.𝑖𝑙𝑦

𝑙 + 3𝑎ℎ.𝑖𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+ (𝑘 + 1)𝑎ℎ.𝑖𝑙1𝑙2...𝑙𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .

Розпишемо перший доданок рiвняння (2.8):

𝜕2𝜉ℎ

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗
= 2𝑎ℎ.𝑖𝑗+2·3𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑦

𝑙1+3·4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2+. . .+(𝑘+1)(𝑘+2)𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑘𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘+. . .
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Тепер розпишемо другий доданок:

𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

= −1

3
𝑅
0

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

𝜉𝛼
𝜕Γ̃ℎ𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

= −1

3

[︃(︁
𝑎𝛼. 𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒
0

+
(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 +
(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙𝑙1𝑦
𝑙2+

+ . . .+
(︁
𝑎𝛼.𝑙1...𝑙𝑘𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘

]︃

Третiй доданок має вигляд:

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑖
Γ̃ℎ𝛼𝑗 = −1

3

[︃(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 + 2
(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + 2×

×
(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙3

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+ 𝑘
(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1...𝑙𝑘−1

𝑅ℎ.(𝛼𝑗)𝑙𝑘

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .

]︃

Аналогiчно четвертий доданок:

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑗
Γ̃ℎ𝛼𝑖 = −1

3

[︃(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑅

ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙1

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 + 2
(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + 2×

×
(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙3

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+ 𝑘
(︁
𝑎𝛼.𝑗𝑙1...𝑙𝑘−1

𝑅ℎ.(𝛼𝑖)𝑙𝑘

)︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘 + . . .

]︃

П’ятий доданок:

−𝜕𝜉
ℎ

𝜕𝑦𝛼
Γ̃𝛼𝑖𝑗 =

1

3
𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑚𝑦

𝑚
(︁
𝑎ℎ.𝛼 + 2𝑎ℎ.𝑎𝑙1𝑦

𝑙1 + 2𝑎ℎ.𝑎𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+

+𝑘𝑎ℎ.𝑎𝑙1...𝑙𝑘−1
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘−1 + . . .

)︁
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Отриманi спiввiдношення пiдставляємо в рiвняння (2.8) i зведемо подiбнi:(︂
2𝑎ℎ.𝑖𝑗 −

1

3
𝑎𝛼. 𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼

)︂ ⃒⃒⃒
0

+

[︂
2 · 3𝑎ℎ.𝑗𝑗𝑙1 −

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼.𝑖𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙1

−

−𝑎ℎ.𝛼𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙1
)︁]︁ ⃒⃒⃒

0

𝑦𝑙1 +

[︂
3 · 4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2 −

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 2

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+

+𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

− 𝑎ℎ.𝑎𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

)︁)︁]︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+
[︁
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑘𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘−

−1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1...𝑙𝑘𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 𝑘

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1...𝑙𝑘−1

𝑅ℎ.(𝛼𝑗)𝑙𝑘 + 𝑎𝛼.𝑗𝑙1...𝑙𝑘−1
𝑅ℎ.(𝛼𝑖)𝑙𝑘−

−𝑎ℎ.𝛼𝑙1...𝑙𝑘−1
𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙𝑘

)︁)︁]︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘

)︃
= 0

(2.9)

Оскiльки рiвняння (2.9) виконується при будь-яких 𝑦𝑙1𝑦𝑙2 . . . 𝑦𝑙𝑛 , то зведенi

коефiцiенти дорiвнюють нулю.

Спочатку прирiвнюемо нулю доданок першого степеня.[︂
2 · 3𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1 −

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼.𝑖𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙1

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙1

− 𝑎ℎ.𝛼𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

)︁]︂ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 = 0

Згортаємо його з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумуємо за iндексами 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

2 · 3𝑎ℎ·𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

1

3

(︁
2𝑎𝛼·𝑙1𝑅

ℎ
·𝑙2𝑙3𝛼 + 2𝑎𝛼·𝑙1𝑅

ℎ
·(𝛼𝑙2)𝑙3 − 2𝑎ℎ.𝛼𝑅

𝛼
·𝑙2𝑙3𝑙1

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

3 властивостi тензора Рiмана випливає, що 𝑅ℎ.𝑎𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 ≡ 0, тому

3𝑎ℎ·𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

1

3

(︁
𝑎𝛼·𝑙1𝑅

ℎ
·𝑙2𝑙3𝛼 + 𝑎𝛼·𝑙1𝑅

ℎ
.𝑎𝑙2𝑙3 + 𝑎𝛼·𝑙1𝑅

ℎ
·𝑙2𝑙3

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

3𝑎ℎ·𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 𝑎𝛼·𝑙1

(︁
𝑅ℎ·𝑙2𝑙3𝛼 −𝑅ℎ·𝑙2𝑙3𝛼

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

𝑎ℎ·𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 = 0

𝑎
3

ℎ
. = 0

(2.10)

Тепер розглянемо рiвнiсть нулю зведеного коефiцiєнта при 𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 .

4 · 5𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑙3𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 3

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙3

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑙2𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙3

−

−𝑎ℎ.𝑎𝑙1𝑙2𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙3

)︁)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3
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Обидвi частини попереднього спiввiдношення згортаємо з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумуємо

за iндексами 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

4 · 5𝑎
5

ℎ
. =

1

3

(︁
2𝑎
3

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼 + 2 · 3𝑎

3

𝛼
. 𝑅

ℎ
𝑎𝑙1𝑙2 − 2 · 3𝑎

3

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

𝑎
5

ℎ
. = 0

Продовжуючи цей процес, на (2𝑘 − 1)-ому кроцi ми бачимо, що 𝑎ℎ.
2𝑘−1

= 0

виражаються через добуток, у якому присутнiй множник
𝑎ℎ

2𝑘 − 1
= 0, тому

мае мiсце спiввiдношення (2.6). Наразi доведемо (2.5), для цього спочатку

прирiвняемо нулю вiльний член.

2𝑎ℎ.𝑖𝑗 −
1

3
𝑎𝛼𝑅ℎ.(𝑖𝑗)𝛼 = 0

𝑎ℎ.𝑖𝑗 =
1

6
𝑎𝛼𝑅ℎ.(𝑖𝑗)𝛼

Якщо домножити попереднє рiвняння на 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумувати за iндексами

𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, то отримаємо

𝑎
2

ℎ
. = 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼. (2.11)

Легко бачити, що (2.11) можна отримати i з (2.5) при 𝑘 = 1. Розглянемо

тепер рiвнiсть нулю доданка другого степеня вiдносно 𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑘.[︂
3 · 4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2 −

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 2

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

−

−𝑎ℎ.𝑎𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

)︁)︁]︁ ⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 = 0

3 · 4𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 =

1

3

(︁
𝑎𝛼.𝑙1𝑙2𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 2

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙2

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙2

− 𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

)︁)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

Лiву та праву частини останнього спiввiдношення згортаємо з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та

пiдсумуемо за iндексами 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

3 · 4𝑎
4

ℎ
. =

1

3

(︁
2𝑎
2

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼 + 4𝑎

2

𝛼
. 𝑅

ℎ
((𝑎𝑙1)𝑙2

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

3 · 4𝑎
4

ℎ
. =

1

3

(︁
2𝑎
2

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼 + 4𝑎

2

𝛼
. 𝑅

ℎ
𝑎𝑙1𝑙2 − 4𝑎

2

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

3 · 4𝑎
4

ℎ
. = −2

3
𝑎
2

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
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Враховуючи рiвняння (2.4), отримаємо

𝑎
4

ℎ
. = −1

6
𝑎
2

𝛼
. 𝑡
ℎ
𝛼 (2.12)

Але до того ж результату приходимо i з (2.5) при 𝑘 = 2. Тепер розглянемо

рiвнiсть нулю зведеного коефiцiєнта при 𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 .

5 · 6𝑎ℎ.𝑖𝑗𝑙1...𝑙4𝑦
𝑙1 . . . 𝑦𝑙4 =

1

3

(︁
𝑎𝑎.𝑙1...𝑙4𝑅

ℎ
.(𝑖𝑗)𝛼 + 4

(︁
𝑎𝛼.𝑖𝑙1𝑙2𝑙3𝑅

ℎ
.(𝛼𝑗)𝑙4

+ 𝑎𝛼.𝑗𝑙1𝑙2𝑙3𝑅
ℎ
.(𝛼𝑖)𝑙4

−

−𝑎ℎ.𝛼𝑙1𝑙2𝑙3𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙4

)︁)︁
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙4

Обидвi частини попереднього спiввiдношения згортаємо з 𝑦𝑖𝑦𝑗 та пiдсумуємо

за iндексами 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

5 · 6𝑎
6

ℎ
. =

1

3

(︁
2𝑎
4

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼 + 2 · 4𝑎

4

𝛼
. 𝑅

ℎ
𝛼𝑙1𝑙2 − 2 · 4𝑎

4

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

5 · 3𝑎
6

ℎ
. = −4− 1

3
𝑎
4

𝛼
. 𝑅

ℎ
·𝑙1𝑙2𝛼𝑦

𝑙1𝑦𝑙2

𝑎
6

ℎ
. = −1

5
𝑎
4

𝛼
. 𝑡
ℎ
𝛼

(2.13)

Легко бачити, що (2.13) можна отримати i з (2.5) при 𝑘 = 3.

Таким чином, формула (2.5) вiрна для 𝑘 = 1, 2, 3. Нехай вона має мiсце

для 𝑘 = 𝑝, тобто

𝑎
2𝑝

ℎ
. = − 2𝑝− 3

𝑝(2𝑝− 1)
𝑎𝛼
2𝑝−2

𝑡ℎ𝛼.

Доведемо, що вона справедлива i для 𝑘 = 𝑝+ 1. Враховуючи припущення

iндукцiї, отримуємо

𝑎ℎ.
2𝑝+2

= − 2𝑝− 1

(𝑝+ 1)(2𝑝+ 1)
𝑎𝛼
2𝑝
𝑡ℎ𝛼, (2.14)

що й завершує доведення леми.

Ранiше [3, 15] було доведено наступнi двi леми:

Лема 2. Для того, щоб ряди (2.2) визначали компоненти вектора змiщения

рухiв 𝜉ℎ(𝑦) у просторi 𝐴𝑛, необхiдно, щоб виконувалися спiввiдношення

(2.6), а загальнi члени рядiв мали вигляд

𝑎ℎ.
2𝑘

=
(−1)𝑘+1

𝑘!(2𝑘 − 1)
𝑎𝛼. 𝑡

(𝑘)ℎ
𝛼 (2.15)
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Лема 3. Ряди

𝜉ℎ(𝑦) =

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘+1

𝑘!(2𝑘 − 1)
𝑎𝛼. 𝑡

(𝑘)ℎ
𝛼 (2.16)

при ℎ = 1, 2, . . . , 𝑛 сходяться абсолютно i рiвномiрно на множинi⃒⃒⃒
𝑅ℎ·𝑙1𝑙2𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
⃒⃒⃒
<

3

𝑛
.

Знайдемо достатнiсть умов (2.5) та (2.6) леми 1. Вимагатимемо, щоб

ряди (2.2), члени яких знаходяться з (2.5) та (2.6), визначали компоненти

вектора змiщення рухiв 𝜉ℎ(𝑦) у просторi 𝐴𝑛. З рiвнянь (2.14) випливає, що

(2𝑝+ 2)𝑎ℎ(𝑖𝑗)
2𝑝+1

= − 2𝑝− 1

3(𝑝+ 1)(2𝑝+ 1)

[︂
2𝑘 𝑎

2𝑝−1

𝛼
.(𝑖𝑅𝑗)𝑙1𝑙2𝛼𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 − 𝑎
2𝑝

𝛼
. 𝑅𝛼(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙

]︂
(2.17)

Пiдстановка спiввiдношень (1.1), (2.5), (2.6) i (2.7) в рiвняння (2.9) з

урахуванням (2.4) дає

𝑎𝛼.(𝑖𝑅𝑗)(𝑙1𝑙2)𝛼 + 𝑎𝛼·(𝑙1𝑅 𝑙2)(𝑖𝑗)𝛼 = 0 (2.18)

𝑎𝛼.(𝑖
2𝑝−1

𝑡𝑗)𝛼 + 𝑎𝛼
2𝑝
Γ𝛼𝑖𝑗 = 0

(𝑝 = 1, 2, . . .)

(2.19)

Таким чином доведена наступна

Лема 4. Для того, щоб ряди (2.2), члени яких визначаються з (2.6) 𝑖

рекурентних спiввiдношень (2.5), визначали компоненти вектора змiщення

рухiв 𝜉ℎ(𝑦) у просторi 𝐴𝑛, достатньо, щоб виконувалися рiвняння (2.17)

i (2.18).

Об’еднуючи лему 1 - лему 4, отримуємо наступну теорему.

Теорема 3. Для того, щоб у просторi 𝐴𝑛 iснував вектор змiщения рухiв

𝜉ℎ(𝑦) виду (2.2), необхiдно та достатньо, щоб виконувалися спiввiдношення

(2.6) i (2.15).

Отриманi результати можуть бути застосованi в загальнiй теорiї вiдносностi

[6, 9], теоретичнiй механiцi [11, 14] та iнших областях геометрiї [12, 13].
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Some issues of approximation theory for affinely connected spaces

Summary

The idea of studying geometric objects in the neighborhood of an arbitrary

point with a certain order of precision has been partially applied in geometry

and has led to a deeper investigation of these objects. In the theory of curves,

an invariant vector to the tangent arises in the first-order differential neigh-

borhood. This makes it possible to introduce the concept of the arc length

of a curve and to choose it as a parameter. In the second-order differential

neighborhood, the principal normal vector and the curvature of the curve are

constructed. When considering the third-order differential neighborhood, the

torsion of the curve is obtained.

In this work, affine connection spaces without torsion are studied. Meth-

ods for constructing approximate geometric objects have been developed, and

their properties with respect to analogous objects in the given affine connec-

tion space have been examined. The investigation is carried out in a special

coordinate system. The obtained results are applied to the study of motions in

affine connected spaces. The form of the Killing vector in approximate affine

connected spaces has been determined.

Keywords: affine connected space, Riemannian space, Riemann tensor, Ricci

tensor, Lie derivative.
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