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IНФIНIТЕЗИМАЛЬНI ПЕРЕТВОРЕННЯ У РIМАНОВИХ

ПРОСТОРАХ ДРУГОГО НАБЛИЖЕННЯ

В роботi розвиваються наближенi методи дослiдження геометричних властивостей

рiманових просторiв з використанням рядiв Тейлора. Дослiджуються нескiнченно малi

конформнi рухи та нетривiальнi конциркулярнi перетворення у рiмановому просторi

другого наближення для рiманова простора спецiальної структури. У явному виглядi

отримано вектор зсуву конформного вектора Кiллiнга. Отриманi умови носять необ-

хiдний i достатнiй характер, тому вони дозволяють вивчити геометричнi властивостi

як самих просторiв, так i їх наближення. Доведено, що простiр другого наближення,

вiдмiнний вiд простору сталої кривини, не допускає нетривiальних конциркулярних пе-

ретворень. Для дослiдження використовуються спецiальнi системи координат для ви-

значення наближення другого порядку. Дослiдження ведуться локально, тензорними

методами без обмежень на сигнатуру та знаковизначеннiсть метричного тензора рiма-

нового простору.
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Вступ

Актуальнiсть розробки в диференцiальнiй геометрiї iнварiантних щодо

вибору системи координат наближених методiв пояснюється наступними
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мiркуваннями.

Основнi геометричнi об’єкти диференцiальної геометрiї виникають в

результатi розгляду рiзних геометричних образiв в диференцiальнму околi

першого, другого або бiльш високого порядку, i таким чином наближено,

з деякою, що не пiддається бiльш-менш суворiй оцiнцi, точнiстю. Однак

при вивченнi геометричних об’єктiв зазначений принцип, як правило, не

враховується, що є неприродним з теоретичної точки зору i перешкоджає

використанню досягнень сучасної диференцiальної геометрiї в додатках [4,

5].

Iдея вивчення геометричних об’єктiв в околi довiльної точки з точнiстю

того чи iншого порядку досить часто застосовувалася в геометрiї i приводила

до бiльш глибокому вивченню цих об’єктiв. Так, наприклад, в теорiї

кривих у диференцiальнiй околi 1-го порядку виникає iнварiантний вектор

дотичної. Це дозволяє ввести поняття довжини дуги кривої i вибрати

її в якостi параметра кривої. У диференцiальноїi околi 2-го порядку

будується вектор головної нормалi i кривина кривої. I, нарештi, при

розглядi диференцiального окола 3-го порядку отримуємо скрут кривої.

Використання наближених методiв у рiмановiй геометрiї пов’язано з

формулою Тейлора. Вперше цю формулу для метричного тензора симетричного

рiманова простору, вiднесеного до нормальної системи координат, застосував

П. А. Широков. Вiдзначимо, що наближенi методи застосовуються в

рiзних роздiлах математики: в теорiї диференцiальних рiвнянь, в крайових

задачах i рiвняннях математичної фiзики, в деяких областях теоретичної

фiзики: прикладної астрономiї i атмосферної оптики [1, 6].

Основнi результати

1. Рiмановi простори другого наближення.

Розглянемо рiмановий простiр 𝑉𝑛, вiднесений до координат

{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥). Зафiксуємо в 𝑉𝑛 точку𝑀0(𝑥
ℎ
0)

i побудуємо новий простiр 𝑉 2
𝑛 , визначив його метричний тензор 𝑔𝑖𝑗 наступним

чином

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗
0

+
1

3
𝑅
0
𝑖𝑙1𝑙2𝑗𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 , (1.1)

де 𝑔𝑖𝑗
0

= 𝑔𝑖𝑗(𝑀0), 𝑅
0
𝑖𝑙1𝑙2𝑗 = 𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗(𝑀0).
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Далi формули типу (1.1) будемо записувати у виглядi

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗 +
1

3
𝑅𝑖𝛼𝛽𝑗𝑦

𝛼𝑦𝛽,

вважаючи, що об’єкти простору 𝑉𝑛 обчисленi у точцi 𝑀0. Якщо у 𝑉𝑛

перейти до рiманової системи координат з початком у точцi𝑀0 i розкласти

метричний тензор 𝑔𝑖𝑗(𝑥) у ряд Тейлора i околi точки 𝑀0, то побачимо, що

простiр 𝑉 2
𝑛 реалiзує наближення другого порядку для 𝑉𝑛 i тому вiдражає

його геометричнi властивостi з деяким ступенем точностi [3, 9].

Простiр 𝑉 2
𝑛 ми будемо називати простором другого наближення для

рiманового 𝑉𝑛.

Вiдзначимо деякi властивостi простору 𝑉 2
𝑛 [13, 14].

Теорема 1. Якщо простiр 𝑉𝑛 пiддається iзометричному перетворенню,

то наближення 𝑉 2
𝑛 також пiддається iзометричному перетворенню.

Теорема 2. Система координат {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛} у просторi 𝑉 2
𝑛 є рiмановою

з початком у точцi 𝑦𝑘 = 0, (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛)

Теорема 3. Елементи оберненої матрицi для ||𝑔𝑖𝑗(𝑦)|| простору 𝑉 2
𝑛 мають

вигляд

𝑔𝑖𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗 +

∞∑︁
𝑝=1

(−1)𝑝𝑡(𝑝)𝑖𝑗 , (1.2)

де

𝑡𝑖𝑘 =
1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 (1.3)

𝑡
(2)𝑖
𝑗 = 𝑡𝑖𝛼𝑡

𝛼
𝑗

𝑡
(𝑝)𝑖
𝑗 = 𝑡(𝑝−1)𝑖

𝛼 𝑡𝛼𝑗 , (𝑝 = 1, 2, 3 . . .) (1.4)

Причому ряди (1.2) збiгаються абсолютно та рiвномiрно на множинi⃒⃒
𝑅ℎ𝑙1𝑙2𝑘𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
⃒⃒
< 3

𝑛 .

Вiдомо, що дослiдження аналiтичних нескiнченно малих конформних

рухiв у просторi 𝑉 2
𝑛

𝑦′ℎ = 𝑦ℎ + 𝜉ℎ(𝑦)𝛿𝑡

зводиться до iнтегрування узагальнених рiвнянь Кiллiнга

𝐿𝜉𝑔𝑖𝑗 =
𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑖
˜𝑔𝛼𝑗 +

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑦𝑗
𝑔𝛼𝑖 + 𝜉𝛼

𝜕𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑦𝛼

= 𝜓(𝑦)𝑔𝑖𝑗 (1.5)
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Якщо задати аналiтичну функцiю 𝜓(𝑦)

𝜓(𝑦) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑏ℎ𝑘 (𝑏𝑘 = 𝑏𝑙1...𝑙𝑘𝑦
𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑘), (1.6)

де 𝑏𝑙1...𝑙𝑘 - деякi константи, симетричнi за нижнiми iндексами i шукати 𝜉(𝑦)

теж у виглядi аналiтичних функцiй [2, 7]

𝜉ℎ =

∞∑︁
𝑘=0

𝑎ℎ𝑘 (𝑎ℎ𝑘 = 𝑎ℎ𝑙1...𝑙𝑘𝑦
𝑙1...𝑙𝑘). (1.7)

𝑎ℎ𝑙1...𝑙𝑘 - невiдомi константи, симетричнi за нижнiми iндексами, то аналiз

рiвнянь Кiллiнга дає наступний результат: для того, щоб ряди (1.7) визначали

компоненти вектора зсуву аналiтичних нескiнченно малих конформних

рухiв у наближенному просторi 𝑉 2
𝑛 , необхiдно i достатньо виконання наступних

умов:

𝑎
2𝑝

ℎ
. =

(−1)𝑝+1

2𝑝− 1
𝑎𝛼𝑡(𝑝)ℎ𝛼 +

1

2𝑝

(︂
𝑏

2𝑝−1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏

2𝑝−2
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
)︂
+

+
(−1)𝑝

4(2𝑝− 1)

𝑝−1∑︁
𝑠=1

2𝑝− 2𝑠− 1

𝑝− 𝑠
𝑏

2𝑝−2𝑠−2

𝛼𝑡(𝑠)ℎ𝛼 𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 (𝑝 = 2, 3, . . .) (1.8)

𝑎ℎ
2𝑝+1

=

(︂
𝑏
2𝑝
𝑦ℎ − 1

2
𝑏

2𝑝−1
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2
)︂
+

1

2𝑝

[︂
𝑝+ 1

2𝑝+ 1
𝑏𝛼𝑡ℎ𝛼+

+

𝑝−1∑︁
𝑠=2

(−1)𝑠+1(𝑝− 𝑠)
2𝑝− 2𝑠+ 1

𝑏
2𝑝−2𝑠+1

𝛼𝑡(𝑠)ℎ𝛼

]︃
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 (𝑝 = 3, 4, . . .)

(1.9)

𝑎(𝑖𝑗) = 𝑏𝑔𝑖𝑗 (1.10)

4𝑘

2𝑘 + 1

(︂
𝑎𝛼.(𝑖𝑡𝑗)𝛼 +

1

3
𝑎𝛼
2𝑘
𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙

)︂
+

+
𝑘

𝑘 + 1

(︂
𝑏
2𝑘

(𝑖𝑔𝑗)𝑙𝑦
𝑙 − 𝑏

2𝑘+1
𝑔𝑖𝑗 − 𝑏

2𝑘−1
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑙2

)︂
− 𝑏

2𝑘−1
𝑡𝑖𝑗 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . .

(1.11)

2𝑚+ 1

𝑚+ 1

(︂
𝑎
2𝑚

𝛼
.(𝑖𝑡𝑗)𝛼 +

1

3
𝑎𝛼

2𝑚+1
𝑅𝛼.(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙

)︂
+

+
2𝑚+ 1

2𝑚+ 3

(︃
𝑏(𝑖𝑔𝑗)𝑙𝑦

𝑙

2𝑚+1

− 𝑏
2𝑚+2

𝑔𝑖𝑗 − 𝑏
2𝑚

𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑙2

)︃
− 𝑏

2𝑚
𝑡𝑖𝑗 = 0 (1.12)



Iнфiнiтезимальнi перетворення просторiв 53

Зауваження 1. Оскiльки члени рядiв (1.7) виражаються через 𝑎ℎ, 𝑎ℎ
1
, 𝑏, 𝑏

1

об’єкти простору 𝑉 2
𝑛 в точцi 𝑀0, то з огляду на рiвняння (1.10), (1.11) i

(1.12) доходимо вiдомого результату про те, що максимальний порядок 𝑟

групи Лi аналiтичних нескiнченно малих конформних рухiв у рiмановому

просторi 𝑉 2
𝑛 другого наближення задовольняє нерiвностi

𝑟 ≤ (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)

2

При дослiдженнi iнфiнiтезимальних рухiв у просторi 𝑉 2
𝑛 умовами тензорного

характеру був видiлен деякий клас напiвсиметричних рiманових просторiв,

а саме Π𝑛
2
- простори, тензор кривини яких задовольняє умовi [10, 11]:

𝑅ℎ·(𝑙1𝑙2)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙3

+𝑅ℎ·(𝑙3𝑙2)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙1

+𝑅ℎ·(𝑙1𝑙3)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙2

= 0 (1.13)

Знайдемо узагальнений вектор Кiллiнга для простору Π2
𝑛
2
. Враховуючи

умову (1.13), члени рядiв (1.7) матимуть такий вигляд:

𝑎ℎ2 = 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼 +
1

2

(︂
𝑏
1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏ℎ𝑔𝑙1𝑙2

0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂

𝑎ℎ
2𝑝

=
1

2𝑝

(︂
𝑏

2𝑝−1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏

2𝑝−2
𝑔𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑙2

)︂
+

(−1)𝑝(2𝑝− 3)

4(2𝑝− 1)(𝑝− 1)
𝑏

2𝑝−3

𝛼𝑡ℎ𝛼𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 (𝑝 = 2, 3, . . .)

𝑎ℎ
3
=

1

3

(︂
𝑏
2
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
1

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
𝑎ℎ
5
=

1

12
𝑏
1

𝛼𝑡ℎ𝛼𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 +

1

5

(︂
𝑏
4
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
3

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
𝑎ℎ

2𝑝+1
=

1

2𝑝+ 1

(︂
𝑏
2𝑝
𝑦ℎ − 1

2
𝑏

2𝑝−1

ℎ𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑙2

)︂
+

1

2𝑝
· 𝑝+ 1

2𝑝+ 1
𝑏

2𝑝−3

𝛼𝑡ℎ𝛼𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 (𝑝 = 3, 4, . . .)

А тодi, узагальнений вектор Кiллiнга матиме такий вигляд:

𝜉ℎ =

∞∑︁
𝑘=0

𝑎ℎ𝑘 = 𝑎ℎ + 𝑎ℎ𝑙1𝑦
𝑙1 +

[︂
𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼 +

1

2

(︂
𝑏
1
𝑦ℎ − 1

2
𝑏ℎ· 𝑔𝑙1𝑙2

0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂]︂
+

+
1

3

(︂
𝑏
2
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
1

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
+

1

4

(︂
𝑏
3
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
2

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
+

+
1

12
𝑏
1

𝛼𝑡ℎ𝛼𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 +

1

5

(︂
𝑏
4
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
3

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
+

1

6

(︂
𝑏
5
𝑦ℎ − 1

2
𝑏ℎ𝑔𝑙1𝑙2

0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
−

− 3

2 · 20
𝑏
3

𝛼𝑏
3

𝛼𝑡ℎ𝛼𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 +

1

7

(︂
𝑏
6
𝑦ℎ − 1

2
𝑏
5

ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2

)︂
+

1

6
· 4
7
𝑏
3

𝛼𝑡ℎ𝑔𝑙1𝑙2
0
𝑦𝑙1𝑙2 + . . .
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Зводячи подiбнi отримуемо:

𝜉ℎ = 𝑎ℎ + 𝑎ℎ𝑙1𝑦
𝑙1 + 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼 +

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘 + 1
𝑏
𝑘

ℎ𝑦ℎ − 1

2

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘 + 2
𝑏
𝑘

ℎ𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑙2+

+

⎡⎣1
6
𝑏
1

𝛼 +

∞∑︁
𝑝=3

(︂
(−1)𝑝(2𝑝− 3)

4(𝑝− 1)(2𝑝− 1)
+

𝑝+ 1

2𝑝 (2𝑝1)

)︂⎤⎦ 𝑏𝛼
2𝑝−3

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦2

Таким чином має мiсце наступне твердження [15, 16]:

Теорема 4. У просторi другого наближення Π̃2
𝑛
2
для простору Π𝑛

2
, узагальнений

вектор Кiллiнга має вигляд:

𝜉ℎ = 𝑎ℎ + 𝑎ℎ𝑙1𝑦
𝑙1 + 𝑎𝛼𝑡ℎ𝛼 +

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘 + 1
𝑏
𝑘

ℎ𝑦ℎ − 1

2

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘 + 2
𝑏
𝑘

ℎ𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑙2+

+

⎡⎣1
6
𝑏
1

𝛼 +

∞∑︁
𝑝=3

(︂
(−1)𝑝(2𝑝− 3)

4(𝑝− 1)(2𝑝− 1)
+

𝑝+ 1

2𝑝 (2𝑝1)

)︂⎤⎦ 𝑏𝛼
2𝑝−3

𝑔𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦2

2. Нескiнченно малi конциркулярнi перетворення в рiмановому

просторi другого наближення для 𝑉𝑛 спецiальної структури

Розгляд конциркулярних перетворень, окрiм чистого геометричного

iнтересу, представляє зацiкавленiсть з точки зору загальної теорiї вiдносностi,

тому що геодезичнi кола є траєкторiї рiвнопришвидшеного руху в теорiї

Ейнштейна. Крiм того iснує зв’язок мiж проективними i конциркулярними

рухами в 𝑉𝑛.

Означення 1. Геодезичним колом в 𝑉𝑛 називається крива з постiйною

першою i нульовою другою кривинами.

Рiвняння геодезичного кола має вигляд

𝑑3𝑢ℎ

𝑑𝑠3
+ 𝑔𝛼𝛽

𝑑2𝑢𝛼

𝑑𝑠2
𝑑2𝑢𝛽

𝑑𝑠2
𝑑𝑢ℎ

𝑑𝑠
= 0

Означення 2. Векторне поле в 𝑋 в рiмановому просторi 𝑉𝑛 називається

iнфiнiтезiмальним конциркулярним перетворенням або конциркулярним

рухом, якщо виконуються умови

𝐿𝑋𝑔𝑖𝑗 = 𝜓𝑔𝑖𝑗
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𝜓,𝑖𝑗 = 𝜑𝑔𝑖𝑗 ,

де 𝜓𝑖, 𝜑 - функцiї на 𝑉𝑛 (кома - знак коварiантної похiдної вiдносно 𝑔𝑖𝑗 , 𝐿𝑋𝑔𝑖𝑗

- похiдна Лi) [8, 12].

Розглянемо випадок, коли простiром 𝑉𝑛 служитьΠ𝑛
2
, тобто виконується

умова

𝑅ℎ·(𝑙1𝑙2)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙3

+𝑅ℎ·(𝑙3𝑙2)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙1

+𝑅ℎ·(𝑙1𝑙3)𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙2

= 0 (2.1)

Простiр Π̃2
𝑛
2
має ту властивiсть, що компоненти об’єкту зв’язностi Γ̃ℎ𝑖𝑗(𝑦)

є лiнiйними однорiдними функцiями

Γ̃ℎ𝑖𝑗 = −
1

3
𝑅ℎ·(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙, (2.2)

Будемо вивчати нескiнченно малi конциркулярнi перетворення в просторi

Π̃2
𝑛
2
Має мiсце таке твердження:

Теорема 5. Простiр другого наближення Π̃2
𝑛
2
для просторiв Π𝑛

2
не допускає

нескiнченно малих конииркулярних перетворень.

Доведення. Розглянемо рiвняння

Δ̃𝑖𝑗𝜓 = 𝜑(𝑦)𝑔𝑖𝑗 (2.3)

Пiдрахуємо лiву частину (2.3). Оскiльки

𝜓(𝑦) = 𝑏+ 𝑏𝑙𝑦
𝑙 + 𝑏𝑙1𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 + 𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . . ,

то

Δ̃𝑖𝜓 ≡
𝜕𝜓

𝜕𝑦𝑖
= 𝑏𝑖 + 2𝑏𝑖𝑙1𝑦

𝑙1 + 3𝑏𝑖𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+ (𝑝+ 1)𝑏𝑖𝑙1...𝑙𝑝𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .

Δ̃𝑖𝑗𝜓 =
𝜕𝜓𝑖
𝜕𝑦𝑗
− 𝜓𝛼Γ̃𝛼𝑖𝑗 (2.4)

Γ̃ℎ𝑖𝑗 = 𝑔ℎ𝛼
(︂
−1

3
𝑅𝛼(𝑖𝑗)𝑚𝑦

𝑚

)︂
= −1

3
𝑅ℎ.(𝑖𝑗)𝑚𝑦

𝑚

𝜓𝛼Γ̃
𝛼
𝑖𝑗 = −

1

3
𝑅ℎ.(𝑖𝑗)𝑚𝑦

𝑚
(︁
𝑏𝛼 + 2𝑏𝛼𝑙1𝑦

𝑙1 + 3𝑏𝛼𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+ (𝑝+ 1)𝑏𝛼𝑙1...𝑙𝑝𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .
)︁
=

= −1

3

[︁
𝑏𝛼𝑅

𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙 + 2𝑏𝛼𝑙1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + 3𝑏𝛼𝑙1𝑙2𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙3

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .

+𝑝𝑏𝛼𝑙1...𝑙𝑝−1𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙𝑝

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .
]︁
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Тодi (2.4) матиме вигляд:

Δ̃𝑖𝑗𝜓 = 2𝑏𝑖𝑗 + 3𝑏𝑖𝑗𝑦
𝑙 + 3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+ (𝑝+ 1) · (𝑝+ 2)𝑏𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑝𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .+

+
1

3

[︁
𝑏𝛼𝑅

𝛼
(𝑖𝑗)𝑙𝑦

𝑙 + 2𝑏𝛼𝑙1𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙2𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 + 3𝑏𝛼𝑙1𝑙2𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .

+𝑝𝑏𝛼𝑙1...𝑙𝑝−1𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙𝑝𝑦

𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .
]︁

Пiдрахуємо праву частину рiвняння (2.3).

𝜑(𝑦) = 𝑐+ 𝑐𝑦𝑙 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .

𝜑(𝑦)𝑔𝑖𝑗(𝑦) =

(︂
𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑅𝑖𝛼𝛽𝑗𝑦

𝛼𝑦𝛽
)︂⃒⃒⃒⃒

0

·
(︁
𝑐+ 𝑐𝑙𝑦

𝑙 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .
)︁
=

= 𝑐𝑔𝑖𝑗 + 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗𝑦
𝑙 +

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑙2 +

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑙1𝑅𝑖𝑙2𝑙3𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .

Отже, рiвняння (2.3) набуває вигляду:

(2𝑏𝑖𝑗)|0 +
[︂
2 · 3𝑏𝑖𝑗𝑙 −

1

3
𝑏𝛼𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙

]︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙 +

[︂
3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2 −

2

3
𝑏𝛼𝑙1𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙2

]︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2 + . . .+

+

[︂
4 · 5𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑙3 − 3 · 1

3
𝑏𝛼𝑙1𝑙2𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙3

]︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+

+

[︂
(𝑝+ 1) · (𝑝+ 2)𝑏𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑝 − 𝑝 ·

1

3
𝑏𝛼𝑙1...𝑙𝑝−1𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙𝑝

]︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . . = (2.5)

(𝑐𝑔𝑖𝑗)|0 + (𝑐𝑔𝑖𝑗)|0 𝑦
𝑙 +

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2+

+

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑙1𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 + . . .+

(︂
𝑐𝑙1...𝑙𝑝𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑙1 . . . 𝑙𝑝−2𝑅𝑖𝑙𝑝−1𝑙𝑝𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒
0

𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 + . . .

3 (2.5) випливає послiдовнiсть рiвностей:

2𝑏𝑖𝑗 = 𝑐𝑔𝑖𝑗 (2.6)(︂
2 · 3𝑏𝑖𝑗𝑙 −

1

3
𝑏𝛼𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙

)︂
𝑦𝑙 = 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗𝑦

𝑙 (2.7)[︂
3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2 − 2 · 1

3
𝑏𝛼𝑙1𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙2

]︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2 =

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2 (2.8)[︂

4 · 5𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑙3 − 3 · 1
3
𝑏𝛼𝑙1𝑙2𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙3

]︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3 =

(︁
𝑐𝑙1𝑙2𝑙3𝑔𝑖𝑗 +

𝑐𝑙1
3
𝑅𝑖𝑙2𝑙3𝑗

)︁
𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

(2.9)

. . .



Iнфiнiтезимальнi перетворення просторiв 57[︂
(𝑝+ 1) · (𝑝+ 2)𝑏𝑖𝑗𝑙1...𝑙𝑝 − 𝑝 ·

1

3
𝑏𝛼𝑙1...𝐿𝑝−1𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙𝑝

]︂
𝑦𝑙1 . . . 𝑦𝑙𝑝 =

=

(︂
𝑐𝑙1...𝑙𝑝𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑐𝑙1...𝑙𝑝−2𝑅𝑖𝑙𝑝−1𝑙𝑝𝑗

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙𝑝 (2.10)

3 (2.6) випливає:

𝑏𝑖𝑗 =
𝑐

2
𝑔𝑖𝑗 (2.11)

Розглянемо (2.7). Проальтернувавши його за 𝑗 i 𝑖 отримуємо:

−3 · 1
3
𝑏𝛼𝑅

𝛼
𝑖𝑗𝑙 = 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 − 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙

Результат просиметрируемо за 𝑖 i 𝑗

−𝑏𝛼𝑅𝛼·(𝑖𝑗)𝑙 = 2𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 − 𝑐𝑖𝑔𝑗𝑙 − 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙

𝑏𝛼𝑅
𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙 = 𝑐𝑖𝑔𝑗𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 − 2𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 (2.12)

Спiввiдношення (2.7) на пiдставi (2.12) приймає вигляд

2 · 3𝑏𝑖𝑗𝑙 −
1

3
(𝑐𝑖𝑔𝑗𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 − 2𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗) = 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗

Звiдки отримаємо

2 · 3 · 3𝑏𝑖𝑗𝑙 = 𝑐+ 𝑖𝑔𝑗𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 (2.13)

Згортаючи (2.13) з 𝑦𝑖𝑦𝑗 будемо мати:

𝑏
3
=

1

2 · 3·
𝑐𝑙1𝑔𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

Пiдставимо (2.13) i (2.7) i, приводячи подiбнi, отримаємо:

1

3
(𝑐𝑖𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗)−

1

3
𝑏𝛼𝑅

𝛼
(𝑖𝑗)𝑙 = 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗

𝑐𝑖𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 − 𝑏𝛼𝑅𝛼(𝑖𝑗)𝑙 = 3𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗

𝑏𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙 = 𝑐𝑖𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 − 2𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 (2.14)

Таким чином, аналiз рiвняння (2.7) дає:

𝑏
3
=

1

2 · 3·
𝑐𝑙1𝑔𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3
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a вектори 𝑏𝑖 повиннi задовольняти рiвнянням

𝑏𝛼𝑅
𝛼
(𝑖𝑗)𝑙 = 𝑐𝑖𝑔𝑖𝑙 + 𝑐𝑗𝑔𝑖𝑙 − 2𝑐𝑙𝑔𝑖𝑗 (2.15)

I рiвняння (2.7) виконуються тотожно на пiдставi (2.15). Розглянемо

рiвняння (2.8):

[︂
3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2 − 2 · 1

3
𝑏𝛼𝑙1𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙2

]︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2 =

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙+2𝑗

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

[︂
3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2 −

1

3
𝑅𝛼·(𝑖𝑗)𝑙2

]︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2 =

(︂
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +

1

3
𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗

)︂
𝑦𝑙1𝑦𝑙2

3 · 4𝑏𝑖𝑗𝑙1𝑙2𝑦𝑙1𝑦𝑙2 = (𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗) 𝑦
𝑙1𝑦𝑙2 (2.16)

Згорнувши останню рiвнiсть iз 𝑦𝑖𝑦𝑗 отримаємо,

3 · 4𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑙4𝑦𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 = 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4

𝑏𝑙1𝑙2𝑙3𝑙4𝑦
𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4 =

1

3 · 4
𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑙2𝑙3𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3𝑦𝑙4
(2.17)

Далi, по черзi продиференцiюемо (2.17) спочатку по 𝜕
𝜕𝑦𝑖

, а потiм по
𝜕
𝜕𝑦𝑗

, маємо:

4𝑏𝑖𝑙1𝑙2𝑙3𝑦
𝑙1𝑙2𝑙3 =

1

3 · 2
(𝑐𝑖𝑙1𝑔𝑙2𝑙3 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑙3) 𝑦

𝑙1𝑦𝑙2𝑦𝑙3

3 · 4𝑏𝑖𝑙1𝑙2𝑙3𝑦𝑙1𝑙2𝑙3 =
1

2 · 3
(𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 + 2𝑐𝑖𝑙2𝑔𝑖𝑙2 + 2𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗) 𝑦

𝑙1𝑦𝑙2

Останнє порiвняння з (2.16)

1

2 · 3
(𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 + 2𝑐𝑖𝑙2𝑔𝑖𝑙2 + 2𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗) 𝑦

𝑙1𝑦𝑙2 = (𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗) 𝑦
𝑙1𝑦𝑙2

Розглянемо рiвнiсть приведених коефiцiєнтiв:

1

3

(︀
𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 + 𝑐𝑙1(𝑖𝑔𝑗)𝑙2 + 𝑐𝑙2(𝑖𝑔𝑗)𝑙1

)︀
= 2𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 +𝑅𝑖(𝑙1𝑙2𝑗

𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 − 5𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 + 𝑐𝑙1(𝑖𝑔𝑗)𝑙2 + 𝑐𝑙2(𝑖𝑔𝑗)𝑙1 = 𝑅𝑖(𝑙1𝑙2)𝑗

Проальтернуємо останню рiвнiсть по 𝑗 i 𝑙2 маємо:

𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑐𝑖𝑙2𝑔𝑗𝑙1 − 5𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 + 5𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 + 𝑐𝑙1𝑔𝑗𝑙2 − 𝑐𝑙1𝑔𝑙2𝑗 + 𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 − 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗+

+𝑐𝑙2𝑔𝑗𝑙1 − 𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 + 𝑐𝑙2𝑗𝑔𝑖𝑙1 − 𝑐𝑗𝑙2𝑔𝑖𝑙1 = 3𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗
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𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗 = 2 (𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 − 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗) (2.18)

Просиметрируемо (2.18) за 𝑖 i 𝑙1 :

0 = 𝑐𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 + 𝑐𝑖𝑗𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑐𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 − 𝑐𝑖𝑙2𝑔𝑗𝑙1

Згорнемо останне з 𝑔𝑖𝑗 :

𝑐𝑙1𝑙2 + 𝑐𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽𝑔𝑙1𝑙2 − 𝑛𝑐𝑙1𝑙2 − 𝑐𝑙1𝑙2 = 0

𝑐𝑙1𝑙2 =
1

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽𝑔𝑙1𝑙2

Отже, (2.18) набуває вигляду:

𝑅𝑖𝑙1𝑙2𝑗 =
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 (𝑔𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 − 𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗) (2.19)

Пiдставимо (2.19) у рiвняння (2.1):

𝑅𝑖(𝑙1𝑙2)𝑗 =
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 (𝑔𝑗𝑙1𝑔𝑖𝑙2 + 𝑔𝑗𝑙2𝑔𝑖𝑙1 − 2𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗)

𝑅ℎ·(𝑙1𝑙2)𝑘 =
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽
(︁
𝑔𝑘𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2 + 𝑔𝑘𝑙2𝛿

ℎ
𝑙1 − 2𝑔𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑘

)︁
𝑅ℎ·(𝑙1𝑙2)𝛼𝑅

𝛼
·(𝑖𝑗)𝑙3 =

(︂
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽

)︂2 (︁
𝑔𝛼𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2 + 𝑔𝛼𝑙2𝛿

ℎ
𝑙1 − 2𝑔𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝛼

)︁ (︀
𝑔𝑙3𝑖𝛿

𝛼
𝑗 + 𝑔𝑙3𝑗𝛿

𝛼
𝑖 − 2𝑔𝑖𝑗𝛿

𝛼
𝑙3

)︀
=

=

(︂
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽

)︂2 (︁
𝑔𝑗𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2𝑔𝑖𝑙3 + 𝑔𝑙2𝑗𝛿

ℎ
𝑙1𝑔𝑖𝑙3 + 𝑔𝑖𝑙1𝛿

ℎ
𝑙2𝑔𝑗𝑙3 + 𝑔𝑖𝑙2𝛿

ℎ
𝑙1𝑔𝑗𝑙3−

−2𝑔𝑖𝑗𝑔𝑙3(𝑙1 𝛿
ℎ
𝑙2)
− 2𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑙3(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 4𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗𝛿

𝛼
𝑙3

)︁
Позначимо, через

𝐻 =
2

𝑛
𝑐𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽

Тодi умови (2.1) приймають вигляд:

𝑅ℎ.(𝑙1𝑙2)𝛼𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙3

+𝑅ℎ.(𝑙2𝑙3)𝛼𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙1

+𝑅ℎ.(𝑙1𝑙3)𝛼𝑅
𝛼
.(𝑖𝑗)𝑙2

= 𝐻2
(︁
𝑔𝑗(𝑙1 𝛿

ℎ
𝑙2)
𝑔𝑖𝑙3 + 𝑔𝑗(𝑙3 𝛿

ℎ
𝑙1)
𝑔𝑖𝑙2+

+𝑔𝑗(𝑙3 𝛿
ℎ
𝑙2)
𝑔𝑖𝑙1 + 𝑔𝑗(𝑙3 𝛿

ℎ
𝑙2)
𝑔𝑖𝑙1 + 𝑔𝑗(𝑙2 𝛿

ℎ
𝑙3)
𝑔𝑖𝑙1 + 𝑔𝑗(𝑙1 𝛿

ℎ
𝑙2)
𝑔𝑖𝑙3 − 4𝑔𝑖𝑗

(︁
𝑔𝑙1𝑙2𝛿

ℎ
𝑙3 + 𝑔𝑙3𝑙2𝛿

ℎ
𝑙1+

+𝑔𝑙3𝑙1𝛿
ℎ
𝑙2

)︁
− 2

(︁
𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑙3(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 𝑔𝑙3𝑙2𝑔𝑙1(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 𝑔𝑙1𝑙3𝑔𝑙2(𝑖𝛿

ℎ
𝑗)

)︁
+ 4𝑔𝑖𝑗

(︀
𝛿𝛼𝑙3𝑔𝑙1𝑙2 + 𝛿𝛼𝑙3𝑔𝑙1𝑙2+

+𝛿𝛼𝑙2𝑔𝑙1𝑙3 + 𝛿𝛼𝑙1𝑔𝑙3𝑙2
)︀)︀

= 0

Пiдсумуємо за iндексами ℎ i 𝑙3 :

𝐻2 [𝑛 (𝑔𝑖𝑙2𝑔𝑗𝑙1 + 𝑔𝑖𝑙1𝑔𝑗𝑙2)− 2𝑔𝑙1𝑙2𝑔𝑖𝑗 ] = 0
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Згорнемо останне з 𝑔𝑖𝑙1 :

𝐻2(𝑛+ 2)(𝑛− 1)𝑔𝑗𝑙2 = 0

Звiдки випливає, що 𝐻2 = 0, а значить 𝑐𝛼𝛽𝑔𝛼𝛽 = 0 i 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 0.

А це означає, що простiр другого наближення Π̃2
𝑛
2
для простору Π2

𝑛
2
не

допускає нескiнченно малих конциркулярних перетворень. I тим самим,

теорему доведено.
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Pokas S. M., Bilozerova M. O.

INFINITESIMAL TRANSFORMATIONS IN SECOND-ORDER

APPROXIMATION RIEMANNIAN SPACES

Summary

The work develops approximate methods for studying the geometric proper-

ties of Riemannian spaces using Taylor series expansions. Infinitesimal con-

formal motions and nontrivial concircular transformations are investigated in

the second-order approximation of a Riemannian space with special structure.

The displacement vector of the conformal Killing vector is obtained explic-

itly. The derived conditions are both necessary and sufficient, which makes it

possible to study the geometric properties of the spaces themselves as well as

their approximations. It is proven that a second-order approximation space,

different from a space of constant curvature, does not admit nontrivial con-

circular transformations. Special coordinate systems are employed to define

the second-order approximation. The study is carried out locally using tensor

methods without imposing restrictions on the signature or definiteness of the

Riemannian metric tensor.

Keywords: Riemannian space, Riemann tensor, Ricci tensor, second-order ap-

proximation space, infinitesimal transformations, Lie derivative.
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