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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-РОЗВ’ЯЗКIВ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ, ЯКЕ

МIСТИТЬ ДОБУТОК РIЗНОГО ТИПУ НЕЛIНIЙНОСТЕЙ, У

ДЕЯКОМУ КРИТИЧНОМУ ВИПАДКУ

Встановлення умов iснування та побудова асимптотичних зображень розв’язкiв

диференцiальних рiвнянь з нелiнiйностями рiзних типiв у правiй частинi є однiєю з

найважливiших задач якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь. Подiбнi рiвняння мають

практичне значення, зокрема, у моделях горiння чи при дослiдженнi електростатично-

го потенцiалу в сферичних або цилiндричних об’ємах плазми продуктiв згоряння. У

данiй роботi розглянуто диференцiальнi рiвняння другого порядку, у правiй частинi

яких мiститься добуток правильно змiнної нелiнiйної функцiї вiд невiдомої функцiї та

швидко змiнної нелiнiйної функцiї вiд її похiдної при прямуваннi аргументiв до нуля

або до нескiнченностi. Отримано необхiднi й достатнi умови iснування повiльно змiн-

них 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, ±∞)-розв’язкiв таких рiвнянь у деякому критичному випадку, а також

побудовано асимптотичнi зображення таких розв’язкiв та їхнiх перших похiдних. При

додаткових обмеженнях на коефiцiєнти характеристичного рiвняння вiдповiдної

еквiвалентної системи квазiлiнiйних рiвнянь встановлено умови iснування

однопараметричної та двопараметричної сiм’ї 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, ±∞)-розв’язкiв. Варто за-

значити, що ранiше аналогiчнi результати були отриманi для рiвнянь, у яких, навпаки,

праву частину становить добуток швидко змiнної функцiї вiд невiдомої функцiї та

правильно змiнної функцiї вiд її похiдної. Для рiвнянь, розглянутих у цiй роботi,

отриманi результати є новими.
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Вступ

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦
′)𝜙1(𝑦), (1)

у якому 𝛼0 ∈ {−1; 1}, функцiї 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ (−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) та

𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 →]0,+∞[ (𝑖 ∈ {0, 1}) є неперервними у своїх областях визначення,
𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}, промiжок Δ𝑌𝑖 — або [𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[, або — ]𝑌𝑖, 𝑦

0
𝑖 ]

* (тобто, деякий

однобiчний окiл точки 𝑌𝑖, 𝑖 ∈ {0, 1} )
Крiм того, будемо вважати, що функцiя 𝜙1 : Δ𝑌1 →]0,+∞[ є правильно

змiнною (див. [1], c. 17) порядку 𝜎1 при прямуваннi аргументу до 𝑌1, а

функцiя 𝜙0 : Δ𝑌0 →]0,+∞[ двiчi неперервно диференцiйовна на Δ𝑌0 та

задовольняє умови:

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙0(𝑦) ∈ {0,+∞}, 𝜙′
0(𝑦) ̸= 0 при 𝑦 ∈ Δ𝑌0 , lim

𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙0(𝑦)𝜙
′′
0(𝑦)(︀

𝜙′
0(𝑦)

)︀2 = 1.

(2)

З умов (2) випливає, що функцiя 𝜙0 та її похiдна першого порядку є

швидко змiнними при прямуваннi аргументу до 𝑌0 (див. [9], С. 91-92).

Отже, диференцiальне рiвняння (1) мiстить у правiй частинi добуток

правильно та швидко змiнних нелiнiйностей вiд невiдомої функцiї та її

похiдної вiдповiдно, при прямуваннi аргументiв до нуля або нескiнченностi.

Iстотно нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння, якi мiстять добуток двох

нелiнiйностей не лише вiд невiдомої функцiї, а й вiд її похiдної, часто

виникають на практицi, наприклад, у теорiї плазми продуктiв згоряння.

Так, наприклад, пiд час розгляду електростатичного потенцiалу в цилiндричному

об’ємi плазми продуктiв згоряння виникає диференцiальне рiвняняння

дослiджуваного типу, у якому 𝜙0(𝑦) = exp(𝜎𝑦), 𝜙1(𝑦
′) = |𝑦′|𝜆, 𝜎 ∈ R, 𝜆 ∈

R, 𝜎 ̸= 0, 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[ → ]0,+∞[ (−∞ < 𝑎, 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) –

неперервно диференцiйовна функцiя. Вiдповiднi результати отримано у

роботах В. М. Євтухова та Н. Г. Дрiк (див. [7])

Особливий iнтерес, як узагальнення попереднiх класiв рiвнiняь, становлять

рiвняння, у правiй частинi яких стоїть добуток функцiй 𝜙0(𝑦) та 𝜙1(𝑦
′), де

𝜙0 є швидко змiнною при 𝑦 → 𝑌0, а 𝜙1 — правильно змiнною при 𝑦′ → 𝑌1.

Вiдповiднi результати були опублiкованi, наприклад, у [2].

*При 𝑌𝑖 = +∞(𝑌𝑖 = −∞) вважаємо, що 𝑦0
𝑖 > 0 (𝑦0

𝑖 < 0) вiдповiдно.
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У данiй роботi ми продовжуємо дослiдження ров’язкiв рiвнянь типу

(1), у яких функцiя 𝜙0 є швидко змiнною функцiєю вiд похiдної невiдомої

функцiї, тодi як 𝜙1 — правильно змiнна функцiя вiд самої невiдомої

функцiї.

Для рiвнянь типу (1) розглянемо наступний клас ров’язкiв.

Означення 1. Розв’язок 𝑦 рiвняння (1), визначений на [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[,

називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язком (−∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞), якщо справедливими

є наступнi твердження

𝑦(𝑖) : [𝑡0, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑖 , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0. (3)

Цей клас розв’язкiв був визначений у роботi В. М. Євтухова та А. М. Самойленка [8]

для диференцiальних рiвнянь 𝑛-го порядку типу Емдена-Фаулера та конкретизований

для рiвняння другого порядку. Завдяки асимптотичним властивостям

функцiй у класi 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв, кожен такий розв’язок належить

до однiєї з чотирьох непересiчних множин вiдповiдно до значення 𝜆0 : 𝜆0 ∈
R∖{0, 1}, 𝜆0 = 0, 𝜆0 = 1, 𝜆0 = ±∞.

У данiй роботi ми дослiджуємо рiвняння (1) щодо умов iснування

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв. Цей клас розв’язкiв для рiвнянь виду (1) є

одним з найскладнiших для вивчення, оскiльки похiдна другого порядку

явно не виражається через похiдну першого порядку.

Для дослiджуваних 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв у роботi [8] було встановлено

наступнi апрiорнi асимптотичнi спiввiдношення:

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= [1 + 𝑜(1)],

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝑜(1) при 𝑡 ↑ 𝜔, (4)

де

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞.

З умов (4) випливає, що 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язки є правильно змiнними

функцiями (див. [1], c. 17) порядку 1 при 𝑡 ↑ 𝜔, а їх похiднi першого

порядку є повiльно змiнними функцiями при 𝑡 ↑ 𝜔. Деякi результати для

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)–розв’язкiв рiвняння (1) у випадку 𝜆0 = ±∞ були отриманi в

роботах [3] та [4].
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Метою даної роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iснування

у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв, а також знаходження асимптотичних

зображень при 𝑡 ↑ 𝜔 для цих розв’язкiв та їх похiдних першого порядку у

деякому критичному випадку,який у роботах [3] та [4] розглянуто не було.

Основнi результати

Наведемо наступнi означення.

Означення 2. Нехай 𝑌 ∈ {0,∞}, Δ𝑌 — деякий однобiчний окiл 𝑌 .

Неперервно диференцiйовна функцiя 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ називається нормалiзованою

повiльно змiнною функцiєю при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) ( [9], с.2-3), якщо

lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝑦𝐿′(𝑦)

𝐿(𝑦)
= 0.

Означення 3. Говорять, що повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 )

функцiя 𝜃 : Δ𝑌 →]0; +∞[ задовiльняє умову 𝑆 при прямуваннi аргументу

до 𝑌 (див., наприклад, у [8]), якщо для будь-якої нормалiзованої повiльно

змiнної при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) функцiї 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ має мiсце

спiввiдношення

𝜃(𝑦𝐿(𝑦)) = 𝜃(𝑦)(1 + 𝑜(1)) при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ).

Введемо наступнi позначення

𝜇0 = sign𝜙′
0(𝑦

′), 𝜐0 = sign𝑦00, 𝜐1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, якщо Δ𝑌0 = [𝑦00, 𝑌0[,

−1, якщо Δ𝑌0 =]𝑌0, 𝑦
0
0].

Згiдно з означення 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв диференцiального рiвняння

(1) числа 𝜐0, 𝜐1 та 𝛼0 однозначно визначають знаки будь-якого 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

розв’язку, а також його пешої та другої похiдних у деякому околi точки

𝜔. Зауважимо, що умови

𝜐0 · 𝜐1 < 0 при 𝑌0 = 0, 𝜐0 · 𝜐1 > 0 при 𝑌0 = ±∞,

та

𝜐1 · 𝛼0 < 0 при lim
𝑡↑𝜔

𝑦′(𝑡) = 0, 𝛼0 · 𝜐1 > 0 при lim
𝑡↑𝜔

𝑦′(𝑡) = ±∞,

є необхiдними для iснування таких розв’язкiв.
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Тодi, зважаючи на (4), виконуються умови

𝜐0 · 𝜐1𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[,

а також,

𝑌0 = 0 при 𝜔 < +∞, 𝑌0 = ±∞ при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[,

якi є необхiдним умовами iснування у рiвняня (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв.

У роботi [4] також доведено наступну теорему, яка також вказує на

необхiднi умови iснування у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв.

Теорема 1. Нехай 𝜎1 ̸= 1, функцiя 𝜙1(𝑦
′)|𝑦′|−𝜎1 задовольняє умову 𝑆 при

𝑦′ → 𝑌1 (𝑦′ ∈ Δ𝑌1). Тодi, кожен 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞) – розв’язок диференцiального

рiвняння (1) може бути представлений у виглядi

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡), (5)

де 𝐿 : [𝑡0, 𝜔[→ 𝑅 – двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

𝑦00𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡) > 0, 𝐿′(𝑡) ̸= 0 при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ (𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔), (6)

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡) ∈ {0;±∞}, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡) = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
= 0. (7)

При цьому, у випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
, (8)

мають мiсце наступнi спiввiдношення

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
= −1, 𝛼0𝐿

′(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[(𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔), (9)

𝑝(𝑡) =
𝛼0𝐿

′(𝑡)

|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)) · 𝜙0

(︁
𝐿(𝑡)

[︁
1 + 𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︁)︁ [1+𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

(10)

Означення 4. Будемо говорити, що виконується умова 𝑁 , якщо для

деякої неперервно диференцiйовної функцiї 𝐿(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[−→ 𝑅(𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[),

яка задовольняє умови (5)-(7) та (9), має мiсце зображення

𝑝(𝑡) =
𝛼0𝐿

′(𝑡)

|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)) · 𝜙0

(︁
𝐿(𝑡)

[︁
1 + 𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︁)︁ [1 + 𝑟(𝑡)], (14)

де 𝑟(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[−→]− 1;+∞[ – неперервна функцiя, яка прямує до нуля при

𝑡 ↑ 𝜔.
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Введемо наступнi позначення

𝜃1(𝑦) = 𝜙1(𝑦)|𝑦|−𝜎1 , 𝑋(𝑡) = 𝐿(𝑡) · 𝑒1(𝑡),

𝐻(𝑡) =
𝐿2(𝑡)𝜙′

0 (𝑋(𝑡))

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)𝜙0 (𝑋(𝑡))
, 𝑞1(𝑡) =

(︁
𝜙′
0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

)︁′
(︁
𝜙′
0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

)︁2
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=𝑋(𝑡)

, 𝑞2(𝑡) = 𝑦

(︁
𝜙′
0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

)︁′(︁
𝜙′
0(𝑦)
𝜙0(𝑦)

)︁ ⃒⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑋(𝑡)

,

𝑒1(𝑡) = 1 +
𝜋𝜔(𝑡)𝐿

′(𝑡)

𝐿(𝑡)
, 𝑒2(𝑡) = 2 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
.

Для цих функцiй, у силу (2) та (7) виконуються наступнi твердження:

1)

lim
𝑡↑𝜔

𝑒1(𝑡) = lim
𝑡↑𝜔

𝑒2(𝑡) = 1 (15)

lim
𝑡↑𝜔

𝐻(𝑡) = ±∞, lim
𝑡↑𝜔

𝑞1(𝑡) = 0, (16)

2) якщо iснує границя

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡)

𝐿′(𝑡)
· 𝐻

′(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

,

тодi

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡)

𝐿′(𝑡)
· 𝐻

′(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

= 0. (17)

Дiйсно, в твердження (15) бепосередньо випливають з умов (7) та (9).

Твердження (16) випливають зi справедливостi тверджень:

𝐻(𝑡) =
𝐿(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)
· 𝑋(𝑡)𝜙′

0 (𝑋(𝑡))

𝜙0 (𝑋(𝑡))
· 1

𝑒1(𝑡)
,

𝜙0(𝑋(𝑡))𝜙′′
0(𝑋(𝑡))(︀

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

)︀2 = 1 +

(︂
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

)︂′

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

.

Твердження (17) доводиться аналогiчно до вiдповiдного твердження,

наведеного у роботi Євтухова В.М. та Чернiкової А.Г. [5].

У данiй роботi на вiдмiну вiд [3] та [4] розглянемо випадок, коли

виконується умова
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lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
|𝐻(𝑡)|

1
2 = 0. (18)

У цьому випадку, з урахуванням (17)

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
𝑞1(𝑡)𝐻(𝑡) = −1 + 𝑜(1) при 𝑡 ↑ 𝜔

З виду функцiй 𝐻, 𝑞1, 𝑞2 випливає, що

lim
𝑡↑𝜔

𝑞2(𝑡) = −1,

звiдки, в силу (9) та (10) функцiя 𝜙′
0(𝑦

′)
𝜙0(𝑦′)

є правильно змiнною порядку −1
при 𝑦′ → 𝑌0 (𝑦′ ∈ Δ𝑌0)

Отже, випадок виконання умови (18) є у деякому сенсi критичним.

Будемо надалi вважати, що iснує скiнчення або нескiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

(︂
1 + 𝑞1(𝑡) +

𝑋(𝑡)

𝑒2(𝑡) · 𝐿′(𝑡)

)︂
· (𝑒1(𝑡)− 1) · 𝑒1(𝑡) ·𝐻(𝑡) = 𝛾1. (19)

Зауважимо, що знак 𝛾1 повинен спiвпадати зi знаком 𝛼0 · 𝜐0 · 𝜐1𝜇0(𝑡)

Теорема 2. Нехай 𝜎1 ̸= 1, функцiя 𝜃1 задовольняє умову 𝑆, виконується

умова 𝑁 та (18). Тодi диференцiадльне рiвняння (1) має принаймнi один

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язок, для якого мають мiсце наступнi асимптотичнi

зображення при 𝑡 ↑ 𝜔:

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡)(1 + 𝑜(1)), (20)

𝑦′(𝑡) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· |𝐻(𝑡)|
1
2 · 𝑜(1). (21)

Бiльш того, якщо 𝜔 < +∞, то при виконаннi однiєї з умов

або 1 < 𝛾1 < 0, або 𝛾1 = 0 та 𝛼0 · 𝜇0 > 0,

диференцiальне рiвняння (1) має однопараметричну 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

розв’язкiв з асимптотичними зображеннями (20)-(21), а якщо 𝜔 = +∞,

то таких розв’язкiв iснує двопараметрична сiм’я у випадках, коли

або 1 < 𝛾1 < 0, або 𝛾1 = 0 та 𝛼0 · 𝜇0 < 0,
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i однопараметрична сiм’я у випадках, коли

−∞ < 𝛾1 < −1 або 0 < 𝛾1 < +∞

Доведення. До рiвняння (1) застосуємо перетворення

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡) · [1 + 𝑧1(𝑡)], (22)

𝑦′(𝑡) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧2(𝑡).

У результатi перетворення отримуємо систему диференцiальних рiвнянь

𝑧′1 =
𝑒1(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)
· [−𝑧1 +𝐾(𝑡)𝑧2], (23)

𝑧′2 = 𝐿′(𝑡) · 𝑒2(𝑡) ·
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
×

×
[︂
𝛼0𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡))𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2)) ·𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝐿′(𝑡)𝑒2(𝑡)
· [1 + 𝑧1]

𝜎1 − 1 + 𝑧2 · 𝑞1(𝑡)
]︂
,

де

𝐾(𝑡) =
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝑋(𝑡)𝜙′
0(𝑋(𝑡))

, 𝑁(𝑡, 𝑧1) =
𝜃1(𝑌1(𝑡, 𝑧1))

𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)
,

𝑌1(𝑡, 𝑧1) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡) · [1 + 𝑧1(𝑡)], 𝑌2(𝑡, 𝑧2) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧2(𝑡).

Оскiльки функцiя 𝑌1(𝑡, 𝑧1) є правильно змiнною порядку 1, функцiя 𝜃1
задовольняє умову 𝑆, то

lim
𝑡↑𝜔

𝑁(𝑡, 𝑧1) = 1 рiвномiрно за 𝑧1 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
. (24)

У силу умови 𝑁

𝛼0𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡))𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2))

𝐿′(𝑡)
=
𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2))

𝜙0(𝑋(𝑡))
[1 + 𝑟(𝑡)]. (25)

Розкладаючи праву частину (25) при фiксованому 𝑡 ∈ [𝑡1;𝜔[ за формулою

Маклорена з залишком у формi Лагранжа, маємо,

𝜙0(𝑌1(𝑡, 𝑧1))

𝜙0(𝑋(𝑡))
· [1 + 𝑟(𝑡)] = [1 + 𝑟(𝑡)] · (1 + 𝑧2) +𝑅(𝑡, 𝑧2),
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де

𝑅(𝑡, 𝑧2) = [1 + 𝑟(𝑡)] ·
𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧22 ,

|𝜉| < |𝑧2|.

Оскiльки,

𝑌 (𝑡, 𝑧1) = 𝑋(𝑡)

⎡⎣1 + 1
𝑋(𝑡))𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜉

⎤⎦ ,
то з умов (2) та (7) випливає, що

𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

=

𝜙′2
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

𝜙0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂ · [1 + 𝑑1(𝑡, 𝑧2)],

де

lim
𝑡↑𝜔

𝑑1(𝑡, 𝑧2)= 0 рiвномiрно за 𝑧2 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
.

За лемою 1.2. з [5] так, як 𝜙0,𝜙′
0 ∈ Γ𝑌1(𝑍1) з додатковою функцiєю

𝑔 = 𝜙0

𝜙′
0
, то справедливою є рiвнiсть

𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

=
𝜙′2
0 (𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝑒𝜉[1 + 𝑑1(𝑡, 𝑧2)],

де

lim
𝑡↑𝜔

𝑑1(𝑡, 𝑧2)= 0 рiвномiрно за 𝑧2 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
.

Отже, що для будь-якого 𝜀 > 0 iснують такi

𝑡1 ∈ [𝑡0;𝜔[ та 0 < 𝛿 ≤ 1
2 , що

|𝑅(𝑡, 𝑧2)| ≤ (1 + 𝜀)|𝑧2|2 при 𝑡 ∈ [𝑡1;𝜔[, |𝑧1| ≤ 𝛿. (26)

Вибираємо довiльним чином число 𝜀 > 0 та розглянемо систему (23) на

множинi

Ω = [𝑡1;𝜔[×𝐷, де 𝐷 = {(𝑧1; 𝑧2) ∈ 𝑅2, |𝑧1| ≤ 𝛿, |𝑧2| ≤
1

2
}.
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Система (23) на Ω має вид

𝑧′1 =
𝑒1(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)
· [𝐴11𝑧1 +𝐴12𝑧2], (27)

𝑧′2 = 𝐿′(𝑡)𝑒2(𝑡) ·
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
· [𝐴21(𝑡)𝑧1 +𝐴22(𝑡)𝑧2 +𝑅1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅2(𝑡, 𝑧1, 𝑧2)] ,

(28)

де

𝐴11(𝑡) = −1, 𝐴12 = 𝐾(𝑡), 𝐴21(𝑡) = 𝜎1, 𝐴22(𝑡) = 1 + 𝑞1(𝑡),

𝑅1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) =

(︂
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
− 1

)︂
(1 + 𝜎1𝑧1 + 𝑧2),

𝑅2(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) =
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
(𝜎1𝑧1𝑧2 + (1 + 𝑧2) ((1 + 𝑧1)

𝜎1 − 1− 𝜎1𝑧1))+

+𝑅(𝑡, 𝑧2) ·
(1 + 𝑧2)(1 + 𝑧1)

𝜎1𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
.

Зауважимо, що з урахуванням (2) та (15),

lim
𝑡↑𝜔

𝐴11 = −1, lim
𝑡↑𝜔

𝐴12 = 0.

До системи (27)-(28) застосуємо перетворення

𝑧1(𝑡) = 𝜔1(𝑡)

𝑧2(𝑡) =
𝜔2(𝑡)

𝐾(𝑡)
.

У результатi отримаємо систему

𝜔′
1 = ℎ1(𝑡) · [𝑐11(𝑡)𝜔1 + 𝑐12(𝑡)𝜔2], (29)

𝜔′
2 = ℎ2(𝑡) · [𝑐21(𝑡)𝜔1 + 𝑐22(𝑡)𝜔2 + 𝑓(𝑡, 𝜔1, 𝜔2) +𝑅3(𝑡, 𝜔1, 𝜔2)]] , (30)

де

ℎ1(𝑡) =
𝑒1(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)
, 𝑐11(𝑡) = −1, 𝑐12(𝑡) = 1

ℎ2(𝑡) =
𝐿′(𝑡) · 𝑒2(𝑡)
𝑒1(𝑡) · 𝐿(𝑡)
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𝑐21(𝑡) = 𝜎1, 𝑐22(𝑡) =
1 + 𝑞1 +

1
ℎ2(𝑡)

𝐾(𝑡)
,

𝑅1(𝑡, 𝜔1, 𝜔2) =

(︂
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝜔1)

𝑒2(𝑡)
− 1

)︂
(1 + 𝜎1𝜔1 +

𝜔2

𝐾(𝑡)
),

𝑅2(𝑡, 𝜔1, 𝜔2) =
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝜔1)

𝑒2(𝑡)

(︂
𝜎1𝜔1

𝜔2

𝐾(𝑡)
+ (1 +

𝜔2

𝐾(𝑡)
) ((1 + 𝜔1)

𝜎1 − 1− 𝜎1𝜔1)

)︂
+

+𝑅(𝑡,
𝜔2

𝐾(𝑡)
) ·

(1 + 𝜔2
𝐾(𝑡))(1 + 𝜔1)

𝜎1𝑁(𝑡, 𝜔1)

𝑒2(𝑡)
.

В силу умови N, умов теоерми та умови маємо

ℎ1(𝑡) · ℎ2(𝑡) ̸= 0, 𝑡 ∈ [𝑡1;𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

ℎ2(𝑡)

ℎ1(𝑡)
= lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿′(𝑡) · 𝑒2(𝑡)
𝑒21(𝑡) · 𝐿(𝑡)

= 0,

𝑡∫︁
𝑡1

ℎ2(𝜏)𝑑𝜏 = ±∞

Крiм того,

lim
𝑡↑𝜔

𝑐22(𝑡) = 𝛾1

Також,

lim
𝑡→+∞

𝑅1(𝑡;𝜔1;𝜔2)= 0 рiвномiрно за 𝜔1, 𝜔2 : |𝑧𝑖| <
1

2
, 𝑖 = 1, 2.

lim
𝑡→+∞

𝑅2(𝑡;𝜔1;𝜔2)

|𝜔1|+ |𝜔2|
= 0 .

При 0 ≤ 𝛾1 < +∞ та 𝛾1 ̸= −1 гранична матриця коефiцiентiв при 𝜔1

та 𝜔2 має вид (︃
−1 1

𝜎1 𝛾1

)︃
Оскiльки 𝛾1 ̸= −1, визначник матрицi не дорвiнює нулю, сума елементiв

першого рядка дорiвнює 0, сума елементiв другого рядка не дорiвнює 0, в

сиду умов для системи виконанi всi умови теореми 2.7 роботи [6].

Вiдповiдно до цiєї теореми система (29)-(30) має принаймнi один розв’язок

{𝜔𝑖}2𝑖=1 : [𝑡*,+∞[−→ R2 (𝑡* ≥ 𝑡1), якi прямують до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔. Цим
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розв’язкам вiдповiдають розв’язки 𝑦 : [𝑡*,+∞[−→ R (𝑡* ≥ 𝑡1) рiвняння (1),
що допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (20)-(21).

При 𝜔 < +∞ та 𝛼0𝜇0𝜐0𝜐1 < 0,а також при 𝜔 = +∞ та 𝛼0𝜇0𝜐0𝜐1 > 0

iснує однопараметрична сiм’я таких 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв, при 𝜔 =

+∞ та 𝛼0𝜇0𝜐0𝜐1 < 0 iснує двопараметрична сiм’я таких 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

розв’язкiв. В силу виду зображень (20)-(21) випливає, що отриманi розв’язки

є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язками рiвняння (1). Теорема повнiстю доведена.

Висновки

У данiй роботi отримано достатнi умови iснуванняу рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-

розв’язкiв у деякому критичному випадку, визначена кiлькiсть таких розв’язкiв

в залежностi вiд умов на рiвння (1), а також, встановлено асимптотичнi

при при зображення 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв та їх похiдних першого

порядку. Застосована в роботi методика дослiдження може бути використана

для встановлення асимптотики диференцiальних рiвнянь третього i вищих

порядкiв з добутком правильно та швидко змiнних нелiнiйнiстей вiд невiдомої

функцiї та її перщої похiдної у правiй частинi.
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Asymptotic representations of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solutions of a second-

order differential equation containing a product of different

types of nonlinearities, in some critical case

Summary

Establishing the existence conditions and constructing asymptotic

representations of solutions of differential equations with nonlinearities of

various types in the right-hand side is one of the most important tasks of the

qualitative theory of differential equations. Such equations have practical

significance, in particular, in combustion models or in the study of the

electrostatic potential in spherical or cylindrical plasma volumes of

combustion products. This paper considers second-order differential

equations, the right-hand side of which contains the product of a regularly

varying nonlinear function from an unknown function and a rapidly varying

nonlinear function from its derivative as the arguments approach zero or

infinity. Necessary and sufficient conditions for the existence of slowly varying

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, ±∞)-solutions of such equations in some critical case are obtained,

and asymptotic representations of such solutions and their first derivatives are

also constructed. With additional restrictions on the coefficients of the

characteristic equation of the corresponding equivalent system of quasilinear

equations, the conditions for the existence of one-parameter and two-

parameter families of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, ±∞)-solutions are established. It is worth

noting that previously similar results were obtained for equations in which, on

the contrary, the right-hand side is the product of a rapidly varying function

by an unknown function and a regularly varying function by its derivative. For

the equations considered in this paper, the obtained results are new.

Keywords: nonlinear second-order differential equations, asymptotic represen-

tations of solutions, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, rapidly varying functions, regu-

larly varying functions, slowly varying first-order derivatives.
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