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ВIДОБРАЖЕННЯ ПСЕВДОРIМАНОВИХ ПРОСТОРIВ З

НАПIВСИМЕТРИЧНОЮ АФIНОРНОЮ СТРУКТУРОЮ

Робота складається з двох частин. У першiй частинi з використанням тензора

деформацiї зв’язностi розглянуто загальнi геометричнi властивостi нетривiальних вiд-

ображень мiж двома просторами афiнної зв’язностi без скруту. Побудовано геометри-

чний об’єкт, що позначає рiзницю коварiантних похiдних довiльного тензора за

зв’язностями простора, на яке вiдбувається вiдображення та його прообраз, яка суттє-

во залежить лише вiд згорток самого тензора та тензора деформацiї. Як наслiдок,

отримана залежнiсть рiзницi коварiантних похiдних тензора деформацiї за двома рi-

зними зв’язностями просторiв, мiж якими вiдбувається вiдображення, яка виражається

через згортки тензора деформацiї з самим собою. Продовжуючи iдею дослiдження за-

гальних властивостей вiдображень, введено в розгляд чотиривалентний тензор, що ви-

значає рiзницю тензорiв Рiмана просторiв, якi залучено у вiдображення, та двовален-

тний тензор, що визначає рiзницю тензорiв Рiччi цих просторiв. Отримано вираз через

диференцiйно-алгебраїчнi доданки тензора деформацiї цих двох тензорiв.

У другiй частинi розглянуто псевдорiмановi простори, якi надiлено антисиметри-

чною майже комплексною напiвсиметричною афiнорною структурою, дослiджено вла-

стивостi довiльних тензорiв у цих просторах загалом та зокрема афiнора, що визначає

структуру. Далi, було придiлено увагу п’яти спецiальним вiдображенням таких просто-

рiв окремо та доведено, що лише тензор деформацiї, що визначає вiдображення першо-

го типу, вiдмiнний вiд нульового тензора. Доведено, що якщо простори, що розглядаю-

ться, допускають вiдображення першого типу, то це 𝐾-простори. Для вiдображень

першого типу побудованi геометричнi об’єкти, що пов’язують коварiантнi похiднi цих

двох просторiв, як у першiй частинi роботи, для цих об’єктiв отримано вираз через

афiнор та його згортки. Враховуючи напiвсиметричнiсть афiнорної структури побу-

довано чотиривалентний геометричний об’єкт як альтернування коварiантної похiдної

тензора деформацiї, що згорнуто з афiнором, який при вiдображеннi стає вiд’ємним зi

змiною послiдовностi iндексiв.

Дослiдження ведуться локально, тензорними методами без обмежень на сигнатуру

та знаковизначеннiсть метричного тензору простору, що розглядається. В роботi ши-

роко застосовується спецiальна операцiя (спряження), що введена для просторiв, якi
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Вступ

Зв’язностi в диференцiальнiй геометрiї виникли сто рокiв тому в роботах

Туллiо Левi-Чивiти (1917 рiк), а згодом Г. Вейль (1920 рiк), вивчаючи

питання про паралельне перенесення векторiв, прийшов до просторiв афiнної

зв’язностi.

В теорiї вiдображень працювала велика кiлькiсть вчених як математикiв,

так i фiзикiв, зацiкавлених в застосуваннi результатiв для моделювання

динамiчних процесiв. Як вiдомо, рух деяких типiв механiчних систем,

багато процесiв в гравiтацiйних та електромагнiтних полях, в суцiльних

середовищах протiкають за траєкторiями, якi можна розглядати як геодезичнi

лiнiї афiннозв’язного або псевдорiманового простору, що визначаються

енергетичним режимом, за якого зовнiшнi сили вiдсутнi, або за деякими

кривими, вектор кривини яких – це вектор узагальнених зовнiшнiх сил.

Вивчення вiдображень (морфiзмiв) рiзних типiв геометричних структур

складає актуальну частину сучасної диференцiальної геометрiї. Пiд вiдображенням

в сучаснiй геометрiї розумiють дифеоморфiзм, що зберiгає тi чи iншi

властивостi геометричних об’єктiв. Центральною в сучаснiй геометрiї є

структура афiнної зв’язностi, як така, що має широке застосування.

Основнi результати

1. Деформацiя внутрiшньої геометрiї простору при вiдображеннi.

Означення 1. Простором афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 розмiрностi 𝑛 називають

такий диференцiйований многовид, на кожнiй кривiй якого задана афiнна

зв’язнiсть, що задовольняє умовi лiнiйностi, тобто для кожної точки 𝑀 та

для всякого векторного поля в околi даної точки, абсолютний диференцiал
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вектора, що належить цьому полю, обчислений в точцi 𝑀 для всякої

кривої, що проходить через цю точку, є лiнiйна функцiя вектора елементарного

змiщення по кривiй.

Якщо не зазначено iнше, то розглядаються простори афiнної зв’язностi

𝐴𝑛 без скруту [3], тобто такi, що

Γℎ𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ𝑗𝑖(𝑥) (1)

Простiр𝐴𝑛 належить класу 𝐶𝑟 (𝐴𝑛 ∈ 𝐶𝑟), якщо Γℎ𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐶𝑟 [2]. Розглянемо
два простори афiнної зв’язностi.

Означення 2. Взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж точками просторiв

афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 та 𝐴𝑛 називається вiдображенням, якщо в спiльнiй

за вiдображенням системi координат виконуються умови

Γ̄𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ𝑖𝑗(𝑥) + 𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥). (2)

Спiльною за вiдображенням системою координат [3] називають таку систему

криволiнiйних координат, в якiй координати вiдповiдних точок спiвпадають.

Означення 3. Тензор 𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥) називають тензором деформацiї зв’язностi

при даному вiдображеннi. Якщо

𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥) ̸≡ 0, (3)

то вiдображення називають нетривiальним.

Зауваження 1. Тензор деформацiї симетричний за коварiантними iндексами,

тобто 𝑃 ℎ𝑖𝑗 = 𝑃 ℎ𝑗𝑖, для просторiв афiнної зв’язностi без скруту.

Тут тензор деформацiї є об’єктом, що належить простору 𝑉𝑛, проте

неважко побачити, що

Γℎ𝑖𝑗(𝑥) = Γ̄𝑖𝑗(𝑥)− 𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥), (4)

або, враховуючи означення тензора деформацiї

Γℎ𝑖𝑗(𝑥) = Γ̄𝑖𝑗(𝑥) + 𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥), (5)

тому доведено
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Наслiдок 1. Тензори деформацiї просторiв, мiж якими вiдбувається

вiдображення, мають наступну залежнiсть

𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥) = −𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥) (6)

В випадку тензорного поля 𝑆 типу
(︀
𝑝
𝑞

)︀
коварiантна похiдна по зв’язностi

𝐴𝑛, яку ми будемо позначати ∇, в кожнiй системi координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

визначається наступним чином:

∇𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) = 𝜕𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) + Γ𝑖1𝑘𝛼(𝑥)𝑆
𝛼𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) + . . .+

+Γ
𝑖𝑝
𝑘𝛼(𝑥)𝑆

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝−1𝛼
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− Γ𝛽𝑘𝑗1(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝛽𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− . . .−

−Γ𝛽𝑘𝑗𝑞(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞−1

(𝑥)

(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝; 𝑗1, . . . 𝑗𝑞; 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛)

(7)

Для простору 𝐴𝑛 та коварiантнiй похiдної в ньому ∇̄ будемо мати [4] в

спiльнiй системi координат

∇̄𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) = 𝜕𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) + Γ̄𝑖1𝑘𝛼(𝑥)𝑆
𝛼𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) + . . .+

+Γ̄
𝑖𝑝
𝑘𝛼(𝑥)𝑆

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝−1𝛼
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− Γ̄𝛽𝑘𝑗1(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝛽𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− . . .−

−Γ̄𝛽𝑘𝑗𝑞(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞−1𝛽

(𝑥)

(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝; 𝑗1, . . . 𝑗𝑞; 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛)

(8)

Вiднiмаючи вiд останнього (4) з урахуванням (2), отримаємо

∇̄𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)−∇𝑘𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) = 𝑃 𝑖1𝑘𝛼(𝑥)𝑆
𝛼𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥) + . . .+

+𝑃
𝑖𝑝
𝑘𝛼(𝑥)𝑆

𝑖1𝑖2...𝑖𝑝−1𝛼
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− 𝑃 𝛽𝑘𝑗1(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝛽𝑗2...𝑗𝑞

(𝑥)− . . .−

−𝑃 𝛽𝑘𝑗𝑞(𝑥)𝑆
𝑖1𝑖2...𝑖𝑝
𝑗1𝑗2...𝑗𝑞−1𝛽

(𝑥)

(𝑖1, . . . , 𝑖𝑝; 𝑗1, . . . 𝑗𝑞; 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛)

(9)

Останне справедливе для будь-якого тензора, а для тензора деформацiї

(6) прийме вигляд

∇̄𝑘𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥)−∇𝑘𝑃 ℎ𝑖𝑗(𝑥) = 𝑃 ℎ𝑘𝛼(𝑥)𝑃
𝛼
𝑖𝑗(𝑥)− 𝑃𝛼𝑘𝑖(𝑥)𝑃 ℎ𝛼𝑗(𝑥)− 𝑃𝛼𝑘𝑗(𝑥)𝑃 ℎ𝑖𝛼(𝑥). (10)

Альтернуючи останне, отримаємо

∇̄𝑘𝑃 ℎ𝑖𝑗 − ∇̄𝑗𝑃 ℎ𝑖𝑘 −∇𝑘𝑃 ℎ𝑖𝑗 +∇𝑗𝑃 ℎ𝑖𝑘 = −2
(︁
𝑃 ℎ𝑘𝛼𝑃

𝛼
𝑖𝑗 − 𝑃𝛼𝑘𝑖𝑃 ℎ𝛼𝑗

)︁
. (11)
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Закон змiни тензора кривини, що визначається, як

𝑅ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝜕𝑗Γ
ℎ
𝑖𝑘 + Γ𝛼𝑖𝑘Γ

ℎ
𝑗𝛼 − 𝜕𝑘Γℎ𝑖𝑗 − Γ𝛼𝑖𝑗Γ

ℎ
𝑘𝛼, (12)

при вiдображеннi простору 𝐴𝑛 на 𝐴𝑛 запишеться в виглядi

𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ.𝑖𝑗𝑘 + 𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘, (13)

де

𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 = ∇𝑘𝑃 ℎ𝑗𝑖 −∇𝑗𝑃 ℎ𝑘𝑖 + 𝑃 ℎ𝛼𝑘𝑃
𝛼
𝑗𝑖 − 𝑃 ℎ𝛼𝑗𝑃𝛼𝑘𝑖. (14)

Або, з урахуванням (12),

𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 =
1

2

(︁
∇𝑘𝑃 ℎ𝑗𝑖 −∇𝑗𝑃 ℎ𝑘𝑖 + ∇̄𝑘𝑃 ℎ𝑗𝑖 − ∇̄𝑗𝑃 ℎ𝑘𝑖

)︁
. (15)

Тензор Рiччi 𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝛼𝑖𝑗𝛼 змiнюється за законом

𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 + 𝑃𝑖𝑗 . (16)

де

𝑃𝑖𝑗 =
1

2

(︀
∇𝛼𝑃𝛼𝑗𝑖 −∇𝑗𝑃𝛼𝛼𝑖 + ∇̄𝛼𝑃𝛼𝑗𝑖 − ∇̄𝑗𝑃𝛼𝛼𝑖

)︀
. (17)

Теорема 1. При вiдображеннi простору афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 на простiр

афiнної зв’язностi 𝐴𝑛 тензори Рiмана та Рiччi просторiв 𝐴𝑛 та 𝐴𝑛

в спiльнiй системi координат зв’язанi спiввiдношеннями (15) та (16)

вiдповiдно.

Якщо в просторi афiнної зв’язностi тензор Рiччi є симетричним [5],

тобто

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑗𝑖, то такi простори називають еквiафiнними просторами.

2. Спецiальнi вiдображення афiнор-напiвсиметричних просторiв.

Розглянемо псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥), у

якому iснує тензор 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) [8]. Задля зручностi введемо в 𝑉𝑛 операцiю

спряження:

𝐴...
𝑖...
≡ 𝐴 ...

𝛼...𝐹
𝛼
·𝑖 𝐵𝑖...

... ≡ 𝐵𝛼...
...𝐹

𝑖
𝛼·. (18)

Тут 𝐴 i 𝐵 довiльнi тензори будь-якої валентностi.

Якщо у просторi 𝑉𝑛 iснує тензор 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥), який задовiльняє деяким

умовам, тодi про такi простори кажуть, що вони надiленi афiнорною

структурою [7].
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Означення 4. Простiр 𝑉𝑛 назвемо афiнор-напiвсиметричним, якщо в

ньому iснує напiвсиметрична афiнорна структура 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥), тобто афiнор

𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) задовольняє умовам

∇[𝑘𝑙]𝐹𝑖𝑗 = 0. (19)

Тут iндекс опускається за допомогою метричного тензора

𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
·𝑗 . (20)

Розглянемо афiнор-напiвсиметричний простiр 𝑉𝑛 без скруту з метричним

тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥), афiнорна структура якого додатково задовольняє

𝐹(𝑖𝑗) = 0, (21)

𝐹 ℎ·𝛼𝐹
𝛼
·𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 , (22)

де круглi дужки в iндексах позначають операцiю симетрування, а 𝛿ℎ𝑖 -

символи Кронекера, якi визначаються наступними умовами

𝛿ℎ𝑖 =

{︃
1, 𝑖 = ℎ

0, 𝑖 ̸= ℎ
. (23)

З (21) випливає

𝑔𝛼ℎ∇𝛼𝐹(𝑖𝑗) = ∇ℎ𝐹(𝑖𝑗) = 0. (24)

Афiнорнi структури, якi задовольняють (22) називають майже комплексними

[8]. З урахуванням (18) формула (22) в термiнах операцiї спряження

приймає вид

𝐹 ℎ·𝑖 = −𝛿
ℎ
𝑖 . (25)

Цей вираз коварiантно продифиренцiюємо за напрямком 𝑥𝑘 та врахуємо

коварiантну сталiсть символiв Кронекера

∇𝑘𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑘𝐹 ℎ·𝑖 . (26)

Розглянемо деякi спецiальнi [9–11] вiдображення простору 𝑉𝑛 на 𝑉𝑛 та

їх властивостi.

Дослiджуючи простори, що надiлено афiнорною структурою [12], багато

вiдображень було визначено незалежно багатьма авторами починаючи з

1954 року. Деякi з них, наприклад, Й. А. Схоутен [13] та К. Яно [14],

базуються на геометричних припущеннях, а iншi, такi як П. Лiберман та А.
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Лiхнерович [15], визначають вiдображення неявно, без явних формул для

тензора деформацiї, а також один з них, А. Фрелiхер, наводить вiдображення

без будь-яких пояснень. Т. Уесугi розглянув спiввiдношення мiж цими

вiдображеннями, використовуючи адаптовану систему координат. Продовжуючи

дослiдження цього напрямку, розглянемо вiдображення простору 𝑉𝑛, перераховуючи

тензори деформацiї кожного з вiдображень:

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
𝐹 ℎ𝛼∇𝑖𝐹𝑗𝛼, (27)

2

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= −
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗). (28)

3

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= −
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗). (29)

4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 −

1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −

1

2
∇ℎ𝐹·𝑖𝑗). (30)

5

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 +∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 ). (31)

Кожне з наведених вiдображень будемо називати вiповiдним типом.

2.1. Вiдображення першого типу.

З урахуванням (18) та (21) визначення першого типу приймає вид

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 . (32)

Таким чином, символи Кристофеля при цьому вiдображеннi змiнюються

за формулою

Γ̄ℎ𝑖𝑗 = Γℎ𝑖𝑗 +
1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 . (33)

Оскiльки простiр 𝑉𝑛 без скруту,

1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 =

1

𝑃 ℎ·𝑗𝑖=
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 , (34)

тому

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 . (35)

Вiдомо, що псевдорiманiв простiр, в якому афiнорна структура задовольняє

цiй умовi, називається 𝐾− простором. Доведена
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Теорема 2. Якщо при вiдображеннi майже комплексного простору 𝑉𝑛

з антисимметричною афiнорною структурою на 𝑉𝑛 тензор деформацiї

зв’язностi першого типу, тодi 𝑉𝑛 - це 𝐾− простiр.

Перепишемо вираз (32) беручи до уваги (26)

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 . (36)

Далi, згортаючи з афiнором рiвнiсть (32) за iндексом ℎ та рiвнiсть (36) за

iндексом 𝑗 отримуємо властивiсть для тензора деформацiї

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 , (37)

або, враховуючи симетричнiсть за нижнiми iндексами тензору деформацiї,

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 , (38)

таким чином,
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 . (39)

Звiдси випливає
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= −
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 . (40)

У (7) пiдставимо (36)

∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(∇𝑘𝐹 ℎ·𝛼∇𝑖𝐹𝛼·𝑗 −∇𝑘𝐹

𝛼
·𝑖∇𝛼𝐹

ℎ
·𝑗 −∇𝑘𝐹

𝛼
·𝑗∇𝑖𝐹

ℎ
·𝛼). (41)

Вiдомо, що в 𝐾−просторах виконується

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑗𝐹
ℎ
·𝑖 , (42)

тому, враховуючи цю властивiсть та додатково (26) перепишемо (41)

∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(∇𝑘𝐹 ℎ·𝛼∇𝑖𝐹𝛼·𝑗 −∇𝑘𝐹𝛼·𝑖∇𝛼𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑘𝐹𝛼·𝑗∇𝑖𝐹 ℎ·𝛼). (43)

Розглянемо коварiантну похiдну афiнора за напрямком 𝑥𝑗 за зв’язнiстю

простора 𝑉𝑛
∇̄𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = 𝜕𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 + 𝐹𝛼·𝑖 Γ̄

ℎ
𝛼𝑗 − 𝐹 ℎ·𝛼Γ̄𝛼𝑖𝑗 . (44)
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Тут врахуємо (33) та (38)

∇̄𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 . (45)

Далi, знову коварiантно продиференцiюємо цей вираз за напрямком 𝑥𝑘 за

зв’язнiстю простора 𝑉𝑛 враховуючи закон перетворення символiв Кристофеля

та властивостi афiнора

∇̄𝑘∇̄𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑘∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖,𝑗𝑘 +
1

2
(∇𝑘𝐹

ℎ
·𝛼∇𝑖𝐹𝛼·𝑗 −∇𝑘𝐹

𝛼
·𝑖∇𝛼𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑘𝐹

𝛼
·𝑗∇𝑖𝐹 ℎ·𝛼). (46)

Рiвнiсть (43) спряжiмо за iндексом 𝑘 та вiднiмемо вiд (46)

∇̄𝑘∇̄𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑘∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 . (47)

Альтернуючи отриману рiвнiсть за iндексами 𝑗, 𝑘 та враховуючи афiнор-

напiвсиметричнiсть простору будемо мати

∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇̄𝑗
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘= ∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇𝑗
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘, (48)

або, використовуючи (6)

∇̄𝑗
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘 −∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= ∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 −∇𝑗
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘 . (49)

Цю рiвнiсть згорнемо з афiнором за iндексами 𝑗, 𝑘 та отримаємо

𝑀̄ℎ
·𝑖𝑗𝑘 = −𝑀ℎ

·𝑖𝑘𝑗 , (50)

де

𝑀̄ℎ
·𝑖𝑗𝑘

𝑑𝑒𝑓
= ∇̄𝑗

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘 −∇̄𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 (51)

𝑀ℎ
·𝑖𝑗𝑘

𝑑𝑒𝑓
= ∇𝑗

1

𝑃 ℎ·𝑖𝑘 −∇𝑘
1

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 . (52)

Далi, користуючись (15) закон змiни тензора кривини при вiдображеннi

запишемо як

𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ.𝑖𝑗𝑘+
1

2
(∇𝑘∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 −∇𝑗∇𝑘𝐹

ℎ
·𝑖 )+

1

4
(∇𝛼𝐹 ℎ·𝑘∇𝑗𝐹𝛼·𝑖 −∇𝛼𝐹 ℎ·𝑗∇𝑘𝐹𝛼·𝑖 ), (53)

тодi закон змiни тензора Рiччi, вiдповiдно до (16), буде мати вигляд

𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 +
1

2
(∇𝛼∇𝑗𝐹

𝛼
·𝑖 −∇𝑗∇𝛼𝐹𝛼·𝑖 )−

1

4
∇𝛼𝐹 𝛽·𝑗∇𝛽𝐹

𝛼
·𝑖 . (54)

Доведена
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Теорема 3. Якщо тензор деформацiї при вiдображеннi 𝑉𝑛 −→ 𝑉𝑛 має

вигляд (30) та 𝑉𝑛 надiлено антисиметричною майже комплексною афiнор-

напiвсиметричною структурою, тодi мають мiсце (53), (54)

2.2. Вiдображення другого типу.

Доведемо

Теорема 4. Якщо афiнорна структура антисиметрична при другому

типi вiдображення, тодi вона також є коварiантно сталою, а вiдображення

- тривiальним.

2

𝑃 ℎ·𝑖𝑗≡ 𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 ≡ 𝑃𝑖𝑗 ≡ 0, 𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅.𝑖𝑗𝑘, 𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 . (55)

Доведення. Оскiльки простiр без скруту, будемо мати

−1

2
(∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇ℎ𝐹·𝑗𝑖) =

2

𝑃 ℎ·𝑗𝑖=
2

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= −
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗). (56)

Тому пiсля спряження за iндексом ℎ отримуємо

∇ℎ𝐹·𝑗𝑖 = ∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 , (57)

але враховуючи (24)

∇ℎ𝐹·𝑗𝑖 = 0. (58)

Таким чином, доведена коварiантна сталiсть афiнору, тому виконуються

2

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= 0, 𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅.𝑖𝑗𝑘, 𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 , (59)

i таке вiдображення тривiальне що й треба було довести □.

2.3. Вiдображення третього типу.

Враховуючи симетричнiсть тензора 𝑃 ℎ·𝑖𝑗 будемо мати

−1

2
(∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇ℎ𝐹·𝑗𝑖) =

3

𝑃 ℎ·𝑗𝑖=
3

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= −
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗), (60)

порiвнюючи лiву та праву частинку, з урахуванням антисиметричностi

афiнорної структури випливає

∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0. (61)
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Цю рiвнiсть пiдставимо у визначення тензора деформацiї

𝑃 ℎ·𝑖𝑗 = 0, (62)

тому це вiдображення є тривiальним i, як наслiдок, виконуються

3

𝑃 ℎ·𝑖𝑗≡ 𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 ≡ 𝑃𝑖𝑗 ≡ 0, 𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅.𝑖𝑗𝑘, 𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 . (63)

Доведена

Теорема 5. Якщо афiнорна структура антисиметрична при третьому

типi вiдображення, тодi таке вiдображення - тривiальне.

2.4. Вiдображення четвертого типу.

Проальтернуємо визначення тензора деформацiї вiдображення цього

типу

2∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 +
1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −

1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0, (64)

спряжiмо за iндексом 𝑖

2∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 +
1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −

1

2
∇𝑖𝐹

ℎ
·𝑗 −∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0, (65)

та врахуємо (26)

2∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 −
1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −

1

2
∇𝑖𝐹

ℎ
·𝑗 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0. (66)

Далi, рiвнiсть (64) спряжiмо за iндексом 𝑗

2∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 +
1

2
∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 −

1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇

ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0, (67)

або, беручи до уваги (26)

2∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 +
1

2
∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 +

1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 = 0. (68)

Порiвнюючи (66) та (68) отримуємо

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 +∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇𝑖𝐹
ℎ
·𝑗 +∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 = 0 (69)

Цю рiвнiсть домножимо на 𝐹ℎ𝑘 просумуємо за iндексом ℎ та зробимо

замiну iндексiв 𝑘 −→ ℎ

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑗𝐹ℎ𝑖 = 0 (70)
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зробимо замiну iндексiв ℎ←→ 𝑖

∇𝑗𝐹𝑖ℎ +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇𝑗𝐹𝑖ℎ = 0 (71)

та додамо до (70)

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (72)

Спряжiмо цю рiвнiсть за iндексом 𝑖

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (73)

Вираз (69) домножимо на 𝑔ℎ𝑘 просумуємо за iндексом ℎ та зробимо замiну

iндексiв 𝑘 −→ ℎ

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 = 0 (74)

та додамо до (73)

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (75)

Далi, спряжiмо отриману рiвнiсть за iндексом 𝑖

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0 (76)

та врахуємо (26)

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (77)

Вираз (75) згорнемо з афiнором за iндексом ℎ

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0 (78)

та додамо до (77)

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 − 2∇𝑗𝐹ℎ𝑖 = 0, (79)

або, скориставшись (26)

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 = ∇𝑗𝐹ℎ𝑖, (80)

тому тензор деформацiї можна записати як

4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(
1

2
∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 −

1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗). (81)
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Знов, врахуємо симетрiю тензора деформацiї

1

2
(
1

2
∇ℎ𝐹·𝑗𝑖 −

1

2
∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 ). =

4

𝑃 ℎ·𝑗𝑖=
4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(
1

2
∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 −

1

2
∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗),

(82)

тобто

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑖𝐹
ℎ
·𝑗 . (83)

Перепишемо цей вираз беручи до уваги (80)

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑖𝐹
ℎ
·𝑗 , (84)

або, згорнувши з афiнором за iндексом 𝑖

∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 = ∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 , (85)

що характерно для 𝐾−просторiв. Таким чином, доведена

Теорема 6. Якщо тензор деформацiї при вiдображеннi 𝑉𝑛 −→ 𝑉𝑛 має

вигляд (30) та 𝑉𝑛 надiлено антисиметричною майже комплексною афiнорною

структурою, тодi 𝑉𝑛 - це 𝐾−простiр.

Врахуємо (85) у визначеннi тензора деформацiї

4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= ∇ℎ𝐹·𝑖𝑗 , (86)

проте з симетричностi тензора деформацiї та антисиметричностi афiнорної

структури випливає
4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗= 0, (87)

i, як наслiдок,

4

𝑃 ℎ·𝑖𝑗≡ 𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 ≡ 𝑃𝑖𝑗 ≡ 0, 𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅.𝑖𝑗𝑘, 𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 . (88)

тому доведена

Наслiдок 2. Якщо тензор деформацiї при вiдображеннi 𝑉𝑛 −→ 𝑉𝑛

четвертого типу та 𝑉𝑛 надiлено антисиметричною майже комплексною

афiнорною структурою, тодi це тривiальне вiдображеня.
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2.3. Вiдображення п’ятого типу.

Враховуючи симетричнiсть тензору деформацiї будемо мати

1

2
(∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 −∇𝑖𝐹

ℎ
·𝑗 +∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗) =

5

𝑃 ℎ·𝑗𝑖=
5

𝑃 ℎ·𝑖𝑗=
1

2
(∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 −∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 +∇𝑗𝐹 ℎ·𝑖 ), (89)

тому

∇𝑖𝐹 ℎ·𝑗 +∇𝑗𝐹
ℎ
·𝑖 +∇𝑗𝐹

ℎ
·𝑖 −∇𝑖𝐹

ℎ
·𝑗 = 0. (90)

У цьому виразi за допомогою метричного тензора опустимо iндекс ℎ

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 = 0 (91)

та згорнемо з афiнором за iндексом ℎ

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 +∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 = 0, (92)

або, враховуючи (26)

∇𝑗𝐹ℎ𝑖 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑗𝐹ℎ𝑖 = 0. (93)

Перепишемо цю рiвнiсть зробивши замiну iндексiв ℎ←→ 𝑖

∇𝑗𝐹𝑖ℎ −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 −∇𝑗𝐹𝑖ℎ = 0, (94)

додамо її до (93)

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (95)

Далi, виконаємо замiну iндексiв ℎ←→ 𝑗 в (93)

∇ℎ𝐹𝑗𝑖 −∇𝑖𝐹𝑗ℎ −∇𝑖𝐹𝑗ℎ −∇ℎ𝐹𝑗𝑖 = 0. (96)

та перепишемо її з урахуванням антисиметричностi афiнорної структури

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0. (97)

Цей вираз вiднiмемо вiд (95)

∇𝑖𝐹ℎ𝑗 −∇𝑖𝐹ℎ𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 +∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0 (98)

та врахуємо в ньому (26)

∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0, (99)
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або, згортаючи з афiнором за iндексами ℎ, 𝑖

∇ℎ𝐹𝑖𝑗 = 0, (100)

отримуємо, що афiнорна структура при такому вiдображеннi буде коварiантно

сталою, i, як наслiдок, вiдображення буде тривiальним, тобто

5

𝑃 ℎ·𝑖𝑗≡ 𝑃 ℎ.𝑖𝑗𝑘 ≡ 𝑃𝑖𝑗 ≡ 0, 𝑅̄ℎ.𝑖𝑗𝑘 = 𝑅.𝑖𝑗𝑘, 𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 . (101)

. Доведена

Теорема 7. Якщо тензор деформацiї при вiдображеннi 𝑉𝑛 −→ 𝑉𝑛 п’ятого

типу та 𝑉𝑛 надiлено антисиметричною майже комплексною афiнорною

структурою, тодi це тривiальне вiдображеня.

Висновки

Дослiджено псевдорiмановi простори, якi оснащено антисиметричною

майже комплексною напiвсиметричною афiнорною структурою. Визначено

характеристики довiльних тензорних полiв у таких просторах, зокрема

аналiзується афiнор, що визначає цю структуру. Далi окремо розглянуто

п’ять специфiчних типiв вiдображень мiж такими просторами, серед яких

лише для першого типу тензор деформацiї виявляється ненульовим. Доведено,

що прообраз вiдображення першого типу є 𝐾-простором. Для цього класу

вiдображень побудовано аналогiчнi до першої частини роботи геометричнi

об’єкти, якi пов’язують коварiантнi похiднi рiзних просторiв, та отримано

їхнє подання через афiнор i його згортки. Використавши напiвсиметричнiсть

структури, сконструйовано чотиривалентний об’єкт як результат альтернування

коварiантної похiдної вiд тензора деформацiї, що був згорнутий з афiнором;

при вiдображеннi цей об’єкт змiнює знак, а його два останнi iндекси

мiняються мiсцями.

Розглянуто нетривiальнi вiдображення мiж двома просторами афiнної

зв’язностi без скруту. За допомогою тензора деформацiї виявлено загальнi

геометричнi характеристики таких вiдображень. Визначено об’єкт, який

вiдображає рiзницю коварiантних похiдних довiльного тензора вiдносно

зв’язностей у просторi, який є образом та його прообразом; цей об’єкт

залежить лише вiд згорток самого тензора i тензора деформацiї. Звiдси
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отримано формулу для рiзницi коварiантних похiдних самого тензора деформацiї

вiдносно двох зв’язностей, що виражається через його власнi згортки.

Було введено в розгляд чотиривалентний тензор, який характеризує рiзницю

тензорiв Рiмана вiдповiдних просторiв, та двовалентний тензор, що описує

рiзницю їхнiх тензорiв Рiччi. Для цих нових геометричних об’єктiв отримано

представлення через диференцiйно-алгебраїчнi комбiнацiї доданкiв тензора

деформацiї.
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Soloviov A. А.

Mappings of pseudo-riemannian spaces with semi-symmetric affi-

nor structure

Summary

The work consists of two parts. In the first part, using the deformation

tensor of the connection, the general geometric properties of nontrivial

mappings between two affine connection spaces without torsion are

considered. A geometric object is constructed that represents the difference of

the covariant derivatives of an arbitrary tensor with respect to the connections

of the target space and its preimage. This object essentially depends only on

the contractions of the tensor itself and the deformation tensor. As a

consequence, a relation is obtained for the difference of the covariant

derivatives of the deformation tensor with respect to the two different

connections of the spaces involved in the mapping, which is expressed through

the contractions of the deformation tensor with itself. Continuing the idea of

studying the general properties of mappings, a four-valent tensor is introduced

that characterizes the difference between the Riemann tensors of the spaces

under consideration, as well as a two-valent tensor that characterizes the

difference between their Ricci tensors. Explicit expressions for these two

tensors are obtained in terms of differential-algebraic terms of the deformation

tensor.

In the second part, pseudo-Riemannian spaces endowed with an antisym-

metric almost complex semi-symmetric affinor structure are studied. The prop-

erties of arbitrary tensors in these spaces are investigated in general, and in

particular, the affinor that defines the structure. Further, five special map-

pings of such spaces are examined individually, and it is shown that only the

deformation tensor defining a mapping of the first type is nonzero. It is proven

that if the spaces under consideration admit mappings of the first type, then

they are 𝐾-spaces. For first-type mappings, geometric objects are constructed

that relate the covariant derivatives of the two spaces, similar to the first part

of the work; for these objects, explicit expressions are obtained in terms of the

affinor and its contractions. Taking into account the semi-symmetry of the

affinor structure, a four-valent geometric object is constructed as the alterna-

tion of the covariant derivative of the deformation tensor contracted with the

affinor. Under the mapping, this object becomes negative when the sequence
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of indices is permuted.

The research is carried out locally, using tensor methods without restric-

tions on the signature or definiteness of the metric tensor of the space under

consideration. A special operation (conjugation), introduced for spaces en-

dowed with an affinor structure, is widely applied, and its properties with

respect to the Riemann and Ricci tensors are studied.

Keywords: Riemannian space, pseudo-Riemannian space, Riemann tensor,

Ricci tensor, mapping of spaces, deformation tensor, affine connection spaces,

covariant derivative, affinor, affinor structure, semi-symmetric affinor struc-

ture, antisymmetric affinor structure, almost complex space, conjugation oper-

ation, 𝐾-space, geometric object.
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