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АСИМПТОТИКА НЕЯВНИХ ФУНКЦIЙ НА НЕОБМЕЖЕНИХ

ОБЛАСТЯХ

Дослiджуються властивостi неявної функцiї, заданої рiвнянням

𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 0 у необмеженiй областi при 𝑡 → +∞ та малих значеннях iнших

змiнних. Ця стаття є узагальненням одного з результатiв роботи [1] на багатовимiрний

випадок та доповнюють результати робiт [2], [3].

Доведено теорему iснування та єдиностi неперервної функцiї 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

яка має неперервнi частиннi похiднi по змiнним 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Встановлено ключову асим-

птотичну властивiсть 𝑦(𝑡, 0, ..., 0) ∼ − 𝐹 (𝑡,0,...,0)
𝐹 ′
𝑦(𝑡,0,...,0)

при 𝑡 → +∞.

Отриманi результати є фундаментальними для асимптотичного аналiзу

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з сингулярностями на нескiнченностi та можуть

знайти застосування в теорiї динамiчних систем i нелiнiйних коливань.

MSC: 34E05.

Ключовi слова: неявна функцiя, необмежена область, асимптотична поведiнка, син-

гулярнiсть, диференцiальнi рiвняння.

DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2024.1(43).342062.

Вступ

Дослiдження властивостей неявних функцiй, що визначаються функцiональними

спiввiдношеннями, є важливим для теорiї диференцiальних рiвнянь. Особливий

iнтерес представляють випадки, коли такi спiввiдношення розглядаються
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в необмежених областях, де незалежна змiнна прямує до нескiнченностi.

У подiбних ситуацiях виникають нетривiальнi питання щодо iснування,

диференцiйовностi та асимптотичної поведiнки вiдповiдних розв’язкiв на

нескiнченностi.

У данiй роботi розглядається рiвняння

𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 0, (1)

де (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) ∈ 𝐷, 𝐷 = 𝐷0 × [−𝑏; 𝑏], 𝐷0 = [𝑎; +∞) × [−ℎ1;ℎ1] × . . . ×
[−ℎ𝑛;ℎ𝑛], 𝑎, ℎ𝑘, 𝑏 ∈ R, ℎ𝑘 > 0 (𝑘 = 1, 𝑛), 𝑏 > 0. На функцiю 𝐹 накладаються

такi умови:

(i) 𝐹, 𝐹 ′
𝑥𝑘
, 𝐹 ′′

𝑦𝑦 ∈ C(𝐷;R) для всiх 𝑘 = 1, 𝑛;

(ii) lim
𝑡→+∞

𝐹 (𝑡, 0, . . . , 0) = 0;

(iii) lim
𝑡→+∞

𝐹 ′
𝑦(𝑡, 0, . . . , 0) = 𝐴1 ̸= 0;

(iv) sup
𝐷

⃒⃒
𝐹 ′′
𝑦𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)

⃒⃒
= 𝐴2 < +∞.

Метою роботи є доведення iснування єдиної неперервної функцiї

𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), яка задовольняє рiвняння (1) у деякiй пiдобластi

𝐷1 ⊂ 𝐷, та дослiдження її асимптотичної поведiнки при 𝑡→ +∞ i 𝑥𝑘 → 0

(𝑘 = 1, 𝑛).

Основнi результати

Для рiвняння (1) має мiсце наступне твердження.

Теорема. Нехай для функцiї 𝐹 виконуються умови (𝑖)–(𝑖𝑣). Тодi в деякiй

областi 𝐷1 = 𝐷01×[−𝑏0; 𝑏0] , де 𝐷01 = [𝑡0; +∞)×
[︀
−ℎ01;ℎ01

]︀
×. . .×

[︀
−ℎ0𝑛;ℎ0𝑛

]︀
,

𝑡0, ℎ
0
𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛) i 𝑏0 задовольняють нерiвностi 𝑡0 ≥ 𝑎, 0 < ℎ0𝑘 ≤ ℎ𝑘, 𝑏0 ∈

(0; 𝑏0] ,
4𝐴2𝑏0
|𝐴1| < 1, рiвняння (1) визначає єдину неперервну на множенi 𝐷01

функцiю 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), таку що 𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) ≡ 0,
𝜕𝑦
𝜕𝑥𝑘
∈ C (𝐷01;R) (𝑘 = 1, 𝑛), 𝑦(+∞, 0, . . . , 0) = 0 i

𝑦(𝑡, 0, . . . , 0) ∼ − 𝐹 (𝑡, 0, ..., 0)

𝐹 ′
𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)

(𝑡→ +∞) . (2)
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Доведення. Оскiльки функцiя 𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) диференцiйована за

змiнною 𝑦 при (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷0, то, згiдно формули Тейлора iз залишковим

членом у формi Пеано, рiвняння (1) можна записати у виглядi:

𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)+𝐹
′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)·𝑦+𝑅(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 0,

(3)

де 𝑅(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝑟(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) · 𝑦, 𝑟(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)→ 0 при 𝑦 → 0

для будь-якої точки (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷0.

З (3) випливає, що 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – неявна функцiя, яка визначається

спiввiдношенням

𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
− 𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)−𝑅(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))

𝐹 ′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)

.

(4)

Оскiльки

𝑅(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)−𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)−𝐹 ′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)·𝑦,

тодi

𝑅′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝐹 ′

𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)− 𝐹 ′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0).

Розглянемо та оцiнимо при (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷0 i фiксованих 𝑦1, 𝑦2 ∈
[−𝑏; 𝑏] (𝑦1 < 𝑦2) рiзницю 𝐹 ′

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)−𝐹 ′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1) , застосувавши

теорему Лагранжа за змiнною 𝑦:

𝐹 ′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)− 𝐹 ′

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1) = 𝐹 ′′
𝑦𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦

*) · (𝑦2 − 𝑦1) ,

де 𝑦* ∈ (𝑦1; 𝑦2).

Звiдси випливає, що

sup
𝐷0

⃒⃒
𝐹 ′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)− 𝐹 ′

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1)
⃒⃒
≤

≤ sup
𝐷0

⃒⃒
𝐹 ′′
𝑦𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦

*)
⃒⃒
· |𝑦2 − 𝑦1| ≤

≤ sup
𝐷

⃒⃒
𝐹 ′′
𝑦𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)

⃒⃒
· |𝑦2 − 𝑦1| = 𝐴2 · |𝑦2 − 𝑦1| .

Покладаючи 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 𝑦, для будь-якого фiксованого 𝑦 ∈ [−𝑏; 𝑏]
отримаємо:

sup
𝐷0

⃒⃒
𝑅′
𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)

⃒⃒
≤ 𝐴2 · |𝑦| . (5)
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Аналогiчно розглянемо i оцiнимо при (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷0 i фиксованих

𝑦1, 𝑦2 ∈ [−𝑏; 𝑏] рiзницю𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)−𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1) , застосувавши

теорему Лагранжа за змiнною 𝑦:

𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)−𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1) = 𝑅′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦

**) · (𝑦2 − 𝑦1) ,

де 𝑦** ∈ (𝑦1; 𝑦2).

Враховуючи (5) отримаємо, що

sup
𝐷0

|𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2)−𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1)| ≤

≤ sup
𝐷0

⃒⃒
𝑅′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)

⃒⃒
· |𝑦2 − 𝑦1| ≤ 𝐴2 · |𝑦2 − 𝑦1|2 .

Вважаючи 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 𝑦, для будь-якого фiксованого 𝑦 ∈ [−𝑏; 𝑏]
отримаємо:

sup
𝐷0

|𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)| ≤ 𝐴2 · |𝑦|2 . (6)

В силу (6) та властивостей (𝑖𝑖),(𝑖𝑖𝑖) функцiї 𝐹 iснує область 𝐷01 =

[𝑡0; +∞) ×
[︀
−ℎ01;ℎ01

]︀
× . . . ×

[︀
−ℎ0𝑛;ℎ0𝑛

]︀
, 𝐷01 ⊂ 𝐷0, де 𝑡0 ≥ 𝑎, 0 < ℎ0𝑘 ≤ ℎ𝑘

(𝑘 = 1, 𝑛), для якої:

1) sup
𝐷01

|𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)| ≤ 𝑏0|𝐴1|
4 , де 𝑏0 ∈ (0; 𝑏] та 4𝐴2𝑏0

|𝐴1| < 1;

2) inf
𝐷01

⃒⃒
𝐹 ′
𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 0)

⃒⃒
> |𝐴1|

2 ;

3) sup
𝐷01

|𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)| ≤ sup
𝐷0

|𝑅 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦)| ≤ 𝐴2 · |𝑦|2 .

Розглянемо банаховий простiр𝐵 обмежених неперервних у𝐷01 функцiй

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) з нормою ‖𝑦‖ = sup
𝐷01

|𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)| .

У банаховому просторi 𝐵 розглянемо пiдпростiр 𝐵1 ⊂ 𝐵 функцiй 𝑦 ∈
𝐵, для яких ‖𝑦‖ ≤ 𝑏0, i введемо на 𝐵1 оператор

𝑇
(︀
𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

)︀
≡ −𝐹 (𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)−𝑅

(︀
𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛)

)︀
𝐹 ′
𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)

.

(7)

Використовуючи принцип стислих вiдображень, покажемо, що

𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) = 𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) , тобто оператор 𝑇 має

нерухому точку 𝑦 ∈ 𝐵1.

1) Доведемо, що 𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) ∈ 𝐵1 при 𝑦 ∈ 𝐵1.
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Оскiльки 𝑦 ∈ C(𝐷01;R), то в силу структури оператора 𝑇 ∈ C(𝐷01;R).
З ‖𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖ ≤ 𝑏0 випливає, що

‖𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))‖ =
⃦⃦⃦
−𝐹 (𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)−𝑅(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛))

𝐹 ′
𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)

⃦⃦⃦
≤

≤

(︃
sup
𝐷01

|𝐹 (𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)|+sup
𝐷01

|𝑅(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛))|
)︃

inf
𝐷01
|𝐹 ′

𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦)| ≤

≤ 2
|𝐴1|

(︁
𝑏0|𝐴1|

4 +𝐴2 |𝑦|2
)︁
≤ 𝑏0

2 + 𝑏0
2 ≤ 𝑏0.

2) Перевiримо умову стискання.

Оберемо довiльним чином 𝑦1 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦2 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵1, тодi

‖𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦2 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))− 𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))‖ =
=
⃦⃦⃦
𝑅(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦2(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛))−𝑅(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑦1(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛))

𝐹 ′
𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)

⃦⃦⃦
≤

≤ 𝐴2

inf
𝐷01
|𝐹 ′

𝑦(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛,0)| ‖𝑦2 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)− 𝑦1 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖
2 ≤

≤ 2𝐴2(‖𝑦2(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛)‖+‖𝑦1(𝑡,𝑥1,...,𝑥𝑛)‖)
|𝐴1| ‖𝑦2 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)− 𝑦1 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖ ≤

≤ 4𝐴2𝑏0
|𝐴1| ‖𝑦2 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)− 𝑦1 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖ .

Тобто оператор 𝑇 вiдображає простiр𝐵1 у себе i є оператором стискання.

Тому згiдно принципу стислих вiдображень iснує єдина функцiя 𝑦 =

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵1, така що

𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑇 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) .

В силу (7) ця неперервна на множинi 𝐷01 функцiя є єдиним розв’язком

рiвняння (4), що задовольняє умову ‖𝑦‖ ≤ 𝑏0. З урахуванням цiєї умови

i оскiльки 𝐹 ∈ C(𝐷;R), то за локальною теоремою о диференцiюваннi

неявної функцiї можна стверджувати, що 𝑦, 𝜕𝑦𝜕𝑥𝑘 ∈ C (𝐷01;R) (𝑘 = 1, 𝑛).

Доведемо, що функцiя 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) при 𝑥𝑘 = 0 (𝑘 = 1, 𝑛) має властивiсть

(2).

Функцiя 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) задовольняє рiвнянню (3), яке, поклавши 𝑥𝑘 =

0 (𝑘 = 1, 𝑛), можна записати у виглядi

𝐹 (𝑡, 0, . . . , 0)+𝐹 ′
𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)+𝑟 (𝑡, 0, . . . , 0, 𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)) 𝑦(𝑡, 0, . . . , 0) ≡ 0.

Звiдси, враховуючи, що 𝐹 ′
𝑦(+∞, 0, . . . , 0, ) = 𝐴1 ̸= 0,

𝑦(𝑡, 0, . . . , 0) ·
(︂
1 +

𝑟 (𝑡, 0, . . . , 0, 𝑦(𝑡, 0, . . . , 0))

𝐹 ′
𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)

)︂
= − 𝐹 (𝑡, 0, . . . , 0)

𝐹 ′
𝑦(𝑡, 0, . . . , 0)

.

З останньої рiвностi випливає властивiсть (2).

Теорему доведено
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Висновки

У данiй роботi доведено iснування єдиної неперервної неявної функцiї

𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), яка задовольняє рiвняння (1) у деякiй пiдобластi 𝐷1 ⊂
𝐷. Встановлено, що ця функцiя є диференцiйовною за змiнними 𝑥𝑘 (𝑘 =

1, 𝑛) i має асимптотичну поведiнку (2) при 𝑡→ +∞.
Отриманi результати створюють основу для асимптотичного аналiзу

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз сингулярностями на нескiнченностi.

Вони вiдкривають перспективи для застосування у дослiдженнi динамiчних

систем, теорiї нелiнiйних коливань та iнших сумiжних галузях, пов’язаних

iз поведiнкою розв’язкiв у необмежених областях.
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Evtukhov V. M., Koltsova L. L.

Asymptotic Behavior of Implicit Functions on Unbounded Do-

mains

Summary

The properties of an implicit function defined by the equation

𝐹 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 0 in an unbounded domain as 𝑡 → +∞ and for small

values of the other variables are investigated. This article generalizes one of

the results of [1] to the multidimensional case and supplements the results of

the works [2], [3].

A theorem on the existence and uniqueness of a continuous function 𝑦 =

𝑦(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) with continuous partial derivatives with respect to the variables

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 is proved. The key asymptotic property 𝑦(𝑡, 0, ..., 0) ∼ − 𝐹 (𝑡,0,...,0)
𝐹 ′
𝑦(𝑡,0,...,0)

as 𝑡→ +∞ is established.

The obtained results are fundamental for the asymptotic analysis of solu-

tions to differential equations with singularities at infinity and can find appli-

cations in the theory of dynamical systems and nonlinear oscillations.

Keywords: implicit function, unbounded domain, asymptotic behavior, singu-

larity, differential equations.
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