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ОПЕРАЦIЇ НАД БЛОЧНИМИ ПРЕДИКАТНИМИ МАТРИЦЯМИ

В данiй статтi розглянуто можливiсть виконання основних логiчних операцiй над
матрицями, якi роздiлено на прямокутнi блоки в якiйсь довiльний спосiб. Отриманi
результати проiлюстрованi на прикладi предикатних логiчних матриць, що заданi над
полем скiнченних предикатiв довiльної арностi. Також обґрунтовано можливiсть роз-
повсюдити отриманi результати на булевi матрицi (вважається, що їх задано над полем
скiнченних предикатiв нульової арностi). В той же час з використанням апарату бага-
тозначної логiки, вiдштовхуючись вiд булевих логiчних матриць, отриманi результати
можна розповсюдити на дослiдження логiчних об’єктiв, що не є булевими. Блочне роз-
дiлення матриць дозволяє розбивати iнформацiю, подану у матричному виглядi, на
частини, обробляти їх окремо, а потiм поєднувати в єдине цiле, дотримуючись певних
правил та обмежень, що описанi в данiй статтi. Цi методи можуть знайти своє засто-
сування в теорiї графiв, теорiї алгоритмiв, програмуваннi та iнших сферах теоретичної
та практичної дiяльностi, що так чи iнакше пов’язанi з математичною логiкою.

У класичнiй лiнiйнiй алгебрi широко використається апарат матриць. Але класична
лiнiйна алгебра має справу iз безперервними об’єктами. Логiчна алгебра, побудована за
аналогiєю з класичною лiнiйною алгеброю, будує тi ж самi моделi за допомогою дис-
кретних об’єктiв, що мають логiчну структуру i пiдкоряються вiдповiдним законам.
Це призводить до суттєвих вiдмiнностей у функцiонуваннi побудованих моделей. Да-
на стаття присвячена матрицям, в якостi елементiв для яких взято елементарнi логiчнi
елементи, а саме скiнченнi предикати довiльної арностi. В роботi дослiдженi властивостi
таких матриць та особливостi їх застосування за умови їх блочного подання. Також роз-
глянуто основнi операцiї над такими матрицями. Крiм звичайних операцiй, що мають
мiсце в класичнiй лiнiйнiй алгебрi, логiчнi структури дозволяють виконувати це декiль-
ка операцiй. Особливу увагу придiлено операцiї добутку блочних предикатних матриць
з урахуванням їх особливостей, пов’язаних з логiчною структурою таких об’єктiв.
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Вступ

Устоянi уявлення про математичну логiку як про науку, що вивчає
закони мислення iз застосуванням апарата математики, головним чином,
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для потреб самої математики, у сучасних умовах стає занадто вузьким [1].
Сьогодення ставить перед наукою все бiльшу кiлькiсть задач, пов’язаних iз
комп’ютеризацiєю. Саме потреби комп’ютерної обробки iнформацiї потре-
бують дослiдження можливостей матричного вирахування для матриць
логiчного типу. Такi матрицi мають дуже широке застосування. Ними мо-
жна подавати, наприклад, основнi операцiї над графами [2]. Також ло-
гiчнi конструкцiї використовуються для побудови математичних моделей
природної мови [3]. Тому актуальною є задача створення математичного
апарату, який би дозволяв обробляти матрицi, елементами яких є об’єкти
довiльної логiчної природи за аналогiєю iз звичайним алгебраїчним ма-
тричним апаратом.

1. Попереднi результати

Розрiзняють логiчнi матрицi двох типiв: булевi та предикатнi.

Означення 1. Матриця називається булевою, якщо її елементами є логi-
чнi скаляри iз поля 𝐾 = {0, 1} [3].

Тобто елементами булевої матрицi є нулi та одиницi. Наприклад, буле-
вою буде матриця [2]

𝐴 =

⎛⎜⎝1 0 1

1 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠
Означення 2. Матриця називається предикатною, якщо усi її елементи
узято iз одного й того ж поля скiнченних предикатiв довiльної арностi [3].

Означення 3. Скiнченним 𝑛-мiсним предикатом (предикатом арностi 𝑛)
над деяким алфавiтом𝐺 називається будь-яка функцiя 𝑓=𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
вiд 𝑛 аргументiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 заданих на множинi𝐺, що приймає значення
iз двохелементної множини 𝐾 = {0, 1}.

Булевi матрицi можна розглядати як окремий випадок предикатних
матриць. При цьому можна вважати, що арнiсть предикатiв, що складають
скалярне поле, дорiвнює нулю.

Часто iнформацiя для обробки надається частинами, кожна з яких мо-
же оброблятися як окремо, так i як складова цiлiсної системи. Поєднання
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цих частин задля сумiсної обробки дозволяє зробити апарат блочних ма-
триць.

Основнi результати

Вiзьмемо довiльну логiчну матрицю 𝐴[4] та подiлимо її на частини
горизонтальними та вертикальними прямими лiнiями. Отриманi частини
можна розглядати як логiчнi матрицi меншої розмiрностi, якi, в свою чер-
гу, є елементами початкової матрицi 𝐴.

Означення 4. Прямокутнi частини, на якi можна подiлити довiльну ло-
гiчну матрицю 𝐴, якi при цьому не перетинаються мiж собою, але сукупно
утворюють всю вказану матрицю, називаються клiтками або блоками ма-
трицi 𝐴.

Означення 5. В свою чергу, матриця 𝐴, яку роздiлено в описаний спосiб,
називається блочною.

Iснує декiлька варiантiв розбиття однiєї й тiєї ж самої матрицi 𝐴 на
блоки [5]. Наприклад,

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 1

1 0 0 1

0 0 0 1

1 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 1

1 0 0 1

0 0 0 1

1 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 1

1 0 0 1

0 0 0 1

1 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
тощо.

Для блочних логiчних матриць мають мiсце тi ж самi властивостi, що й
для звичайних булевих та предикатних матриць. Операцiї над ними здiй-
снюються за тими ж правилами, що виконуються для звичайних логiчних
матриць [4]. Припустимо, що деяку логiчну матрицю 𝐴 роздiлено на блоки
в якiйсь один з можливих способiв:

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝐴11 . . . 𝐴1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚1 . . . 𝐴𝑚𝑛

⎞⎟⎠ .

Щоб виконати операцiю логiчного добутку на скаляр 𝛼 описаної матрицi
𝛼, треба виконати кон’юнкцiю логiчного скаляру 𝛼 з усiма елементами
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матрицi 𝐴, i як наслiдок, з усiма елементами кожного з її блокiв. Отже,

𝛼𝐴 = 𝛼

⎛⎜⎝ 𝐴11 . . . 𝐴1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚1 . . . 𝐴𝑚𝑛

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝛼𝐴11 . . . 𝛼𝐴1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝛼𝐴𝑚1 . . . 𝛼𝐴𝑚𝑛

⎞⎟⎠ .

Вiзьмемо за поле логiчних скалярiв множину одномiсних скiнченних
предикатiв, заданих над алфавiтом 𝐾 = 0, 1:

x 𝑃0(𝑥) 𝑃1(𝑥) 𝑃2(𝑥) 𝑃3(𝑥)

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Як було показано в [1], логiчнi операцiї над скiнченними предикатами
однакової арностi виконуються порозрядно.

Оберемо, наприклад, за логiчний скаляр 𝛼 = 𝑃2(𝑥) = (1 0). В якостi
матрицi, заданої над цим скалярним полем, розглянемо блочне розбиття
предикатної матрицi

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝑃1 𝑃2 𝑃3

𝑃0 𝑃2 𝑃1

𝑃3 𝑃1 𝑃0

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
0 1

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
0 0

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

(︃
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

)︃
.

Тодi маємо:

𝛼𝐴 =

(︃
𝛼𝐴11 𝛼𝐴12

𝛼𝐴21 𝛼𝐴22

)︃
=

⎛⎜⎜⎝𝑃2

(︃
𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃2

)︃
𝑃2

(︃
𝑃3

𝑃1

)︃
𝑃2

(︁
𝑃3 𝑃1

)︁
𝑃2

(︁
𝑃0

)︁
⎞⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎝
(︃
𝑃2 ∧ 𝑃1 𝑃2 ∧ 𝑃2

𝑃2 ∧ 𝑃0 𝑃2 ∧ 𝑃2

)︃ (︃
𝑃2 ∧ 𝑃3

𝑃2 ∧ 𝑃1

)︃
(︁
𝑃2 ∧ 𝑃3 𝑃2 ∧ 𝑃1

)︁ (︁
𝑃2 ∧ 𝑃0

)︁
⎞⎟⎟⎠ =
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=

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
0 0

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
0 0

)︁ (︁
0 0

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝑃0 𝑃2 𝑃2

𝑃0 𝑃2 𝑃0

𝑃2 𝑃0 𝑃0

⎞⎟⎠ .

Вiзьмемо тепер логiчну матрицю В, що має ту ж саму розмiрнiсть, що й
А, та роздiлену на блоки в спосiб, аналогiчний роздiленню матрицi А:

𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝐵11 . . . 𝐵1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .

𝐵𝑚1 . . . 𝐵𝑚𝑛

⎞⎟⎠ .

Згiдно з означенням диз’юнкцiї логiчних матриць [4], елементи матрицi
𝐶∨ = 𝐴 ∨ 𝐵 будуть дорiвнювати диз’юнкцiям їх вiдповiдних елементiв.
З цього випливає, що матриця С буде роздiленою на блоки так само, як i
матрицi А i В, причому її блоки будуть вiдповiдати результатам диз’юнкцiї
вiдповiдних блокiв матриць А i В, тобто

𝐶∨ =

⎛⎜⎝ 𝐶11 . . . 𝐶1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .

𝐶𝑚1 . . . 𝐶𝑚𝑛

⎞⎟⎠ = 𝐴 ∨𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝐴11 ∨𝐵11 . . . . . . . . . 𝐴1𝑛 ∨𝐵1𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚1 ∨𝐵𝑚1 . . . 𝐴𝑚𝑛 ∨𝐵𝑚𝑛

⎞⎟⎠ .

Наприклад, для наведеної вище матрицi А та матрицi

𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝑃3 𝑃2 𝑃1

𝑃2 𝑃1 𝑃1

𝑃0 𝑃1 𝑃3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 1

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

(︃
𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

)︃
.

маємо:

𝐴 ∨𝐵 =

(︃
𝐴11 ∨𝐵11 𝐴12 ∨𝐵12

𝐴21 ∨𝐵21 𝐴22 ∨𝐵22

)︃
=

=

⎛⎜⎜⎝
(︃
𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃2

)︃
∨

(︃
𝑃3 𝑃2

𝑃2 𝑃1

)︃ (︃
𝑃3

𝑃1

)︃
∨

(︃
𝑃1

𝑃1

)︃
(︁
𝑃3 𝑃1

)︁
∨
(︁
𝑃0 𝑃1

)︁ (︁
𝑃0

)︁
∨
(︁
𝑃3

)︁
⎞⎟⎟⎠ =
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=

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎝(︁1 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁⎞⎠ ⎛⎝(︁1 1
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠(︁(︁

1 1
)︁ (︁

0 1
)︁)︁ (︁(︁

1 1
)︁)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 1

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝑃3 𝑃2 𝑃3

𝑃2 𝑃3 𝑃1

𝑃3 𝑃1 𝑃3

⎞⎟⎠ .

Згiдно з означенням кон’юнкцiї логiчних матриць [4], елементами матрицi
𝐶∧ = 𝐴 ∧ 𝐵 є результати кон’юнкцiй вiдповiдних елементiв матриць i .
З цього випливає, що роздiлення матрицi 𝐶∧ є таким самим, що й для
матриць i , причому її блоки дорiвнюють кон’юнкцiям вiдповiдних блокiв
матриць i , тобто

𝐶∧ =

⎛⎜⎝𝐶11 . . . 𝐶1𝑛

. . . . . . . . .

𝐶𝑚1 . . . 𝐶𝑚𝑛

⎞⎟⎠ = 𝐴 ∧𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝐴11 ∧𝐵11 . . . 𝐴1𝑛 ∧𝐵1𝑛

. . . . . . . . .

𝐴𝑚1 ∧𝐵𝑚1 . . . 𝐴𝑚𝑛 ∧𝐵𝑚𝑛

⎞⎟⎠
Для наведених вище матриць 𝐴 i 𝐵 їх кон’юнкцiєю буде

𝐴 =

(︃
𝐴11 ∧𝐵11 𝐴12 ∧𝐵12

𝐴21 ∧𝐵21 𝐴22 ∧𝐵22

)︃
=

=

⎛⎜⎜⎝
(︃
𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃2

)︃
∧

(︃
𝑃3 𝑃2

𝑃2 𝑃1

)︃ (︃
𝑃3

𝑃1

)︃
∧

(︃
𝑃1

𝑃1

)︃
(︁
𝑃3 𝑃1

)︁
∧
(︁
𝑃0 𝑃1

)︁ (︁
𝑃0

)︁
∧
(︁
𝑃3

)︁
⎞⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎝(︁0 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁⎞⎠ ∧
⎛⎝(︁1 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁⎞⎠ ⎛⎝(︁1 1
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠ ∧

⎛⎝(︁0 1
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠(︁(︁

1 1
)︁ (︁

0 1
)︁)︁
∧
(︁(︁

0 0
)︁ (︁

0 1
)︁)︁ (︁(︁

0 0
)︁)︁
∧
(︁(︁

1 1
)︁)︁

⎞⎟⎟⎟⎠ =
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=

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎝(︁0 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
0 0

)︁⎞⎠ ⎛⎝(︁0 1
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠(︁(︁

0 0
)︁ (︁

0 1
)︁)︁ (︁(︁

0 0
)︁)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
0 1

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
0 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
0 0

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃0 𝑃1

𝑃0 𝑃1 𝑃0

⎞⎟⎠
Згiдно з означенням заперечення логiчних матриць [1], елементами ма-

трицi 𝐴 є заперечення вiдповiдних елементiв матрицi 𝐴, тобто 𝑎𝑖𝑗 . Отже,
заперечення блочної матрицi 𝐴 буде роздiлено на блоки так само, як i по-
чаткова матриця 𝐴, а її елементами будуть заперечення вiдповiдних блокiв
матрицi 𝐴, тобто

𝐴 =

⎛⎜⎝𝐴11 . . . 𝐴1𝑛

. . . . . . . . .

𝐴𝑚1 . . . 𝐴𝑚𝑛

⎞⎟⎠
Таким чином, для наведеної вище блочної предикатної матрицi маємо:

𝐴 =

(︃
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

)︃
=

⎛⎜⎜⎝
(︃
𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃2

)︃ (︃
𝑃3

𝑃1

)︃
(︁
𝑃3 𝑃1

)︁ (︁
𝑃0

)︁
⎞⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎝
(︃
𝑃 1 𝑃 2

𝑃 0 𝑃 2

)︃ (︃
𝑃 3

𝑃 1

)︃
(︁
𝑃 3 𝑃 1

)︁ (︁
𝑃 0

)︁
⎞⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎝
(︁
0 1

)︁ (︁
1 0

)︁
(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁
⎞⎟⎠

⎛⎜⎝
(︁
1 1

)︁
(︁
0 1

)︁
⎞⎟⎠(︂(︁

1 1
)︁ (︁

0 1
)︁)︂ (︂(︁

0 0
)︁)︂
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎝(︁1 0

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁⎞⎠ ⎛⎝(︁0 0
)︁(︁

1 0
)︁⎞⎠(︁(︁

0 0
)︁ (︁

1 0
)︁)︁ (︁(︁

1 1
)︁)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =
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=

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 0

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
0 0

)︁(︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝑃2 𝑃1 𝑃0

𝑃3 𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃2 𝑃3

⎞⎟⎠
У випадку добутку блочних логiчних матриць аналогiя з добутком зви-

чайних логiчних матриць не є вже такою очевидною. Розглянемо логiчнi
матрицi А i B :

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1,1 𝐴1,2 · · · 𝐴1,𝑛

𝐴2,1 𝐴2,2 · · · 𝐴2,𝑛

...
...

. . .
...

𝐴𝑚,1 𝐴𝑚,2 · · · 𝐴𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵1,1 𝐵1,2 · · · 𝐵1,𝑝

𝐵2,1 𝐵2,2 · · · 𝐵2,𝑝

...
...

. . .
...

𝐵𝑛,1 𝐵𝑛,2 · · · 𝐵𝑛,𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
тобто роздiленi на блоки в такий спосiб, щоб кiлькiсть стовпцiв блоку

𝐴𝑖𝑗 збiгалася б з кiлькiстю рядкiв блоку 𝐵𝑗𝑘(𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑘 = 1, 𝑝). Iн-
шими словами, всi горизонтальнi розмiри в матрицi-лiвому множнику збi-
галися з вiдповiдними вертикальними розмiрами в матрицi-правому мно-
жнику [5]. Лише за умови дотримання цього правила розбиття

𝐶𝑗𝑘 = 𝐴𝑖1𝐵1𝑘 ∨𝐴𝑖𝑛𝐵𝑛𝑘

має сенс. Матрицi, роздiленi на блоки в описаний спосiб, перемножую-
ться аналогiчно до звичайних логiчних матриць.

Теорема. Блоки матрицi, що є результатом добутку блочних ло-
гiчних матриць А i В дорiвнюють диз’юнкцiям добуткiв блокiв рядкiв
матрицi А на блоки вiдповiдних стовпцiв матрицi В.

Доведення. Спочатку розглянемо випадок, коли матрицi А i B мають
по два блоки, тобто будемо доводити правило добутку блочних логiчних
матриць в наступному виглядi:

(𝐴1 𝐴2)

(︃
𝐵1

𝐵2

)︃
= 𝐴1𝐵1 ∨𝐴2𝐵2 (1)

Нехай 𝑎1𝑖𝑗 , 𝑎
2
𝑖𝑟, 𝑏

1
𝑗𝑡, 𝑏

2
𝑟𝑡– елементи матриць, що вiдповiдають блокам 𝐴1,

𝐴2, 𝐵1, 𝐵2 вiдповiдно
(︀
𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑟 = 1, 𝑠, 𝑡 = 1, 𝑝

)︀
. Виконуючи дiї,

вказанi в лiвiй частинi виразу (1), отримуємо елемент матрицi С=АВ, що
стоїть в i-тому рядку та t-тому стовпцi:
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𝑐𝑖𝑡 = 𝑎1𝑖1𝑏
1
1𝑡 ∨ · · · ∨ 𝑎1𝑖𝑛𝑏1𝑛𝑡 ∨ 𝑎2𝑖1𝑏21𝑡 ∨ · · · ∨ 𝑎2𝑖𝑠𝑏2𝑠𝑡

Обчислюючи елемент, що стоїть в i-тому рядку i t-тому стовпцi матри-
цi, записаної в правiй частинi виразу (1), ми отримаємо ту ж саму рiвнiсть,
що й для 𝑐𝑖𝑡, що й доводить рiвнiсть (1). Тепер доведемо правило добутку
блочних логiчних матриць в загальному випадку:

(𝐴1 𝐴2 · · ·𝐴𝐵)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵1

𝐵2

...
𝐵𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝐴1𝐵1 ∨𝐴2𝐵2 ∨ · · · ∨𝐴𝑛𝐵𝑛 (2)

де елементи 𝐴𝑖 та 𝐵𝑖 є окремими блоками. При 𝑛 = 2 ця формула є вже
доведеною вище рiвнiстю (1). Подальше доведення будемо проводити за
допомогою методу математичної iндукцiї. Припустимо, що для всiх 𝑛 =

𝑞−1 спiввiдношення (2) виконується. Доведемо його iстиннiсть для 𝑛 = 𝑞.
Для цього позначимо

𝑋 = (𝐴1 𝐴2 · · ·𝐴𝐵) , 𝑌 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵1

𝐵2

...
𝐵𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝐴1𝐵1 ∨𝐴2𝐵2 ∨ · · · ∨𝐴𝑛𝐵𝑛.

Тодi, згiдно з рiвнiстю (1), маємо:

(𝐴1 𝐴2 ... 𝐴𝑛)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵1

𝐵2

...
𝐵𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = (𝐴1 𝑋)

(︃
𝐵1

𝑌

)︃
=

= 𝐴1𝐵1 ∨𝑋𝑌 = 𝐴1𝐵1 ∨𝐴2𝐵2 ∨ . . . ∨𝐴𝑛𝐵𝑛.

В аналогiчний спосiб отримуємо рiвнiсть

𝐴(𝐵1 𝐵2 . . . 𝐵𝑛) = (𝐴𝐵1 𝐴𝐵2 . . . 𝐴𝐵𝑛) (3)
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та рiвнiсть ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1

𝐴2

...
𝐴𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1𝐵

𝐴2𝐵
...

𝐴𝑛𝐵

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (4)

Тепер iз рiвностей (2), (3) i (4) виводиться загальна формула

𝐴𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝐶11 . . . 𝐶1𝑝

. . . . . . . . . . . .

𝐶𝑚1 . . . 𝐶𝑚𝑝

⎞⎟⎠ . (5)

Для цього позначимо рядки блокiв матрицi 𝐴 через 𝐴1, ..., 𝐴𝑚, а стовпцi
блокiв матрицi 𝐵 через 𝐵1, ..., 𝐵𝑝. Згiдно з рiвнiстю (4), можна записати
наступне: ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝐴1

𝐴2

...
𝐴𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1𝐵

𝐴2𝐵
...

𝐴𝑚𝐵

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Якщо пiдставити в це спiввiдношення вираз для розбиття матрицi 𝐵, отри-
маємо

𝐴𝐵 =

⎛⎜⎝𝐴1(𝐵1 . . . 𝐵𝑝)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚(𝐵1 . . . 𝐵𝑝)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝐴1𝐵1 . . . 𝐴1𝐵𝑝

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚𝐵1 . . . 𝐴𝑚𝐵𝑝

⎞⎟⎠ . (6)

Але згiдно з рiвнiстю (2), отримуємо:

𝐴𝑖𝐵𝑘 = (𝐴𝑖1 . . . 𝐴𝑖𝑛)

⎛⎜⎜⎝
𝐵1𝑘

...
𝐵𝑛𝑘

⎞⎟⎟⎠ = 𝐴𝑖1𝐵1𝑘 ∨ . . . ∨𝐴𝑖𝑛𝐵𝑛𝑘 = 𝐶𝑖𝑘.

Якщо пiдставити цей результат до рiвностi (6), отримаємо спiввiдношення
(5). Отже, тим амим доведено правило добутку блочних логiчних матриць.
Теорему доведено.

Отже, для можливостi обчислення добутку двох блочних предикатних
матриць 𝐴′ i 𝐵′ четвертого порядку їх роздiлення на блоки має бути, на-
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приклад, наступним:

𝐴‘ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑃1 𝑃2 𝑃3 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃1 𝑃1

𝑃2 𝑃2 𝑃0 𝑃3

𝑃1 𝑃0 𝑃3 𝑃3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐵‘ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑃0 𝑃3 𝑃2 𝑃2

𝑃2 𝑃2 𝑃1 𝑃1

𝑃3 𝑃3 𝑃0 𝑃2

𝑃3 𝑃0 𝑃3 𝑃3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Для цих матриць їх добуток буде дорiвнювати

𝐴‘𝐵‘ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎝𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃3

𝑃2 𝑃2

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝑃3 𝑃1

𝑃1 𝑃1

𝑃0 𝑃3

⎞⎟⎠
(︁
𝑃1 𝑃0

)︁ (︁
𝑃3 𝑃3

)︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(︃
𝑃0 𝑃3 𝑃2

𝑃2 𝑃2 𝑃1

)︃ (︃
𝑃2

𝑃1

)︃
(︃
𝑃3 𝑃3 𝑃0

𝑃3 𝑃0 𝑃3

)︃ (︃
𝑃2

𝑃3

)︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎝𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃3

𝑝2 𝑃2

⎞⎟⎠ .

(︃
𝑃0 𝑃3 𝑃2

𝑃2 𝑃2 𝑃1

)︃
∨

⎛⎜⎝𝑃3 𝑃1

𝑃1 𝑃1

𝑃0 𝑃3

⎞⎟⎠ .

(︃
𝑃3 𝑃3 𝑃0

𝑃3 𝑃0 𝑃3

)︃
(︁
𝑃1 𝑃0

)︁
.

(︃
𝑃0 𝑃3 𝑃2

𝑃2 𝑃2 𝑃1

)︃
∨
(︁
𝑃3 𝑃3

)︁
.

(︃
𝑃3 𝑃3 𝑃0

𝑃3 𝑃0 𝑃3

)︃

⎛⎜⎝𝑃1 𝑃2

𝑃0 𝑃3

𝑃2 𝑃2

⎞⎟⎠ .

(︃
𝑃2

𝑃1

)︃
∨

⎛⎜⎝𝑃3 𝑃1

𝑃1 𝑃1

𝑃0 𝑃3

⎞⎟⎠ .

(︃
𝑃2

𝑃3

)︃
(︁
𝑃1 𝑃0

)︁
.

(︃
𝑃2

𝑃1

)︃
∨
(︁
𝑃3 𝑃3

)︁
.

(︃
𝑃2

𝑃3

)︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
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⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
0 1

)︁ (︁
1 0

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 1

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
1 0

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ .

⎛⎝(︁1 0
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠ ∨

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 1

)︁ (︁
0 1

)︁(︁
0 0

)︁ (︁
1 1

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ .

⎛⎝(︁1 0
)︁(︁

1 1
)︁⎞⎠

(︁(︁
0 1

)︁ (︁
0 0

)︁)︁
.

⎛⎝(︁1 0
)︁(︁

0 1
)︁⎞⎠ ∨ (︁(︁1 1

)︁ (︁
1 1

)︁)︁
.

⎛⎝(︁1 0
)︁(︁

1 1
)︁⎞⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎝
(︁
1 0

)︁ (︁
1 1

)︁ (︁
0 0

)︁(︁
1 0

)︁ (︁
1 0
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Для розглянутих вище предикатних матриць А i В третього порядку
наведений варiант їх одночасного роздiлення на блоки є припустимим для
обчислення добутку цих матриць. Але при збереженнi розбиття для ма-
трицi А жодний iнший варiант розбиття матрицi В вже не є припустимим,
тому що будь-яке iнше розбиття матрицi В порушує умову рiвностi вiдпо-
вiдних горизонтальних та вертикальних розмiрностей блокiв цих матриць
[5].
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Висновки

При доведеннi отриманих результатiв арнiсть предикатiв скалярного
поля, над яким можуть бути заданi дослiджуванi логiчнi матрицi, нiяким
чином не було обмежено. Тобто ця арнiсть може дорiвнювати, зокрема,
нулю. З цього випливає, що отриманi результати є узагальненими i мо-
жуть бути застосованi як до предикатних, так i до булевих матриць. Бiльш
за те, iнколи виникає потреба застосування математичного апарату логi-
чних матриць для довiльних матриць, якi не завжди є булевими. В цьому
випадку за умови використання загального означення логiчних операцiй
диз’юнкцiї та кон’юнкцiї для багатозначної логiки як 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦}
та 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 𝑦} [6], отриманi результати зберiгаються i для багато-
значних логiчних конструкцiй. Це може стати в нагодi при дослiдженнi,
наприклад, матричного апарату для задання операцiй над графами [2].
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Summary

This article discusses the possibility of performing basic logical operations on
matrices that are divided into rectangular blocks in an arbitrary manner. The
results obtained are illustrated using the example of predicate logical matrices
defined over a field of finite predicates of arbitrary arity. The possibility of
extending the results obtained to Boolean matrices is also justified (they are
considered to be defined over a field of finite predicates of zero arity). At the
same time, using the apparatus of multivalued logic, starting from Boolean
logical matrices, the results obtained can also be extended to the study of log-
ical objects that are not Boolean. Block partitioning of matrices allows you
to divide information specified in matrix form into parts, process these parts
separately, and then combine them into a single whole, adhering to certain
rules and restrictions described in this article. These methods can find their
application in graph theory, in the theory of algorithms, programming and in
other areas of theoretical and practical activity that are in one way or another
related to mathematical logic.
Key words: boolean matrix, finite predicate, predicate matrix, block partition-
ing, elementary logical operations, arity of predicates, logical scalar, multivalued
logic.
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