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АСИМПТОТИЧНЕ ЗОБРАЖЕННЯ ДЕЯКИХ КЛАСIВ
РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ ТРЕТЬОГО
ПОРЯДКУ

У роботi, використовуючи априорнi властивостi класу 𝑃𝜔(𝜆0)–розв’язкiв, встановлю-
ються умови iснування одного класу розв’язкiв у двочленного неавтономного дифе-
ренцiального рiвняння третього порядку з нелiнiйнiстю, близькою у деякому сенсi до
лiнiйної, у критичному випадку, а саме коли 𝜆0 = ±∞. Отримано асимптотичнi при
𝑡 ↑ 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) зображення для таких розв’язкiв та їх похiдних першого та друго-
го порядку у випадку 𝜆0 = ±∞. Доведенi для нелiнiйного рiвняння леми та теореми
перенесено на лiнiйнi диференцiальнi рiвняння третього порядку з асимптотично мали-
ми коефiцiєнтами. Перенесенi результати не суперечать, та, в деякiй мiрi, доповнюють
вiдомi результати щодо асимптотичного поводження розв’язкiв лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь третьго порядку.
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Вступ

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦| ln |𝑦||𝜎, (1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝜎 ∈ R, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[−неперервна функцiя, −∞ <

𝑎 < 𝜔 ≤ +∞∗

Це рiвняння належить до класу рiвнянь виду

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡) 𝜙(𝑦), (2)

∗Вважаємо, що 𝑎 > 1 при 𝜔 = +∞ i 𝜔 − 𝑎 < 1 при 𝜔 < +∞.
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де функцiя 𝜙(𝑦) є правильно змiнна порядку 𝛾 у випадках коли 𝑦 → 0,
або коли 𝑦 → ±∞, а також неперервна в односторонньому околi однiєї
iз зазначених особливих точок. Виявлений вченими iнтерес до вивчення
асимптотичних властивостей розв’язкiв таких рiвнянь зумовлений насам-
перед тим, що через властивостi функцiй, що правильно змiнюються (див.,
наприклад, монографiю Е. Сенета [1]) вони є у деякому сенсi асимптотично
близькими для 𝛾 ̸= 1 до узагальненого рiвняння типу Емдена-Фаудера

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝛾sign𝑦,

а для 𝛾 = 1 – до лiнiйного диференцiального рiвняння

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦, (3)

огляд численних дослiджень яких мiститься в добре вiдомiй монографiї
I. Т. Кiгурадзе i Т. А. Чантурiя [2].

Серед робiт присвячених вивченню асимптотичної поведiнки розв’язкiв
диференцiального рiвняння (2) особливо слiд вiдзначити для випадку 𝑛 ≥
2 роботу В.М.Євтухова та А.М. Самойленка [3]. Однак, наведенi в цiєї та
iнших статтях результати не охоплюють рiвняння виду (1), яке є асим-
птотично близьким при 𝑦 → 0 i 𝑦 → ±∞ до лiнiйного диференцiального
рiвняння (3).

Розв’язок 𝑦 рiвняння (1), заданий i вiдмiнний вiд нуля на промiжку
[𝑡𝑦, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[, називається 𝑃𝜔(𝜆0) - розв’язком, якщо вiн задовольняє на-
ступним умовам:

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

{︃
або 0,

або±∞
(𝑘 = 0, 1, 2), lim

𝑡↑𝜔

(𝑦′′(𝑡))2

𝑦′′′(𝑡)𝑦′(𝑡)
= 𝜆0 (4)

В роботах [4–6] для рiвняння (1) були встановленi умови iснуванняя
𝑃𝜔(𝜆0)-розв’язкiв у випадку, якщо 𝜆0 ∈ R, а також були одержани асим-
птотичнi розвинення для таких розв’язкiв та їх похiдних до другого по-
рядку включно. При цьому встановлена кiлькiсть розв’язкiв iз знайденими
асимптотичними зображеннями.

Метою даної роботи є встановлення необхiдних та достатнiх умов iсну-
вання у диференцiального рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝜆0)-розв’язкiв в особливому
випадку, коли 𝜆0 = ±∞, а також одержання асимптотичних при 𝑡 ↑ 𝜔 зо-
бражень для таких розв’язкiв та їхнiх похiдних до другого порядку вклю-
чно.
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Допомiжнi твердження
Для встановлення основного результату знадобляться двi вiдомi допо-

мiжнi леми, одна iз яких стосується апрiорних асимптотичних властиво-
стей 𝑃𝜔(±∞)- розв’язкiв, а друга — iснування зникаючих в особливiй точцi
розв’язкiв у системах квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь.

Щоб сформулювати перший iз них, введемо необхiдну надалi функцiю

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞.

З Леми 10.4 працi В.М.Євтухова [7] (Гл.3, §10, стр. 141–142) (див. також
лему 2.1 з працi В.М.Євтухова та А.М. Самойленко [3]) випливає наступне
твердження.

Лема 1. Кожний 𝑃𝜔(±∞) розв’язок диференцiального рiвняння (1) задо-
вольняє при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичним спiввiдношенням

𝑦(𝑘−1)(𝑡) ∼ [𝜋𝜔(𝑡)]
(3−𝑘)

(3− 𝑘)!
𝑦′′(𝑡), (𝑘 = 1, 2), 𝑦′′′(𝑡) = 𝑜

(︂
𝑦′′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)

)︂
. (5)

Далi, розглянемо систему квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь

𝜐′𝑘 = ℎ𝑘(𝑡)

[︃
𝑓𝑘(𝑡, 𝜐1, . . . , 𝜐𝑛) +

3∑︁
𝑖=1

𝑐𝑘𝑖𝜐𝑖

]︃
(𝑘 = 1, 2, 3) (6)

в якiй 𝑐𝑘𝑖 ∈ R (𝑘, 𝑖 = 1, 2, 3), ℎ𝑘 : [𝑡0, 𝜔[−→ R∖{0} - неперервнi функцiї, 𝑓𝑘:
[𝑡0, 𝜔[×R3

1
2

(𝑘 = (1, 2, 3) —неперервнi функцiї, якi задовольняють умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑘(𝜏, 𝜐1, 𝜐2, 𝜐3) = 0 рiвномiрно по (𝜐1, 𝜐2, 𝜐3) ∈ R3
1
2

(7)

де R3
1
2

=
{︀
(𝜐1, 𝜐2, 𝜐3) ∈ R3 : |𝜐𝑖| ≤ 1

2 (𝑖 = 1, 2, 3)
}︀
.

В силу теореми 2.1 з роботи В.М. Євтухова та А.М. Самойленка [8] для
системи диференцiальних рiвнянь виду (6) має мiсце наступне тверджен-
ня.

Лема 2. Нехай

𝑐𝑘𝑘 ℎ𝑘(𝑡) ̸= 0 коли 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[,

𝜔∫︁
𝑡0

ℎ𝑘(𝑡)𝑑𝑡 = ±∞ (𝑘 = 1, 2, 3) (8)
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i постiйнi 𝐵0
𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3), якi визначаються (починаючи з 𝑘 = 3 ) реку-

рентними спiввiдношеннями

𝐵0
𝑘 =

1

|𝑐𝑘𝑘|

⎛⎝𝑘−1∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑘𝑗 |+
3∑︁

𝑗=𝑘+1

𝐵0
𝑗 |𝑐𝑘𝑗 |

⎞⎠ (9)

задовольняє нерiвностям 𝐵0
𝑘 < 1 при усiх 𝑘 ∈ {1, 2, 3}. Тодi система

диференцiальних рiвняннь (5) має принаймнi один розв’язок (𝜐𝑘)
3
𝑘=1 :

[𝑡1, 𝜔[−→ R3, де 𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[, яке прямує до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔, причому таких
розв’язкiв iснує цiле m - параметричне сiмейство, якщо серед функцiй
𝑐𝑘𝑘ℎ𝑘(𝑡)(𝑘 ∈ {1, 2, 3}) є m функцiй, якi є вiд’ємними на промiжку [𝑡0, 𝜔[.

Основнi результати

Введемо функцiю I наступним чином

𝐼(𝑡) =
𝑡∫︀
𝑎
𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)| ln |𝜋𝜔(𝜏)||𝜎𝑑𝜏.

Теорема 1. Для iснування у диференцiального рiвняння (1) 𝑃𝜔(±∞) роз-
в’язку необхiдно й достатньо виконання умов

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎 = 0, lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡) = ±∞ (10)

причому кожне таке рiшення допускає при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображе-
ння

𝑦(𝑘−1)(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
=

[𝜋𝜔(𝑡)]
3−𝑘

(3− 𝑘)!
[1 + 𝑜(1)] (𝑘 = 1, 2), (11)

ln |𝑦′′(𝑡)| = 𝛼0 2
𝜎−1 𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)] (12)

Бiльш того, при виконаннi умов (10) у диференцiального рiвняння (1) у
випадку 𝜔 = +∞ iснує трьохпараметричне сiмейство розв’язкiв, що до-
пускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (11), (12), а у випадку
𝜔 < +∞ - однопараметричне сiмейство розв’язкiв iз такими зображен-
нями.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑦 : [𝑡𝑦, 𝜔[−→ R є довiльним 𝑃𝜔(±∞)

- розв’язком диференцiального рiвняння (1). Тодi, враховуючи означення
𝑃𝜔(𝜆0) - розв’язку iснує 𝑡0 ∈ [𝑡𝑦, 𝜔[ таке, що ln |𝑦(𝑡)| ≠ 0 на промiжку [𝑡0, 𝜔[,
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i згiдно з лемою 2.1 мають мiсце асимптотичнi спiввiдношення (5). Згiдно
першому з асимптотичних спiввiдношень (5) має мiсце асимптотичнi пред-
ставлення (11) i, зокрема, спiввiдношення виду

𝑦(𝑡) ∼ 𝜋2𝜔(𝑡)

2
𝑦′′(𝑡), 𝑦′(𝑡) ∼ 𝜋𝜔(𝑡) 𝑦′′(𝑡) при 𝑡 ↑ 𝜔.

Наслiдком вищевказаних асимптотичних зображень є наступне спiввiдно-
шення

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
∼ 2

𝜋𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔,

i тому ln |𝑦(𝑡)| ∼ 2 ln |𝜋𝜔(𝑡)| при 𝑡 ↑ 𝜔.

Враховуючи цi асимптотичнi спiввiдношення з (1) отримуємо

𝑦′′′(𝑡) =
𝛼0

2
𝑝(𝑡)𝜋2𝜔(𝑡)|2 ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎𝑦′′(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

тобто

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
= 𝛼0 2𝜎−1𝑝(𝑡)𝜋2𝜔(𝑡) |ln |𝜋𝜔(𝑡)||

𝜎 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (13)

З цього спiввiдношення та останнього з формул (5) випливає справе-
дливiсть першої з умов (10). Крiм того, iнтегруючи (13) на промiжку вiд
𝑡0 до 𝑡, отримаємо

ln
⃒⃒
𝑦′′(𝑡)

⃒⃒
= 𝑐+ 𝛼0|2|𝜎−1

𝑡∫︁
𝑡0

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏) |ln |𝜋𝜔(𝜏)||
𝜎 [1 + 𝑜(1)]𝑑𝜏,

де 𝑐 —деяка дiйсна стала.

Оскiльки тут згiдно з означенням 𝑃𝜔 (𝜆0) - розв’язку лiва частина пря-
мує до ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔, то виконується друга з умов (10) i тому при 𝑡 ↑ 𝜔
має мiсце асимптотичне зображення (12).

Достатнiсть. Нехай виконуються умови (10). Покажемо, що в цьому
випадку у диференцiального рiвняння (1) iснує 𝑃𝜔(±∞) - розв’язки, що
допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (11), (12), та з’ясуємо
питання щодо кiлькостi розв’язкiв з такими зображеннями.

Застосовуючи до рiвняння (1) перетворення
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𝑦(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
=

[𝜋𝜔(𝑡)]
2

2
[1 + 𝑤1(𝑡)] ,

𝑦′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
= 𝜋𝜔(𝑡) [1 + 𝑤2(𝑡)] ,

ln
⃒⃒
𝑦′′(𝑡)

⃒⃒
= 𝛼0|2|𝜎−1𝐼(𝑡) [1 + 𝑤3(𝑡)] ,

(14)

отримаємо систему диференцiальних рiвнянь

𝑤′
1 =

2 (𝑤2 − 𝑤1)

𝜋𝜔(𝑡)
− (1 + 𝑤1)

2 𝛼02
𝜎−1𝑝(𝑡)𝜋2𝜔(𝑡) |ln |𝜋𝜔(𝑡)||

𝜎 ×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒1 + ln

⃒⃒
1+𝑤1

2

⃒⃒
2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|

+
𝛼02

𝜎−2𝐼(𝑡) (1 + 𝑤3)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜎

,

𝑤′
2 = −

1

𝜋𝜔(𝑡)
𝑤2 − (1 + 𝑤2) (1 + 𝑤1)𝛼02

𝜎−1𝑝(𝑡)𝜋2𝜔(𝑡) |ln |𝜋𝜔(𝑡)||
𝜎 ×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒1 + ln

⃒⃒
1+𝑤1

2

⃒⃒
2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|

+
𝛼02

𝜎−2𝐼(𝑡) (1 + 𝑤3)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜎

,

𝑤′
3=−

𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)
(1 + 𝑤3)+

𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)
(1 + 𝑤1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1+ ln

⃒⃒⃒
(1+𝑤1)

2

⃒⃒⃒
ln |𝜋2𝜔(𝑡)|

+
𝛼02

𝜎−1𝐼(𝑡) (1 + 𝑤3)

ln |𝜋2𝜔(𝑡)|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜎

Вважаючи, що функцiї ℎ(𝑡), 𝐻(𝑡), 𝛿𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2.3) набувають вигляду

ℎ(𝑡) =
1

𝜋𝜔(𝑡)
, 𝐻(𝑡) =

𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)

𝛿1(𝑡) = 𝛼0 2𝜎−1𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)| ln |𝜋𝜔(𝑡)||
𝜎 , 𝛿2 (𝑡, 𝑤1) =

ln
⃒⃒
1+𝑤1

2

⃒⃒
2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|

,

𝛿3 (𝑡, 𝑤3) =
𝛼0 2𝜎−1𝐼(𝑡) (1 + 𝑤3)

2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|
,

перепишемо цю систему у виглядi⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑤′
1 = ℎ(𝑡)

[︀
𝑓1 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3)− 2𝑤1 + 2𝑤2

]︀
,

𝑤′
2 = ℎ(𝑡)

[︀
𝑓2 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤23)− 𝑤3

]︀
,

𝑤′
3 = 𝐻(𝑡)

[︀
𝑓3 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) + 𝑤1 − 𝑤3

]︀
.

(15)

де функцiїї 𝑓𝑘 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) , (𝑘 = 1, 2, 3) мають вигляд

𝑓1 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = −𝛿1(𝑡) (1 + 𝑤1) (1 + 𝑤2) |1 + 𝛿2 (𝑡, 𝑤1) + 𝛿3 (𝑡, 𝑤3)|𝜎 ,

𝑓2 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = −𝛿1(𝑡) (1 + 𝑤2) (1 + 𝑤1) 𝛿1(𝑡) |1 + 𝛿2 (𝑡, 𝑤1) + 𝛿3 (𝑡, 𝑤3)|𝜎 ,

𝑓3 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = (1 + 𝑤1) [−1 + |1 + 𝛿2 (𝑡, 𝑤1) + 𝛿3 (𝑡, 𝑤3)|𝜎] .
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Оскiльки ln |𝜋𝜔(𝑡)| −→ ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔, та виконуються умови (10) то в силу
правила Лопiталя

lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
= lim

𝑡↑𝜔
𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡) |ln |𝜋𝜔(𝑡)||

𝜎 = 0

то для функцiй 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3 мають мiсце граничнi спiвiдношення

lim
𝑡↑𝜔

𝛿1(𝑡) = 0, lim
𝑡↑𝜔

𝛿2 (𝑡, 𝑤1) = 0 рiвномiрно по 𝑤1 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
(16)

lim
𝑡↑𝜔

𝛿3 (𝑡, 𝑤3) = 0 рiвномiрно по 𝑤3 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
. (17)

Тому в системi (15) функцiї 𝑓𝑘 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) , (𝑘 = 1, 2, 3) такi, що викону-
ється

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑘 (𝑡, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = 0, (𝑘 = 1, 2, 3) рiвномiрно по (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ R3
1
2

де множина R3
1
2

визначається наступним чином

R3
1
2

=

{︂
(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ R3 : |𝑤𝑖| ≤

1

2
, 𝑖 = 1, 2, 3

}︂
Далi, враховуючи умови (16), (17) виберемо число 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[ таким,

щоб виконувалася нерiвнiсть

|𝛿2 (𝑡, 𝑤1)|+ |𝛿3 (𝑡, 𝑤3)| ≤
1

2
при 𝑡 ∈

[︂
𝑡0, 𝜔

[︂
i 𝑤1, 𝑤3 ∈

[︂
−1

2
,
1

2

]︂
,

та розглянемо систему (15) на множинi Ω =
[︁
𝑡0, 𝜔

[︁
×R3

1
2

. На цiй множинi
система (15) є системою типа (6).

Приведемо її до виду, що допускає застовуання леми 2.2. Для цього,
обрав довiльним чином число 0 < 𝜀 < 1, систему рiвнянь (15) за допомогою
додаткового перетворення

𝜔𝑘(𝑡) = 𝜀𝜐𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, 2), 𝜔3(𝑡) = 𝜐3(𝑡) (18)

приведемо до системи диференцiйних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜐′1 = ℎ(𝑡) [𝑓1 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3)− 2𝜐1 + 2𝜐2] ,

𝜔′
2 = ℎ(𝑡) [𝑓2 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3)− 𝜐2] ,

𝜐′3 = 𝐻(𝑡) [𝑓3 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3) + 𝜀𝜐1 − 𝜐3] ,

(19)
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де функцiї 𝑓𝑘 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3) (𝑘 = 1, 2, 3) набувають вигляду

𝑓𝑘 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3) =
1

𝜀
𝑓𝑘 (𝑡, 𝜀𝑣1, 𝜀𝑣2, 𝑣3) (𝑘 = 1, 2),

𝑓3 (𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 𝑓3 (𝑡, 𝜀𝑣1, 𝜀𝑣2, 𝑣3)

Тут, з огляду на граничнi умови (16), (17)

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑘 (𝑡, 𝜐1, 𝑣2, 𝜐3) = 0 (𝑘 = 1, 2, 3) рiвномiрно за (𝜐1, 𝑣2, 𝜐3) ∈ R3
1
2

Покажемо, що для цiєї системи типу (6) виконанi всi умови леми 2.2. З
огляду на вигляд функцiй 𝜋𝜔(𝑡), 𝐼(𝑡) i другої з умов (10)

𝑡∫︁
𝑡0

ℎ(𝜏)𝑑𝜏 ∼ ln | 𝜋𝜔(𝑡) | → ±∞,
𝑡∫︁

𝑡0

𝐻(𝜏)𝑑𝜏 ∼ ln |𝐼(𝑡)| → +∞ при 𝑡 ↑ 𝜔

Окрiм того, в системi рiвнянь

𝑐𝑘𝑘ℎ𝑘(𝑡) = −
3− 𝑘
𝜋𝜔(𝑡)

при 𝑘 = 1, 2 та 𝑐33ℎ3(𝑡) = −𝐻(𝑡),

при цьому виконується

sign[𝑐𝑘𝑘ℎ𝑘(𝑡)] = −sign 𝜋𝜔(𝑡) (𝑘 = 1, 2), sign [𝑐33ℎ3(𝑡)] = −1

Сталi 𝐵0
𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3) з леми 2.2, визначенi (починаючи з 𝑘 = 3 реку-

рентними спiввiдношеннями (2.5), для системи (19) приймають наступнi
значення

𝐵0
3 = 𝜀,𝐵0

𝑘 = 0 (𝑘 = 1, 2).

Оскiльки 0 < 𝜀 < 1, то 𝐵0
𝑘 < 1 для всiх 𝑘 = 1, 2, 3

Отже для системи диференцiйних рiвнянь (19) виконанi усi умови леми
2.2. Згiдно з цiєю лемою система диференцiальних рiвнянь (19) має хоча б
один розв’язок (𝑣𝑘)

3
𝑘=1 : [𝑡1, 𝜔]→ R3(𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔]), який прямує до нуля при

𝑡 ↑ 𝜔.
Крiм того, оскiльки 𝑐33ℎ3(𝑡) < 0 та sign[𝑐𝑘𝑘ℎ𝑘(𝑡)] = −sign[𝜋𝜔(𝑡)] при 𝑘 =

1, 2, то на пiдставi цiєї ж леми, у системи рiвнянь (19) у випадку 𝜔 = ±∞
iснує трьохпараметричне сiмейство зникаючих на нескiнченностi розв’язкiв,
а у випадку 𝜔 < +∞ у неї iснує однопараметричне сiмейство зникаючих у
точцi 𝜔 розв’язкiв.
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Кожному з прямуючих до нуля розв’язкiв (𝑣𝑘)
3
𝑘=1 : [𝑡1, 𝜔]→ R3 системи

диференцiальних рiвнянь (19) з огляду замiни (18) та (14) вiдповiдає роз-
в’язок 𝑦 : [𝑡1, 𝜔]→ R диференцiального рiвняння (1), що допускає при 𝑡 ↑ 𝜔
асимптотичне зображення (11) - (12). Використовуючи цi зображення та
умови (10) неважко також переконатися в тому, що кожний такий роз-
в’язок є 𝑃𝜔 (±∞) - розв’язком диференцiального рiвняння (1). Теорема
доведена повнiстю.

При 𝜎 = 0, тобто для випадку лiнiйного диференцiального рiвняння
(3) з теореми 3.1 випливає наступне твердження

Наслiдок 1.
Для iснування у лiнiйного диференцiального рiвняння (3) 𝑃𝜔(±∞)-

розв’язку необхiдно й достатньо, щоб виконувались умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡) = 0,

𝜔∫︁
𝑎

𝑝(𝑡)𝜋2𝜔(𝑡)𝑑𝑡 = ±∞. (20)

Для кожного такого розв’язку має мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зобра-
ження

𝑦(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
=

[𝜋𝜔(𝑡)]
2

2
[1 + 𝑜(1)]

𝑦′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
= 𝜋𝜔(𝑡) [1 + 𝑜(1)] (21)

ln | 𝑦′′(𝑡) | = 𝛼0

2

𝑡∫︁
𝑎

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)] . (22)

Бiльш того, при виконаннi умов (20) у диференцiального рiвняння (3)
у випадку, коли 𝜔 = +∞ iснує 𝑛 - параметричне сiмейство 𝑃𝜔(±∞) -
розв’язкiв з зображеннями (21) - (22), а у випадку 𝜔 <∞таких розв’язкiв
iснує однопараметричне сiмейство.

Дана теорема у випадку 𝜔 = +∞ доповнює результати для лiнiйних
диференцiальних рiвнянь з асимптотично малими коефiцiєнтами, наведенi
в монографiї I.Т. Кiгурадзе та Т.А. Чантурiя [2] (див. Гл. 1, §6, п. 6.5, стор.
184–186).

Висновки

У роботi для двочленного неавтономного диференцiального рiвнян-
ня третього порядку (1) встановлено асимптотичну поведiнку при 𝑡 ↑ 𝜔
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(𝜔 ≤ +∞), 𝑃𝜔(𝜆0)–розв’язкiв в особливому випадку, а саме коли 𝜆0 = ±∞.
Також отримано необхiднi та достатнi умови iснування таких розв’язкiв та
вирiшено питання стосовно їх кiлькостi Доведена теорема доповнює отри-
манi ранiше результати стосовно асимптотики розв’язкiв рiвняння (1).

Зауважимо, що встановленi зображення не суперечать асимптотичним
спiввiдношенням, отриманим у роботах [9], [10] для асимптотично близь-
кого до (1) рiвняння третього порядку.

Подальшим кроком дослiдження асимптотичних властивостей 𝑃𝜔(±∞)–
розв’язкiв рiвняння (1) вбачаємо в отриманнi асимптотики бiльш загаль-
ного вигляду за умови додаткових обмежень на функцiю 𝑝(𝑡).
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Sharai N. V., Shinkarenko V. M.
Asymptotic representation of solutions close to linear differ-

ential equations of the third order

Summary

In the work, using the a priori properties of the 𝑃𝜔(𝜆0) class of solutions,
the conditions for the existence of one class of solutions in the binomial non-
autonomous of a differential equation of the third order with a nonlinearity
close in some sense to linear, in the critical case, namely when 𝜆0 = ±∞.
Asymptotic at 𝑡 ↑ 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) images for such solutions and their derivatives
of the first and second order in the case 𝜆0 = ±∞. Proven for of the nonlin-
ear equation, the lemma and the theorem are transferred to linear differential
equations of the third order with asymptotically small coefficients. The trans-
ferred results do not contradict, and to some extent, complement known results
regarding the asymptotic behavior of solutions of linear differential equations
of the third order.
Key words: equations of the third order, asymptotic images, moderately vari-
able nonlinearity, existence of solutions.
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