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Вступ

У 80-х роках XX столiття в зв’язку з бурхливим розвитком теорiї пра-
вильно змiнних функцiй, яка була створена у 1930 роцi Й. Караматою
[1], виникло бажання поширити результати, що були отриманi в роботах
J.H. Lane, R. Emden, R. Fowler, F.V. Atkinson, I.Т. Кiгурадзе, Т.А. Чан-
турiя, S̆. Belohorec̆, C.V. Coffman, J.S.W. Wong, Л.В. Клебанова, О.В. Ко-
стiна, В.О. Кондратьева, В.М. Євтухова, I.В. Асташової i багатьох iнших
авторiв для рiвняннь зi степеневими нелiнiйностями на диференцiальнi
рiвняння iз правильно змiнними нелiнiйностями.

Означення 1. Додатна та вимiрна в однобiчному околi ∆𝑌0 точки
𝑌0, де 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, функцiя 𝜙 називається правильно
змiнною при 𝑦 → 𝑌0, якщо iснує таке число 𝜎 ∈ R, що для довiльного 𝜆 > 0

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙(𝜆𝑦)

𝜙(𝑦)
= 𝜆𝜎.

При цьому 𝜎 називають порядком функцiї 𝜙 (або показником). При
𝜎 = 0 функцiю 𝜙 називають повiльно змiнною функцiєю при 𝑦 → 𝑌0.
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Згiдно з означенням правильно змiнних функцiй порядку 𝜎, має мiсце
зображення

𝜙(𝑦) = |𝑦|𝜎𝐿(𝑦), (1)

де 𝐿 : ∆𝑌0 →]0,+∞[ – неперервна функцiя при 𝑦 → 𝑌0, така, що для
будь-якого 𝜆 > 0 виконується умова

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝐿(𝜆𝑦)

𝐿(𝑦)
= 1. (2)

Прикладами повiльно змiнних функцiй при 𝑦 → 𝑌0 ∈ {0,±∞} є функцiї
виду

𝐿(𝑦) =
𝑚∏︁
𝑘=1

|ln𝑘 |𝑦||𝜎𝑘 , 𝐿(𝑦) = exp

(︃
| ln |𝑦||𝛾1

𝑚∏︁
𝑘=2

|ln𝑘 |𝑦||𝜎𝑘

)︃
,

𝐿(𝑦) = exp

(︃
ln |𝑦|
| ln2 |𝑦||𝛾2

𝑚∏︁
𝑘=3

|ln𝑘 |𝑦||𝜎𝑘

)︃
,

де 𝜎𝑘 ∈ R (𝑘 = 1,𝑚), 0 < 𝛾1 < 1, 𝛾2 > 0,

ln1 |𝑦| = ln |𝑦|, ln𝑘 |𝑦| = ln | ln𝑘−1 |𝑦|| (𝑘 = 2,𝑚),

| ln |𝑦||𝜇 (𝜇 ̸= 0), | ln |𝑦||𝜇 ln𝛾 | ln |𝑦|| (𝜇2 + 𝛾2 ̸= 0),

exp | ln |𝑦||𝜇 (0 < 𝜇 < 1), exp
ln |𝑦|

ln | ln |𝑦||
,

також функцiї, що прямують до вiдмiної вiд нуля сталої при 𝑦 → 𝑌0 та
iншi.

Вiдомо також, що для будь-якої повiльно змiнної функцiї 𝐿 : ∆𝑌0 →
]0,+∞[ граничне спiввiдношення (2) виконується рiвномiрно за 𝜆 > 0 на
будь-якому промiжку [𝑐, 𝑑] ⊂]0,+∞[, та iснує диференцiйовна повiльно
змiнна при 𝑦 → 𝑌0 функцiя 𝐿1 : ∆𝑌0 →]0,+∞[, що задовольняє умови

lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝐿(𝑦)

𝐿1(𝑦)
= 1 i lim

𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝑦𝐿′
1(𝑦)

𝐿1(𝑦)
= 0. (3)

Функцiю 𝐿1 називають нормалiзованою повiльно змiнною при 𝑦 → 𝑌0

функцiєю.
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Основнi результати про асимптотику розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь з правильно змiнними нелiнiйностями були отриманi в роботi В. М. Єв-
тухова, А. М. Самойленка [2]. В цiй роботi розглядалось диференцiальне
рiвняння 𝑛-го порядку

𝑦(𝑛) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙(𝑦), (4)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ – непрервна функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤
+∞, 𝜙 : ∆𝑌0 →]0,+∞[ – непрервна i правильно змiнна при 𝑦 → 𝑌0 функцiя
порядку 𝜎, 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆𝑌0 – деякий однобiчний окiл
𝑌0.

Для даного рiвняння встановлювались умови iснування та асимптоти-
чної поведiнки при 𝑦 → 𝑌0 так званих 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв.

Означення 2. Розв’язок 𝑦 диференцiального рiвняння (4) будемо на-
зивати 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на
промiжку [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє наступнi умови

𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ ∆𝑌0 , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0,

𝑦(𝑛−1)(𝑡) ̸= 0 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ (𝑡0 ∈]𝑎, 𝜔[),

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

{︃
або ±∞,
або 0

при кожному 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1},

lim
𝑡↑𝜔

[︀
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

]︀2
𝑦(𝑛)(𝑡) 𝑦(𝑛−2)(𝑡)

= 𝜆0.

Множина всiх 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння (4) роз-
падається на 𝑛+2 неперетинних пiдмножини, що вiдповiдають наступним
значенням параметра 𝜆0:

𝜆0 ∈ R ∖
{︂
0,

1

2
,
2

3
, . . . ,

𝑛− 2

𝑛− 1
, 1

}︂
(неособливий випадок);

𝜆0 = ±∞, 𝜆0 = 1, 𝜆0 =
𝑛− 𝑖− 1

𝑛− 𝑖
(𝑖 = 1, 𝑛− 1) (особливi випадки).

З використанням априорних асимптотичних властивостей 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
розв’язкiв одержаних в роботi [3] були встановленi необхiднi i достатнi
умови iснування у диференцiального рiвняння (4) кожного з 𝑛 + 2 мо-
жливих типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв, а також асимптотичнi зображення при
𝑡 ↑ 𝜔 для кожного з таких розв’язкiв та їх похiдних до (𝑛− 1)-го порядку
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включно, вирiшено питання про кiлькiсть розв’язкiв з одержаними асим-
птотичними зображеннями.

Основнi результати

1. Про асимптотику розв’язкiв неавтономних диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку асимптотично близьких до лiнiй-
них.

Незважаючи на те, що досить повно було вивчено рiвняння (4), проте
у всiх встановлених теоремах передбачалась, що 𝜎 ̸= 1, тобто кожна з
теорем роботи [2] не мiстила результатiв, яки б охоплювали той випадок,
коли 𝜎 = 1.

У цьому випадку диференцiальне рiвняння (4) має вигляд

𝑦(𝑛) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦𝐿(𝑦), (5)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ – непрервна функцiя, −∞ < 𝑎 <

𝜔 ≤ +∞, 𝐿 : ∆𝑌0 −→]0,+∞[ – непрервна та повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌0

функцiя, 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆𝑌0 – деякий однобiчний окiл 𝑌0.
При 𝐿(𝑦) ≡ 1 рiвняння (5) є лiнiйним диференцiальним рiвнянням. У

разi довiльної неперервної повiльно змiнної при 𝑦 ↑ 𝑌0 функцiї 𝐿 має мiсце
асимптотичне спiввiдношення 𝑦𝐿(𝑦) = 𝑦1+𝑜(1) при 𝑦 → 𝑌0, i диференцi-
альне рiвняння (5) є асимптотично близьким до лiнiйного диференцiальне
рiвняння. Зрозумiло, що такий тип рiвнянь вимагав запровадження нових
пiдходiв i методiв дослiдження, якi ранiше не використовувались. Асим-
птотична поведiнка розв’язкiв такого класу рiвнянь вперше була дослi-
джена в роботi В. М. Євтухова [4] для диференцiальних рiвнянь другого
порядку.

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦𝐿(𝑦), (6)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ – непрервна функцiя, −∞ < 𝑎 <

𝜔 ≤ +∞, 𝐿 : ∆𝑌0 −→]0,+∞[ – непрервна та повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌0

функцiя, 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆𝑌0 – деякий однобiчний окiл 𝑌0.
Для цього рiвняння введений клас 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв визначається

наступним чином.
Розв’язок 𝑦 диференцiального рiвняння (6) називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-роз-

в’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на деякому промiжку
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[𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝑦′(𝑡) =

{︃
або 0,

або ±∞,
lim
𝑡↑𝜔

𝑦′2(𝑡)

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0.

Щоб сформулювати отриманi в роботi [4] для диференцiального рiвняння
(6) результати, введемо допомiжнi позначення.

Оберемо число 𝑏 ∈ ∆𝑌0 так, щоб виконувалась нерiвнiсть

|𝑏| < 1 при 𝑌0 = 0, 𝑏 > 1 (𝑏 < −1) при 𝑌0 = +∞ (𝑌0 = −∞), (7)

та покладемо

𝜇0 = sign 𝑏, 𝜇1 =

{︃
1, якщо ∆𝑌0 − лiвий окiл 𝑌0,
−1, якщо ∆𝑌0 − правий окiл 𝑌0

(8)

помiчаємо, що

𝜇0 = sign 𝑦(𝑡), 𝜇1 = sign 𝑦′(𝑡) при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[. (9)

При цьому зауважимо, що для 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язку виконано

𝜇0𝜇1 < 0, при 𝑌0 = 0, 𝜇0𝜇1 > 0 при 𝑌0 = ±∞. (10)

Далi, введемо функцiї

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔. якщо 𝜔 < +∞,
(11)

Φ1(𝑦) =

𝑦∫︁
𝐵1

𝑑𝑠

𝑠𝐿(𝑠)
, Φ2(𝑦) =

𝑦∫︁
𝐵2

𝑑𝑠

𝑠𝐿
1
2 (𝑠)

,

де

𝐵1 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑏, якщо

𝑌0∫︀
𝑏

𝑑𝑠
𝑠𝐿(𝑠) = ±∞,

𝑌0, якщо
𝑌0∫︀
𝑏

𝑑𝑠
𝑠𝐿(𝑠) = const,

𝐵2 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑏, якщо

𝑌0∫︀
𝑏

𝑑𝑠

𝑠𝐿
1
2 (𝑠)

= ±∞,

𝑌0, якщо
𝑌0∫︀
𝑏

𝑑𝑠

𝑠𝐿
1
2 (𝑠)

= const,

та числа

𝜇*𝑖 =

{︃
1, якщо 𝐵𝑖 = 𝑏,

−1, якщо 𝐵𝑖 = 𝑌0
(𝑖 = 1, 2). (12)



144 Стехун А. О.

В силу вибору 𝜇0, 𝜇1 та 𝜇*𝑖 (𝑖 = 1, 2)

signΦ𝑖(𝑦) = 𝜇0𝜇1𝜇
*
𝑖 (𝑖 = 1, 2) при 𝑦 ∈ ∆𝑌0(𝑏) ∖ {𝑏}.

Функцiї Φ𝑖 (𝑖 = 1, 2) є строго монотонними на промiжку ∆𝑌0(𝑏). Обла-
стю їх значень є промiжки

∆𝑍𝑖(𝑐𝑖) =

{︃
[𝑐𝑖, 𝑍𝑖[, якщо 𝜇0 > 0,

]𝑍𝑖, 𝑐𝑖], якщо 𝜇0 < 0
𝑖 = 1, 2, (13)

де

𝑐𝑖 = Φ𝑖(𝑏), 𝑍𝑖 = lim
𝑦→𝑌0

Φ𝑖(𝑦) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, якщо 𝐵𝑖 = 𝑌0,

+∞, якщо 𝐵𝑖 = 𝑏 i 𝜇0𝜇1 > 0,

−∞, якщо 𝐵𝑖 = 𝑏 i 𝜇0𝜇1 < 0

𝑖 = 1, 2. (14)

Отже, для них iснують неперервно диференцiйованi та строго монотоннi
зворотнi функцiї Φ−1

𝑖 :∆𝑍𝑖(𝑐𝑖)−→∆𝑌0(𝑏) 𝑖 = 1, 2, для яких lim𝑧→𝑍𝑖 Φ
−1
𝑖 (𝑧)=

𝑌0 𝑖 = 1, 2.
Нижче, крiм введених позначень, будуть використовуватись деякi до-

помiжнi функцiї. Покладемо 𝐼𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3, 4),

𝐼1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴1

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐼2(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴2

𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, (15)

𝐼3(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴3

𝑝
1
2 (𝜏) 𝑑𝜏, 𝐼4(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴4

𝑝(𝜏)𝐿
(︁
Φ−1
2

(︁
𝜇0𝜇1|𝜆0|

1
2 𝐼3(𝜏)

)︁)︁
𝑑𝜏, (16)

де кожна iз меж iнтегрування 𝐴𝑖 ∈ {𝜔; 𝑎} (𝑖 ∈ {1, 2, 3}), 𝐴4 ∈ {𝜔; 𝑎0}
(𝑎0 ∈ [𝑎, 𝜔[) i обирається так, щоб вiдповiдний iнтеграл прямував при 𝑡 ↑ 𝜔
або до 0, або до ±∞ (аналогiчно тому, як обиралися межi iнтегрування
𝐵𝑖 𝑖 = 1, 2 у функцiях Φ𝑖 𝑖 = 1, 2).

В роботi [4] для диференцiального рiвняння (6) були отриманi наступнi
результати.

Теорема 1.1. Нехай функцiя 𝐿(Φ−1
1 (𝑧)) є правильно змiнною при

𝑧 → 𝑍1 порядку 𝛾 i 𝜆0 ∈ R ∖ {1}, причому у випадку 𝜆0 = 0 iснує
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lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)[𝐼1(𝑡)]
−1 (скiнчена або рiвна ±∞). Тодi для iснування у ди-

ференцiального рiвняння (6) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, а якщо

(1 + 𝜆0)(1 + 𝜆0 + 𝜆0𝛾) ̸= 0,

то й достатньо, щоб виконувалися умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼1(𝑡)
= −1, 𝛼0(𝜆0 − 1) lim

𝑡↑𝜔
𝐼2(𝑡) = 𝑍1,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋2𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)𝐿
(︀
Φ−1
1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼2(𝑡))

)︀
=

𝛼0𝜆0
(𝜆0 − 1)2

,

𝛼0𝜇0𝜇1(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0, 𝜇*1𝜋𝜔(𝑡)𝐼2(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимпто-
тичнi зображення

Φ1(𝑦(𝑡)) = 𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼2(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 𝛼0(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)𝐿

(︀
Φ−1
1 (𝛼0(𝜆0 − 1)𝐼2(𝑡))

)︀
[1 + 𝑜(1)],

причому таких розв’язкiв при виконаннi зазначених умов iснує цiла одно-
параметрична сiм’я у разi, коли (𝜆0−1)(1+𝜆0+𝛾𝜆0)𝐼2(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[,
i двопараметрична сiм’я у разi, коли (𝜆0 − 1)(1 + 𝜆0 + 𝛾𝜆0)𝐼2(𝑡) > 0 i
(𝜆20 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[.

Теорема 1.2. Нехай функцiя 𝐿(Φ−1
2 (𝑧)) є правильно змiнною при

𝑧 → 𝑍2 порядку 𝛾. Тодi для iснування у диференцiального рiвняння (6)

𝑃𝜔(𝑌0, 1)-розв’язкiв необхiдно, а якщо функцiя 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[- непе-
рервно диференцiйована i така, що iснує (скiнчена або рiвна ±∞) границя

lim
𝑡↑𝜔

𝑝′(𝑡)𝑝−
3
2 (𝑡)𝐿− 1

2
(︀
Φ−1
2 (𝜇0𝜇1𝐼3(𝑡))

)︀
,

то й достатньо, щоб

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)
[︀
𝑝(𝑡)𝐿

(︀
Φ−1
2 (𝜇0𝜇1𝐼3(𝑡))

)︀]︀ 1
2 =∞, 𝜇0𝜇1 lim

𝑡↑𝜔
𝐼3(𝑡) = 𝑍2

i справджувались нерiвностi

𝛼0 > 0, 𝜇*2𝐼3(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[.
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Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимпто-
тичнi зображення

Φ2(𝑦(𝑡)) = 𝜇0𝜇1𝐼3(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 𝜇0𝜇1

[︀
𝑝(𝑡)𝐿

(︀
Φ−1
2 (𝜇0𝜇1𝐼3(𝑡))

)︀]︀ 1
2 [1 + 𝑜(1)],

причому таких розв’язкiв при виконаннi зазначених умов iснує цiла одно-
параметрична сiм’я у разi, коли 𝜇0𝜇1𝜇

*
2 < 0, i двопараметрична – коли

𝜇*2 > 0 i 𝜇0𝜇1 > 0.
Теорема 1.3. Нехай функцiя 𝐿(Φ−1

2 (𝑧)) є правильно змiнною при 𝑧 →
𝑍2 порядку 𝛾 i 𝜆0 ∈ R ∖ {0; 1}. Тодi для iснування у диференцiального
рiвняння (6) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, а якщо

(1 + 𝜆0)
[︁
1 + 𝜆0 +

𝛾

2
(𝜆0 − 1)

]︁
̸= 0,

то й достатньо, щоб

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′
4(𝑡)

𝐼4(𝑡)
= −1, lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝐼4(𝑡) = −

𝛼0𝜆0
(𝜆0 − 1)2

, 𝜇0𝜇1 lim
𝑡↑𝜔

𝐼3(𝑡) = 𝑍2

i справджувались нерiвностi

𝛼0𝜆0 > 0, 𝜇0𝜇1(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0, 𝜇*2𝐼3(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимпто-
тичнi зображення

Φ2(𝑦(𝑡)) = 𝜇0𝜇1|𝜆0|
1
2 𝐼3(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 𝛼0(1− 𝜆0)𝐼4(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

причому таких розв’язкiв при виконаннi зазначених умов iснує цiла одно-
параметрична сiм’я у разi, коли 𝜇0𝜇1𝜇*2

[︀
1 + 𝜆0 +

𝛾
2 (𝜆0 − 1)

]︀
< 0 i двопара-

метрична – коли 𝜇*2(1 + 𝜆0)
[︀
1 + 𝜆0 +

𝛾
2 (𝜆0 − 1)

]︀
> 0 i 𝜇0𝜇1(1 + 𝜆0) > 0.

2. Про асимптотику розв’язкiв неавтономних диференцiаль-
них рiвнянь третього порядку асимптотично близьких до лiнiй-
них.

Отриманi в роботi [4] результати для диференцiальних рiвнянь друго-
го порядку асимптотично близьких до лiнiйних створили передумови для
поширення цiх результатiв на диференцiальни рiвняння третього порядку

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦𝐿(𝑦), (17)
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де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ (−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) – неперервна
функцiя, 𝐿 : ∆𝑌0→]0,+∞[ – неперервна повiльно змiнна функцiя при 𝑦 →
𝑌0, 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆𝑌0 – деякий однобiчний окiл 𝑌0.

Такi рiвняння дослiджувались у роботах В. М. Євтухова, А. О. Стехун
[6], А. О. Стехун [5; 7].

Для диференцiального рiвняння (17) означення 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язку
набувають наступного вигляду.

Розв’язок 𝑦 диференцiального рiвняння (17) називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
розв’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на деякому промiжку
[𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

{︃
або 0,

або ±∞
𝑘 = 1, 2; lim

𝑡↑𝜔

[𝑦′′(𝑡)]2

𝑦′′′(𝑡)𝑦′(𝑡)
= 𝜆0. (18)

В роботах [5–7] були встановленi необхiднi i достатнi умови iснуван-
ня всiх можливих типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв диференцiального рiвняння
(17), а також встановлено асимптотичнi зображення кожного з можливих
типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв та їх похiдних до другого порядку включно,
з’ясовано питання про кiлькiсть таких розв’язкiв з отриманими асимпто-
тичними зображеннями.

Необхiднiсть детального дослiдження асимптотичної поведiнки роз-
в’язкiв диференцiальних рiвнянь третього порядку асимптотично близь-
ких до лiнiйних виникла при спробi поширити резульати отриманi в [4] на
рiвняння типу (5), щоб виявити всi проблеми, якi при цьому можуть ви-
никати. Цє було пов’язано, зокрема, с тим, що рiвняння третього порядку
має новi класи 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв (при 𝜆0 = 1

2) яких у рiвнянь друго-
го порядку не iснує. I тому для таких розв’язкiв було збудовано метод їх
дослiдження.

Щоб сформулювати отриманi результати введемо числа (7)–(10), (12),
функцiї (11), (14), яки були введенi ранiше, а також функцiї

𝐼5(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴5

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐼6(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴6

𝑝
1
3 (𝜏) 𝑑𝜏,

де кожна з меж iнтегрування 𝐴5, 𝐴6 ∈ {𝑎;𝜔} i обирається таким чином,
щоб вiдповiдний iнтеграл прямував при 𝑡 ↑ 𝜔 або до 0, або до ±∞. Крiм
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того, суттєву роль вiдiграють повiльно змiннi при 𝑦 → 𝑌0 функцiї

Φ1(𝑦) =

𝑦∫︁
𝐵1

𝑑𝑠

𝑠𝐿(𝑠)
, Φ2(𝑦) =

𝑦∫︁
𝐵2

𝑑𝑠

𝑠𝐿
1
3 (𝑠)

,

де кожна з меж iнтегрування 𝐵𝑖 ∈ {𝑌0; 𝑏} (𝑖 = 1, 2) i обирається та-
ким чином, щоб вiдповiдний iнтеграл прямував при 𝑦 → 𝑌0 або до 0,
або до ±∞. Функцiї Φ𝑖 (𝑖 = 1, 2) є строго монотонними i диферен-
цiйовними на промiжку ∆𝑌0(𝑏) з множиной значень (14)–(15). Для них
iснують неперервно диференцiйовнi i строго монотоннi оберненi функцiї
Φ−1
𝑖 : ∆𝑍𝑖(𝑐𝑖)→ ∆𝑌0(𝑏), 𝑖 = 1, 2.

З використанням априорних властивостей 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв були
одержанi наступнi результати.

Теорема 2.1. Нехай 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} i функцiя 𝐿(Φ−1
1 (𝑧)) є правильно

змiнною при 𝑧 → 𝑍1 порядку 𝛾. Тодi для iснування у диференцiального
рiвняння (17) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, щоб виконувались умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼1(𝑡)
= −2, 𝛼0𝜆0 lim

𝑡↑𝜔
𝐼5(𝑡) = 𝑍1, (19)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋3𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)𝐿

(︂
Φ−1
1

(︂
𝛼0(𝜆0 − 1)2

𝜆0
𝐼5(𝑡)

)︂)︂
=
𝛼0𝜆0(2𝜆0 − 1)

(𝜆0 − 1)3
, (20)

𝛼0𝜆0𝜇0𝜇1 > 0, 𝜇*1𝐼5(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[. (21)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку при 𝑡 ↑ 𝜔 мають мiсце асимпто-
тичнi зображення

Φ1(𝑦(𝑡)) =
𝛼0(𝜆0 − 1)2

𝜆0
𝐼5(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (22)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=
𝛼0(𝜆0 − 1)2

𝜆0
𝜋2𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)𝐿

(︂
Φ−1
1

(︂
𝛼0(𝜆0 − 1)2

𝜆0
𝐼5(𝑡)

)︂)︂
[1 + 𝑜(1)], (23)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

𝜆0
(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)

[1 + 𝑜(1)]. (24)

Якщо ж поряд з умовами (19)–(21) виконується нерiвнiсть

(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)[(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)(𝛾 + 1) + 𝜆0] ̸= 0, (25)
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то у диференцiального рiвняння (17) iснуют 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)– розв’язкi, якi до-
пускають асимптотичнi зображення (22)–(24), причому, при виконаннi не-
рiвностi 𝜇*1(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)[(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)(𝛾 + 1) + 𝜆0] > 0 iснує трьо-
хпараметрична сiм’я розв’язкiв з такими зображеннями у випадку, коли
2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 > 0 i 𝜆0(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[, двопараметрична
сiм’я у випадку, коли 2𝜆20+2𝜆0−1 < 0, однопараметрична сiм’я у випадку,
коли 2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 > 0 i 𝜆0(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[, а при вико-
наннi нерiвностi 𝜇*1(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)[(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)(𝛾 + 1) + 𝜆0] < 0, таких
розв’язкiв iснує двопараметрична сiм’я у випадку, коли 2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 > 0

i 𝜆0(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[, i однопараметрична сiм’я у випадку,
коли 2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 < 0.

Теорема 2.2. Нехай функцiя 𝐿(Φ−1
2 (𝑧)) є правильно змiнною при

𝑧 → 𝑍2 порядку 𝛾 i 𝜆0 ∈ R ∖ {0; 12 ; 1}. Тодi для iснування у рiвняння (17)

𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, щоб виконувались умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝
1
3 (𝑡)𝐿

1
3

(︃
Φ−1
2

(︃
𝛼0(2𝜆0−1)

2
3

𝜆
1
3
0

𝐼6(𝑡)

)︃)︃
=

= 𝛼0[𝜆0(2𝜆0−1)]
1
3

𝜆0−1 , 𝜇0𝜇1 lim𝑡↑𝜔 𝐼6(𝑡) = 𝑍2

(26)

i справджувались нерiвностi

𝛼0𝜆0𝜇0𝜇1 > 0, 𝜇*2𝐼6(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[. (27)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце асимптотичнi зо-
браження

Φ2(𝑦(𝑡)) =
𝛼0(2𝜆0 − 1)

2
3

𝜆
1
3
0

𝐼6(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (28)

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡) = 2𝜆0−1

(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦′′(𝑡)
𝑦′(𝑡) = 𝜆0

(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

(29)

Якщо ж поряд з умовами (26), (27) виконується нерiвнiсть

(2𝜆20 + 2𝜆0 − 1)
[︁
2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 +

𝛾

3
(2𝜆20 − 𝜆0 − 1)

]︁
̸= 0, (30)

то у диференцiального рiвняння (17) iснують 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)– розв’язки, якi
допускають асимптотичнi зображення (28), (29), причому, при виконаннi
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нерiвностi

𝜇*2
2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 + 𝛾

3 (2𝜆
2
0 − 𝜆0 − 1)

2𝜆20 + 2𝜆0 − 1
> 0

таких розв’язкiв iснує трьохпараметрична сiм’я у випадку, коли 2𝜆20+2𝜆0−
1 > 0 i 𝛼0(2𝜆0 − 1) < 0, двопараметрична сiм’я у випадку, коли 2𝜆20 +

2𝜆0 − 1 < 0, однопараметрична сiм’я у випадку, коли 2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 > 0 i
𝛼0(2𝜆0 − 1) > 0, а при виконаннi нерiвностi

𝜇*2
2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 + 𝛾

3 (2𝜆
2
0 − 𝜆0 − 1)

2𝜆20 + 2𝜆0 − 1
< 0

iснує двопараметрична сiм’я розв’язкiв з такими зображеннями у випадку,
коли 2𝜆20+2𝜆0−1 > 0 i 𝛼0(2𝜆0−1) < 0, i однопараметрична сiм’я у випадку,
коли 2𝜆20 + 2𝜆0 − 1 < 0.

Для даного рiвняння встановлювались умови iснування та асимптоти-
чної поведiнки при 𝑦 → 𝑌0 так званих 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв.

Теорема 2.3. Нехай функцiя 𝐿(Φ−1
2 (𝑧)) є правiльно змiнною при 𝑧 →

𝑍2 порядку 𝛾. Тодi для iснування у диференцiального рiвняння (17)

𝑃𝜔(𝑌0, 1)-розв’язкiв необхiдно, а якщо функцiя 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[– непе-
рервно диференцiйовна i така, що iснує скiнченна або рiвна ±∞ границя

lim
𝑡↑𝜔

(︂
𝑝

1
3 (𝑡)𝐿

1
3
1

(︀
Φ−1
2 (𝛼0𝐼6(𝑡))

)︀)︂′

𝑝
2
3 (𝑡)𝐿

2
3
1

(︀
Φ−1
2 (𝛼0𝐼6(𝑡))

)︀ , (31)

де 𝐿1 : ∆𝑌0 −→]0,+∞[– неперервно диференцiйована i повiльно змiнна при
𝑦 → 𝑌0 функцiя з властивостями (3), то i достатньо, щоб

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝
1
3 (𝑡)𝐿

1
3
(︀
Φ−1
2 (𝛼0𝐼6(𝑡))

)︀
=∞, 𝛼0 lim

𝑡↑𝜔
𝐼6(𝑡) = 𝑍2 (32)

i справджувалися нерiвностi

𝛼0𝜇0𝜇1 > 0, 𝜇*2𝐼6(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[. (33)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимпто-
тичнi зображення

Φ2(𝑦(𝑡)) = 𝛼0𝐼6(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝛼0𝑝

1
3 (𝑡)𝐿

1
3

(︀
Φ−1
2 (𝛼0𝐼6(𝑡))

)︀
[1 + 𝑜(1)],

(34)



Про асимптотику розв’язкiв неавтономних диференцiальних рiвнянь 151

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝛼0𝑝

1
3 (𝑡)𝐿

1
3
(︀
Φ−1
2 (𝛼0𝐼6(𝑡))

)︀
[1 + 𝑜(1)], (35)

причому, при виконаннi умов (31), (32), (33) iснує при 𝛼0 = 1 трьохпара-
метрична сiм’я 𝑃𝜔(𝑌0, 1)– розв’язкiв з зображеннями (34), (35) у випадку,
коли 𝜇*2 > 0 i двопараметрична сiм’я у випадку, коли 𝜇*2 < 0, а при 𝛼0 = −1
однопараметрична сiм’я таких розв’язкiв у випадку, коли 𝜇*2 > 0.

Наступнi три теореми, що стосуються випадкiв, коли 𝜆0 = ±∞, 𝜆0 = 0

встановлюються у припущенi, що повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌0 функцiя 𝐿

задовольняє умову 𝑆.
Означення 2.1. Будемо говорити, що повiльно змiнна функцiя 𝐿 :

∆𝑌 →]0,+∞[, де 𝑌 дорiвнює або нулю або ±∞ i ∆𝑌 – однобiчний окiл 𝑌

задовольняє умову 𝑆, якщо

𝐿
(︁
𝜇𝑒[1+𝑜(1)] ln |𝑦|

)︁
= 𝐿(𝑦)[1 + 𝑜(1)] при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ ∆𝑌 ), (36)

де 𝜇 = sign 𝑦.
Теорема 2.4. Нехай функцiя 𝐿 задовольняє умову 𝑆. Тодi для iсну-

вання у диференцiального рiвняння (17) 𝑃𝜔(𝑌0,±∞)-розв’язкiв необхiдно
i достатньо виконання умов

𝜇0𝜇1𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝜇0 lim
𝑡↑𝜔
|𝜋𝜔(𝑡)| = 𝑌0, (37)

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)𝐿(𝜇0𝜋
2
𝜔(𝑡))=0,

𝜔∫︁
𝑎1

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝐿(𝜇0𝜋
2
𝜔(𝜏)) 𝑑𝜏=+∞, (38)

де 𝑎1 ∈ [𝑎, 𝜔[ таке, що 𝜇0𝜋
2
𝜔(𝑡) ∈ ∆𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑎1, 𝜔[. Бiльш того, для

кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

ln |𝑦(𝑡)| = 2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|+
𝛼0

2

𝑡∫︁
𝑎1

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝐿(𝜇0𝜋
2
𝜔(𝜏)) 𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)], (39)

𝑦(𝑘)(𝑡)

𝑦(𝑘−1)(𝑡)
=

3− 𝑘
𝜋𝜔(𝑡)

[1 + 𝑜(1)] (𝑘 = 1, 2), (40)

причому, при виконаннi умов (37), (38) iснує у випадку 𝜔 = +∞ трьохпа-
раметрична сiм’я 𝑃𝜔(𝑌0,±∞)-розв’язкiв з асимптотичними зображеннями
(39) i (40), а у випадку 𝜔 < +∞ – однопараметрична сiм’я розв’язкiв з
такими асимптотичними зображеннями.



152 Стехун А. О.

Теорема 2.5. Нехай функцiя 𝐿 задовольняє умовy 𝑆 i виконуються
умови (37), (38). Нехай, крiм того, функцiя 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[– неперервно
диференцiйовна i iснує (скiнченна або рiвна ±∞) границя lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝑝′(𝑡)

𝑝(𝑡) .

Тодi для кожного 𝑃𝜔(𝑌0,±∞)-розв’язку диференцiального рiвняння (17)

мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

ln |𝑦(𝑡)| = 2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|+
𝛼0

2

𝑡∫︁
𝑎1

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝐿(𝜇0𝜋
2
𝜔(𝜏)) 𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)], (41)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

1

𝜋𝜔(𝑡)

[︁
2 +

𝛼0

2
𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)𝐿(𝜇0𝜋

2
𝜔(𝑡))[1 + 𝑜(1)]

]︁
,

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

1

𝜋𝜔(𝑡)

[︁
1 +

𝛼0

2
𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)𝐿(𝜇0𝜋

2
𝜔(𝑡))[1 + 𝑜(1)]

]︁
.

(42)

Теорема 2.6. Нехай функцiя 𝐿 задовольняє умову 𝑆. Тодi для iснува-
ння у диференцiального рiвняння (17) 𝑃𝜔(𝑌0, 0)-розв’язкiв, для яких iснує
(скiнченна або рiвна ±∞ ) lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡) , необхiдно i достатньо виконання
умов

𝜇0𝜇1𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝜇0 lim
𝑡↑𝜔
|𝜋𝜔(𝑡)| = 𝑌0,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼1(𝑡)
= −2,

(43)

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡)𝐿(𝜇0|𝜋𝜔(𝑡)|)=0,

𝜔∫︁
𝑎1

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝐿(𝜇0|𝜋𝜔(𝜏)|)𝑑𝜏=+∞, (44)

де 𝑎1 ∈ [𝑎, 𝜔[ таке, що 𝜇0|𝜋𝜔(𝑡)| ∈ ∆𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑎1, 𝜔[. Бiльш того, для
кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

ln |𝑦(𝑡)| = ln |𝜋𝜔(𝑡)| − 𝛼0

𝑡∫︁
𝑎1

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝐿(𝜇0|𝜋𝜔(𝜏)|)𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)], (45)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

1 + 𝑜(1)

𝜋𝜔(𝑡)
,
𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=−𝛼0𝑝(𝑡)𝜋

2
𝜔(𝑡)𝐿(𝜇0|𝜋𝜔(𝑡)|)[1 + 𝑜(1)], (46)

причому, при виконанн i умов (43), (44) iснує двопараметрична сiм’я
𝑃𝜔(𝑌0, 0)-розв’язкiв з такими асимптотичними зображеннями.

У випадку 𝜎 = 0, тобто для лiнiйного диференцiального рiвняння

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦, (47)
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з теорем були отриманi наступнi твердження, якi свiдчать про узгодже-
нiсть з вiдомими результатами та, в деякiй мiрi, доповнюють їх.

Наслiдок 2.1. Нехай iснує вiдмiнна вiд нуля скiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

𝜋3𝜔(𝑡)𝑝(𝑡) = 𝑐

i алгебраїчне рiвняння

𝑐(𝜆0 − 1)3 = 𝛼0𝜆0(2𝜆0 − 1)

має три вiдмiнних дiйсних кореня 𝜆0𝑖(𝑖 = 1, 2, 3). Тодi, якщо при 𝑖 = 1, 2, 3

виконуються нерiвностi

2𝜆20𝑖 + 2𝜆0𝑖 − 1 ̸= 0

i
𝛼0𝜆0𝑖𝜇0𝜇1 > 0,

𝛼0𝜆0𝑖(2𝜆0𝑖 − 1)

𝜆0𝑖 − 1
ln |𝜋𝜔(𝑡)| > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[,

то линiйне диференцiальне рiвняння (47) має фундаментальну сiм’ю роз-
в’язкiв 𝑦𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2, 3), якi допускають асимптотичнi зображення

ln |𝑦𝑖(𝑡)| =
2𝜆0𝑖 − 1

𝜆0𝑖 − 1
ln |𝜋𝜔(𝑡)| [1 + 𝑜(1)] (𝑖 = 1, 2, 3) при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦′𝑖(𝑡)

𝑦𝑖(𝑡)
=

2𝜆0𝑖 − 1

(𝜆0𝑖 − 1)𝜋𝜔(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] (𝑖 = 1, 2, 3) при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦′′𝑖 (𝑡)

𝑦′𝑖(𝑡)
=

𝜆0𝑖
(𝜆0𝑖 − 1)𝜋𝜔(𝑡)

[1 + 𝑜(1)] (𝑖 = 1, 2, 3) при 𝑡 ↑ 𝜔.

Наслiдок 2.2 Для iснування у лiнiйного диференцiального рiвняння
(47) 𝑃𝜔(𝑌0, 1)-розв’язкiв необхiдно, а якщо функцiя
𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ – неперервно диференцiйовна i така, що iснує (скiнчен-
на або рiвна ±∞) границя lim

𝑡↑𝜔
𝑝−

4
3 (𝑡)𝑝′(𝑡), то i достатньо, щоб

𝛼0𝜇0𝜇1 > 0, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝
1
3 (𝑡) =∞, 𝛼0 lim

𝑡↑𝜔
𝐼6(𝑡) = 𝑍2.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце асимптотичнi зо-
браження

ln |𝑦(𝑡)| = 𝛼0𝐼6(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦(𝑘)(𝑡)

𝑦(𝑘−1)(𝑡)
= 𝛼0𝑝

1
3 (𝑡)[1 + 𝑜(1)] (𝑘 = 1, 2) при 𝑡 ↑ 𝜔,
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причому при 𝛼0 = 1 iснує трьохпараметрична сiм’я таких розв’язкiв, а при
𝛼0 = −1 – однопараметрична сiм’я.

Наслiдок 2.3. Для iснування у лiнiйного диференцiального рiвняння
(47) 𝑃𝜔(𝑌0,±∞)-розв’язкiв необхiдно i достатньо виконання умов

𝜇0𝜇1𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝜇0 lim
𝑡↑𝜔
|𝜋𝜔(𝑡)| = 𝑌0,

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡) = 0,
𝜔∫︀
𝑎
𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝑑𝜏 = +∞.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце асимптотичнi зо-
браження

ln |𝑦(𝑡)| = 2 ln |𝜋𝜔(𝑡)|+
𝛼0

2

𝑡∫︁
𝑎

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦(𝑘)(𝑡)

𝑦(𝑘−1)(𝑡)
=

3− 𝑘
𝜋𝜔(𝑡)

[1 + 𝑜(1)] (𝑘 = 1, 2) при 𝑡 ↑ 𝜔,

причому при 𝜔 = +∞ iснує трьохпараметрична сiм’я таких розв’язкiв, а
у випадку 𝜔 < +∞– однопараметрична сiм’я.

Наслiдок 2.4. Для iснування у лiнiйного диференцiального рiвняння
(47) 𝑃𝜔(𝑌0, 0)-розв’язкiв, для яких iснує (скiнченна або рiвна ±∞ ) границя
lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦′′′(𝑡)
𝑦′′(𝑡) , необхiдно i достатньо виконання умов

𝜇0𝜇1𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝜇0 lim
𝑡↑𝜔
|𝜋𝜔(𝑡)| = 𝑌0,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼1(𝑡)
= −2, lim

𝑡↑𝜔
𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡) = 0,

𝜔∫︁
𝑎

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝑑𝜏 = +∞.

Бiльш того, для кожного такого розв’язку мають мiсце асимптотичнi зо-
браження

ln |𝑦(𝑡)| = ln |𝜋𝜔(𝑡)| − 𝛼0

𝑡∫︁
𝑎

𝑝(𝜏)𝜋2𝜔(𝜏)𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

1 + 𝑜(1)

𝜋𝜔(𝑡)
,

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= −𝛼0𝑝(𝑡)𝜋

2
𝜔(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

причому iснує двопараметрична сiм’я таких розв’язкiв.
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З використанням априорних асимптотичних властивостей 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
розв’язкiв одержаних в роботi [3] були встановленi необхiднi i достатнi
умови iснування у диференцiального рiвняння (4) кожного з 𝑛 + 2 мо-
жливих типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв, а також асимптотичнi зображення при
𝑡 ↑ 𝜔 для кожного з таких розв’язкiв та їх похiдних до (𝑛− 1)-го порядку
включно, вирiшено питання про кiлькiсть розв’язкiв з одержаними асим-
птотичними зображеннями.

Висновки

Отриманi в роботах В. М. Євтухова, А. О. Стехун результати для дифе-
ренцiальних рiвнянь другого та третього порядкiв створюють основу для
подальшого їх поширення на диференцiальнi рiвняння бiльш високих по-
рядкiв. Деякi результати про асимптотику 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв диферен-
цiального рiвняння 𝑛-го порядку типу (5), були отриманi В. М. Євтуховим
та доповiдались на однiєї з мiжнародних конференцiй.
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Stekhun A.
On the asymptotics of solutions of non-autonomous differential

equations asymptotically close to linear

Summary

The necessary and sufficient conditions are obtained for the existence of all
possible types of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-solutions of non-autonomous second and third-
order ordinary differential equations that are asymptotically close to linear
equations. The asymptotic representation of each possible type of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
solutions has been determined, and the question of their quantity has been
clarified. Consequences have also been derived from the obtained theorems for
cases when the equation is a linear differential equation.
Key words: differential equations of the second order, differential equations of
the third order, existence of solutions, asymptotic images of solutions, asymp-
totically close to linear ones, slowly varying nonlinearity.
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