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ОСОБЛИВОСТI ПОБУДОВИ РIВНОМIРНОЇ АСИМПТОТИКИ
РОЗВ’ЯЗКУ СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З
ТОЧКОЮ ЗВОРОТУ ПРИ ДОДАТНИХ КОЕФIЦIЄНТАХ
МАТРИЦI

Робота присвячена аналiзу коефiцiєнтiв сингулярного оператора типу Орра-Зоммер-
фельда у векторнiй формi включаючи точку звороту. Дослiджена система сингулярно
збурених диференцiальних рiвнянь з малим параметром при старшiй похiднiй. Розгля-
нуто випадок, коли спектр граничного оператора мiстить кратнi i тотожно рiвнi нулевi
елементи. Використовуючи метод iстотно особливих функцiй, побудовано рiвномiрну
асимптотику розв’язку системи. Для випадку стабiльної точки звороту, асимптотика
розв’язкiв системи побудована в секторi, який мiстить точку звороту. Асимптотика пер-
ших двох розв’язкiв для однорiдної задачi побудована з використанням функцiй Ейрi
та їх похiдних. Третiй формальний розвязок однорiдної системи для даного випадку
виклає певнi труднощi. Тому з урахуванням вказаних умов для побудови рiвномiрної
асимптотики розв’язку для заданої системи, використали частинний розв’язок неодно-
рiдної системи в якостi третього розв’язку однорiдної системи.
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Вступ

Дослiджуючи динамiку поведiнки багатьох систем у фiзицi, хiмiї, бiо-
логiї та iнших науках зручно представити математичнi моделi таких си-
стем за допомогою систем диференцiальних рiвнянь. Часто такi матема-
тичнi моделi описують процеси, якi характеризуються швидкою змiною
поведiнки системи в околi певних особливих точок [7]. В таких випадках
цi особливостi математично описують, використовуючи так званi системи
сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь. Варто заначити, що систе-
ми диференцiальних рiвнянь з точками звороту є окремим класом таких
задач. Специфiка поведiнки систем в околi особливих точок обумовлена
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рiзними факторами. В загальному випадку має мiсце змiна характеру по-
ведiнки фiзичних процесiв при досягненнi вiдповiдних положень. Власне
для сингулярно збурених диференцiальних в таких випадках має мiсце
змiна коливного характеру поведiнки системи на показниковий. Точки, в
яких вiдбувається така змiна характеру поведiнки системи називають то-
чками звороту [?; 3]. Вивчення точок звороту є важливою проблематикою
в асимптотичнiй теорiї диференцiальних операторiв, оскiльки iнформацiя
про асимптотичну поведiнку розв’язкiв цих диференцiальних рiвнянь є
чи не єдиним способом зрозумiння якiсних ефектiв їх поведiнки. А хара-
ктер локалiзацiї та поведiнка точок звороту спричиняє вирiшальний вплив
на асимптотику розв’язкiв вiдповiдних диференцiальних рiвнянь. У данiй
статтi, спираючись на попереднi дослiдження [1; 4–6], проаналiзовано по-
ведiнку системи сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь з дифе-
ренцiальною точкою звороту. Основним фокусом даної роботи є дослiдже-
ння особливостей побудови асимптотики розв’язкiв, обумовлених додатно-
значнiстю коефiцiєнтiв матрицi системи, до якої зводиться рiвняння типу
Орра-Зомерфельда вигляду

𝜀𝑦′′′(𝑥, 𝜀) + 𝑥�̃�(𝑥)𝑦′(𝑥, 𝜀) + 𝑏(𝑥)𝑦(𝑥, 𝜀) = ℎ(𝑥),

Варто зазначити, що додатнозначнiсть коефiцiєнтiв матрицi породжую
низку труднощiв, якi необхiдно враховувати при побудовi асимтотики роз-
в’язку.

Основнi результати
1. Постановка задачi.
Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь:

𝜀𝑌 ′(𝑥, 𝜀)−𝐴(𝑥, 𝜀)𝑌 (𝑥, 𝜀) = 𝐻(𝑥), (1)

де 𝐴(𝑥, 𝜀) має таку структуру

𝐴(𝑥, 𝜀) = 𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1,

а 𝐴0(𝑥) i 𝐴1 матрицi вигляду

𝐴0(𝑥) =

⎛⎜⎝ 0 0 0

0 0 1

−𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) 0

⎞⎟⎠ , 𝐴1 =

⎛⎜⎝0 1 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ ,
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при 𝜀 → 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 𝑌 (𝑥, 𝜀) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑦1(𝑥, 𝜀), 𝑦2(𝑥, 𝜀), 𝑦3(𝑥, 𝜀)) - шукана
вектор-функцiя, 𝐻(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(0, 0, ℎ(𝑥)) – задана вектор-функцiя.

Дослiдимо задачу про побудову рiвномiрної асимптотики розв’язкiв
сингулярно збуреної системи (1) для якої виконуються умови:

С 1. 𝐴0(𝑥), 𝐻(𝑥) ∈ 𝐶∞[0, 𝑙].
С 2. 𝑎(𝑥) = 𝑥�̃�(𝑥), �̃�(𝑥) > 0, 𝑏(𝑥) > 0.
В цiй роботi розглянемо випадок, коли 𝑏(𝑥) > 0. Тодi умова С 2 матиме

вигляд
𝑎(𝑥) = 𝑥�̃�(𝑥), �̃�(𝑥) > 0, 𝑏(𝑥) > 0. (2)

Запишемо характеристичне рiвняння, що вiдповiдає системi сингуляр-
но збурених диференцiальних рiвнянь (1). Воно має вигляд:

|𝐴(𝑥, 0)− 𝜆𝐸| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ −𝜆 0 0

0 −𝜆 1

−𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) −𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −𝜆3 − 𝑥�̃�(𝑥)𝜆 = 0.

Коренями даного характеристичного рiвняння є

𝜆1 = 0, 𝜆2,3 = ±𝑖
√︀
𝑥�̃�(𝑥).

Далi дослiдимо випадок коли корiнь 𝜆1 тотожно рiвен нулевi, а коренi
𝜆2 i 𝜆3 злипаються в точцi звороту [1]. Оскiльки коренi характеристичного
рiвняння уявнi, це вказує на стабiльнiсть точки звороту 𝑥 = 0 [1].

2. Розширення системи сингулярно збурених диференцiаль-
них рiвнянь.

Точка 𝜀 = 0 є особливою точкою для рiвняння (1). Для видiлення всiх
iстотно особливих функцiй та збереження їх як єдиних цiлих в системi (1),
введемо регуляризуючу змiнну

𝑡 = 𝜀−𝑝 · 𝜙(𝑥), (3)

де показник 𝑝 i регуляризуюча функцiя 𝜙(𝑥) власне й i мають бути визна-
ченi.

Згiдно методу iстотно особливих функцiй, необхiдною умовою розши-
рення задачi є справедливiсть спiввiдношення

𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀)|𝑡=𝜀−𝑝·𝜙(𝑥) ≡ 𝑌𝑘(𝑥, 𝜀).
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Тодi для визначення розширенної функцiї 𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) одержимо розши-
рене векторне рiвняння

𝐿𝜀𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) ≡ 𝜀1−𝑝𝜙′𝜕𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑡
+

+ 𝜀
𝜕𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑥
−𝐴(𝑥, 𝜀)𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝐻(𝑥). (4)

Згiдно метода iстотно особливих функцiй необхiдно видiлити множини
функцiй (пiдпростори), в яких розв’язок дослiджуваної задачi мiстить всi
iстотно особливi функцiї i сама задача буде регулярно залежати вiд малого
параметра 𝜀.

Основною метою подальшого дослiдженння є побудова третього роз-
в’язку розширеного рiвняння (4), який буде описано iз застосуванням iсто-
тно особливих функцiй 𝜓(𝑥) та 𝜓′(𝑥). В роботi [2] описана схема побудови
розв’язкiв скаслярних рiвнянь типу Орра-Зоммерфельда.

2.1. Простiр безрезонансних розв’язкiв.
Видiлимо таку множину функцiй, в якiй розширена задача (4) буде

регулярно збуреною вiдносно малого параметра. Для цього розглянемо
множини (пiдпростори) функцiй

𝐷1𝑘 = 𝛼1𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈1(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽1𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈
′
1(𝑡),

𝐷2𝑘 = 𝛼2𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈2(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽2𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈
′
2(𝑡),

𝐷3𝑘 = 𝑓𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓
′(𝑡),

𝐷4𝑘 = 𝜔𝑘(𝑥, 𝜀),

(5)

де 𝑈𝑖(𝑡), (𝑖 = 1, 2) – функцiї Ейрi-Дороднiцина [1].
З пiдпросторiв (5), складемо як пряму суму новий простiр

𝐷𝑘 =
[︁ 2∑︁
𝑖=1

{𝐷𝑖𝑘} ⊕𝐷3𝑘 ⊕𝐷4𝑘

]︁
.

Елемент 𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) простору 𝐷𝑘 має таку структуру:

𝑌𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
2∑︁

𝑖=1

𝐷𝑖𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) + 𝑓𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓
′(𝑡) + 𝜔𝑘(𝑥, 𝜀), (6)

де

2∑︁
𝑘=1

𝐷𝑖𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) =

⎛⎜⎝ 𝜀𝑠1𝛼𝑘1(𝑥, 𝜀)

𝜀𝑠2𝛼𝑘2(𝑥, 𝜀)

𝜀𝑠3𝛼𝑘3(𝑥, 𝜀)

⎞⎟⎠𝑈𝑖(𝑡) + 𝜀𝛾

⎛⎜⎝ 𝜀𝑘1𝛽𝑘1(𝑥, 𝜀)

𝜀𝑘2𝛽𝑘2(𝑥, 𝜀)

𝜀𝑘3𝛽𝑘3(𝑥, 𝜀)

⎞⎟⎠𝑈 ′
𝑖(𝑡),



124 Собчук В. В., Зеленська I. О.

де 𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀), 𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀), 𝑓𝑘(𝑥, 𝜀), 𝑔𝑘(𝑥, 𝜀), 𝜔𝑘(𝑥, 𝜀), 𝑘 = 1, 3 – шуканi аналiтичнi
функцiї, якi залежать вiд параметра 𝜀 > 0 що неcкiнченно диференцiйовнi
на промiжку 𝑥 ∈ [0; 𝑙].

Далi для того, щоб обчислити регуляризуючу змiнну згiдно з (6), не-
обхiдно визначити показник 𝑝 i функцiю 𝜙(𝑥). Для цього подiємо розши-
реним оператором �̃�𝜀 на вектор функцiю 𝐷𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀). Пiдставимо результат
в однорiдне розширене рiвняння (4), тобто при 𝐻(𝑥) = 0. Отримаємо

�̃�𝜀(𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈𝑖𝑘(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈
′
𝑖(𝑡)) = 𝜀1−𝑝𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙

′(𝑥)𝑈 ′
𝑖(𝑡)+

+𝜀𝛼′
𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈𝑖(𝑡)−𝐴(𝑥, 𝜀)𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈𝑖(𝑡) + 𝜀1−𝑝+𝛾𝜙′(𝑥)𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈

′′
𝑖 (𝑡)+

+𝜀1+𝛾𝛽′𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈
′
𝑖(𝑡)− 𝜀𝛾𝐴(𝑥, 𝜀)𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈 ′

𝑖(𝑡) = 0.

Для подальших мiркувань та перетворень з компонентою 𝑈 ′′(𝑡) вико-
ристаємо модельний оператор Ейрi-Дороднiцина

𝑈 ′′(𝑡) + 𝑡𝑈(𝑡) = 0,

𝑈 ′′(𝑡) = −𝑡𝑈(𝑡), 𝑡 = 𝜀−𝑝 · 𝜙′(𝑥).

Тодi необхiдно, щоб коефiцiєнти при iстотно особливих функцiях та їх
похiдних перетворились в нуль. Вiдтак випишемо коефiцiєнти при iстотно
особливих функцiях та їх похiдних:

𝑈 ′
𝑖(𝑡) : 𝜀

1−𝑝𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥)− 𝜀𝛾 [𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1]𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) = −𝜀1+𝛾𝛽′𝑖𝑘(𝑥, 𝜀), (7)

𝑈𝑖(𝑡) : −𝜀1+𝛾−2𝑝𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥)− [𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1]𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) = −𝜀𝛼′

𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) (8)

де 𝑖 = 1, 2.
Вимагатимемо, щоб одержанi системи (7) i (8) були регулярно збуре-

ними вiдносно малого параметра 𝜀 > 0. З попереднiх дослiджень

𝑝 =
2

3
, 𝛾 =

1

3
, 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑠3 = 0, 𝑠1 = 𝑠2 = 𝑘3 = −

1

3
. (9)

Важливим є наступне твердження

Зауваження 1. Для iснування розв’язкiв систем (7) i (8) необхiдно, щоб
виконувалась умова 𝑝 = 2

3 , 𝛾 = 1
3 .
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Векторнi рiвняння (7) i (8) запишемо у виглядi системи алгебраїчних
рiвнянь вигляду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜙′(𝑥)𝛼𝑖1(𝑥, 𝜀) = 𝜇3[𝛽𝑖2(𝑥, 𝜀)− 𝛽′𝑖1(𝑥, 𝜀)],
𝜙′(𝑥)𝛼𝑖2(𝑥, 𝜀)− 𝛽𝑖3(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝛽′𝑖2(𝑥, 𝜀),
𝜙′(𝑥)𝛼𝑖3(𝑥, 𝜀) + 𝑏(𝑥)𝛽𝑖1(𝑥, 𝜀) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑖2(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝛽′𝑖3(𝑥, 𝜀),
𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖1(𝑥, 𝜀) = 𝜇3[𝛼′

𝑖1(𝑥, 𝜀)− 𝛼𝑖2(𝑥, 𝜀)],

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖2(𝑥, 𝜀) + 𝛼𝑖3(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝛼′
𝑖2(𝑥, 𝜀),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖3(𝑥, 𝜀)− 𝑏(𝑥)𝛼𝑖1(𝑥, 𝜀)− 𝑎(𝑥)𝛼𝑖2(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝛼′
𝑖3(𝑥, 𝜀).

(10)

Тут 𝑖 = 1; 2, 𝜇 = 𝜀
1
3 . В подальших мiркуваннях, враховуватимо, що 𝜀 = 𝜇3.

Таким способом, одержана система (10) є регуляризованою. Це означає,
що в ходi перетворень було правильно видiлено, описано та збережено як
єдину цiлiснiсть усi iстотно особливi функцiї, якi мiстяться у розв’язках
системи (1).

3. Побудова формальних розв’язкiв однорiдної системи.
Варто вiдзначити, що особливiстю розширеної задачi (10) є те, що вона

регулярно збурена вiдносно малого параметра 𝜇 > 0 у просторi безрезонан-
сних розв’язкiв (5). Тодi всi компоненти вектор-функцiй 𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) i 𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)
будемо шукати у виглядi рядiв

𝛼𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) =

+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝛼𝑖𝑘𝑟(𝑥), 𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀) =

+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝛽𝑖𝑘𝑟(𝑥). (11)

Пiдставимо ряди (11) у систему (10)для визначення вектор-функцiй

𝛼𝑖𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑖1𝑟(𝑥), 𝛼𝑖2𝑟(𝑥), 𝛼𝑖3𝑟(𝑥)),

𝛽𝑖𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛽𝑖1𝑟(𝑥), 𝛽𝑖2𝑟(𝑥), 𝛽𝑖3𝑟(𝑥)).

Пiдставивши ряди (11) у розширену задачу (3) i зрiвнявши коефiцi-
єнти бiля однакових степенiв малого параметра 𝜇 > 0, для визначення
коефiцiєнтiв рядiв отримаємо рекурернтну систему задач:

Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 0, 𝑟 = 0, 2, Φ(𝑥)𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝐹 · 𝑍𝑘(𝑟−3)(𝑥), 𝑟 ≥ 3, (12)

за умови, що 𝑍𝑘𝑟(𝑥)=𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑖1𝑟(𝑥),𝛼𝑖2𝑟(𝑥),𝛼𝑖3𝑟(𝑥),𝛽𝑖1𝑟(𝑥),𝛽𝑖2𝑟(𝑥),𝛽𝑖3𝑟(𝑥)),
а
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Φ(𝑥) =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜙′(𝑥) 0 0 0 0 0

0 𝜙′(𝑥) 0 0 0 −1
0 0 𝜙′(𝑥) −𝑏(𝑥) 𝑎(𝑥) 0

0 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥) 0 0

0 0 1 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥) 0

𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) 0 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (13)

𝐹 · 𝑍𝑘(𝑟−3)(𝑥)=𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛
(︀
𝑧𝑖1(𝑟−3), 𝑧𝑖2(𝑟−3), 𝑧𝑖3(𝑟−3), 𝑧𝑖4(𝑟−3), 𝑧𝑖5(𝑟−3), 𝑧𝑖6(𝑟−3)

)︀
,

де
𝑧𝑖1(𝑟−3) = (𝛽𝑖2(𝑟−3)(𝑥)− 𝛽𝑖1(𝑟−3)(𝑥)),

𝑧𝑖2(𝑟−3) = −𝛽𝑖2(𝑟−3)(𝑥),

𝑧𝑖3(𝑟−3) = −𝛽𝑖3(𝑟−3)(𝑥),

𝑧𝑖4(𝑟−3) = (𝛼𝑖1(𝑟−3)(𝑥)− 𝛼𝑖2(𝑟−3)(𝑥)),

𝑧𝑖5(𝑟−3) = 𝛼𝑖2(𝑟−3)(𝑥),

𝑧𝑖6(𝑟−3) = 𝛼𝑖3(𝑟−3)(𝑥).

Обчислимо визначник цiєї системи (13)

detΦ(𝑥) = 𝜙′2[𝜙(𝑥)𝜙′
2(𝑥)]

2 · [𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)− 𝑎(𝑥)]2 = 0.

Зауважимо, що регуляризуюча функцiя 𝜙(𝑥) поки не визначена. Тому ви-
значимо її як розв’язок задачi:

𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥) = 𝑎(𝑥) ≡ 𝑥�̃�(𝑥), 𝜙(0) = 0. (14)

Розв’язавши (14) отримуємо

𝜙(𝑥) =

(︂
3

2

∫︁ 𝑥

0

√︀
𝑥̃︀𝑎(𝑥)𝑑𝑥)︂ 2

3

.

Запишемо систему рекурентних рiвнянь (12) при 𝑟 = 0⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜙′(𝑥)𝛼𝑖10(𝑥, 𝜀) = 0,

𝜙′(𝑥)𝛼𝑖20(𝑥, 𝜀)− 𝛽𝑖30(𝑥, 𝜀) = 0,

𝜙′(𝑥)𝛼𝑖30(𝑥, 𝜀) + 𝑏(𝑥)𝛽𝑖10(𝑥, 𝜀) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑖20(𝑥, 𝜀) = 0,

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖1(𝑥, 𝜀) = 𝜇3[𝛼′
𝑖10(𝑥, 𝜀)− 𝛼𝑖20(𝑥, 𝜀)],

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖20(𝑥, 𝜀) + 𝛼𝑖30(𝑥, 𝜀) = 0,

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖30(𝑥, 𝜀)− 𝑏(𝑥)𝛼𝑖1(𝑥, 𝜀)− 𝑎(𝑥)𝛼𝑖20(𝑥, 𝜀) = 0.
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Оскiльки detΦ(𝑥) ≡ 0, то iснує нетривiальний розв’язок системи
Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟 = 0, 𝑟 = 0, 2 вигляду:

𝑍𝑖𝑘𝑟(𝑥)=𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︂
0,

1

𝜙′(𝑥)
𝛽𝑖2𝑟(𝑥),−𝜙𝜙′(𝑥)𝛽𝑖3𝑟(𝑥), 0, 𝛽𝑖2𝑟(𝑥), 𝛽𝑖3𝑟(𝑥)

)︂
, (15)

де 𝛽𝑖𝑘𝑟(𝑥), 𝑖 = 1; 2, 𝑘 = 1; 3, 𝑟 = 0; 2 – до певного часу довiльнi, достатньо
гладкi функцiї при 𝑥 ∈ [0; 𝑙].

Таким способом, отримавши розв’язок системи Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟 = 0, 𝑟 = 0; 2,
перейдемо до розв’язкiв неоднорiдних систем (13) Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟(𝑥) =

𝐹 · 𝑍𝑘(𝑟−3)(𝑥), 𝑟 ≥ 3. Спочатку розглянемо цi системи при 𝑟 = 3. З ураху-
ванням розв’язку (16), отримаємо системи⎧⎪⎨⎪⎩

𝜙′(𝑥)𝛼𝑖13(𝑥) = 𝛽𝑖20(𝑥)− 𝛽′𝑖10(𝑥) ≡ 𝛽𝑖20(𝑥),
𝜙′(𝑥)𝛼𝑘23(𝑥)− 𝛽𝑖33(𝑥) = −𝛽′𝑖20(𝑥),
𝜙′(𝑥)𝛼𝑖33(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝛽𝑖13(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑖23(𝑥) = −𝛽′𝑖30(𝑥),

(16)

та⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖13(𝑥) = −𝛼′
𝑖10(𝑥) + 𝛼𝑖20(𝑥) ≡ 𝛼𝑖20(𝑥) ≡ [𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑖30(𝑥),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖23(𝑥) + 𝛼𝑖33(𝑥) = 𝛼′
𝑖20(𝑥) ≡

𝑑

𝑑𝑥
([𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑖30(𝑥)),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖33(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝛼𝑖13(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝛼𝑖23(𝑥) = 𝛼′
𝑖30(𝑥) ≡

≡ 𝑑

𝑑𝑥
[−𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖20(𝑥)].

(17)

З перших рiвнянь систем (16) та (17) визначимо функцiї

𝛼𝑖13(𝑥) = [𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑖20(𝑥),

𝛽𝑖13(𝑥) = [𝜙 ′(𝑥)]−2[𝜙(𝑥)]−1𝛽𝑖30(𝑥).

Тодi системи (16) i (17) наберуть вигляду{︃
𝜙′(𝑥)𝛼𝑖23(𝑥)− 𝛽𝑖33(𝑥) = −𝛽′𝑖20(𝑥),
𝜙′(𝑥)𝛼𝑖33(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑖23(𝑥) = −𝛽′𝑖30(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝛽𝑖13(𝑥),

та{︃
𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑖23(𝑥) + 𝛼𝑖33(𝑥) = 𝛼′

𝑖20(𝑥) ≡ 𝑑
𝑑𝑥([𝜙

′(𝑥)]−1𝛽𝑖30(𝑥)),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘33(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝛼𝑖23(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥 [−𝜙(𝑥)𝜙

′(𝑥)𝛽𝑖20(𝑥)] + 𝑏(𝑥)𝛼𝑖13(𝑥).

З (16) та (17) одержимо
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𝛽𝑖20(𝑥) = 𝛽0𝑖20 · 𝑒𝑥𝑝{
∫︁
𝑏(𝑥)− 𝜙′3(𝑥)− 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝜙′′(𝑥)

2𝑎(𝑥)
}, (18)

𝛽𝑖30(𝑥) = 𝛽0𝑖30 · 𝑒𝑥𝑝{
∫︁
𝑏(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝜙′′(𝑥)

2𝑎(𝑥)
}, (19)

Тепер з умов (18) та (19) однозначно визначимо компоненти розв’язку
(15) при 𝑟 = 0, 2, а саме

𝛽𝑖𝑠0(𝑥) = 𝛽0𝑖𝑠0 · 𝛽𝑖𝑠0(𝑥),

де 𝑖 = 1; 2, 𝑠 = 2; 3, 𝛽0𝑖𝑠0(𝑥) – довiльнi сталi, 𝛽𝑖𝑠0(𝑥) – частиннi, достатньо
гладкi розв’язки однорiдних систем (15) та (16) при 𝑥 ∈ [0; 𝑙]. При такому
визначеннi вектор-функцiй 𝑍𝑘0(𝑥) iснують розв’язки неоднорiдних систем
(16) та (17) вигляду

𝑍𝑖3(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛
(︁
𝑧𝑘13, 𝑧𝑘23, 𝑧𝑘33, 𝑧𝑘43, 𝑧𝑘53, 𝑧𝑘63

)︁
,

𝑧𝑖13 = (𝜙′(𝑥))−1𝛽𝑖20(𝑥)

𝑧𝑖23 =
−𝛽′𝑖20(𝑥) + 𝛽𝑖33(𝑥)

𝜙′(𝑥)
,

𝑧𝑖33 =
−𝛽′𝑖30(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝛽𝑖23(𝑥)− 𝑏(𝑥)(𝜙(𝑥))−1(𝜙′(𝑥))−2𝛽𝑖30

𝜙′(𝑥)
,

𝑧𝑖43 = (𝜙(𝑥))−1(𝜙′(𝑥))−2𝛽𝑖20(𝑥),

𝑧𝑖53 = 𝛽𝑖21(𝑥),

𝑧𝑖63 = 𝛽𝑖31(𝑥).

Необхiдно вiдмiтити, що 𝛽𝑖21(𝑥) та 𝛽𝑖31(𝑥), як i в (15), до певного часу
довiльнi, достатньо гладкi функцiї для всiх 𝑥 ∈ [0; 𝑙].

Продовжуючи далi розв’язувати системи алгебраїчних рiвнянь (16) та
(17) при 𝑟 > 3, знайдемо всi необхiднi члени ряду для обох систем з точнi-
стю до двох довiльних сталих 𝛽𝑖2𝑞(𝑥) та 𝛽𝑖3𝑞(𝑥), де 𝑟 = 0; 𝑞.

Висновок 1. Лiнiйно незалежнi розв’язки однорiдної системи алгебра-
їчних рiвнянь (1) мають вигляд

𝐷𝑖𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟[𝛼𝑖𝑘(𝑥)𝑈𝑖(𝑡) + 𝜀
1
3𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑖(𝑡)], 𝑖 = 1; 2, 𝑘 = 1; 3. (20)
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де
𝛼𝑖𝑘(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑖1𝑟(𝑥), 𝛼𝑖2𝑟(𝑥), 𝛼𝑖3𝑟(𝑥)),

𝛽𝑖𝑘(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛽𝑖1𝑟(𝑥), 𝛽𝑖2𝑟(𝑥), 𝛽𝑖3𝑟(𝑥)).

Тут 𝛼𝑖𝑘(𝑥) та 𝛽𝑖𝑘(𝑥) визначенi вектор-функцiї, 𝑖 = 1; 2, 𝑘 = 1; 3. При чому
(26) отримуємо як iтерацiйнi розв’язки систем (16) та (17).

Повертаючись до замiни 𝑡 = 𝜀−
2
3 ·𝜙(𝑥) одержимо розв’язки системи (1)

у виглядi

𝐷𝑖𝑘(𝑥, 𝜀
− 2

3𝜙(𝑥), 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟[𝛼𝑖𝑘(𝑥)𝑈𝑖(𝜀
− 2

3𝜙(𝑥))+

+ 𝜀
1
3𝛽𝑖𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑖(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥))], 𝑖 = 1; 2, 𝑘 = 1; 3. (21)

Тодi, поступово розв’язуючи (1), отримаємо два формальнi розв’язки
однорiдного рiвняння

𝐷𝑖𝑘(𝑥, 𝜀
− 2

3𝜙(𝑥), 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟[𝛼𝑖𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑖(𝜀
− 2

3𝜙(𝑥))+

+ 𝜀
1
3𝛽𝑖𝑘𝑟(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑖(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥))]. (22)

Третiй формальний розв’язок однорiдного векторного рiвняння ми не
можемо отримати з виродженого рiвняння, системи (1). В даному випадку
точка звороту буде стабiльною, як i в попередньому випадку, але розв’язки
виродженого рiвняння не будуть достатньо гладкими у точцi 𝑥 = 0. З ура-
хуванням умов С1 i С2, тобто коли 𝑏(𝑥) > 0, тобто одержимо −𝑏(0)

�̃�(0) = 𝜌 < 0

[1]. Тому повторити логiку i використати мiркування, якi були описанi у
випадку А ми не можемо. Оскiльки розв’язок виродженого диференцiаль-
ного рiвняння системи (1) та його похiднi не є достатньо гладкими в точцi
𝑥 = 0. Це пояснюється тим, що розв’язок має розрив другого роду в точцi
звороту. Тому вiн не може бути використаний для побудови третього лiнiй-
но незалежного розв’язку системи сингулярно збурених диференцiальних
рiвнянь (1). Труднощi, якi виникають при побудовi третього формального
розв’язку опишемо нижче.

4. Побудова формальних частинних розв’язкiв неоднорiдної
системи сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь.

Вивчимо дiю розширенного оператора �̃�𝜀 на елементи простору безре-
зонансних розв’язкiв 𝐷3𝑘 i 𝐷4𝑘.
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Для подальших мiркувань та перетворень з компонентою 𝜓′′(𝑡) вико-
ристаємо модельний оператор

𝜓(𝑡)′′ + 𝑡𝜓(𝑡) = 1,

𝜓(𝑡)′′ = 1− 𝑡𝜓(𝑡), 𝑡 = 𝜀−𝑝 · 𝜙′(𝑥).

Прирiвняємо коефiцiєнти при iстотно особливих функцiях в лiвiй та
правiй частинах рiвностi, в результатi отримаємо рiвняння вигляду

𝜓′(𝑡) : 𝜙′(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜀)− [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]𝑔(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝑔′(𝑥, 𝜀), (23)

𝜓(𝑡) : 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑔𝑘(𝑥, 𝜀) + [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]𝑓𝑘(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝑓 ′(𝑥, 𝜀), (24)

𝜇3�̄�′(𝑥, 𝜀)− [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]�̄�(𝑥, 𝜀) + 𝜇2𝜙′(𝑥)𝑔𝑘(𝑥, 𝜀) =

= 𝐻(𝑥)− 𝜇2𝜙′(𝑥)𝑔𝑘(𝑥, 𝜀). (25)

Вивчивши рiвняння (23) та (24), бачимо, що вони мають таку ж стру-
ктуру як i (7) та (8). Але скористатись прямим результатом (26) ми не мо-
жемо, оскiльки в цьому випадку не отримаємо очiкуваних результатiв для
системи (25). Для отримання рiвномiрної асимптотики системи (25) необ-
хiдно використати розв’язки (23) та (24), провiвши аналогiчнi мiркування
як у (7) та (8). Дослiдимо системи (23) та (24) i побудуємо їх розв’язки у
виглядi рядiв:

𝑓𝑘(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=−2

𝜇𝑟𝑓𝑘𝑟(𝑥), 𝑔𝑘(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=−2

𝜇𝑟𝑔𝑘𝑟(𝑥). (26)

Для визначення компонент вектор-функцiй

𝑓𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑓1𝑟(𝑥), 𝑓2𝑟(𝑥), 𝑓3𝑟(𝑥)),

𝑔𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑔1𝑟(𝑥), 𝑔2𝑟(𝑥), 𝑔3𝑟(𝑥))

пiдставимо ряди (26) у рiвняння (23) та (24). Будемо мати наступнi системи
рекурентних рiвнянь:

Φ(𝑥) · 𝑍𝑝𝑎𝑟𝑡.
0 (𝑥)=0, 𝑟=−2;−1; 0, Φ(𝑥) · 𝑍𝑝𝑎𝑟𝑡.

𝑟 (𝑥)=−𝑍𝑝𝑎𝑟𝑡.
𝑟−3 (𝑥), 𝑟≥1. (27)

В одержаних рекурсiях (27) Φ(𝑥)– матриця, а

𝑍𝑝𝑎𝑟𝑡.
𝑟 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑓1𝑟(𝑥), 𝑓2𝑟(𝑥), 𝑓3𝑟(𝑥), 𝑔1𝑟(𝑥), 𝑔2𝑟(𝑥), 𝑔3𝑟(𝑥))
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невiдома вектор-функцiя.
Нагадаємо, що в попередньому пунктi ми не змогли побудувати тре-

тiй формальний розв’язок однорiдної системи (3). Тому будемо будувати
тiльки частиннi розв’язки цiєї системи.

Оскiльки detΦ(𝑥) ≡ 0, то iснує нетривiальний розв’язок системи Φ(𝑥) ·
𝑍𝑘𝑟 = 0, 𝑟 = −2, 0 вигляду:

𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︂
0,

1

𝜙′(𝑥)
𝑔2𝑟(𝑥),−𝜙𝜙′(𝑥)𝑔3𝑟(𝑥), 0, 𝑔2𝑟(𝑥), 𝑔3𝑟(𝑥)

)︂
, (28)

де 𝑔𝑘𝑟(𝑥), 𝑘 = 1; 3, 𝑟 = −2; 0 – до певного часу довiльнi, достатньо гладкi
функцiї при 𝑥 ∈ [0; 𝑙].

Таким способом, отримавши розв’язок системи Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟 = 0, 𝑟 =

−2; 0, перейдемо до розв’язкiв неоднорiдних систем (28) Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟(𝑥) =

𝐹 ·𝑍𝑘(𝑟−3)(𝑥), 𝑟 ≥ 1. Спочатку розглянемо цi системи при 𝑟 = 1. З урахува-
нням розв’язку (??) i слiдуя мiркуванням попереднього пункту, одержимо
диференцiальнi рiвняння виду

−2𝑎(𝑥)𝑔′2(−2)(𝑥) +
[︁
𝑏(𝑥)− 𝜙′(𝑥)(𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥))′

]︁
𝑔2(−2)(𝑥) = 0, (29)

та
−2𝑔′3(−2)(𝑥) +

[︁𝜙′′(𝑥)

𝜙′(𝑥)
− 𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)

]︁
𝑔3(−2)(𝑥) = 0. (30)

У рiвняннi (29) введемо позначення

𝑏2(𝑥) = 𝑏(𝑥)− 𝜙′3(𝑥)− 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝜙′′(𝑥).

Нагадаємо, що

𝜙(𝑥) =

(︂
3

2

∫︁ 𝑥

0

√︀
𝑥̃︀𝑎(𝑥)𝑑𝑥)︂ 2

3

,

𝜙′(𝑥) =

(︂∫︁ 𝑥

0

√︀
𝑥̃︀𝑎(𝑥)𝑑𝑥)︂− 1

3

·
√︀
𝑥̃︀𝑎(𝑥).

Вiдповiдно в рiвняннi (30) також введемо позначення

𝑏3(𝑥) = 𝑏(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝜙′′(𝑥).

Тодi рiвняння (29) та (30) запишемо у виглядi
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𝑔′2(−2)(𝑥)−
1

𝑥

[︁ 𝑏2(𝑥)
2�̃�(𝑥)

]︁
𝑔2(−2)(𝑥) = 0, (31)

та
𝑔′3(−2)(𝑥)−

1

𝑥

[︁ 𝑏3(𝑥)
2�̃�(𝑥)

]︁
𝑔3(−2)(𝑥) = 0. (32)

Розв’яжемо (31). Тодi

𝑔2(−2)(𝑥) = 𝑔02(−2) · 𝑒𝑥𝑝{
∫︁
𝑏2(𝑥)

𝑥
}. (33)

З (32) одержимо

𝑔3(−2)(𝑥) = 𝑔03(−2) · 𝑒𝑥𝑝{
∫︁
𝑏3(𝑥)

𝑥
}, (34)

𝑍part.
𝑘1 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛 (𝑧𝑘1, 𝑧𝑘2, 𝑧𝑘3, 𝑧𝑘4, 𝑧𝑘5, 𝑧𝑘6) , (35)

де

𝑧𝑘1 =
𝑔02(−2)(𝑥) · 𝑥

𝜌2

𝜙′(𝑥)
,

𝑧𝑘2 =
−𝑔02(−2)(𝑥) · 𝑥

𝜌2 + 𝑔31(𝑥)

𝜙′(𝑥)
,

𝑧𝑘3 =
−𝑔02(−2)(𝑥) · 𝑥

𝜌2 +
𝑏(𝑥)𝑔0

3(−2)
(𝑥)·𝑥𝜌3

𝑎(𝑥) − 𝑎(𝑥)𝑔21(𝑥)
𝜙′(𝑥)

,

𝑧𝑘4 =
−𝑔03(−2)(𝑥) · 𝑥

𝜌3

𝑎(𝑥)
,

𝑧𝑘5 = 𝑔21(𝑥),

𝑧𝑘6 = 𝑔31(𝑥).

де 𝑔𝑘1, 𝑘 = 2; 3 – до певного часу довiльнi, достатньо гладкi функцiї
𝑥 ∈ [0; 𝑙].

Введемо новi позначення

𝑏2(0)

2�̃�(0)
=
𝑏(0)− 𝜙′3(0)− 𝜙(0)𝜙′(0)𝜙′′(0)

2�̃�(0)
=
𝑏(0)− 𝜙′3(0)

2�̃�(0)
=

1

2
[𝜌− 1] = 𝜌2
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i
𝑏3(0)

2�̃�(0)
=
𝑏(0) + 𝜙(0)𝜙′(0)𝜙′′(0)

2�̃�(0)
=

𝑏(0)

2�̃�(0)
=

1

2
𝜌 = 𝜌3

З метою забезпечення побудови рiвномiрної асимптотики розв’язку рiв-
няння (3) на всьому вiдрiзку вiдносно малого параметра необхiдно, щоб
виконувалась вимога 𝜌 𝜖 𝑁 . Оскiльки 𝑏(0)

�̃�(0) = 𝜌 має бути натуральним
числом, то розглянемо такi випадки.

Випадок 1. Нехай 𝜌 = 2𝑛 - парне число, 𝑛𝜖𝑁 . Тодi, використовуючи
вищезазначенi позначення одержимо, що 𝜌2 = 𝑛 − 1

2 не є натуральним
числом, а 𝜌3 = 𝑛 - натуральне число або 𝜌3 = 0 при 𝜌 = 0.

Гладкiсть розв’язкiв (33) та (34) рiвнянь (31) та (32) на всьому вiдрiзку,
включаючи i точку звороту, iстотньо залежить вiд знакiв виразiв 𝑏𝑗(0)

2�̃�(0) ,
𝑗 = 1, 2. Тому дослiдимо пiдiнтегральнi функцiї у (31) та (32). Враховуючи
розклад пiдiнтегральних функцiй в ряд Маклорена отримаємо рiвностi

𝑏𝑗(𝑥)

𝑥�̃�(𝑥)
=
𝜌

𝑥
+𝑅𝑗

𝑝𝑎𝑟𝑡.
(𝑥),

де 𝑅𝑗
𝑝𝑎𝑟𝑡.

(𝑥) —аналiтична функцiя в околi точки звороту.

Якщо 𝜌2 = 𝑛− 1
2 — достатньо велике число, то для побудови асимптоти-

ки лiнiйно незалежого розв’язку системи (1) з визначеною тонiстю вiдно-
сно малого параметра 𝜀 > 0 можна використати розв’язки (37). Оскiльки
в цьому випадку 𝜌3 = 1

2𝜌 є цiлим невiд’ємним числом, то використовуючи
загальний розв’язки рiвнянь виду (33) та частиннi розв’язки рiвнянь виду
(34) ми побудуємо асимптотику лiнiйно незалежного розв’язку системи (1)
з довiльною точнiстю вiдносно малого параметра 𝜀 > 0 на всьому вiдрiзку
[0, 𝑙], включаючи i точку звороту.

Випадок 2. Нехай 𝜌 = 2𝑛 − 1 — непарне число 𝑛𝜖𝑁 . Тодi 𝜌2 = 𝑛 − 1 -
цiле невiд’ємне число, а 𝜌3 = 𝑛 − 1

2 - не є натуральним числом. В цьому
випадку для побудови асимптотики лiнiйно незалежого розв’язку системи
(1) з визначеною тонiстю вiдносно малого параметра 𝜀 > 0 будемо вико-
ристовувати загальний розв’язки рiвнянь виду (34) та частиннi розв’язки
рiвнянь виду (33).

Дослiдимо систему (25) при 𝑟 = 1. Для iснування достатньо гладкого
розв’язку цiєї системи на всьому вiдрiзку, включаючи i точку звороту 𝑥 =
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0, припустимо, що 𝑔0(−1) = 𝑔00 = 0. Тодi система (25) запишеться у виглядi⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔′

10(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔11(𝑥) + �̄�20(𝑥),

−�̄�31(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔2(−1)(𝑥),

𝑏(𝑥)�̄�11(𝑥) + 𝑎(𝑥)�̄�21(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔3(−1)(𝑥).

(36)

При 𝑟 = 2 з (25) одержимо наступну систему⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔′

11(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔12(𝑥) + �̄�21(𝑥),

−�̄�32(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔20(𝑥),
𝑏(𝑥)�̄�12(𝑥) + 𝑎(𝑥)�̄�22(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔30(𝑥).

(37)

Продовжуючи дослiдженння (25) при 𝑟 ≥ 3 одержимо систему⎧⎪⎨⎪⎩
�̄�3𝑟(𝑥) = 𝜙′(𝑥) · 𝑔2(𝑟−2)(𝑥) + �̄�′

2(𝑟−3)(𝑥),

𝑏(𝑥)�̄�1𝑟(𝑥) + 𝑎(𝑥)�̄�2𝑟(𝑥) = −𝜙′(𝑥) · 𝑔3(𝑟−2) − 𝜔′
3(𝑟−3)(𝑥),

0 = −𝜙′(𝑥) · 𝑔1(𝑟−2) + �̄�(𝑥)2(𝑟−3) − 𝜔′
1(𝑟−3).

(38)

Починаючи з 𝑟 ≥ 3, одержимо неоднорiднi рiвняння (25) вiдносно невi-
домих функцiй 𝜔𝑘𝑟(𝑥). Продовжуючи далi iтерацiйний процес, одержимо
достатньо гладкi розв’язки на всьому вiдрiзку [0, 1] функцiй 𝜔𝑘𝑟(𝑥), 𝑓𝑘𝑟(𝑥),
𝑔𝑘𝑟(𝑥). Таким чином буде визначений третiй формальний розв’язок розши-
реного рiвняння (3) у виглядi ряду

𝑌3(𝑥, 𝑡, 𝜀) = (39)
∞∑︁

𝑟=−2

𝜇𝑟
[︀
𝑓𝑘𝑟(𝑥)𝜓(𝑡) + 𝜇𝑔𝑘𝑟(𝑥)𝜓

′(𝑡)
]︀
+

∞∑︁
𝑟=0

�̄�𝑘𝑟(𝑥).

Таким способом побудовано розв’язок системи (25) при 𝑟 = 0.
Висновок 2. Розв’язок системи (25) при 𝑟 = 0 має вигляд

�̄�10(𝑥) = �̄�0
10 · 𝑒𝑥𝑝{−

∫︁
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑑𝑥}+ 𝑒𝑥𝑝{−

∫︁
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑑𝑥} · ℎ(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑒𝑥𝑝{

∫︁
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑑𝑥}.

�̄�20(𝑥) = 𝜔′
10 · 𝜙′(𝑥) ·

𝑔03(−2)𝑥
𝜌3

𝑎(𝑥)
.

�̄�30(𝑥) = 𝜙′(𝑥) · 𝑔02(−2)𝑥
𝜌2 .

Продовжуючи далi розв’язувати системи iтерацiйних рiвнянь з (26)
знайдемо всi компоненти 𝜔𝑘𝑟(𝑥).
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Теорема 1. Формально розв’язок однорiдної системи (3) можна пред-
ставити у виглядi рядiв (25) :

𝑌𝑖𝑘(𝑥, 𝜀
− 2

3𝜙(𝑥), 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟
[︁
𝛼𝑖𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑖(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥))+

+𝜀
1
3𝛽𝑖𝑘𝑟(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑖(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥))

]︁
+

+
∞∑︁

𝑟=−2

𝜇𝑟
[︀
𝑓𝑘𝑟(𝑥)𝜓(𝑡) + 𝜇𝑔𝑘𝑟(𝑥)𝜓

′(𝑡) + �̄�𝑘𝑟(𝑥)
]︀
. (40)

Висновки

В роботi, дослiджено особливостi побудови асимптотики розв’язкiв, об-
умовлених додатнозначнiстю коефiцiєнтiв матрицi системи (1), до якої зво-
диться рiвняння типу Орра-Зомерфельда. Додатнозначнiсть коефiцiєнтiв
матрицi (2) породжує низку труднощiв, якi необхiдно враховувати при
побудовi асимтотики розв’язку. Зокрема, показано, що на вiдмiну вiд ви-
падкiв, коли коефiцiєнти матрицi були рiзних знакiв, тобто 𝑎 > 0, 𝑏 < 0

або ж 𝑎 < 0, 𝑏 > 0 побудова асимптотики розв’язку при побудовi третього
розв’язку векторного рiвняння (3) використовується частинний розв’язок
неодноорiдного.

Побудовано асимтотику розв’язку системи (1) у виглядi (40). Власне
отримано вектор-функцiю, компоненти якої визначаються через iтерацiйнi
розв’язки системи (12) та (27). Оскiльки рiвняння типу Орра-Зомерфельда
отримано як математичну модель процесiв в гiдродинамiцi, то однiєю з
важливих задач є дослiдження ламiнарних течiй, якi в реальних умовах
спостерiгаються при обмежених значення числа Рейнольдса. Експеримен-
тально встановлено, що в мiру зростання числа Рейнольдса ламiнарний
потiк починає проявляти здатнiсть збiльшувати збурення передаючи їм
енергiю. Власне отримана вектор-функцiя (40) є прикладом формалiзацiї
ефектiв, якi виникають в околi точок звороту. Таким способом, комбiну-
ючи значення параметрiв для системи (1) можна дослiджувати ефекти
якi матимуть мiсце для асимптотики (40). Побудувавши вiдповiднi гра-
фiки вектор функцiї, можна спостерiгати еволюцiю вектор-функцiї, яка
iлюструватиме ефекти поведiнки у турбулентних станах системи в околi
диференцiальної точки звороту.
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Sobchuk V. V., Zelenska I. O.
Features of the construction of uniform asymptotic solution of

a system of differential equations with a turning point with pos-

itive coefficients of the matrix

Summary

The work is devoted to the analysis of the coefficients of the singular operator
of the Orr-Sommerfeld type in vector form including the turning point. The
system of singularly perturbed differential equations with a small parameter at
the highest derivative is investigated. We consider the case when the spectrum
of the limit operator contains multiple and identically equal zero elements.
Using the method of essentially singular functions, the uniform asymptotic
solution of the system is constructed. For the case of a stable turning point,
the asymptotics of the solutions of the system are constructed in the sector
that contains the turning point. The asymptotics of the first two solutions for
the homogeneous problem are constructed using the Airy functions and their
derivatives. The third formal solution of a homogeneous system for this case
presents certain difficulties. Therefore, taking into account the specified con-
ditions, in order to construct the uniform asymptotics of the solution for the
given system, we used the partial solution of the heterogeneous system as the
third solution of the homogeneous system.
Key words: asymptotic solution, singularly perturbed system of differential
equations, turning point, essentially singular functions, space of resonance-free
solutions, uniform asymptotics, singular point, perturbation.
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