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ФУНКЦIЇ МОРСА ТА ФУНКЦIЇ КОРОЗМIРНОСТI 1 НА
ПРОЕКТИВНIЙ ПЛОЩИНI

Для опису топологiчних властивостей функцiй на двовимiрних многовидах використо-
вується iнварiант, що називається графом Рiба. У випадку простих функцiй Морса
на замкнутих орiєнтованих двовимiрних многовидах, це повний топологiчний iнварi-
ант для пошарової еквiвалентностi. У разi неорiєнтованого двовимiрного многовиду, а
також многовидiв з межею потрiбна додаткова iнформацiя для побудови повного топо-
логiчного iнварiанта. Якщо лiнiйний порядок заданий на множинi вершин, то вiн стає
повним топологiчним iнварiантом вiдносно топологiчної еквiвалентностi.

У роботi дослiджується топологiчна класифiкацiя функцiй Морса та функцiй ко-
розмiрностi 1 на проективнiй площинi. У цих випадках граф Рiба є орiєнтованим коре-
невим деревом. Отримано аналiтичний вираз для кiлькостi орiєнтованих графiв Рiба з
коренем. Для функцiй корозмiрностi 1 для фiксованої кiлькостi критичних точок побу-
дованi всi можливi графи Рiба.
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Вступ

У роботах Кронрода [9] та Рiба [21] було введено iнварiант (граф Рiба),
який описує топологiчнi властивостi функцiй на двовимiрних многовидах.
У випадку простих функцiй Морса на замкнутих орiєнтованих двовимiр-
них многовидiв, це повний топологiчний iнварiант для пошарової еквiва-
лентностi. Якщо лiнiйний порядок заданий на множинi вершин, то вiн стає
повним топологiчним iнварiантом вiдносно топологiчної еквiвалентнiсть.

У разi неорiєнтованого двовимiрного многовиду, а також многовидiв з
межею потрiбна додаткова iнформацiя для побудови повного топологiчно-
го iнварiанта. Для некомпактних многовидiв, граф Рiба може бути не га-
усдорфовим простором, що викликає додатковi труднощi при роботi з ним.
Якщо функцiя не проста, то крiм графiка Рiба iнформацiя про необхiднi

Надiйшла 15.07.2023 © Пришляк О. О., Стась С. О., 2023



104 Пришляк О. О., Стась С. О.

структури функцiї в околi кожного критичної точки рiвнi. Iнший спосiб
визначити топологiчну структуру функцiй Морса — це використовувати
векторнi поля Морса-Смейла iз заданими значеннями функцiї в особливих
точках. Тому топологiчна класифiкацiя Морса-Смейла векторнi поля тiсно
пов’язанi з класифiкацiєю функцiй. Топологiчна класифiкацiя векторних
полiв для замкнених поверхнях була отримана у роботах [15; 16; 24], а для
поверхонь з межею у [10; 13; 16], для 3-многовидiв у [4; 20].

Оскiльки потоки Морса є градiєнтними потоками для функцiй Мор-
са, то якщо зафiксувати значення функцiї в критичних точках, то потiк
визначає структуру функцiї [11].

Крiм того, топологiчнi iнварiанти функцiй на неорiєнтованих поверх-
нях будувались у роботi [11], а у [2; 7; 8; 14] для поверхонь з межею, у [19]
для некомпактних поверхонь. Цiй тематицi також присвяченi роботи [1; 7;
8; 11; 18; 19; 22; 26], а для многовидiв з межею роботи [5; 6; 8], а для 3- та
4-вимiрних многовидiв [12; 17].

Основнi поняття топологiчної теорiї функцiй мiстяться у роботах [14;
25; 26].

Основною метою даної роботи є дослiдження топологiчних властиво-
стей графiв Рiба простих графiв Морса функцiй на проективнiй площинi
та пiдрахувати їх кiлькiсть для фiксованої кiлькостi критичних точок.

Автори вдячнi студентам Ю. Зеленiй та А. Власенко за паралельнi
обчислення деяких чисел графiв Рiба функцiй Морса.

Основнi результати

1. Топологiя та геометрiя проективної площини

В цьому роздiлi ми притримуємося термiнологiї та означень з [23]. Дiй-
сна проективна пряма це множина прямих на площинi, що проходять че-
рез початок координат, або ж можна сказати, що це множина одновимiр-
них пiдпросторiв двовимiрного простору. Вiдстань мiж прямими визнача-
ється як найменший кут мiж ними, наприклад, гострий кут. Топологiчнi
властивостi — це тi властивостi, що зберiгаються при гомеоморфiзмах,
тобто бiєктивних неперевних в обидва боки вiдображеннях. Геометричнi
властивостi, з iншого боку, зберiгаються при iзометрiях, якi є бiєктивними
вiдображеннями, що зберiгають вiдстань або довжину кривої. Для дослi-
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дження топологiчних та геометричних властивостей проективної прямої
побудуємо вiдображення 𝑝 : R𝑃 1 → 𝑆1/2, яке вiдображає проєктивнi прямi
на коло радiуса 1/2. Формула для цього вiдображення полягає в присвоєн-
нi кожнiй прямiй вiдповiдного кута нахилу 𝛼, а потiм вiдображеннi цього
кута на координати на колi за формулою

𝑝(𝛼) = (1/2 cos(2𝛼), 1/2 sin(2𝛼)).

Дiйсна проективна площина – це множина одновимiрних пiдпросторiв
тривимiрного евклiдового простору.

Розглянемо сферу 𝑆2 з радiусом 1 та центром у початку координат
в тривимiрному евклiдовому просторi. Всяка пряма, яка проходить через
початок координат, перетинає сферу за парою дiаметрально протилежних
точок. Тому iснує взаємно-однозначне вiдображення мiж прямими та па-
рами дiаметрально протилежних точок на сферi.

Проективна площина є факторпростором двовомiрної сфери за вiд-
ношенням еквiвалентностi породженим симетрiєю вiдносно центра сфери
(клас еквiвалентностi це пара дiаметрально протилежних точок):

R𝑃 2 = 𝑆2/ ∼, де 𝑝 ∼ 𝑝 або 𝑝 ∼ −𝑝, 𝑝 ∈ 𝑆2.

На 𝑆2 можна задати дiю групи 𝑍2 = {1,−1} як 1𝑝̇ = 𝑝 i −1𝑝̇ = −𝑝. Тодi
проективна площина є множина орбiт цiєї дiї:

R𝑃 2 = 𝑆2/𝑍2.

Давайте опишемо ще один метод створення проективної площини. В то-
пологiї точки називаються склеєними, якщо вони належать одному класу
еквiвалентностi в процесi факторизацiї. Щоб склеїти дiаметрально проти-
лежнi точки на сферi, спочатку склеїмо точки верхньої пiвсфери з точками
нижньої пiвсфери (за винятком екватора). Потiм ортогонально проектуємо
отриману нижню пiвсферу на горизонтальну площину. Отримаємо двови-
мiрний диск (круг) 𝐷2, де необхiдно склеїти симетричнi точки на межi.

Означення 1.

R𝑃 2 = 𝐷2/ ∼, де 𝑝 ∼ 𝑝 або 𝑝 ∼ −𝑝, 𝑝 ∈ 𝜕𝐷2.
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Замiсть проекцiювання перпендикулярно до площини, ми можемо ви-
користати центральну проекцiю нижньої пiвсфери з центра сфери на пло-
щину 𝑧 = −1. Ця проекцiя забезпечить бiєктивне вiдображення точок ни-
жньої пiвсфери на точки площини, тодi як точки екватора будуть вiдобра-
женi на точки в нескiнченностi.

Проективна площина є евклiдовою площиною, до якої додано нескiн-
ченно вiддаленi точки. На проективнiй площинi iснує множина нескiнче-
но вiддалених точок, кожна з яких вiдповiдає класу еквiвалентностi па-
ралельних прямих. Цi класи еквiвалентностi називаються напрямками, а
множина нескiнчено вiддалених точок утворює проективну пряму.

Повсякденне використання проективної площини та вiдстаней вiдбува-
ється, коли ми спостерiгаємо об’єкти в тривимiрному просторi. У такому
випадку, ми сприймаємо променi, якi випромiнюють з об’єкту та пада-
ють на сiткiвку нашого ока. Вiдстанi та розмiри об’єктiв оцiнюються на
основi кутiв мiж цими променями, що вiдображає проективну метрику або
вiдстань на сферi (сiткiвцi). При змiнi положення голови, наша сприйня-
тливiсть змiнюється, що може призводити до проективних перетворень
(iзометричних перетворень сфери).

Теорема 1. [23] Iснує замкнена крива на проективнiй площинi, яка роз-
биває її на двi частини. Одна з цих частин гомеоморфна листу Мьобiуса,
а iнша – двовимiрному диску.

Наслiдок 1. [23] Якщо вiд довiльної точки проективної площини ви-
далити достатньо малий регулярний окiл, то отримана множина буде
гомеоморфна листу Мебiуса.

Наслiдок 2. [23] Проективна площина є поверхнею без орiєнтацiї.

Проективною прямою називається множина прямих, об’єднання яких
є двовимiрним пiдпростором евклiдового простору. Оскiльки площина, яка
проходить через початок координат, перетинає одиничну сферу 𝑆2 у колi
радiусу 1 з центром у початку координат (велике коло), то якщо дiаме-
трально протилежнi точки на цьому колi будуть ототожненi, то отримана
множина знову буде колом. Це означає, що проективна пряма гомеомрфна
колу, тобто є замкненою кривою.
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Теорема 2. [23] Найкоротша крива мiж двома точками на проективнiй
площинi є вiдрiзок проективної прямої.

2. Функцiя Морса на R𝑃 2

Нехай 𝑀 – гладкий замкнений двовимiрний многовид, 𝑓 : 𝑀 → R –
гладка функцiя.

Означення 2. Невиродженою критичною точкою називається критична
точка 𝑥 ∈𝑀 , якщо в деяких локальних координатах 𝑥1, 𝑥2 матриця

𝐻 =

(︂
𝜕2𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂
є невиродженою.

На двовимiрному многовидi iснує 3 типи невироджених критичних то-
чок функцiї: сiдло, локальний мiнiмум та максимум.

Означення 3. Функцiя Морса – це гладка функцiя 𝑓 :𝑀 → R, у якої всi
критичнi точки є невиродженими.

Означення 4. Функцiя Морса називається простою, якщо всi її критичнi
точки лежать на рiзних рiвнях, тобто 𝑓(𝑝) ̸= 𝑓(𝑞), якщо 𝑝 ̸= 𝑞, в iнакшому
випадку - складною.

Означення 5. Компонента лiнiї рiвня 𝑓−1(𝑦) функцiї Морса називається
шаром.

Означення 6. Двi функцiї Морса називаються пошарово еквiвалентни-
ми, якщо iснує гомеоморфiзм поверхнi на себе, який переводить шари однi-
єї функцiї в шари iншої, а також локальнi мiнiмуми на локальнi мiнiмуми.

Означення 7. Фактор-простiр 𝑀/ ∼ з орiєнтацiєю ребер вiдповiдно до
напрямку зростання функцiї називається графом Рiба, де 𝑓 : 𝑀 → 𝑅 -
функцiя Морса, 𝑥1 ∼ 𝑥2, якщо 𝑥1 i 𝑥2 належать одному шару. Графи Рiба
розглядаються з урахуванням iзоморфiзму орiєнтованих графiв.

Приклади графiв Рiба показанi на рис. 1, 2.
Двi простi функцiї Морса на орiєнтовнiй поверхнi є пошарово еквiва-

лентнi тодi й тiльки тодi, коли їх графи Рiба iзоморфнi. На неорiєнтовних
поверхнях є кiлька нееквiвалентних функцiй з однаковими графами Рi-
ба. Використаємо додатковi iнварiанти для класифiкацiї функцiй Морса,
в разi проективної площини маємо наступне.
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Рис. 1: 1 граф Рiба з одним сiдлом i 4 графи Рiба з двома сiдлами

Теорема 3. Граф Рiба простої функцiї Морса на проективнiй площинi
має такi властивостi:

1) граф є деревом;
2) граф має одну вершину валентностi 2, iншi вершини мають сту-

пенi 1 або 3;
3) лише вершини ступеня 1 є джерелами та стоками.

Доведення. 1) Якщо граф не є деревом, то вiн має цикл, який вiд-
повiдає зв’язнiй сумi з тором або пляшкою Кляйна, що означає, що рiд
неорiєнтованої поверхнi бiльший або дорiвнює 2, що неможливо.

2) Кожна вершина ступеня 2 вiдповiдає неорiєнтованому атому (мебiу-
совiй стрiчцi з отвором). Якщо таких вершин бiльше однiєї, то рiд поверхнi
буде бiльше одиницi.

3) Джерела та стоки вiдповiдають локальним екстремумам функцiї, а
вершини ступеня 2 та 3 - сiдловим точкам.

Теорема 4. Двi простi функцiї Морса на R𝑃 2 є пошарово еквiвалентними
тодi i тiльки тодi, коли їх графи Рiба iзоморфнi.

Доведення. Розглянемо окiл критичного рiвня, який вiдповiдає вер-
шинi з валентнiстю 2 на графi Рiба. Пiсля розрiзання вздовж двох регуляр-
них траєкторiй градiєнтного поля, цей окiл матиме нову форму. Функцiя
Морса на орiєнтованiй поверхнi буде топологiчно еквiвалентна до фун-
кцiї на цих двох частинах околу, якщо їх границi будуть мати збережену
або змiнену орiєнтацiю. Iзотопiї (гомеоморфiзми) до iдентичного вiдобра-
ження або симетрiї вiдносно осi визначають топологiчну еквiвалентнiсть
функцiй на комiрцi. Таким чином, топологiчна еквiвалентнiсть функцiй
визначається за допомогою цих гомеоморфiзмiв на комiрцi, центральнiй
частинi та доповненнi до 𝑈 .
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Рис. 2: 16 графiв Рiба функцiй Морса на 𝑅𝑃 2 з трьома сiдловими крити-
чними точками.

3. Кiлькiсть графiв Рiба для функцiй Морса на проективнiй
площинi

Для отримання кiлькостi топологiчно невизначених морсових функцiй
на проективнiй площинi спочатку розраховуємо кiлькiсть графiв Рiба з
заданою кiлькiстю критичних точок типу сiдла.

Теорема 5. Число 𝐾𝑘 орiєнтованих графiв Рiба з коренем та 𝑘 сiдло-
вими точками можна обчислити за допомогою наступних рекурсивних
формул: для парного 𝑘 = 2𝑛

𝐾2𝑛 = 3(𝐾0𝐾2𝑛−1 +𝐾1𝐾2𝑛−2 + . . .+𝐾𝑛−1𝐾𝑛);

для непарного 𝑘 = 2𝑛+ 1

𝐾2𝑛+1 = 3(𝐾0𝐾2𝑛 +𝐾1𝐾2𝑛−1 + . . .+𝐾𝑛−1𝐾𝑛+1) +
3𝐾2

𝑛 +𝐾𝑛

2
.

Доведення. Розглянемо сiдло, найближче до кореня. Воно є верши-
ною ступеня 3. Видаляємо це сiдло з графа. Отримаємо три зв’язнi компо-
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ненти. Одна з них – це ребро, що з’єднує сiдло з коренем. Iншi двi компо-
ненти можна розглядати як кореневi графи Рiба, де коренем є вiддалене
сiдло. Припустимо, що в першому з цих графiв є не менше вершин, нiж у
другому.

Рис. 3: Окiл критичного рiвня.

Тодi є три варiанти:
1) В обох графах, ребро, що виходить з кореня, направлене вгору у

початковому графi,
2) У першому графi це ребро направлене вгору, а в другому – вниз,
3) У другому графi воно направлене вгору, а в першому – вниз.
Якщо ребро спрямоване вниз у даному випадку, то це призводить до

зворотнiх орiєнтацiй у деревi з коренем. Обидва графи пов’язанi тiльки
за умовою, що мають однакову кiлькiсть вершин. Якщо кiлькiсть вершин
рiзна, то графи не можуть бути iзоморфними, тому кiлькiсть неiзомор-
фних початкових графiв з такими пiдграфами дорiвнюватиме кiлькостi
неiзоморфних пiдграфiв, помножених мiж собою. Це дає першу формулу.
Якщо кiлькiсть вершин у першому i другому графах спiвпадає, то другий
i третiй варiанти збiгаються i їх треба порахувати тiльки один раз. Крiм
того, у першому варiантi неiзоморфнi графи були порахованi двiчi, а iзо-
морфнi – один раз. Враховуючи це, ми можемо отримати другу формулу.

З використанням цих формул ми отримуємо такi початковi значення:

𝐾0 = 1

𝐾1 = 2

𝐾2 = 6

𝐾3 = 25

𝐾4 = 111

𝐾5 = 540

𝐾6 = 2736

𝐾7 = 14396

𝐾8 = 77649

𝐾9 = 427608

𝐾10 = 2392866

𝐾11 = 13570386

𝐾12 = 77815161

𝐾13 = 450418536

𝐾14 = 2628225684
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Теорема 6. Кiлькiсть 𝑁𝑘 топологiчно нерiвносильних простих функцiй
Морса на R𝑃 2 можна обчислити за допомогою наступної формули

𝑁𝑘 = 𝐾0𝐾𝑘−1 +𝐾1𝐾𝑘−2 + . . .+𝐾𝑘−1𝐾0.

Доведення. Граф Рiба, який вiдповiдає простiй функцiї Морса на
проективнiй площинi, розбивається на два кореневi орiєнтованi графи Рiба
з вершинами степеня 2. Це означає, що загальна кiлькiсть графiв Рiба
може бути обчислена як сума добуткiв вiдповiдних кореневих графiв Рiба.

Використовуючи це, ми отримуємо:

𝑁1 = 1

𝑁2 = 4

𝑁3 = 16

𝑁4 = 74

𝑁5 = 358

𝑁6 = 1824

𝑁7 = 9589

𝑁8 = 51766

𝑁9 = 285035

𝑁10 = 2178244

𝑁11 = 9046744

𝑁12 = 51876774

𝑁13 = 300278112

𝑁14 = 1752150456

𝑁15 = 10295599780

Усi можливi графи Рiба з 1 та 2 сiдловими критичними точками пока-
занi на рис. 1, з 3 - на рис. 2.

4. Функцiї корозмiрностi 1.
Функцiї корозмiрностi 1 – це функцiї, що виникають в типових однопа-

раметричних сiм’ях функцiй i змiнюють свою структуру при малих змiнах
параметру. Цi функцiї бувають двох типiв:

1) мають одну вироджену критичну точку, яка замiною системи ко-
ординат в околi критичної точки зводиться до однiєї з двох функцiй a)
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦2, b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 𝑦2, всi iншi критичнi точки є невиро-
дженими i значення функцiї в рiзних критичних точках рiзнi;

2) всi критичнi точки є невиродженими i лише двоє з них мають одна-
ковi значення функцiї.

У випадку 1a) вiдбувається скорочення або народження пари крити-
чних точок: точки мiнiмуму та сiдлової точки, а у випадку 1b) – точки ма-
ксимуму та сiдлової точки. На графi Рiба ця точка знаходиться на одному
з ребер. В результатi деформацiї функцiї на графi Рiба ця точка або щезає
або до неї приєднується ребро. Отже, для обчислення числа топологiчно
не еквiвалентних функцiй у цьому випадку треба просто знайти число ре-
бер (з урахуванням симетрiй) у вiдповiдного графа та помножити його на
два.
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У випадку функцiї з двома критичними точками на одному критично-
му рiвнi можливi два варiанти: а) точки лежать на рiзних компонентах
рiвня, b) точки лежать на однiй компонентi рiвня. В першому варiантi на
графi Рiба треба видiлити двi незрiвняннi вершини. В другому варiантi,
окiл вiдповiдної компоненти утворює атом функцiї складностi два. Якщо
цей атом не задається графом Рiба, то треба вказати його тип i вкладення
в граф Рiба (молекулу за Болсуновим-Фоменком).

Рис. 4: Орiєнтованi атоми складностi 2

Оскiльки ми розглядаємо функцiї на проективнiй площинi, то вiдпо-
вiднi атоми (околи критичного шару) мають рiд 0, якщо вони орiєнтованi
та рiд 1, якщо неорiєнтованi. Отже, в орiєнтованому випадку можливi такi
атоми складностi 2: 𝐶2, 𝐷1, 𝐷2, а в неорiєнтовному випадку: 𝐶1, 𝐷1. Цi
атоми зображенi на рис. 4 та 5. На цих рисунках злiва зображенi крити-
чнi рiвнi, а справа графи Рiба вiдповiдних атомiв. Атом отримується iз
критичного рiвня приклеюванням до 2-дискiв (околiв критичних точок в
проекцiї на площину) стрiчок, що є околами кривих, якi з’єднують крити-
чнi точки. Стрiчка приклеюється прямо, якщо крива зображена чорним
кольором i перекручується, якщо вона синя. У атома 𝐶2 обидва верхнi та
обидва нижнi ребра рiвноправнi мiж собою. У атома 𝐷1 верхнi лiва та пра-
ве ребра вiдповiдають петлям на критичному рiвнi, а середнє верхнє ребро
– циклу, що складається з двох кратних ребер. Для графа Рiба атому 𝐷2

лiвi ребра вiдповiдають петлям. На графi Рiба для 𝐶1 праве верхнє ребро
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вiдповiдає циклу, утвореному чорними ребрами, а на графi для 𝐷1 праве
верхнє ребро вiдповiдає чорнiй петлi.

Граф Рiба отримується з графа Рiба простої функцiї Морса за допо-
могою стискання в точку ребра, кiнцями якого є сiдловi точки.

Рис. 5: Неорiєнованi атоми складностi 2

5. Функцiї корозмiрностi 1 з малим числом критичних точок.
Функцiї з 3 критичними точками є функцiями Морса загального поло-

ження.
Графи Рiба функцiй з 4 критичними точками можуть бути отриманi iз

графiв Рiба функцiй з 5 критичними точками (рис.1), стисканням ребра-
листка до сiдлової точки степенi 3. З урахуванням симетрiй, на кожному
з чотирьох графiв Рiба є по одному такому листку. Отже, iснує чотири
функцiї корозмiрностi 1 з 4 критичними точками.

Графи Рiба функцiй з 5 критичними точками отриманi з графiв Рiба
функцiї з 5 критичними точками стисканням ребра мiж сiдлами в точку.
Можливо отримати лише два графи: Y та перевернете Y. Обидва графи
мають в своїй центральнiй точцi неорiєнтований атом. Для кожного з них
iснує по два таких атоми. Отже, всього є чотири функцiї з 5 критичними
точками.

Графи Рiба функцiй з 6 критичними точками можуть бути отриманi
iз функцiй з 7 критичними точками, стисканням ребра-листка до сiдлової
точки степенi 3, для якого iснує друге ребро з такою самою орiєнтацiєю
по вiдношеннi до цiєї вершини. З урахуванням симетрiй, на кожному з 16
графiв Рiба iснує такi числа листкiв: 2, 2, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 2.
Отже, iснує 24 функцiї корозмiрностi 1 з 6 критичними точками.

Графи Рiба функцiй з 7 критичними точками отриманi з графiв Рiба
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функцiї з 7 критичними точками стисканням ребра мiж сiдлами в точку.
Якщо ребро з’єднує два орiєнтованi сiдла, то отримаємо орiєнтований атом
складностi 2. Граф Рiба отримаємо з графа Рiба цього атома замкнувши
ребра вершинами степенi 1, а одне ребро розбивши на два вершиною степе-
нi 2. Для атому 𝐶2 обидва верхнi (так само як i нижнi) ребра рiвноправнi,
тому можливо вибрати 2 способи розташування вершини степенi 2. Для
графа 𝐷1 можливо два способи вибору верхнього ребра i одине нижнє ре-
бро. З урахуванням перевернутого графа 𝐷1 маємо 6 варiантiв. Для графа
𝐷2 всi 4 ребра дають рiзнi варiанти. Отже, всього 2+6+4=12 топологiчно
нееквiвалентних функцiй з орiєнтованим атомом степенi 2.

Рис. 6: Графи Рiба з неорiєнтованим атомом

На рис. 6 зображенi всi можливi графи Рiба з одним неорiєнтованим
атомом складностi 2 i одним простим сiдлом. Для кожного з них бiла
вершина може бути одним з двох атомiв складностi 2. Якщо у графа є
симетрiя, яка мiняє мiсцями два iнцидентних бiлiй вершинi ребра направ-
лених в один бiк (догори або до низу) мiж собою, то для такого графа
можливi 2 рiзнi функцiї, iнакше – 4. Отже, для 8 графiв на рис. 6 числа
нееквiвалентних функцiй дорiвнюють: 2, 4,4, 2, 2, 4, 4, 2. Загалом маємо
24 функцiї з неорiєнтованим атомом. З урахуванням 12 функцiй з орiєнто-
ваним атомом маємо всього 36 функцiй корозмiрностi 1 iз 7 критичними
точками.

Висновки

В цiй роботi було отримано топологiчну класифiкацiю функцiй Морса
та функцiй корозмiрностi 1 на проективнiй площинi. Описанi всi можливi
топологiчнi структуру функцiй з не бiльше нiж 7 критичними точками.
Отримано рекурсивну формулу для знаходження числа топологiчно нее-
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квiвалентних функцiй Морса iз заданим числом критичних точок.
Отриманi результати можуть бути корисними для подальшого дослi-

дження топологiчних властивостей функцiй Морса на рiзних поверхнях.
Наприклад, можна дослiдити залежнiсть кiлькостi критичних точок вiд
форми та розмiру поверхнi, а також дослiдити гомотопiчну класифiкацiю
функцiй Морса на iнших класах поверхонь.
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Prishlyak A. O., Stas S. O.
Morse and codimension 1 functions on the projective plane

Summary

The topological properties of functions on two-dimensional spaces are described
using an invariant called the Reeb graph. In the case of Morse functions on
closed oriented two-dimensional manifolds, this serves as a complete topolog-
ical invariant for homotopy equivalence. For non-oriented two-dimensional
manifolds and manifolds with boundaries, additional information is required
to construct a complete topological invariant. If a linear order is imposed on
the set of vertices, it becomes a complete topological invariant with respect to
topological equivalence.

The research explores the topological classification of Morse functions and
functions of corank 1 on the projective plane. In these cases, the Reeb graph
is an oriented rooted tree. An analytical expression is derived for the number
of oriented Reeb graphs with a root. For functions of corank 1 and a fixed
number of critical points, all possible Reeb graphs are constructed.
Key words: Morse function, functions of codim 1, Ribbon graph, topological
classification, topological function theory, unoriented manifolds, topological in-
variants.
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