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ПIДХIД ДО ЕФЕКТИВНИХ МЕТОДIВ РОЗВ’ЯЗАННЯ
БАГАТОМIРНИХ ЕЙКОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

У статтi представлено розширений метод розв’язування ейконального рiвняння в чоти-
ривимiрному просторi зi слабкими деформацiями. Ейкональне рiвняння, поєднує хви-
льову оптику з геометричною оптикою та має рiзнi фiзичнi iнтерпретацiї, включаючи
задачи пошуку найкоротших шляхiв та обчислення електромагнiтних або гравiтацiйних
потенцiалiв. Запропонований метод розширює технiку трассування сфери до просторiв
багатьох вимiрiв з деформацiiми i продемонстровано для задачi в просторi чотирьох
вимiрiв. Метод використовує неявнi функцiї для опису границь об’єктiв, що побудованi
з скiнченого або нескiнченого числа багатомiрних примiтивiв. Нелiнiйне трассування
сфери досягається генерацiєй на кожному кроцi трассування звичайних (багатомiр-
них) диференцiальних рiвнянь першого порядку з використанням гiбрiдного методу
розв’язання, що поєднує метод Ейлера, коли сфера знаходиться близько до границi,
з методами вищого порядку, коли сфера знаходиться далеко вiд границь. Вплив не-
лiнiйних перетворень на процес трасування реалiзуєтся за допомогою матрицi Якобi
деформацiї. Пiдхiд реалiзовано як шейдерну программу на мовi GLSL, а вплив нелi-
нiйних перетворень визначається за допомогою параметра перетворення, який впливає
на матрицю Якобi. Обчислювальна продуктивнiсть методу оцiнюється через середню
та максимальну частоти кадрiв для рiзних значень параметра. Запропонований пiд-
хiд може знайти застосування в таких галузях, як комп’ютерна графiка, часозалежна
комп’ютерна томографiя, сейсмiчна томографiя та астрофiзичне моделювання, опти-
мальне керування.
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Вступ

У поданiй статтi розглянуто питання побудови моделi та ефективного
розв’язання окремого випадку ейконального рiвняння у чотиривимiрному
просторi (який за бажання можна iнтерпретувати як три вимiри + час)
для випадку, коли у цьому просторi є слабкi деформацiї (нелiнiйностi).

Ейкональне рiвняння - це нелiнiйне диференцiальне рiвняння, що виво-
диться iз рiвнянь Максвелла i пов’язує хвильову оптику з геометричною
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оптикою. Це рiвняння має декiлька фiзичних iнтерпретацiй, серед яких
задача пошуку найкоротшого шляху та єлектромагнiтний потенцiал.

Дослiджуваний випадок ейконального рiвняння можна розглядати з
точки зору завдань варiацiйного обчислення, де ми можемо iнтерпрету-
вати деформований простiр з границями як чотиривимiрний многовид, в
якому найкоротшi (геодезичнi) лiнiї не є прямими. У лiнiйному випадку
(вiдсутнiсть деформацiї) це рiвняння можна розв’язати геометрично та
эфективно запрограмувати. Такий пiдхiд потребує вiдносно низьку обчи-
слювальну потужнiсть, тому застосовується в багатьох сферах, наприклад,
у комп’ютернiй графiцi. Як правило, ейкональне рiвняння використовує-
ться для 3-вимiрного простору. Однак у разi деформованого простору роз-
мiрностi бiльше 2, загальновизнаний ефективний метод розв’язання невi-
домий.

Областi застосування представленого пiдходу — спецiалiзована ком-
п’ютерна графiка, часозалежнi комп’ютерна томографiя, сейсмографiя в
геологiї, моделювання космiчних нелiнiйних просторово-часових ефектiв в
астрофiзицi, оптимальне керування.

Основнi результати
1. Крайова задача для ейконального рiвняння. Нелiнiйну крайо-

ву задачу для ейконального рiвняння можна сформулювати так:
задано область Ω i функцiю 𝐹 : Ω → R+, яка представляє локальний

опiр руху (наприклад, показник оптичного заломлення). Ця функцiя керує
системою вiд початкового стану 𝒫𝑠 ⊂ Ω до цiльового стану 𝒫𝑔 ⊂ 𝛿Ω з
мiнiмально можливим значенням 𝑢 (наприклад, вiдстанi або часу).

Завдання — знайти розв’язок 𝑢(𝑝) ейконального рiвняння:

|∇𝑢(𝑝)| = 𝐹 (𝑝), (1)

𝐹 (𝑝) > 0 for 𝑝 ∈ Ω ⊂ R𝑁 ,

𝑢(𝑝) = 0 for 𝑝 ∈ 𝒫𝑔

Пiсля розв’язання 𝑢(𝑝) представляє поле вiдстаней (або часiв прибу-
ття), що мiстить значення (наприклад, час), необхiдне для переходу вiд
будь-якої точки 𝑝 до найближчої точки в 𝒫𝑠 за умови мiсцевого опору
𝐹 (𝑝) руху.
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Iснує варiант рiшення 𝑢(𝑝), що доповнює 𝑢(𝑝), i яке представляє поле
вiдстанi, що мiстить значення, необхiднi для переходу вiд будь-якої точки
𝑝 до найближчої точки в 𝒫𝑔 за зворотним локальним опором 𝐹 (𝑝) руху.

2. Дискретний пiдхiд до розв’язування ейконального рiвнян-
ня

На сьогоднiшнiй день iснує багато алгоритмiв розв’язування ейкональ-
ного рiвняння для випадку 2d дискретного кодування нелiнiйностей (а в
деяких випадках i для 3d сiток). Серед них можна видiлити наступнi попу-
лярнi алгоритми: FMM (Fast Marching Method) - метод швидкого маршу,
UFMM (Untidy Fast Marching Method)- "брудний"метод швидкого маршу,
GMM (Group Marching Method)- груповий метод швидкого маршу, LSM
(Lock Sweeping Method)- метод разблокуючого замiтання , DDQM (Double
Dynamic Queue Method)- метод подвiйної динамiчної черги [7]. Цi алго-
ритми використовуються в таких галузях, як комп’ютерний зiр, медична
томографiя, геологiя тощо. Загальна їх базова риса - обчислювальна дина-
мiка (хвильовий метод) на регулярних сiтках в просторах малих розмiрiв.

Дискретнi пiдхiди показують досить хорошi результати для особли-
вих випадкiв - малорозмiрних (2D i, набагато рiдше, 3D) просторiв, де
необхiдно обирати потрiбнi алгоритми для кращої продуктивностi. Однак
цей пiдхiд має кiлька проблем - чим вище число розмiрностi простору,
тим iстотнiше збiльшується час обчислення алгоритмiв. Крiм того, навiть
у просторi малої розмiрностi, але у якому вiдсутнi явнi межi простору,
дискретний пiдхiд не працює просто тому, що неможливо зберiгати таку
кiлькiсть вузлiв сiтки у пам’ятi комп’ютера.

3. Використання функцiї знакової вiдстанi SDF для рiвняння
ейконала

Поле вiдстанi зi знаком (SDF) для рiвняння ейконала є неявним пред-
ставленням граничних умов i може представляти поле потенцiалу для
простору без явних меж. Такi поля дозволяють розв’язувати завдання у
постановцi (1) навiть з нескiнченними просторами. Збiльшення кiлькостi
вимiрiв простору не погiршує продуктивнiсть так сильно, як при дискре-
тному пiдходi. Крiм того, дослiдження [11] демонструє можливiсть роботи
з частково деформованими просторами.

Якщо Ω є пiдмножиною метричного простору 𝑃 з метрикою 𝑑, тодi
функцiя вiдстанi зi знаком 𝑓 визначається як (2) та iллюструється на рис.
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1.

𝑓(𝑝) =

⎧⎨⎩ 𝑑(𝑝, 𝜕Ω) 𝑝 ∈ Ω

−𝑑(𝑝, 𝜕Ω) 𝑝 ∈ Ω𝑐
, (2)

де 𝜕Ω позначає межу Ω, i вiдстань 𝑑(𝑝, 𝜕Ω) = inf𝑝0∈𝜕Ω 𝑑(𝑝, 𝑝0).

Рис. 1: Границя 𝜕Ω i пiдмножини Ω, Ω𝑐 метричного простору 𝑃 для ви-
значення функцiї вiдстанi зi знаком.

Якщо Ω є пiдмножиною R𝑛 з кусково гладкою границею, то функцiя
вiдстанi зi знаком диференцiйована майже всюди, а для евклiдової метри-
ки її градiєнт задовольняє рiвнянню

|∇𝑓 | = 1 (3)

У випадку тривимiрного простору формула (3) має такий вигляд:

|∇𝑓 | =

√︃(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑦

)︂2

+

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑧

)︂2

= 1 (4)

Якщо межа 𝜕Ω знаходиться в 𝐶𝑘 для 𝑘 ≥ 2, то 𝑑(𝑝) знаходиться в 𝐶𝑘

у точках, досить близьких до межi 𝜕Ω [3]. Зокрема, на межi 𝜕Ω функцiя
𝑓(𝑝) задовольняє



Вiрiшення ейкональних рiвнянь 81

∇𝑓(𝑝) = 𝑁(𝑝) (5)

де 𝑁 — нормальне векторне поле (вiдносно до межi). Цей факт можна
використовувати для термiналiзацiї та оцiнки плавностi розв’язкiв в алго-
ритмах [13].

Алгоритми обчислення функцiї вiдстанi зi знаком можуть бути, на-
приклад, загальними методами рiвнiв для пiдмножин простору. Будь-яка
неявна функцiя Ψ(𝑝) задовольняє (2), але не завжди задовольняє (3). Але
можна перетворити Ψ(𝑝) на 𝑓(𝑝), що задовольняє (2) i добре наближається
до (3) використовуючи

𝑓(𝑝) =
Ψ(𝑝)

|∇Ψ(𝑝)|
, (6)

4. Методи розв’язування рiвняння ейконала за допомогою SDF
4.1. Маршування променя. Для розв’язання рiвняння ейконала

для полiв вiдстаней в однорiдному просторi можна використовувати ме-
тод маршування променя. З певної початкової позицiї в багатовимiрному
просторi промiнь просувається до тих пiр, поки вiн не потрапить на гра-
ничну умову (гiперповерхню складеного багатовимiрного об’єкта).

Якщо граничнi умови неявно виконанi за межами поля, то широко ви-
користована технологiя розв’язання — це маршування променя вiд стар-
товоi точки в полi SDF доти, поки граничнi умови не будуть виконанi [14].
Точнiше, треба знайти точку на променi p : R→ R𝑛, де p(s) = p0+𝑠n, яка
в той же час лежить на границi 𝜕Ω, що представлена неявним рiвнянням
𝑓(𝑝) = 0. У цiй нотацii 𝑠 - це вiдстань (скаляр) вiд стартовоi точки, i n це
нормальний вектор променя.

Iнформацiя про цю точку на поверхнi 𝜕Ω може бути використана для
подальших обчислень (нормаль, кривизна, i т.д.). Точку перетину проме-
ню з поверхнею 𝜕Ω, заданою неявною граничною умовою, можна обчи-
слити шляхом застосування методiв знаходження коренiв, що в загально-
му випадку є нетривiальною математичною задачею. Це було причиною
розробки алгоритму маршування променя Перлiном та Хоффертом [15].
Наприклад, точку перетину з неявною границею можна знайти шляхом
обчислювання значення поля з фiксованими кроками, доки не буде дося-
гнуто значення, близького до нуля.

Цей пiдхiд можна проiлюструвати псевдокодом:
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Вибрати фiксований крок step > 0

Вибрати малий параметр eps > 0

Для заданого одиничного вектора n:

point = vector(O);

while(SDF(samplingPoint) > eps)

point += step * n;

4.2. Трасування сфер Технiка маршу променю має одну головну
проблему, а саме фiксований розмiр кроку. Якщо розмiр занадто малий,
тодi алгоритму знадобиться занадто багато часу, щоб досягти точки на
граничнiй умовi. Якщо розмiр кроку занадто великий, на маршi променю
можна пропустити значення, близьке до нуля (граничну умову!). Трасу-
вання сфери є розширенням алгоритму маршування променю, у якому
розмiр кроку не є фiксованим, а динамiчно змiнюється вздовж променя,
встановлюючи для нього значення з даних поля вiдстанi. Це гарантує, що
промiнь не пропустить граничну умову, оскiльки поле SDF повертає вiд-
стань до найближчої граничної умови (яка може не лежати на променi!).
У той же час промiнь може проходити через порожнiй простiр швидше
[14].

Це налаштування розмiру кроку розв’язує проблему перевищення кро-
ку пiд час маршу променiв. Алгоритм не може пропустити малi межi,
оскiльки розмiр кроку буде зменшено поблизу межi, i промiнь нiколи не
переступить через саму межу. Трасування сфер названо на честь необме-
жених сфер, створених уздовж променя.

У цьому алгоритмi кiлькiсть крокiв залежить вiд початкової точки про-
меня. Наприклад, якщо шлях променя паралельний границi, то розмiр
кроку не зростає на цiй дiлянцi шляху. Це може призвести до значних ви-
трат на обчислення. Тому необхiдно визначити мiнiмальний порiг розмiру
кроку 0 < 𝜖 << 1 i максимальну кiлькiсть крокiв.

Псевдокод для трасування сфери:

Вибрати малий параметер eps > 0

Для заданого одиничного вектора n:

point=vector(O);

step = SDF(point);

while(abs(step) > eps)
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step = SDF(point);

point += step * n;

Рис. 2: Алгоритми маршування променю (лiворуч) i трасування сфери
(праворуч).

5. Розв’язування ейконального рiвняння за допомогою SDF в
просторi з нелiнiйними перетвореннями

Нелiнiйне перетворення можна виразити як деформацiю 𝐷(𝑝).
Розв’язання

𝑓(𝐷−1p(𝑠)) = 0 (7)

- поширений пiдхiд до введення малих деформацiй 𝐷 у SDF. Цей пiдхiд
дозволяє кожен крок для трасування сфери з нелiнiйним перетворенням
переписати так, щоб пiд час крокування вздовж променя в деформованому
просторi кожна точка перетворювалася назад у недеформований простiр,
щоб знайти мiнiмальну вiдстань до найближчої (iнверсно-деформованої)
границi. Кожен крок буде виглядати так:

p𝑖+1 = p𝑖 + |𝑓(𝐷−1p(𝑠))|n. (8)

Тут n нормований вектор напрямку променю.
Однак iснує серйозне обмеження через складнiсть обчислення 𝐷−1. Це

обчислення має бути доступним i ефективним. 𝐷−1 можна легко обчисли-
ти для афiнних i деяких нелiнiйних перетворень, але це, як правило, скла-
дна операцiя. Крiм того, має бути виконана умова ||∇(𝑓 ∘𝐷−1)|| ≤ 1, щоб
задовольнити умову використання трасування сфери. Проблема в тому,
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що 𝑓 повертає вiдстань у недеформованому просторi, але промiнь крокує
у деформованому просторi. Якщо перетворення 𝐷 є неперервними за Лi-
пшицем i асоцiйована константа Лiпшица 𝜆 ≥ ||∇(𝑓 ∘ 𝐷−1)|| вiдома, тодi
можна крокувати вiдповiдно до |𝑓(p𝑖)|/𝜆. Для бiльш складних деформа-
цiй, нiж афiннi перетворення, константи Лiпшица може бути важко або
неможливо обчислити аналiтично [11].

Всi труднощi викликанi тим, що промiнь трасується в деформованому
просторi, а вiдстань обчислюється в недеформованому. У разi трасування в
недеформованому просторi немає необхiдностi враховувати межi Лiпшица.
Однак прямий промiнь у деформованому просторi деформується в деяку
криву в недеформованому просторi

Згiдно з [12] для деформування параметричних кривих, можна пере-
писати рiвняння променя в деформованому просторi як iнтеграл:

p(𝑠) = p(0) + 𝑠n = p(0) +

∫︁ 𝑠

0
n 𝑑𝜎 = p(0) +

∫︁ 𝑠

0
p′(𝜎) 𝑑𝜎. (9)

В iнтегралi p′(𝜎) = n є першою похiдною p(𝑠) i є константою в недеформо-
ваному просторi. Щоб отримати рiвняння променя в деформованому про-
сторi, необхiдно застосувати зворотну деформацiю 𝐷−1 до попереднього
рiвняння: ̂︂p(𝑠) = 𝐷−1(p(0)) +

∫︁ 𝑠

0
𝐽−1
𝐷 (p(𝜎))n 𝑑𝜎. (10)

Досить обчислити якобiан 𝐽𝐷−1 зворотної деформацiї 𝐷−1 всерединi iн-
теграла. Згiдно з теоремою оберненої функцiї, якобiан зворотної деформа-
цiї в деякiй точцi p є оберненим якобiаном прямої деформацiї у вiдповiднiй
точцi ̂︀p. У цьому випадку якобiан є 𝑛×𝑛 матрицею. Пiсля параметризацiї
iнтеграла (10) на довжину дуги в недеформованому просторi ми отрима-
ємо iнтеграл променя

̂︀p(̂︀𝑠) = 𝐷−1(p0) +

∫︁ ̂︀𝑠
0

̂︀n(̂︀p(𝜎)) 𝑑𝜎 (11)

де ̂︀n(̂︀p) = 𝐽−1
𝐷 (̂︀p)n

||𝐽−1
𝐷 (̂︀p)n|| (12)

Параметр ̂︀𝑠 i поле вiдстанi зi знаком 𝑓(̂︀p) визначенi в одному метрично-
му просторi. Але все одно потрiбно один раз обчислити𝐷−1 для початкової
точки p0 променя в деформованому просторi.
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5.1. Задачi для необмеженого нелiнiйного ейконального рiвня-
ння

Нескiнченнi перiодичнi або квазiперiодичнi функцiї можна використо-
вувати в багатьох областях. Наприклад, для опису поверхнi моря, архi-
тектурних споруд тощо. Основною проблемою необмеженого нелiнiйно-
го рiвняння ейконала є великий обчислювальний час, отже, погана про-
дуктивнiсть. SDF може розв’язувати необмежене ейконального рiвняння
завдяки обчислюваннi по модулю (операцiя mod()) без рiзкого зниження
продуктивностi.

6. Метод розв’язування необмеженого нелiнiйного ейкональ-
ного рiвняння Трасування сфери з деякими доповненнями може бути
використано для розв’язування необмеженого нелiнiйного ейконального
рiвняння.

6.1. Базовi функцiї та операцiї вiдстанi зi знаком Трасування
сфери засноване на використовує функцiї вiдстанi зi знаком. Для кожного
базового примiтиву [17] має iснувати функцiя вiдстанi зi знаком. Функцiї
(як точнi, так i наближенi) можна розширити для роботи з n-вимiрним
евклiдовим метричним простором.

Формула (6) дає наближення першого порядку функцiї вiдстанi зi зна-
ком, яка є чудовою поблизу границi та хорошою для асимптотики для
великих вiдстаней [18]. Однак використання формули (6) може погiршити
поведiнку деяких алгоритмiв, заснованих на градiєнтi функцiї вiдстанi зi
знаком. Обчислювальнi експерименти показують хорошу евристику для
таких ситуацiй. Вона складається з використання формули (6) для оцiнки
вiдстанi до межi та водночас iз використанням нормалiзованого градiєнта
|∇Ψ(𝑝)| як хорошого наближення справжнього градiєнта поля вiдстанi.

Для певного класу базових фiгур було розроблено хорошi формули
наближення як для вiдстанi, так i для градiєнта. Наприклад, використо-
вують (14), тобто модифiкацiю (6) для узагальнених 2-вимiрних кiл (13)
(див. рис. 3):

Ψ(𝑥, 𝑦)𝑙 = 𝑥𝑙 + 𝑦𝑙 − 𝑟𝑙 (13)

𝑓(𝑝) =
Ψ(𝑝)

|∇Ψ(𝑝)|𝑞
, (14)
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Рис. 3: Апроксимовано полем вiдстанi (6) для узагальнених кiл.

де |.|𝑞 – метрика Мiнковського з 𝑞 = 1− 2/𝑙 (Fig. 4)
Точна формула (15) для знакового поля вiдстанi сфери є унiфiкованою

для будь-якої кiлькостi вимiрiв. Тут p - точка в n-мiрному просторi, 𝑟 -
радiус сфери.

sdSphere(p, 𝑟) = |p/𝑟| − 1 (15)

Формула (16) для елiпсоїда наближена. Тут p - точка в n-мiрному про-
сторi, 𝑟 - значення великих пiвосей елiпсоїда. Операцiя ./ - це паралельне
дiлення компонентiв вектора чисельника на компоненти вектора знамен-
ника.

sdEllipsoid(p, r) = (|p./r| − 1); (16)

Найпростiша операцiя об’єднання реалiзована як мiнiмальна вiдстань
до найближчої межi:

sd1(p)
⋃︁

sd2(p) = min(sd1(p), sd2(p)) (17)

Операцiя (18) повторення використовується для створення нескiнчен-
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Рис. 4: Виправлене на (14) поле вiдстанi для узагальнених кiл.

них меж iз заданим перiодом 𝑐:

opRep(p, 𝑐) = p mod 𝑐− 0.5 · 𝑐 (18)

7. Розширення нелiнiйного трасування сфери
Розширення алгоритму нелiнiйного трасування сфери можна записати

як ̂︀p𝑖+1 = ̂︀p𝑖 + |𝑓( ̂︀pi)|̂︀n(̂︀p𝑖) (19)

Однак цей пiдхiд дає велику похибку, якщо промiнь сильно викривлений
(рис. 5 a). Зменшення розмiру кроку покращує точнiсть, але погiршує про-
дуктивнiсть (рис. 5 b). Тому було запропоновано обчислювати пiдкроки
без використання SDF для мiнiмальної вiдстанi до найближчої межi (рис.
5 c). Кожен крок 𝑖 вiд ̂︀pi до ̂︀pi+1 можна розглядати як звичайне дифе-
ренцiальне рiвняння першого порядку y′(̂︀p) = ̂︀n(̂︀p) з початковою умовою
y0 = ̂︀pi.

Тодi наступний крок можна обчислити як ̂︀pi+1 = 𝑅(̂︀pi, 𝑓(̂︀pi)), де 𝑅 —
будь-який розв’язувач звичайного диференцiального рiвняння, який при-
ймає початкову умову та мiнiмальну вiдстань до найближчого об’єкта як
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Рис. 5: З сильно вигнутим променем розмiр кроку може бути занадто вели-
ким для хорошої точностi (a). Хоча збiльшення кiлькостi крокiв покращує
точнiсть, це негативно впливає на продуктивнiсть обчислень (b). Пред-
ставлений метод додає невелику кiлькiсть крокiв i дає таку ж точнiсть
(c).

параметри. Вибраний розв’язувач може дiлити 𝑓(̂︀pi) на пiдмножини, щоб
досягти заданого допустимого вiдхилення, але йому не потрiбно перерахо-
вувати 𝑓(̂︀p). Завдяки параметризацiї довжини дуги будь-який правильний
розв’язувач гарантує, що кожна пiдмножина залишається всерединi сфери
навколо ̂︀pi (рис. 6) i, таким чином, задовольняє умову вiдстеження сфери
[11].

Розв’язувач звичайних диференцiальних рiвняннь слiд вибирати ре-
тельно, оскiльки вiн сильно впливає на продуктивнiсть обчислень. Компо-
зицiї деформацiй сильно змiнюють промiнь у деяких локацiях простору.
Крiм того, чим ближче промiнь до границi, тим меншою стає мiнiмальна
вiдстань 𝑓(̂︀p). У цьому випадку простiший iнтегратор Ейлера, такий як
(19), часто є достатньо хорошим. Унiфiкований розв’язувач або не змо-
же правильно обчислювально вiдтворити промiнь, або, для дуже частого
простого випадку, коли промiнь незначно змiнюється, розв’язувачу знадо-
биться багато часу обчислення.

Гiбридний пiдхiд полягає у використаннi iнтегратора Рунге-Кутта, ко-
ли 𝑓(̂︀p) є вiдносно великим у порiвняннi з ̂︀𝜖. У цiй роботi розглядалися
наступнi розв’язувачi ОДУ: метод iнтегрування Ейлера, метод 4-го поряд-
ку Хойна та Рунге-Кутта.
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Рис. 6: Додатковi пiдкроки.

Iнтегратор Ейлера — чисельна процедура першого порядку для розв’я-
зання звичайних диференцiальних рiвнянь iз заданим початковим значе-
нням. У випадку трасування сфери ми могли б зробити це все ще кроку-
ючи вздовж променя в деформованому просторi, трансформуючи кожну
точку назад у недеформований простiр, щоб обчислювати поле вiдстанi.
Коли промiнь знаходиться близько до межi та мiнiмальна вiдстань менша
за 𝑎 · ̂︀𝜖, де 𝑎 — це порогове значення, вибране користувачем, достатньо
простого iнтегрування Ейлера. Формула iнтегратора Ейлера виглядає на-
ступним чином:

p̂i+1 = p̂i + ℎ · rd(p̂i) (20)

де,

• rd = ∇𝑓(𝐷 ·p𝑖) – нормалiзована функцiя напрямку променя, змiню-
вана нелiнiйною деформацiєю 𝐷 ,

• p̂i - це точка в просторi об’єкта,

• ℎ = |p̂i − p̂i−1| - це параметр кроку метода,

Метод Хойна або метод середнього нахилу дає бiльш точне наближе-
ння, нiж iнтегратор Ейлера. Вiн дає явну формулу для обчислення 𝑦𝑖+1.
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Основна iдея полягає у виправленнi деяких помилок оригiнального методу
Ейлера[20]:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ(
1

2
𝑘1 +

1

2
𝑘2) (21)

де 𝑘1 = 𝑔(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑘2 = 𝑔(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + ℎ · 𝑘1).
Модифiкована версiя методу Хойна для нелiнiйного трасування сфери:

p̂i+1 = p̂i + ℎ(
1

2
k1 +

1

2
k2) (22)

де k1 = rd(p̂i), k2 = rd(p̂i + ℎ · k1).

Метод четвертого порядку Рунге-Кутта найчастiше використовується
для розв’язування ОДУ. Потiм за допомогою iтерацiйної формули [21] об-
числюється наближене значення в наступних точках:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +∆𝑦𝑖

∆𝑦𝑖 =
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) (23)

де
𝑘1 = 𝑔(𝑥𝑖, 𝑦𝑖),
𝑘2 = 𝑔(𝑥𝑖 +

ℎ
2 , 𝑦𝑖 +

ℎ𝑘1
2 ),

𝑘3 = 𝑔(𝑥𝑖 +
ℎ
2 , 𝑦𝑖 +

ℎ𝑘2
2 ),

𝑘4 = 𝑔(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + ℎ · 𝑘3).
Цей метод має четвертий порядок точностi. Це означає, що помилка на

одному кроцi становить 𝑂(ℎ5), а загальна помилка за кiнцевий iнтервал
iнтегрування становить 𝑂(ℎ4).

Модифiкована версiя крокiв для класичного методу Рунге–Кутта для
нелiнiйного трасування сфери: [21]:

p̂i+1 = p̂i +∆p̂i, (24)

де ∆p̂i = (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6,
k1 = r̂d(p̂i),
k2 = r̂d(p̂i + ℎ · k1/2),
k3 = r̂d(p̂i + ℎ · k2/2),
k4 = r̂d(p̂i + ℎ · k3).
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Algorithm 1 Гiбрiдний алгоритм трассування променю
Require: 𝑟0, 𝑟𝑑,𝑚𝑎𝑥𝑑
𝑝← 𝑟𝑜+ 𝑟𝑑 * 𝑡
for 𝑖 = 0 to 𝑖 = 𝑅𝐴𝑌_𝑆𝑇𝐸𝑃 do

if 𝑎𝑏𝑠(ℎ) ≥ 𝑒𝑝𝑠𝑖𝑙𝑜𝑛 OR 𝑡 ≤ 𝑚𝑎𝑥𝑑 then
break

end if
𝑟𝑒𝑠← 𝑚𝑎𝑝(𝑝)

ℎ← 𝑟𝑒𝑠.𝑥

if 𝑎𝑏𝑠(ℎ) < 𝑒𝑝𝑠𝑖𝑙𝑜𝑛 * 𝑎 then
𝑝 = 𝑒𝑢𝑙𝑒𝑟(𝑟𝑑, ℎ)

else
𝑝 = 𝑅(𝑟𝑑, ℎ)

end if
𝑡+ = ℎ

end for
if 𝑡 >= 𝑚𝑎𝑥𝑑 then return (𝑡,−1)
else return (𝑡, 1)

end if
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8. Алгоритмiчна реалiзацiя та тестування
8.1 Алгоритмiчна реалiзацiя

Основою реалiзацiї є гiбрiдний алгоритм трассування променю, який
трасує промiнь у заданому напрямку.

Гiбрiдний алгоритм трасування променя приймає початкову точку про-
меня r0, напрямок променя rd i максимальну довжину променя maxd. Ма-
ксимальна довжина використовується для економiї часу на обчислення,
якщо промiнь не може досягти межi на своєму шляху. Для першого кроку
промiнь залишається прямим, щоб можна було знайти наступну точку. На-
ступними кроками є цикл, доки довжина променя t не перевищує макси-
мальну довжину maxd або вiдстань до найближчої точки h менше заданого
порогу epsilon. Всерединi циклу спочатку перевiряється, якщо вiдстань
h до найближчої точки менше, нiж порогове значення epsilon*a, то вико-
ристовується iнтегратор Ейлера для скорочення часу обчислення. Якщо
вiдстань до найближчої границi досить велика, то ця вiдстань використо-
вується в ODE розв’язувачi R, щоб знайти наступну точку на променi. Тодi
h додається до довжини променя t. Алгоритм повертає t та −1, якщо t

бiльше максимальної довжини maxd, iнакше 1 .
Розв’язувач ODE використовує нормалiзований вектор на кожному

кроцi. Щоб знайти його, спочатку обчислюється обернена матриця Якобi
inverseJacobian, а потiм за допомогою оберненої матрицi модификується
напрямок променя rd i далi нормалiзується вектор результату:

Algorithm 2 Алгоритм отримання модифiкованого нормалiзованого ве-
ктору
Require: 𝑗𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛, 𝑟𝑑, 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛← 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒(𝑗𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛)

𝑛𝑜𝑟𝑚𝑉 𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 ← 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑒(𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛 * 𝑟𝑑)
return 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑉 𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟

8.2. Реалiзацiя та тестування
Програма трасування сфери в 4-вимвiрному просторi була реалiзована

як шейдер з використанням мови GLSL. Шейдер використовує для вiзу-
алiзацiї графiчний процесор. Усi обчислення проводилися на графiчному
процесорi Nvidia GeForce GTX 1060. Чотиривимiрнi об’єкти в процесi вi-
зуалiзацiї проектувалися спочатку у тривимiрний простiр зi спецiально
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пiдiбраними кольорами та освiтленням, а потiм стандартнi методи вiдобра-
ження обчислювали двовимiрнi кадри тривимiрних проекцiй. Вiзуалiзацiя
обчислень дозволяє вiдстежувати (i навiть вiдчувати) час обчислення, а
також досить легко контролювати помилки обчислень.

Трасування сфери було реалiзовано з параметром, який визначає ефект
вiд нелiнiйного перетворення. Було розглянуто 4 значення цього параме-
тру: 0, 0,2, 0,45, 0,65. Коли параметр дорiвнює 0, то нелiнiйне перетворен-
ня взагалi не впливає (рис. 7). З параметром 0,2 важко побачити рiзницю
мiж лiнiйним i нелiнiйним трасуванням сфери (рис. 8). Параметри 0,45 i
0,6 дають бiльшу деформацiю границям (рис. 9 i 10).

Рис. 7: Лiнiйне трасування сфери

Рис. 8: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.2
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Рис. 9: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.45

Рис. 10: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.65

Результати представленi в таблицi 1. Для кожного значення параметру
розраховувалися середнiй FPS (кадрiв в секунду) i максимальний FPS.
Для трасування лiнiйної сфери як середнiй, так i максимальний FPS до-
сить високi, це забезпечує плавну якiсть вiдео. При нелiнiйнiй трасуван-
нi сфери середнiй FPS значно знижується. Чим бiльше значення параме-
тра, тим нижчий середнiй FPS. Це впливає на продуктивнiсть шейдера,
що створює враження перегляду слайд-шоу. Слiд зазначити, що обчисле-
ння виконувались для чотиривимiрного простору, для якого стандартнi
розв’язувачi видавали би результати за час на порядки бiльше (якби вони
взагалi могли бути застосованi).
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Parameter
0.0 0.20 0.45 0.65

Avg FPS 51.3 20.6 16.4 12.9
Max FPS 60.1 31.9 27.1 22.5

Табл. 1: Трасування сфери з рiзним параметром нелiнiйного перетворення.

Змiни в вiзуалiзацiї однаковi для нескiнченних меж. Починаючи з па-
раметру = 0,45, змiни стають бiльш помiтними (рис. 11-14).

Рис. 11: Лiнiйне трасування сфери

Рис. 12: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.2
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Рис. 13: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.45

Рис. 14: Нелiнiйне трасування сфери з параметром = 0.65

Середнiй FPS i максимальний FPS пiдраховувалися також для меж не-
скiнченного повторення з однаковими параметрами нелiнiйного перетво-
рення - 0, 0,2, 0,45 i 0,65 (Таблиця 2). Середнiй FPS для трасування лiнiй-
ної сфери з нескiнченними перiодичними межами вдвiчi нижчий, нiж для
нескiнченних меж. Застосування нелiнiйного перетворення також сильно
знижує FPS.
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Parameter
0.0 0.20 0.45 0.65

Avg FPS 29.6 6.9 6.1 5.8
Max FPS 30.1 9.1 8.6 8.3

Табл. 2: Sphere tracing for infinite periodic boundaries.
Висновки

У рамках цiєї роботи був розглянутий частковий випадок ейкональ-
ного рiвняння та проаналiзованi iснуючi методи його розв’язання. Також
був розглянутий розширений метод трасування сфер (sphere tracing) для
нелiнiйних трансформацiй. У роботi запропоновано спосiб використання
розширеного способу для 4-мiрного простору та продемонстровано на пра-
ктицi.

Для розширення методу трасування сфер до 4-мiрного використовую-
ться вiдповiднi вдосконаленi версiї неявних функцiй, якi описують примi-
тивнi границi.

Для нелiнiйного трасування сфер на кожному кроцi iтерацiї розгляда-
ється крайова задача, де кожен крок є звичайним диференцiальним рiв-
нянням першого порядку з початковою умовою результату попереднього
кроку. Диференцiальне рiвняння виглядає як функцiя вiд точки, в якiй
перераховується значення нормального вектора. Для цього використову-
ється добуток зворотньої матрицi Якобi та вектора, який задає направ-
лення променю. Унiверсальний пiдхiд не є доцiльним, оскiльки виконує
забагато обчислень у випадку, коли промiнь знаходиться доволi близько
до границi або не може вiдтворити викривлення променю достатньо точно.
Тому було обрано змiшаний пiдхiд – за замовчуванням використовувати
будь-який доволi точний метод розв’язання звичайних диференцiальних
рiвнянь та у випадку, коли вiдстань мiж границею та променем є доволi
малою – використовувати метод Ейлера.

Розширений метод трасування сфер був реалiзований як шейдер на
мовi GLSL. Для матрицi Якобi використовувався спецiальний параметр,
який задає вплив нелiнiйної трансформацiї на промiнь. Для рiзних значень
цього параметра було визначено середню та максимальну кiлькiсть кадрiв
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за секунду пiд час роботи шейдеру.
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Maximov A. L., Prokofieva S. V.
Approach to Effective Methods for Solution of Multidimensional

Eiconal Equations

Summary

The article presents an extended method of solving the eiconal equation in
four-dimensional space with weak deformations. The eiconal equation com-
bines wave optics with geometric optics and has various physical interpre-
tations, including the task of finding the shortest paths and calculation of
electromagnetic or gravitational potentials. The proposed method extends the
sphere tracing technique to spaces of many dimensions with deformations and
demonstrated for the problem in the space of four dimensions. The method
uses implicit functions for describing the boundaries of objects built from a
finite or an infinite number of multidimensional primitives. Nonlinear sphere
tracing is achieved by generation at each trace step ordinary (multidimen-
sional) differential equations of the first order using a hybrid solution method
combining the Euler method, when the sphere is close to the boundary, with
higher order methods, when the sphere is far from the boundaries. Influence of
non-linear transformations the tracing process is implemented using the Jaco-
bian deformation matrix. The approach is implemented as a shader program in
the GLSL language, and the effect of nonlinear transformations is determined
using of the transformation parameter that affects the Jacobian matrix. The
computational performance of the method is evaluated through average and
maximum frame rates for different parameter values. The proposed approach
can find application in such fields, as computer graphics, time-dependent com-
puter tomography, seismic tomography, astrophysical modeling and optimal
control.
Key words: eiconal, equation, deformation, tracing, Jacobi matrix, Euler
method, shader, GLSL.
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