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Вступ

Як вiдомо, гамiльтоновi рiвняння складають один з найважливiших
класiв диференцiальних рiвнянь. Зокрема, рiвняння цього виду виника-
ють в задачi знаходження геодезичних кривих на рiманових многовидах.
При цьому серед всiх гамiльтонових систем випадок цiлком iнтегрованих
з’являється вкрай рiдко [1-4]. В данiй роботi розглянуто геодезичний потiк
на сферичному дотичному розшаруваннi двомiрного рiманового многови-
ду з метрикою Сасакi та показано, що, якщо базисний многовид локально
iзометричний поверхнi обертання, то вiдповiдна потоку гамiльтонова си-
стема цiлком iнтегрована за Лiувiллем. Звiдси, як наслiдок, знаходяться
траєкторiї потоку в квадратурах.

Дане дослiдження виникло у зв’язку з вивченням автором варiацiйних
задач для функцiоналiв повороту кривих [5-9]. З’ясувалось, що базиснi
траєкторiї потоку (тобто проекцiї траєкторiй потоку на базу) являються
iзопериметричними екстремалями повороту та характеризуються деякими
екстремальними властивостями. Знайдений нами для цих екстремалей iн-
теграл (узагальнюючий iнтеграл Клеро для геодезичних кривих) виявився
саме тим вiдсутнiм iнтегралом для повної iнтегрованостi геодезичного по-
току на сферичному дотичному розшаруваннi з метрикою Сасакi [11; 12]
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в випадку, коли базисний многовид локально iзометричний поверхнi обер-
тання. Остання обставина аналогiчна тому, як класичний iнтеграл Клеро
приводить до повної iнтегруємостi геодезичного потоку на поверхнi обер-
тання [1; 2].

Основнi результати

1. Iзопериметричнi екстремалi повороту на двовимiрних рiма-
нових многовидах

В рiмановому просторi (𝑀𝑛, 𝑔) розглянемо функцiонал, який має дов-

жину 𝑙[𝛾] =
𝑡1∫︀
𝑡0

(︀
𝑔𝑖𝑗 �̇�

𝑖�̇�𝑗
)︀0.5

𝑑𝑡 та функцiонал абсолютного повороту 𝜃[𝛾] =

𝑙∫︀
0

𝑘𝑔𝑑𝑙. Тут 𝛾 деяка параметризована крива, �̇�𝑖 ≡ 𝜉𝑖 =
𝑑�̇�𝑖

𝑑𝑙
— компоненти

дотичного вектору �̇�, 𝑙 — довжина дуги на кривiй 𝛾, 𝑘𝑔 — її перша кривина
Френе, а у випадку двовимiрного простору 𝑛 = 2 це абсолютна геодезична
кривина.

Розглянемо для функцiоналу поворота iзопериметричну варiацiйну за-
дачу

𝛿𝜃 = 0, 𝑙 [𝛾] = �̂� = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

з фiксованими кiнцями

𝛾(𝑡0) = 𝑝0, 𝛾(𝑡1) = 𝑝1.

Використанням стандартного методу Ейлера-Лагранжа, ми отримали,
що розв’язок зазначеної задачi в двовимiрному просторi задовольняють
рiвнянню

𝑘𝑔 = 𝑐𝐾, (1)

де 𝑐 – iзопериметрична стала, яка залежить вiд фiксованої довжини ̂︀𝑙, 𝐾
— гаусова кривина простору. Крiм того, в особливому випадку 𝐾 = 0,
розв’язком задачi являється довiльна допустима крива (класу 𝐶4 без то-
чок розпрямлення). Кривi, якi задовольняють рiвнянння (1), названi нами
iзопериметричними екстремаллями поворота (IЕП) двовимiрного просто-
ру (𝑀2, 𝑔) [6].
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Вiдмiтимо, що рiвняння (1) ранiше розглядались в дослiдженнях А. Пу-
анкаре у зв’язку з вивченням замкнутих геодезичних кривих овальної по-
верхнi, до якого зводилась астрономiчна «задача про три тiла» [13, c.229].
Нами встановленi екстремальнi властивостi iзопериметричних екстрема-
лей повороту i отриманi їх диференцiальнi рiвняння у нормальнiй формi
[8].

В випадку, якщо простiр (𝑀2, 𝑔) реалiзований на поверхнi евклiдового
простору, iзопериметричним екстремалям повороту дана механiчна iнтер-
претацiя [9].

На поверхнях обертання нами знайдений наступний iнтеграл

𝑟 sin𝑤 = 𝑒𝑐 sin𝜙+ 𝑐1, 𝑒 = ±1, 𝑐1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (2)

де 𝑤 — кут мiж екстремаллю та меридiаном в їх спiльнiй точцi, 𝑟 — вiд-
стань вiд своєї точки до вiсi обертання, 𝜙 — кут, який утворений дотичною
до меридiану з вiссю обертання [8].

2. Геодезичнi кривi на сферичному дотичному розшаруваннi
двовимiрного рiманового многовиду з метрикою Сасакi

Метрика Сасакi вперше була розглянута на сферичному дотичному
розшаруваннi одиничних векторiв 𝑇1𝑀

𝑛, а потiм П. Надь узагальнив її
на 𝑇𝜌𝑀𝑛 –– сферичне дотичне розшарування векторiв, квадрат довжини
яких є сталою 𝜌 > 0 [10-12].

Нехай (𝑀2, 𝑔) –– двовимiрне рiмановий многовид з метрикою

𝑑𝑙2 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 , 𝑖, 𝑗, · · · = 1, 2.

Метрика Сасакi 𝑔*дотичного розшарування 𝑇𝑀2 в iндукованих координа-
тах 𝑥𝑖, 𝑦𝑖

𝑑𝑡2 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 + 𝑔𝑖𝑗𝐷𝑦

𝑖𝐷𝑦𝑗 , 𝐷𝑦𝑘 = 𝑑𝑦𝑘 + Γ𝑘
𝑖𝑗𝑦

𝑖𝑑𝑥𝑗 (3)

обмежується на сферичне дотичне розшарування 𝑇𝜌𝑀2 рiвнiстю

𝑔𝑖𝑗𝑦
𝑖𝑦𝑗 = 𝜌.

Тут Γ𝑘
𝑖𝑗(𝑥

1, 𝑥2) — коефiцiєнти рiманової зв’язностi (символи Христофеля)
вiдносно метрики 𝑔.
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Вiзьмемо в координатному околi многовиду (𝑀2, 𝑔) напiвгеодезичнi ко-
ординати 𝑥1, 𝑥2. Тодi

𝑑𝑙2 =
(︀
𝑑𝑥1
)︀2

+𝐺
(︀
𝑥1, 𝑥2

)︀ (︀
𝑑𝑥2
)︀2
,

Γ1
22 = −

𝐺1

2
, Γ2

12 = −
𝐺1

2𝐺
, Γ2

22 = −
𝐺2

2𝐺
,

решта символiв Христофелю рiвнi нулю та гаусова кривина

𝐾 = −

(︁√
𝐺
)︁
11

𝐺
.

В якостi третьої координати 𝑥3 на 𝑇𝜌𝑀2 вiзьмемо кут мiж дотичним ве-

ктором 𝑦𝑖 та дотичним вектором
𝜕

𝜕𝑥1
до першої координатної лiнiї в точцi

(𝑥1, 𝑥2). У цьому випадку

𝑦1 =
√
𝜌 cos𝑥3, 𝑦2 =

√
𝜌
√
𝐺

sin𝑥3.

В координатах
(︀
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

)︀
метрика Сасакi 𝑔* на 𝑇𝜌𝑀2 в силу (3) набу-

ває вигляд
𝑑𝑡2 = 𝑔*𝛼𝛽𝑑𝑥

𝛼𝑑𝑥𝛽, 𝛼, 𝛽, · · · = 1, 2, 3,

(︀
𝑔*𝛼𝛽
)︀
=

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 𝐺+ 𝜌
(︁(︁√

𝐺
)︁
1

)︁2
𝜌
(︁√

𝐺
)︁
1

0 𝜌
(︁√

𝐺
)︁
1

𝜌

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Звiдси знаходимо компоненти взаємного метричного тензору 𝑔*𝛼𝛽

(︀
𝑔*𝛼𝛽
)︀
=

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 𝐺−1 −𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁
1

0 −𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁
1
𝜌−1 𝐺−1

(︁(︁√
𝐺
)︁
1

)︁2
⎞⎟⎟⎟⎠ .

Та символи Христофелю першого та другого роду

Γ*
12,3 = Γ*

13,2 = −Γ*
23,1 =

1

2

𝜕𝑔*23
𝜕𝑥1

,

Γ*
12,2 = −Γ*

22,1 =
1

2

𝜕𝑔*22
𝜕𝑥1

,

Γ*
22,2 =

1

2

𝜕𝑔*22
𝜕𝑥2

, Γ*
22,3 =

1

2

𝜕𝑔*23
𝜕𝑥2

,
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(решта – нулi);

Γ*1
𝛼𝛽 = 𝑔*1𝛾Γ*

𝛼𝛽,𝛾 = Γ*
𝛼𝛽,1,

Γ*2
𝛼𝛽 = 𝑔*2𝛾Γ*

𝛼𝛽,𝛾 = 𝐺−1Γ*
𝛼𝛽,2 −𝐺−1

(︁√
𝐺
)︁
1
Γ*
𝛼𝛽,3,

Γ*3
𝛼𝛽 = 𝑔*3𝛾Γ*

𝛼𝛽,𝛾 = −𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁
1
Γ*
𝛼𝛽,2 +

[︂
𝜌−1 +𝐺−1

(︁(︁√
𝐺
)︁
1

)︁2]︂
Γ*
𝛼𝛽,3.

Вiдносно введених координат 𝑥𝛼 елемент повороту 𝑑Θ i абсолютна геоде-
зична кривина 𝑘𝑔(𝑙) базисної кривої 𝑥𝑖(𝑙) набуває вигляд

𝑑Θ = 𝑑𝑥3 +
(︁√

𝐺
)︁
1
𝑑𝑥2,

𝑘𝑔 = 𝑒
𝑑Θ

𝑑𝑙
= 𝑒

(︂
𝑑𝑥3

𝑑𝑙
+
(︁√

𝐺
)︁
1

𝑑𝑥2

𝑑𝑙

)︂
,

де знак 𝑒 = ±1 вибирається так, щоб отримати абсолютне значення геоде-
зичної кривини.

Якщо метрику Сасакi 𝑑𝑡2 записати у виглядi

𝑑𝑡2 =
(︀
𝑑𝑥1
)︀2
+

(︂
𝐺+𝜌

(︁(︁√
𝐺
)︁
1

)︁2)︂(︀
𝑑𝑥2
)︀2
+2𝜌

(︁√
𝐺
)︁
1
𝑑𝑥2𝑑𝑥3+𝜌

(︀
𝑑𝑥3
)︀2
,

в силу попереднiх рiвностей, отримаємо

𝑑𝑡2 = 𝑑𝑙2 + 𝜌𝑑Θ2. (4)

Розглянемо диференцiальнi рiвняння геодезичних кривих 𝑥𝛼(𝑡) на сфери-
чному дотичному розшаруваннi 𝑇𝜌𝑀2 з метрикою Сасакi 𝑔*, вiднесених
до натурального параметру, тобто

𝑑2𝑥𝛾

𝑑𝑡2
+ Γ*𝛾

𝛼𝛽

𝑑𝑥𝛼

𝑑𝑡

𝑑𝑥𝛽

𝑑𝑡
= 0. (5)

Пiдставивши сюди знайденi значення символiв Христофеля, отримаємо

𝑑2𝑥1

𝑑𝑡2
+ Γ1

𝑖𝑗

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡

𝑑𝑥𝑗

𝑑𝑡
= 𝜌

(︁√
𝐺
)︁
11

𝑑𝑥2

𝑑𝑡

𝑑Θ

𝑑𝑡
. (6)

𝑑2𝑥2

𝑑𝑡2
+ Γ2

𝑖𝑗

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡

𝑑𝑥𝑗

𝑑𝑡
= −𝜌𝐺−1

(︁√
𝐺
)︁
11

𝑑𝑥1

𝑑𝑡

𝑑Θ

𝑑𝑡
. (7)
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𝑑2𝑥3

𝑑𝑡2
+

(︂(︁√
𝐺
)︁
11
− 𝜌𝐺−1

(︁(︁√
𝐺
)︁
1

)︁2 (︁√
𝐺
)︁
11
+

+𝐺−1𝐺1

(︁√
𝐺
)︁
1

)︁ 𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
+

(︂(︁√
𝐺
)︁
12
− 1

2
𝐺−1𝐺2

(︁√
𝐺
)︁
1

)︂(︂
𝑑𝑥2

𝑑𝑡

)︂2

−

− 𝜌𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁
1

(︁√
𝐺
)︁
11

𝑑𝑥1

𝑑𝑡

𝑑𝑥3

𝑑𝑡
= 0. (8)

З перших двох рiвнянь системи(5) витiкає, що вздовж геодезичної кри-

вої 𝑥𝛼(𝑡) на 𝑇𝜌𝑀
2 має мiсце 𝑔𝑖𝑗𝜉𝑖(𝑡)𝜉

𝑗
1(𝑡) = 0, де 𝜉𝑖(𝑡) =

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
— дотичний

вектор вiдповiдної базисної кривої 𝑥𝑖(𝑡),

𝜉𝑘1 ≡ ∇𝑡𝜉
𝑘 =

𝑑𝜉𝑘

𝑑𝑡
+ Γ𝑘

𝑖𝑗𝜉
𝑖𝜉𝑗

— коварiантна похiдна вздовж базисної кривої 𝑥𝑖(𝑡) вiдносно рiманової
зв’язностi ∇ на базi 𝑀2. Отже, вздовж кожної базисної кривої

ℎ ≡ 1

2
𝑔𝑖𝑗𝜉

𝑖(𝑡)𝜉𝑗(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (9)

Обчислюючи геодезичну кривину базисних кривих 𝑥𝑖(𝑡), отримаємо
внаслiдок (5), (9)

𝑘2𝑔(𝑡) =
⟨𝜉, 𝜉⟩ ⟨𝜉1, 𝜉1⟩ − ⟨𝜉, 𝜉1⟩2

⟨𝜉, 𝜉⟩3
= 𝑔𝑖𝑗𝜉

𝑖
1(𝑡)𝜉

𝑗
1(𝑡)

[︀
𝑔𝑖𝑗𝜉

𝑖(𝑡)𝜉𝑗(𝑡)
]︀−2

=

= (2ℎ)−2

[︃
𝜌2
(︁√

𝐺
)︁2
11

(︂
𝑑𝑥2

𝑑𝑡

)︂2(︂
𝑑Θ

𝑑𝑡

)︂2

+ 𝜌2𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁2
11

(︂
𝑑𝑥1

𝑑𝑡

)︂2(︂
𝑑Θ

𝑑𝑡

)︂2
]︃
=

= 𝜌2(2ℎ)−2𝐺−1
(︁√

𝐺
)︁2
11

[︃
𝐺

(︂
𝑑𝑥2

𝑑𝑡

)︂2

+

(︂
𝑑𝑥1

𝑑𝑡

)︂2
]︃(︂

𝑑Θ

𝑑𝑡

)︂2

=

= 𝜌2𝐾2(2ℎ)−1

(︂
𝑑Θ

𝑑𝑡

)︂2

.

Так як параметр вибраний натуральним, то

𝑔*𝛼𝛽𝜉
𝛼(𝑡)𝜉𝛽(𝑡) = 𝑔𝑖𝑗𝜉

𝑖(𝑡)𝜉𝑗(𝑡) + 𝜌

(︂
𝑑Θ

𝑑𝑡

)︂2

= 1.

Значить, вздовж геодезичних

2ℎ+ 𝜌𝑎2 = 1, (10)
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𝑎 ≡ 𝑑Θ

𝑑𝑡
=
𝑑𝑥3

𝑑𝑡
+
(︁√

𝐺
)︁
1

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (11)

Таким чином,
𝑘𝑔 =

𝑒𝜌𝑎√
2ℎ
𝐾. (12)

Неважко переконатись в тому, що внаслiдок (11) рiвняння (8) витiкає з
перших двох рiвнянь (6), (7).

Рiвняння (11) дає промiжний iнтеграл геодезичних та означає, що до-

тичний вектор
𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
вздовж базисної кривої 𝑥𝑖(𝑡) робить простий гвинтовий

рух: Θ = 𝑎𝑡+𝑎0, 𝑎, 𝑎0−𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. В свою чергу, рiвняння (12) показує, що ба-
зисна крива являється iзопериметричною екстремаллю повороту простору
(𝑀2, 𝑔) с iзопериметричної сталою 𝑐 =

𝑒𝜌𝑎√
2ℎ

.

Таким чином, результату П. Надя [10] можемо надати наступне фор-
мулювання

Теорема 1. Якщо крива 𝑥𝛼(𝑡) являється геодезичною в сферичному до-
тичному розшаруваннi 𝑇𝜌𝑀2 з метрикою Сасакi 𝑑𝑡2, тодi на базисно-
му многовидi 𝑀2 ненулевої гаусової кривини 𝐾 базисна крива 𝑥𝑖(𝑡) є
iзопериметричною екстремаллю повороту з iзопериметричною сталою

𝑐 =
𝑒𝜌𝑎√
2ℎ
, 𝑒 = ±1, її дотичний вектор

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
здiйснює вздовж неї по-

ступовий рух зi сталою довжиною
√
ℎ та простий гвинтовий поворот

Θ = 𝑎𝑡+ 𝑎0 зi сталою швидкiстю 𝑎.

3. Геодезичний потiк на 𝑇𝜌𝑀
2

Розглянемо кодотичне розшарування 𝑇 * (︀𝑇𝜌𝑀2
)︀

з локальними коор-
динатами 𝑥𝛼, 𝑝𝛼 та природною канонiчною симплектичною структурою
𝑤 = 𝑑𝑝𝛼 ∧ 𝑑𝑥𝛼. Вiзьмемо функцiю Гамiльтона

𝐻(𝑥, 𝑝) =
1

2
𝑔*𝛼𝛽𝑝𝛼𝑝𝛽

та вiдповiдний їй гамiльтонiв потiк �̇� = 𝑠𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻 вiдносно симплектичної
структури 𝑤 на 𝑇 * (︀𝑇𝜌𝑀2

)︀
. Так як 𝐻 — перший iнтеграл цього потоку,

то одиничний кодотичний пучок 𝑇 *
1

(︀
𝑇𝜌𝑀

2
)︀
= {𝑥* ∈ 𝑇 * (︀𝑇𝜌𝑀2

)︀
: ‖𝑝‖ =

1} iнварiантний вiдносно потоку 𝑠𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻. Обмеження цього потока на
𝑇 *
1

(︀
𝑇𝜌𝑀

2
)︀

буде геодезичним потоком на 𝑇𝜌𝑀2. За природного iзоморфiзму
𝑇 * (︀𝑇𝜌𝑀2

)︀
−→ 𝑇

(︀
𝑇𝜌𝑀

2
)︀

траєкторiї геодезичного потоку 𝑠𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻 перехо-
дять у кривi, якi складаються з дотичних векторiв в 𝑇𝜌𝑀2.
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Нехай Φ𝑡 — локальна 1-параметрична група перетворень, породжена
потоком 𝑠𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻. Окремi перетворення з Φ𝑡 переводять пару (𝑥(0), 𝑝(0))

в пару (𝑥(𝑡), 𝑝(𝑡)) = Φ𝑡(𝑥(0), 𝑝(0)), де для отримання 𝑥(𝑡) необхiдно про-
вести геодезичну через точку 𝑥(0) в напрямку ковектора 𝑝(0) i тодi 𝑥(𝑡)
вiдстоїть вiд 𝑥(0) на вiдстанi 𝑡 вздовж цiєї геодезичної, а ковектор 𝑝(𝑡)

дотичний цiєї геодезичної в 𝑥(𝑡) та спрямований так же, як i 𝑝(0). Таким
чином, при отриманнi 𝑥(𝑡) = (𝑥𝛼(𝑡)) на базi необхiдно проводити iзопери-
метричну екстремаль повороту через вихiдну точку 𝑥𝑖(0). З цiєю метою
iнтегруємо систему (6), (7) з урахуванням промiжного iнтегралу (11) та
сталу 𝑎 визначимо початковими даними:

𝑎 =
𝑑𝑥3(0)

𝑑𝑡
+
(︁√

𝐺
)︁
1

𝑑𝑥2(0)

𝑑𝑡
.

Нарештi, для визначення компоненти траєкторiї 𝑥3(𝑡), iнтегруємо рiвняння
(11) за вищевказаною сталої 𝑎.

Як вiдомо, гамiльтонiан 𝐻(𝑥, 𝑝) являється основним першим iнтегра-
лом геодезичного потоку. З (11) маємо ще один перший iнтеграл

𝑎 = 𝑝𝛼

(︁
𝑔*3𝛼 +

(︁√
𝐺
)︁
1
𝑔*2𝛼

)︁
= 𝑝−1𝑝3.

Аналогiчно, з (9) отримаємо перший iнтеграл

ℎ =
1

2
𝑔𝑖𝑗𝑔

*𝑖𝛼𝑔*𝑗𝛽𝑝𝛼𝑝𝛽,

aле в силу (10) iнтеграли 𝐻, 𝑎, ℎ залежнi: 2𝐻 = 2ℎ+ 𝜌𝑎2.
В випадку, коли многовид (𝑀2, 𝑔) локально iзометричний поверхнi

обернення, можливо вказати додатковий iнтеграл потоку, який витiкає з
знайденого нами узагальненого iнтегралу Клеро. Дiйсно, нехай многовид
(𝑀2, 𝑔) локально iзометричний поверхнi обернення з меридiаном 𝑓(𝑟), де
𝑟 — вiдстань до вiсi обернення. Тодi

𝑑𝑙2 = 𝐹 2 + 𝑟2(𝑑𝑥2)2, 𝐹 =
√︀
1 + 𝑓2,

де 𝑥2 — довгота точки. Вводячи нову координату 𝑥1 : 𝑑𝑥1 = 𝐹𝑑𝑟, отрима-
ємо метрику 𝑑𝑙2 в виглядi

𝑑𝑙2 = (𝑑𝑥1)2 + 𝑟2(𝑑𝑥2)2,
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тобто координати 𝑥1, 𝑥2 напiвгеодезичнi та 𝑟(𝑥1) =
√
𝐺. Неважко переко-

натись в тому, що sin𝜙 = 𝐹−1 =
(︁√

𝐺
)︁
1
. Так як iзопериметрична стала

для базисної траєкторiї рiвна 𝑐 =
𝑒𝜌𝑎√
2ℎ

=
𝑒𝑝3√
2ℎ

, то тим самим узагальнений

iнтеграл Клеро (2) набуває вигляд

𝑘 =
√
𝐺 sin𝑥3 +

𝑝3√
2ℎ
.

Враховуючи, що sin𝑥3 =

√︂
𝐺

2ℎ

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
, отримаємо

𝑘 =
𝐺√
2ℎ
𝑔*2𝛼𝑝𝛼 +

𝑝3√
2ℎ

(︁√
𝐺
)︁
1
=

𝑝2√
2ℎ
.

Звiдси витiкає, що в даному випадку друга компонента 𝑝2 iмпульсу також
являється iнтегралом геодезичного потоку.

Розглянемо дужку Пуасона канонiчної симплектичної структури

{𝐹1, 𝐹2} =
∑︁
𝛼

𝜕𝐹1

𝜕𝑝𝛼

𝜕𝐹2

𝜕𝑥𝛼
− 𝜕𝐹2

𝜕𝑝𝛼

𝜕𝐹1

𝜕𝑥𝛼
.

Так як в розглянутому випадку гамiльтонiан 𝐻 не залежить вiдразу вiд
двох змiнних 𝑥2, 𝑥3, то неважко перевiрити, що iнтеграли 𝐻, 𝑝2, 𝑝3 знахо-
дяться у iнволюцiї, тобто

{𝐻, 𝑝2} = {𝐻, 𝑝3} = {𝑝2, 𝑝3} = 0.

Очевидно, що вказанi три iнтеграли незалежнi та розв’язнi вiдносно iм-
пульсiв 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3. Отже, виконана Теорема Лiувилля [1; 2] i функцiї𝐻, 𝑝2, 𝑝3
утворюють повне iнволютне сiмейство iнтегралiв гамiльтонових рiвнянь

𝑑𝑥𝛼

𝑑𝑡
=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝛼
,

𝑑𝑝𝛼
𝑑𝑡

= − 𝜕𝐻
𝜕𝑥𝛼

.

Тим самим має мiсце

Теорема 2. Якщо рiмановий многовид
(︀
𝑀2, 𝑔

)︀
локально iзометричний

поверхнi обернення, то геодезичний потiк сферичного дотичного розша-
рування 𝑇𝜌𝑀2з метрикою Сасакi цiлком iнтегрований.

Як витiкає з результатiв роботи [8], вiдповiдна квадратура для бази-
сних траєкторiй (якi не є паралелями) має в координатах радiус-довгота
наступний вигляд
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𝑥2 =

𝑟∫︁
𝑟0

𝑒𝑐+ 𝑐1𝐹

𝑟(𝑟2 − (𝑒𝑐𝐹−1 + 𝑐1)2)
1
2

𝑑𝑟 + 𝑥20.

При 𝑐 = 0 ця квадратура спiвпадає з вiдомою квадратурою для геодези-
чних кривих на поверхнi обернення [14].

Висновки

В данiй роботi розглянуто геодезичний потiк на сферичному дотично-
му розшаруваннi двомiрного рiманового многовиду з метрикою Сасакi та
показано, що, якщо базисний многовид локально iзометричний поверхнi
обертання, то вiдповiдна потоку гамiльтонова система цiлком iнтегрована
за Лiувiллем. Звiдси, як наслiдок, знаходяться траєкторiї потоку в ква-
дратурах.
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Leiko S.
L-integral for isoperimetric extremals of rotation

Summary

In this paper, the geodetic flux on a spherical tangent bundle of a two-
dimensional Riemannian manifold with the Sasaki metric is considered and
it is shown that, if the basis manifold is locally isometric of the surface of rota-
tion, then the Hamiltonian system corresponding to the flow is fully integrated
according to Liouville. Hence, as a consequence, the flow trajectories are in
quadratures.
Key words: pseudo-Riemannian spaces, rotation extremals, Clairaut integral,
variational problem.
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