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КОНФОРМНО-ПЛАСКI КЕЛЕРОВI ПРОСТОРИ

Дослiджуються геометричнi властивостi келерових просторiв, якi допускають конформ-
нi вiдображення, вiдмiннi вiд гомотетичних вiдображень, на пласкi псевдорiмановi про-
стори. В роботi доведено, що не iснує не пласких конформно-пласких келерових просто-
рiв, розмiрнiсть яких вiдмiнна вiд чотирьох. Показано, що чотиривимiрнi конформно-
пласкi простори можуть бути вкладенi в шестимiрнi пласкi псевдорiмановi простори.
В конформно-пласких келерових просторах побудовано iдемпотентний коварiантно ста-
лий не пропорцiйний метричному тензор i, таким чином, доведено, що вказанi простори
є звiдними псевдорiмановими просторами.

Дослiдження ведуться локально, тензорними методами без обмежень на сигнатуру
та знаковизначеннiсть метричного тензору келерового простору. В роботi широко за-
стосовується спецiальна операцiя (спряження), що введена для келерових просторiв, та
її властивостi для тензорiв Рiмана та Рiччi.
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Вступ

Простори, якi допускають конформнi вiдображення на евклiдовi про-
стори при умовi, що в них iснує поле коварiантно сталого кососиметрично-
го афiнора, вперше дослiдив П.А. Широков [1]. Суттєвою умовою в цих
дослiдженнях була знаковизначеннiсть метричного тензора простору. Пi-
знiше, але вже як окремий об’єкт дослiдження, псевдорiмановi простори з
кососиметричним коварiантно сталим афiнором вивчав E. Келер [2]. Такий
тип спецiальних псевдорiманових просторiв зразу привернув увагу дослi-
дникiв завдяки широкому колу застосувань, i самi простори дiстали назву
келерових просторiв. Технiчнi труднощi, що виникають при дослiдженнi
келерових просторiв, дозволяє долати спецiальна операцiя, яка має назву
— спряження [3].
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Метою роботи є дослiдження умов, яким задовольняють метричний
тензор та iншi внутрiшнi об’єкти келерового конформно-плаского просто-
ру, зокрема, тензори Рiмана та Рiччi.

Дослiдження в статтi ведуться локально, тензорними методами без
обмежень на знак та сигнатуру метричного тензора.

Основнi результати

1. Келеровi простори
Келеровим простором 𝐾𝑛 (𝑛 = 2𝑁) називається псевдорiманiв простiр

з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥), у якому iснує структура 𝐹 ℎ
𝑖 (𝑥), що задоволь-

няє спiввiдношенням [4; 5]:

𝐹 ℎ
𝛼𝐹

𝛼
𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 ; 𝐹(𝑖𝑗) = 0; 𝐹 ℎ

𝑖,𝑗 = 0, (1)

де 𝐹𝑖𝑗 ≡ 𝑔𝑖𝛼𝐹𝛼
𝑗 , кома — знак ковариантної похiдної по зв’язностi 𝐾𝑛.

Зауважимо, що келеровi простори вперше вивчалися П. А. Широко-
вим, якi вiн назвав А-просторами. Потiм цi простори вивчав Є. Келер . В
лiтературi, як правило, цi простори називають келеровi.

Задля зручностi введемо в 𝐾𝑛 операцiю спряження :

𝐴 ...
𝑖̄... ≡ 𝐴

...
𝛼...𝐹

𝛼
𝑖 ; 𝐵 𝑖̄...

... ≡ 𝐵𝛼...
...𝐹

𝑖
𝛼. (2)

Тут 𝐴 i 𝐵 довiльнi тензори будь-якої валентностi. В силу (1) та (2)
мають мiсце наступнi властивостi:

𝐴¯̄𝑖 = −𝐴𝑖; 𝐵
¯̄𝑖 = −𝐵𝑖;

𝐴𝛼̄𝐵
𝛼 = 𝐴𝛼𝐵

𝛼̄; 𝐴𝛼̄𝐵
𝛼̄ = −𝐴𝛼𝐵

𝛼; (3)

(𝐴𝑖̄) , 𝑗 = 𝐴𝑖̄ , 𝑗 ; (𝐵 𝑖̄) , 𝑗 = 𝐵 𝑖̄
, 𝑗 .

Метричний тензор та символи Кронекера задовольняють спiввiдноше-
нням:

𝑔𝑖̄ 𝑗̄ = 𝑔𝑖𝑗 ; 𝑔𝑖̄𝑗 = −𝑔𝑖𝑗̄ ; 𝛿ℎ𝑖̄ = 𝛿ℎ̄𝑖 = 𝐹 ℎ
𝑖 ; 𝛿ℎ̄𝑖̄ = −𝛿ℎ𝑖 . (4)

Тензори Рiмана и Рiччi додатково до вiдомих тотожностей задаволь-
няють слiдуючим властивостям:

𝑅ℎ̄𝑖̄𝑗𝑘 = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘; 𝑅𝛼
𝛼̄𝑗𝑘 = 2𝑅𝑗𝑘; 𝑅𝑖̄ 𝑗̄ = 𝑅𝑖𝑗 . (5)
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До внутрiшнiх об’єктiв 𝐾𝑛 вiдносять об’єкти, що визначаються з ме-
тричного тензора 𝑔𝑖𝑗 та структури 𝐹 ℎ

𝑖 .

Розглянемо келеровi простори зi спецiальним видом тензора Рiмана.

2. Конформно-пласкi простори.
Конформно-пласким називають псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛, в якому ви-

конуються умови [6]

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑃ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑃ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝑃𝑖𝑗𝑔ℎ𝑘 − 𝑃𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗 , (6)

𝑃𝑖𝑗,𝑘 − 𝑃𝑖𝑘,𝑗 = 0, (7)

тут

𝑃𝑖𝑗 =
1

𝑛− 2

(︂
𝑅𝑖𝑗 −

1

2(𝑛− 1)
𝑅𝑔𝑖𝑗

)︂
. (8)

Подiємо операцiєю спряження по iндексах 𝑖, 𝑗 в формулi (8), переконає-
мось, що

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃𝑖̄𝑗̄ ; 𝑃𝑖̄𝑗 + 𝑃𝑖𝑗̄ = 0. (9)

Подiємо операцiєю спряження по iндексам 𝑗, 𝑘 в рiвняння (6) та вiднiмемо
отримане вiд (6)

𝑃ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗−𝑃ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘+𝑃𝑖𝑗𝑔ℎ𝑘−𝑃𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗−𝑃ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗̄ +𝑃ℎ𝑗̄𝑔𝑖𝑘−𝑃𝑖𝑗̄𝑔ℎ𝑘+𝑃𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗̄ = 0. (10)

Згорнемо по iндексам 𝑖, 𝑗

(𝑛− 4)𝑃ℎ𝑘 − 𝑃𝑔ℎ𝑘 = 0, (11)

тут 𝑃 = 𝑃𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽 .

Iз (11) переконаємось, що 𝑃 = 0, a значить, 𝑅 = 0 та має мiсце

Теорема 1. Конформно-пласкi келеровi простори мають нульову скаляр-
ну кривину.

При 𝑛 > 4 має мiсце наступна властивiсть

Теорема 2. Не iснує конформно-пласких келерових просторiв 𝐾𝑛, 𝑛 > 4,
вiдмiнних вiд пласких.

Доведемо, що виконується
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Теорема 3. Конформно-пласкi келеровi простори 𝐾𝑛, 𝑛 = 4 мають ко-
варiантно сталий тензор Рiмана.

Доведення.
Подiємо операцiєю спряження по iндексам 𝑖, 𝑗 в рiвняннi (7), отримаємо

𝑃𝑖𝑗,𝑘 − 𝑃𝑖̄𝑘,𝑗̄ = 0. (12)

Просиметруємо по iндексам 𝑖, 𝑘 та переконаємось, що

𝑃𝑖𝑗,𝑘 + 𝑃𝑘𝑗,𝑖 = 0. (13)

Перепозначимо iндекси 𝑖 та 𝑗 та додамо до (7), будемо мати

𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 0. (14)

А це веде до
𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,𝑙 = 0. (15)

Що й треба було довести.
Псевдорiмановi простори, в яких тензор Рiмана є коварiантно сталим,

називають симетричними [7].
Зауважимо, що iз (8) для 𝑛 = 4 витiкає

𝑃𝑖𝑗 =
1

2
𝑅𝑖𝑗 (16)

i тодi (6) прийме вигляд

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 =
1

2
(𝑅ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 −𝑅ℎ𝑗𝑔𝑖𝑘 +𝑅𝑖𝑗𝑔ℎ𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑔ℎ𝑗). (17)

Псевдорiмановi простори, в яких тензор Рiччi коварiантно сталий, на-
зивають Рiччi симетричними. Симетричнi псевдорiмановi простори є Рiч-
чi симетричними [5; 8].

Умови iнтегрування для Рiччi симетричних просторiв

𝑅𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 0. (18)

Пiдставляючи значення тензора Рiмана, отримаємо

𝑅𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 −𝑅𝛼𝑖𝑅

𝛼
𝑘 𝑔𝑗𝑙 +𝑅𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑙 𝑔𝑖𝑘 −𝑅𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑙 = 0. (19)
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Згорнемо по iндексам 𝑗, 𝑘

4𝑅𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑙 = 𝜌𝑔𝑖𝑙, (20)

де 𝜌 = 𝑅𝛼𝛽𝑅
𝛼
𝛾 𝑔

𝛽𝛾 .
Коварiантно диференцiюючи останнє переконаємось, що 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Таким чином,

Наслiдок 1. В конформно-пласких келерових просторах, вiдмiнних вiд
пласких, тензор Рiччi задовольняє умовам (26).

Як вiдомо, клас конформно-пласких просторiв не перевишує двох.

Розглянемо простори першого класу.

3. Простори першого класу.
Простором 𝑉𝑛 першого класу називають гiперповерхню плаского про-

стору.
Його тензорнi ознаки, необхiднi та достатнi умови мають вигляд

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝜖(𝑏ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 − 𝑏ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘), (21)

тут 𝜖 = ±1; 𝑏ℎ𝑖 = 𝑏𝑖ℎ,
𝑏𝑖𝑗,𝑘 = 𝑏𝑖𝑘,𝑗 . (22)

Згортаючи (15), отримаємо

𝑅𝑖𝑗 = 𝜖(𝑏𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝛼𝑗𝑏𝛼𝑖 ), (23)

де 𝑏 = 𝑏𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽; 𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝛼𝑗𝑔

𝛼𝑖.

Запишемо (23) в виглядi

𝑏𝛼𝑖𝑏
𝛼
𝑗 = 𝑏𝑏𝑖𝑗 − 𝜖𝑅𝑖𝑗 . (24)

Домножимо (21) на 𝑏ℎ𝑚 та згорнемо по ℎ

𝑏𝛼𝑚𝑅𝛼𝑖𝑗𝑘 = 𝜖(𝑏𝛼𝑚𝑏𝛼𝑘𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝛼𝑚𝑏𝛼𝑗𝑏𝑖𝑘). (25)

Пiсля врахування (21) та (24) дiстанемо

𝑏𝛼𝑚𝑅𝛼𝑖𝑗𝑘 = 𝑏𝑅𝑚𝑖𝑗𝑘 −𝑅𝑚𝑘𝑏𝑖𝑗 +𝑅𝑚𝑗𝑏𝑖𝑘. (26)
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Подiємо операцiєю спряження по iндексам 𝑗, 𝑘 та вiднiмемо отримане вiд
рiвняння (26)

𝑅𝑚𝑗𝑏𝑖𝑘 −𝑅𝑚𝑘𝑏𝑖𝑗 −𝑅𝑚𝑗̄𝑏𝑖𝑘 +𝑅𝑚𝑘𝑏𝑖𝑗̄ = 0. (27)

Згорнемо по iндексам 𝑚, 𝑗

𝑅𝛼𝑘𝑏
𝛼
𝑖 =

𝑅

2
𝑏𝑖𝑘. (28)

Для конформно-пласких келерових просторiв першого класу доведено

Теорема 4. Не iснує конформно-пласких келерових просторiв першого
класу вiдмiнних вiд пласких.

Доведення.
Рiвняння (28) прийме вигляд

𝑅𝛼𝑖𝑏
𝛼
𝑗 = 0. (29)

Домножуючи (21) на 𝑅𝑖
𝑗 таке, що 𝑅𝑖

𝑗 = 𝑅𝛼𝑗𝑔
𝛼𝑖, та згортаючи по 𝑖, отрима-

ємо
𝑅𝛼

𝑖 𝑅𝛼𝑗𝑘𝑙 = 0. (30)

Врахуємо (17)

𝑅𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 −𝑅𝛼𝑖𝑅

𝛼
𝑘 𝑔𝑗𝑙 +𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙 = 0. (31)

Згорнемо по iндексам 𝑗, 𝑘

𝑅𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑙 = 0. (32)

Тодi (31) прийме вигляд

𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗𝑙 = 0. (33)

Подiємо операцiєю спряження по iндексам 𝑗, 𝑘

𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑅𝑗̄𝑙 = 0. (34)

Симетруючи по iндексам 𝑖 та 𝑘, дiстанемо

𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘 +𝑅𝑘𝑙𝑅𝑗𝑖 = 0. (35)

Перепозначимо iндекси 𝑖 та 𝑙 та додамо до (33), це дозволить переконатись,
що 𝑅𝑖𝑗 = 0.

Таким чином, теорему доведено.



Конформно-пласкi келеровi простори 53

Наслiдок 2. Клас конформно-пласких келерових просторiв дорiвнює
двом.

Розглянемо властивостi конформно-пласких келерових просторiв, якi
витiкають iз того, що вони допускають конформнi вiдображення на пласкi
псевдорiмановi простори.

4. Конформнi вiдображення
Нехай 𝑉𝑛 (𝑛 > 2) псевдорiманiв простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥) i

𝑉𝑛 також псевдорiманiв простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥). Конформним
вiдображенням називають взаємно-однозначну вiдповiднiсть мiж точка-
ми просторiв 𝑉𝑛 i 𝑉𝑛 таке, що

𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑒2𝜎(𝑥)𝑔𝑖𝑗(𝑥), (36)

тут 𝜎 - деяка функцiя [9].
Якщо 𝜎 - стала, то вiдображення називають гомотетiєю. Надалi, якщо

це не обумовлено, ми обмежимося розглядом вiдображень вiдмiнних вiд
гомотетичних.

З (36) отримаємо
𝑔𝑖𝑗 = 𝑒−2𝜎𝑔𝑖𝑗 .

Мають мiсце формули:

Γ̄ℎ
𝑖𝑗 = Γℎ

𝑖𝑗 + 𝛿ℎ𝑖 𝜎𝑗 + 𝛿ℎ𝑗 𝜎𝑖 − 𝜎ℎ𝑔𝑖𝑗 ; (37)

для тензора Рiмана

𝑅̄ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ

𝑖𝑗𝑘 + 𝛿
ℎ
𝑘𝜎𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝜎𝑖𝑘 + 𝑔ℎ𝛼(𝜎𝛼ℎ𝑔𝑖𝑗 −𝜎𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘)+∆1𝜎(𝛿

ℎ
𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘); (38)

для тензора Рiччi

𝑅̄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 + (𝑛− 2)𝜎𝑖𝑗 + (∆2𝜎 + (𝑛− 2)∆1𝜎)𝑔𝑖𝑗 ; (39)

для скалярної кривини

𝑅̄ = 𝑒−2𝜎(𝑅+ 2(𝑛− 1)∆2𝜎 + (𝑛− 1)(𝑛− 2)∆1𝜎). (40)

Тут i надалi 𝜎𝑖 ≡
𝜕𝜎

𝜕𝑥𝑖
≡ 𝜎,𝑖, 𝜎ℎ = 𝜎𝛼𝑔

𝛼ℎ,

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎,𝑖𝑗 − 𝜎,𝑖𝜎, 𝑗 . (41)



54 Лесечко О., Соловйов А.

∆1𝜎 i ∆2𝜎 - перший i другий символи Бельтрамi, що визначаються

∆1𝜎 = 𝑔𝛼𝛽𝜎,𝛼𝜎,𝛽; ∆2𝜎 = 𝑔𝛼𝛽𝜎,𝛼𝛽,

кома ”,” — знак коварiантної похiдної по зв’язностi 𝑉𝑛.
Об’єкти конформно вiдповiдного 𝑉𝑛 простору 𝑉𝑛 позначатимемо ри-

скою.
Введемо в розгляд iнварiант 𝑆 такий, що

𝜎 = −𝑙𝑛|𝑆|, (42)

тодi (36) наберуть вигляду

𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑆−2𝑔𝑖𝑗 .

Послiдовно диференцiюючи (42), отримаємо

𝜎, 𝑖 = − 1

𝑆
𝑆, 𝑖;

𝜎, 𝑖𝑗 = −(𝑆 · 𝑆, 𝑖𝑗 − 𝑆, 𝑖𝑆, 𝑗) · 𝑆−2;

𝜎𝑖𝑗 = −𝑆, 𝑖𝑗 · 𝑆−1.

Крiм того

∆1𝜎 = ∆1𝑆 · 𝑆−2; ∆2𝜎 = (∆1𝑆 − 𝑆∆2𝑆) · 𝑆−2.

Для конформно-пласких келерових просторiв, вiдмiнних вiд пласких,
з (46) отримаємо

∆2𝜎 +∆1𝜎 = 0 (43)

або
∆1𝑆 =

𝑆

2
∆2𝑆.

Тодi для тензора Рiччi

𝑅𝑖𝑗 + 2(𝜎,𝑖𝑗 − 𝜎,𝑖𝜎,𝑗) + ∆1𝜎𝑔𝑖𝑗 = 0 (44)

або
𝑅𝑖𝑗 − 2𝑆−1𝑆,𝑖𝑗 +∆1𝑆𝑆

−2𝑔𝑖𝑗 = 0

та
𝑅𝑖𝑗 =

2

𝑆
𝑆,𝑖𝑗 −

∆1𝑆

𝑆2
𝑔𝑖𝑗 . (45)
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Домножимо рiвняння (17) на 𝜎𝛼:

2𝜎,𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝜎𝛼𝑅

𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑗 − 𝜎𝛼𝑅𝛼

𝑗 𝑔𝑖𝑘 + 𝜎,𝑘𝑅𝑖𝑗 − 𝜎,𝑗𝑅𝑖𝑘. (46)

На останнє рiвняння подiємо операцiєю спряження по iндексам 𝑗, 𝑘 та вiд-
нiмемо отриманий вираз, тодi дiстанемо

𝜎,𝛼𝑅
𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑗 − 𝜎,𝛼𝑅𝛼

𝑗 𝑔𝑖𝑘 + 𝜎,𝑘𝑅𝑖𝑗 − 𝜎,𝑗𝑅𝑖𝑘 − 𝜎𝛼𝑅𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑗̄+

+𝜎,𝛼𝑅
𝛼
𝑗̄ 𝑔𝑖𝑘 − 𝜎,𝑘𝑅𝑖𝑗̄ + 𝜎,𝑗̄𝑅𝑖𝑘 = 0. (47)

Отримаємо наступний вираз пiсля того, як просиметруємо по 𝑖, 𝑗 попере-
дню рiвнiсть

2𝜎,𝑘𝑅𝑖𝑗 − 𝜎,𝑗𝑅𝑖𝑘 − 𝜎,𝑖𝑅𝑗𝑘 + 2𝜎,𝛼𝑅
𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑗 − 𝜎,𝛼𝑅𝛼

𝑗 𝑔𝑖𝑘 −

−𝜎,𝛼𝑅𝛼
𝑖 𝑔𝑗𝑘 − 𝜎,𝑗̄𝑅𝑖̄𝑘 − 𝜎,̄𝑖𝑅𝑗̄𝑘 − 𝜎,𝛼𝑅𝛼

𝑗̄
𝑔𝑖̄𝑘 − 𝜎,𝛼𝑅𝛼

𝑖̄
𝑔𝑗̄𝑘 = 0. (48)

Домножимо на вектор 𝜎𝑘, 𝜎𝑘 = 𝜎,𝛼𝑔
𝛼𝑘

𝜎,𝛼𝜎
𝛼𝑅𝑖𝑗−𝜎,𝑗𝑅𝛼

𝑖 𝜎,𝛼−𝜎,𝑖𝑅𝛼
𝑗 𝜎,𝛼−𝜎,𝛼𝜎𝛽𝑅𝛼

𝛽𝑔𝑖𝑗−𝜎,𝑗̄𝑅𝛼
𝑖̄ 𝜎,𝛼−𝜎,̄𝑖𝑅

𝛼
𝑗̄ 𝜎𝛼 = 0. (49)

Якщо ∆1 ̸= 0, то

𝑅𝑖𝑗 =
1

∆1𝜎
(𝜎,𝑗𝑅

𝛼
𝑖 𝜎𝛼 + 𝜎,𝑖𝑅

𝛼
𝑗 𝜎𝛼 + 𝜎,𝑗̄𝑅

𝛼
𝑖̄ 𝜎,𝛼 + 𝜎,̄𝑖𝑅

𝛼
𝑗̄ 𝜎𝛼 − 𝜎,𝛼𝜎,𝛽𝑅

𝛼𝛽𝑔𝑖𝑗). (50)

Таким чином,

Теорема 5. Тензор Рiччi конформно-пласких келерових просторiв задо-
вольняє умовам (44) якщо вектор 𝜎𝑖 не iзотропний.

Отже, конформно-пласкi келеровi простори є узагальнено квазi-ейн-
штеновими псевдорiмановими просторами [10].

Псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗 називають локаль-
но звiдним, якщо в деякому околi кожної його точки 𝑀 є можливiсть
вибрати таку систему координат 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, вiдносно якої основна ма-
трична форма має вигляд

𝐼 = 𝑔𝑝𝑞(𝑦
𝑟)𝑑𝑦𝑝𝑑𝑦𝑞 + 𝑔𝜎𝜇(𝑦

𝜈)𝑑𝑦𝜎𝑑𝑦𝜇, (51)

(𝑝, 𝑞, 𝑟 = 1, 2, . . . ,𝑚; 𝜎, 𝜇, 𝜈 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . . , 𝑛).
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Тут 𝑔𝑝𝑞 залежать лише вiд 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚, а 𝑔𝜎𝜇 — тiльки вiд 𝑦𝑚+1,

𝑦𝑚+2, . . . , 𝑦𝑛.
В подальшому, локально звiднi простори будемо називати просто звi-

дними.
Таким чином, звiдний псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛(𝑔𝑖𝑗), згiдно з означен-

ням, являє собою добуток двох псевдорiманових просторiв
1
𝑉𝑚(𝑔𝑝𝑞) та

2
𝑉𝑛−𝑚(𝑔𝜎𝜇)

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑔𝑝𝑞 | 0

− −
0 | 𝑔𝜎𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (52)

Кожен iз просторiв
1
𝑉𝑚 та

2
𝑉𝑛−𝑚 може в свою чергу приводитись чи

не приводитись, i тому формулу (51) можна записать у виглядi

𝑑𝑠2 =
𝑟∑︁

𝑘=1

𝑑𝑠2𝑘 (𝑟 > 1),

де 𝑑𝑠2𝑘 — квадратична форма простору 𝑉𝑚𝑘
(𝑚1 +𝑚2 + . . .+𝑚𝑛 = 𝑛).

Псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 звiдний тодi i тiльки тодi, коли в ньому iснує
симетричний тензор 𝑎𝑖𝑗 = 𝑐𝑔𝑖𝑗 (при деякому сталому 𝑐), що задовольняє
умовам

𝑎𝑖𝛼𝑎
𝛼
𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 (53)

та
𝑎𝑖𝑗,𝑘 = 0, (54)

де 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝛼𝑗𝑔
𝛼𝑖.

Рiвняння (56) та (53) це iнварiантна (вiдносно вибору системи коорди-
нат) умова, необхiдна та достатня для того, щоб псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛
був звiдним.

В такому виглядi її сформулював П.А. Широков [11].
Тензор 𝑎𝑖𝑗 , що задовольняє умовi (53), називають iдемпотентним, а

умовi (54) — коварiантно сталим.
Вимогу iдемпотентностi можна замiнити на побажання, щоб матри-

ця тензора 𝑎𝑖𝑗 мала простi елементарнi дiльники та дiйснi коренi (це довiв



Конформно-пласкi келеровi простори 57

Г. Кручкович [14, p.163-201]). В такому виглядi ознака наводиться в якостi
вправи в книзi Л. П. Ейзенхарта "Рiманова геометрiя"[13], але без вимо-
ги iснування дiйсних коренiв. Як легко переконатись, без цього ознака є
помилковою.

Умови iнтегрованостi для рiвняння (54) з урахуванням тотожностi Рiч-
чi будуть

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 0. (55)

Циклюючи останнє по (𝑖, 𝑘, 𝑙), отримаємо

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑘𝑅

𝛼
𝑗𝑙𝑖 + 𝑎𝛼𝑙𝑅

𝛼
𝑗𝑖𝑘 = 0. (56)

Згортаючи по iндексам (𝑗, 𝑘), будемо мати

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑙 − 𝑎𝛼𝑙𝑅𝛼

𝑖 = 0. (57)

Тут
𝑅𝑖

𝑗 = 𝑅𝛼𝑗𝑔
𝛼𝑖. (58)

Про тензори 𝑎𝑖𝑗 та 𝑏𝑖𝑗 , для яких виконуються умови

𝑎𝛼𝑖 𝑏𝛼𝑗 = 𝑎𝛼𝑗 𝑏𝛼𝑖, (59)

кажуть, що вони комутують.

Теорема 6. В звiдних псевдорiманових просторах 𝑉𝑛, iснує iдемпотен-
тний тензор, що комутує з тензором Рiччi 𝑉𝑛.

Для конформно-пласких просторiв iз (55) отримаємо

𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝛼𝑖𝑃𝛼

𝑘 𝑔𝑗𝑙 + 𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑖𝑘𝑃𝑗𝑙 + 𝑎𝛼𝑗𝑃
𝛼
𝑙 𝑔𝑖𝑘−

−𝑎𝛼𝑗𝑃𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑗𝑙𝑃𝑖𝑘 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = 0. (60)

Проальтернуємо по iндексам 𝑗 та 𝑙 з урахуванням леми

𝑎𝛼𝑖𝑃
𝛼
𝑙 𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝛼𝑖𝑃𝛼

𝑗 𝑔𝑙𝑘 − 𝑎𝛼𝑗𝑃𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑙𝛼𝑃

𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑗+

+𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑖𝑗𝑃𝑙𝑘 + 𝑎𝑙𝑘𝑃𝑖𝑗 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = 0. (61)

Перепозначимо iндекси 𝑖 та 𝑙

𝑎𝛼𝑙𝑃
𝛼
𝑖 𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝛼𝑙𝑃𝛼

𝑗 𝑔𝑖𝑘 − 𝑎𝛼𝑗𝑃𝛼
𝑘 𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑖𝛼𝑃

𝛼
𝑘 𝑔𝑙𝑗+
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+𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑙𝑗𝑃𝑖𝑘 + 𝑎𝑖𝑘𝑃𝑙𝑗 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = 0. (62)

Додамо рiвняння (62) та (60)

𝑎𝛼𝑙𝑃
𝛼
𝑖 𝑔𝑗𝑘 − 𝑎𝛼𝑗𝑃𝛼

𝑘 𝑔𝑖𝑙 + 𝑎𝑖𝑙𝑃𝑗𝑘 − 𝑎𝑗𝑘𝑃𝑖𝑙 = 0. (63)

Згорнемо (63) по iндексам 𝑗 та 𝑘

𝑎𝛼𝑙𝑃
𝛼
𝑖 = 𝑎̂𝑔𝑖𝑙 −

𝑃

𝑛
𝑎𝑖𝑙 +

𝑎

𝑛
𝑃𝑖𝑙, (64)

тут 𝑎̂ = 𝑎𝛼𝛽𝑃
𝛼𝛽 · 1

𝑛
; 𝑎 = 𝑎𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 .
Пiдставимо рiвняння (64) в (63)

𝑎𝑖𝑙

(︂
𝑃𝑗𝑘 −

𝑃

𝑛
𝑔𝑗𝑘

)︂
− 𝑎𝑗𝑘

(︂
𝑃𝑖𝑙 −

𝑃

𝑛
𝑔𝑖𝑙

)︂
+
𝑎

𝑛
𝑃𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 −

𝑎

𝑛
𝑃𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 = 0. (65)

Так як 𝑃𝑗𝑘 −
𝑃

𝑛
𝑔𝑗𝑘 ̸= 0, то можемо пiдiбрати вектор 𝜉𝑖 такий, що(︂

𝑃𝛼𝛽 −
𝑃

𝑛
𝑔𝛼𝛽

)︂
𝜉𝛼𝜉𝛽 = 1. Домножимо (68) на 𝜉𝑗𝜉𝑘 та згорнемо по iндексам

𝑗 та 𝑘
𝑎𝑖𝑙 =

1
𝜏𝑃𝑖𝑙+

2
𝜏𝑔𝑖𝑙, (66)

тут
1
𝜏 = 𝜉𝛼𝜉𝛽

(︁
𝑎𝛼𝛽 −

𝑎

𝑛
𝑔𝛼𝛽

)︁
;

2
𝜏 = 𝜉𝛼𝜉𝛽

(︂
𝑎

𝑛
𝑃𝛼𝛽 −

𝑃

𝑛
𝑎𝛼𝛽

)︂
.

Таким чином, має мiсце

Теорема 7. В конформно-пласких просторах 𝑉𝑛 тензор 𝑎𝑖𝑗, що задоволь-
няє рiвнянням (55) є лiнiйною комбiнацiєю тензора 𝑃𝑖𝑗 та метричного
тензора 𝑔𝑖𝑗.

Для келерових конформно-пласких просторiв пiсля врахування рiв-
нянь (16) умови (66) приймуть вид

𝑎𝑖𝑗 =

1
𝜏

2
𝑅𝑖𝑗+

2
𝜏𝑔𝑖𝑗 . (67)

Тодi умова iдемпотентностi тензора 𝑎𝑖𝑗 матиме вигляд⎛⎝ 1
𝜏

2
𝑅𝛼𝑖+

2
𝜏𝑔𝛼𝑖

⎞⎠⎛⎝ 1
𝜏

2
𝑅𝛼

𝑗 +
2
𝜏𝛿𝛼𝑗

⎞⎠ =

1
𝜏

2
𝑅𝑖𝑗+

2
𝜏𝑔𝑖𝑗 . (68)
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Врахувавши (20) отримаємо⎛⎝1
𝜏

2
𝜏 −

1
𝜏

2

⎞⎠𝑅𝑖𝑗 +

(︂
1

16

1
𝜏
2
· 𝜌+ 2

𝜏
2
)︂
𝑔𝑖𝑗 = 0. (69)

Згорнувши, переконаємось, що

1

16

1
𝜏
2
· 𝜌+ 2

𝜏
2
− 2
𝜏 = 0 (70)

та
1
𝜏

(︂
2
𝜏 − 1

2

)︂
= 0. (71)

Так як 1
𝜏 ̸= 0, то iз останнього витiкає 2

𝜏 =
1

2
.

Тодi iз рiвняння (70) отримаємо

1
𝜏
2
· 𝜌 = 4.

Тобто
1
𝜏 =

2
√
𝜌
.

Визначимо сталу 𝜌 через внутрiшнi об’єкти келерового простору. Для
цього згорнемо рiвняння (20), тодi

𝜌 = 𝑅𝛼𝛽𝑅
𝛼𝛽. (72)

Тепер рiвняння (67) прийме остаточний вигляд

𝑎𝑖𝑗 =
1√︀

𝑅𝛼𝛽𝑅𝛼𝛽
𝑅𝑖𝑗 +

1

2
𝑔𝑖𝑗 . (73)

Таким чином, нами побудований в конформно-пласкому келеровому про-
сторi коварiантно сталий iдемпотентний тензор, а значить має мiсце

Теорема 8. Конформно-пласкi келеровi простори належать до звiдних
псевдорiманових просторiв.
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Висновки

Доведено, що iснують лише чотирьохвимiрнi келеровi простори. Цi про-
стори є симетричними псевдорiмановими просторами з нульовою скаляр-
ною кривиною. По вигляду, який за необхiднiстю має тензор Рiччi вка-
заних просторiв, їх можна вiднести до спецiальних майже ейнштейнових
просторiв. Конформно-пласкi келеровi простори не можуть бути реалiзо-
ванi в якостi гiперповерхнi плаского псевдорiманового простору. Їх клас
за необхiднiстю дорiвнює двом.

Метричний тензор конформно-пласких келерових просторiв в спецi-
альнiй системi координат допускає реалiзацiю у виглядi 𝑉2× 𝑉2. Тензорна
ознака зведення, необхiдна i достатнi умова, полягає в iснуваннi коварi-
антно сталого не пропорцiйного метричному тензору iдемпотентного тен-
зора. Доведено, що такий тензор є лiнiйною комбiнацiєю тензора Рiччi та
метричного тензора. Умови iдемпотентностi дозволили обчислити коефi-
цiєнти цiєї лiнiйної комбiнацiї.
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Lesechko O., Soloviov A.
Conformally flat Kählerian spaces

Summary

We study the geometric properties of Kähler spaces admitting conformal map-
pings, other than homothetic mappings, to flat pseudo-Riemannian spaces. It
is proved that there are no non-flat conformally flat Kählerian spaces with di-
mensions other than four. It is shown that four-dimensional conformally flat
spaces can be embedded in six-dimensional flat pseudo-Riemannian spaces. An
idempotent covariantly stable metric tensor is constructed in conformally flat
Kählerian spaces and thus it is proved that these spaces are reduced pseudo-
Riemannian spaces.

The study is carried out locally, using tensor methods without restrictions
on the signature and signification of the metric tensor of the Kählerian space.
In this paper, we make extensive use of a special operation (conjugation) intro-
duced for Kählerian spaces and its properties for Riemann and Ricci tensors.
Key words: pseudo-Riemannian spaces, Ricci tensor, Riemann tensor, Kähle-
rian spaces, conformal mappings, conformally flat Kählerian spaces.
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