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МЕТОД ЛАНЦЮГIВ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЛIНIЙНОГО
РIЗНИЦЕВОГО РIВНЯННЯ СКIНЧЕННОГО ПОРЯДКУ ТА
ДЕЯКI ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ

В цiй роботi наведено схему методу ланцюгiв стосовно розв’язання скiнченного лiнiй-
ного рiзницевого рiвняння, i приведено формулу загального розв’язку цього рiвняння.
Як наслiдок, наведено формулу загального розв’язку рiзницевого рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами, яка цiлком залежить тiльки вiд коефiцiєнтiв цього рiвняння. Розглянутi
розв’язки лiнiйних диференцiальних рiвнянь у виглядi узагальненого степеневого ряду,
коефiцiєнти якого знаходяться методом ланцюгiв. Внаслiдок перестановки елементiв
степеневого ряду розв’язок рiвняння мiстить нову функцiю, а саме: гiпергеометричну
функцiю дробового порядку.
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Вступ

Ця стаття є огляд робiт автора, в яких розроблено метод ланцюгiв
для розв’язання лiнiйного рiзницевого рiвняння i застосовано його для
побудови розв’язкiв деяких лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

Основнi результати
1. Схема методу ланцюгiв.
Розглянемо лiнiйне рiзницеве рiвняння порядку 𝑛

𝑙𝑛+𝑘 = 𝑎1𝑘𝑙𝑛+𝑘−1 + 𝑎2𝑘𝑙𝑛+𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑘𝑙𝑘, 𝑎𝑛𝑘 ̸= 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , (1)

де 𝑎1𝑘, 𝑎2𝑘, . . . , 𝑎𝑛𝑘 — вiдомi функцiї цiлочисельного аргументу 𝑘.
Використовується покрокове розв’язання рiвняння (1), тобто на кожно-

му черговому кроцi використання рiвняння (1) враховуються розв’язки,
якi були знайденi на попереднiх кроках, i запис коефiцiєнтiв рiвняння (1)
у виглядi 𝑎𝑗𝑘 не дає можливостi встановити закономiрностi, якi iснують
мiж цими коефiцiєнтами.
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Тому позначимо
𝑎𝑗𝑘 = 𝑎

(𝑗)
𝑛+𝑘−𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛,

i тодi рiвняння (1) має вигляд

𝑙𝑛+𝑘 = 𝑙𝑛+𝑘−1𝑎
(1)
𝑛+𝑘−1 + 𝑙𝑛+𝑘−2𝑎

(2)
𝑛+𝑘−2 + . . .+ 𝑙𝑘𝑎

(𝑛)
𝑘 , 𝑘 = 0, 1, . . . . (2)

Загальний розв’язок рiвняння (2) визначається формулою

𝑙𝑛+𝑘 = 𝜙𝑛−1,𝑛+𝑘𝑙𝑛−1 + 𝜙𝑛−2,𝑛+𝑘𝑙𝑛−2 + . . .+ 𝜙0,𝑛+𝑘𝑙0, 𝑘 = 0, 1, . . . , (3)

де 𝑙𝑛−1, 𝑙𝑛−2, . . . , 𝑙0 – довiльнi сталi, цiлочисельнi функцiї 𝜙𝑖,𝑛+𝑘, 𝑖 = 0, 𝑛− 1,
утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (2), i якi будую-
ться в явному виглядi, та їх структура визначається формулами

𝜙0,𝑛+𝑘 = 𝑎
(𝑛)
0 𝑓𝑘,𝑛+𝑘,

𝜙1,𝑛+𝑘 = 𝑎
(𝑛−1)
1 𝑓𝑘,𝑛+𝑘 + 𝑎

(𝑛)
1 𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜙𝑖,𝑛+𝑘 = 𝑎
(𝑛−𝑖)
𝑖 𝑓𝑘,𝑛+𝑘 + 𝑎

(𝑛−𝑖+1)
𝑖 𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘 + . . .+ 𝑎

(𝑛)
𝑖 𝑓𝑘−𝑖,𝑛+𝑘,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜙𝑛−1,𝑛+𝑘 = 𝑎
(1)
𝑛−1𝑓𝑘,𝑛+𝑘 + 𝑎

(2)
𝑛−1𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘 + . . .+ 𝑎

(𝑛)
𝑛−1𝑓𝑘−𝑛+1,𝑛+𝑘.

(4)

Функцiї 𝑓𝑘,𝑛+𝑘, 𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘, . . . , 𝑓𝑘−𝑝,𝑛+𝑘, 𝑝 = 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑘), пов’язанi рiвнiстю

𝑓𝑘,𝑛+𝑘 = 𝑎(1)𝑛 𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘 + 𝑎(2)𝑛 𝑓𝑘−2,𝑛+𝑘 + . . .+ 𝑎(𝑝)𝑛 𝑓𝑘−𝑝,𝑛+𝑘, (5)

при цьому 𝑓0,𝑛+𝑘 ≡ 1, 𝑓𝑗,𝑛+𝑘 ≡ 0, якщо 𝑗 < 0.
У побудовi функцiї 𝑓𝑘,𝑛+𝑘 використовуються тi коефiцiєнти рiвняння

(2), якi виникають на 𝑘-му кроцi рекурсiї, а саме

𝑀𝑛,𝑛+𝑘 = (𝑎(1)𝑛 , 𝑎
(1)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(1)
𝑛+𝑘−1; 𝑎

(2)
𝑛 , 𝑎

(2)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(2)
𝑛+𝑘−2; . . . ;

𝑎(𝑠)𝑛 , 𝑎
(𝑠)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(𝑠)
𝑛+𝑘−𝑠),

де 𝑠 = 𝑚𝑖𝑛(𝑘, 𝑛).
Елементи 𝑎

(𝑗)
𝑖 , 𝑗 = 1, 𝑛, назвемо елементами рангу 𝑗; елементи набору

𝑀𝑛,𝑛+𝑘, якi мають найменшi нижнi iндекси, тобто 𝑎
(1)
𝑛 , 𝑎

(2)
𝑛 , . . . , 𝑎

(𝑠)
𝑛 , на-

звемо начальними елементами набору, а елементи, у яких сума нижнього
iндексу з верхнiм дорiвнює 𝑛+𝑘 – кiнцевими елементами набору. Елемент
𝑎
(𝑠)
𝑛+𝑘−𝑠 може бути одночасно начальним i кiнцевим.
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За результатами рекурсiї з’являються добутки, якi утворенi елемен-
тами набору 𝑀𝑛,𝑛+𝑘, i якi мають наступну структуру: довiльнi два сусi-
днiх множникiв в кожному з добуткiв задовольняють правилу множення
– . . . 𝑎(𝑖1)𝑘 𝑎

(𝑖2)
𝑘+𝑖1

. . . , 𝑖1, 𝑖2 = 1, 𝑛 (𝑖1 та 𝑖2 можуть бути рiвними).
Ланцюгом, який складається з елементiв набору 𝑀𝑛,𝑛+𝑘, називають до-

буток максимально можливої кiлькостi елементiв з цього набору, але для
довiльних двох сусiднiх множникiв в цьому добутку повинно використо-
вуватися сформульоване вище правило множення.

Звiдси випливає, що довiльний ланцюг починається з якого-небудь на-
чального елементу набору 𝑀𝑛,𝑛+𝑘 i завершується одним з кiнцевих еле-
ментiв цього набору.

Структура довiльного ланцюга така

𝑎(𝑖1)𝑛 𝑎
(𝑖2)
𝑛+𝑖1

𝑎
(𝑖3)
𝑛+𝑖1+𝑖2

· . . . · 𝑎(𝑖𝑟)𝑛+𝑖1+𝑖2+...+𝑖𝑟−1
, 𝑛+ 𝑖1 + . . .+ 𝑖𝑟−1 + 𝑖𝑟 = 𝑛+ 𝑘.

Порядком ланцюга називають суму рангiв усiх множникiв, якi утво-
рюють цей ланцюг. З елементiв набору 𝑀𝑛,𝑛+𝑘 можна скласти ланцюги
тiльки порядку 𝑘, бо 𝑖1 + 𝑖2 + . . .+ 𝑖𝑟 = 𝑘.

Функцiя 𝑓𝑘,𝑛+𝑘 – це сума усiх ланцюгiв порядку 𝑘, якi можна скласти
з елементiв набору 𝑀𝑛,𝑛+𝑘. Пiдрахуємо тепер кiлькiсть доданкiв у функцiї
𝑓𝑘,𝑛+𝑘.

Нехай ланцюг порядку 𝑘 має 𝑥1 елементiв рангу один, 𝑥2 елементiв
рангу два, i т.д., 𝑥𝑛 елементiв рангу 𝑛. Тодi 𝑘 = 𝑥1 + 2𝑥2 + . . .+ 𝑛𝑥𝑛. Тодi
кiлькiсть усiх ланцюгiв порядку 𝑘, якi можна скласти з елементiв набору
𝑀𝑛,𝑛+𝑘, дорiвнює

𝑄
(𝑛)
𝑘 =

∑︁
𝑥1+2𝑥2+...+𝑛𝑥𝑛=𝑘

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛)!

𝑥1!𝑥2! . . . 𝑥𝑛!
.

Аналогiчно будується функцiя 𝑓𝑘−1,𝑛+𝑘. Це сума ланцюгiв порядку
𝑘 − 1, якi утворюються з елементiв набору 𝑀𝑛+1,𝑛+𝑘 = (𝑎

(1)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(1)
𝑛+𝑘−1;

𝑎
(2)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(2)
𝑛+𝑘−2; . . . ; 𝑎

(𝑝)
𝑛+1, . . . , 𝑎

(𝑝)
𝑞 ), i кiлькiсть таких ланцюгiв

𝑄
(𝑛)
𝑘−1 =

∑︁
𝑥1+2𝑥2+...+𝑛𝑥𝑛=𝑘−1

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛)!

𝑥1!𝑥2! . . . 𝑥𝑛!
,

i т.д. Кiлькiсть ланцюгiв порядку 𝑘−𝑚(тобто доданкiв у функцiї 𝑓𝑘−𝑚,𝑛+𝑘),
якi утворюються з елементiв набору 𝑀𝑛+𝑚,𝑛+𝑘 = (𝑎

(1)
𝑛+𝑚, . . . , 𝑎

(1)
𝑛+𝑘−1;
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𝑎
(2)
𝑛+𝑚, . . . , 𝑎

(2)
𝑛+𝑘−2; . . . ; 𝑎

(𝑝)
𝑛+𝑚, . . . , 𝑎

(𝑝)
𝑞 ), дорiвнює

𝑄
(𝑛)
𝑘−𝑚 =

∑︁
𝑥1+2𝑥2+...+𝑛𝑥𝑛=𝑘−𝑚

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛)!

𝑥1!𝑥2! . . . 𝑥𝑛!
.

Розв’язок рiвняння (2) дається формулами (3), (4).
Нехай

𝑎𝑗𝑘 = 𝑎
(𝑗)
𝑛+𝑘−𝑗 ≡ 𝑎𝑗 , 𝑘 = 0, 1, . . . ,

тобто маємо справу з рiзницевим рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами

𝑙𝑛+𝑘 = 𝑎1𝑙𝑛+𝑘−1 + 𝑎2𝑙𝑛+𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑙𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , (6)

Тепер у будь-якому ланцюгу порядок множення його елементiв за прави-
лом втрачає сенс, i структура ланцюга така: 𝑎𝑥1

1 𝑎
𝑥2
2 . . . 𝑎𝑥𝑛

𝑛 , тодi

𝑓𝑘,𝑛+𝑘 =
∑︁

𝑥1+2𝑥2+...+𝑛𝑥𝑛=𝑘

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛)!

𝑥1!𝑥2! . . . 𝑥𝑛!
𝑎𝑥1
1 𝑎

𝑥2
2 . . . 𝑎𝑥𝑛

𝑛 = 𝑅
(𝑛)
𝑘 ,

𝑓𝑘−𝑚,𝑛+𝑘 =
∑︁

𝑥1+2𝑥2+...+𝑛𝑥𝑛=𝑘−𝑚

(𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛)!

𝑥1!𝑥2! . . . 𝑥𝑛!
𝑎𝑥1
1 𝑎

𝑥2
2 . . . 𝑎𝑥𝑛

𝑛 = 𝑅
(𝑛)
𝑘−𝑚,

Рiвняння (5) можна записати таким чином

𝑅
(𝑛)
𝑘 = 𝑎1𝑅

(𝑛)
𝑘−1 + 𝑎2𝑅

(𝑛)
𝑘−2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑅

(𝑛)
𝑘−𝑛, 𝑘 > 𝑛;

𝑅
(𝑛)
𝑘 = 𝑎1𝑅

(𝑛)
𝑘−1 + . . .+ 𝑎𝑘−1𝑅

(𝑛)
1 , 𝑘 = 1, 𝑛 (7)

𝑅
(𝑛)
0 = 1, 𝑅

(𝑛)
1 = 𝑎1, 𝑅

(𝑛)
𝑘 = 0, якщо 𝑘 < 0. (8)

Рiвняння (4) можна записати таким чином:

𝜙0,𝑛+𝑘 = 𝑎𝑛𝑅
(𝑛)
𝑘 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜙𝑖,𝑛+𝑘 = 𝑎𝑛−𝑖𝑅
(𝑛)
𝑘 + . . .+ 𝑎𝑛𝑅

(𝑛)
𝑘−𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛− 2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜙𝑛−1,𝑛+𝑘 = 𝑅
(𝑛)
𝑘+𝑖 = 𝑎1𝑅

(𝑛)
𝑘 + . . .+ 𝑎𝑛𝑅

(𝑛)
𝑘−𝑛+1.

Загальний розв’язок рiвняння (6) подається формулою

𝑙𝑛+𝑘 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑎𝑖𝑅
(𝑛)
𝑘 + 𝑎𝑖+1𝑅

(𝑛)
𝑘−1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑅

(𝑛)
𝑘−𝑛+𝑖)𝑙𝑛−𝑖, 𝑘 = 0, 1, . . . (9)
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де числа 𝑅(𝑛)
𝑘 , якщо 𝑘 = 1, 𝑛 або 𝑘 > 𝑛, знаходяться за формулами (7), (8).

Можна довести, що серед розв’язкiв (9) знаходяться вiдомi розв’язки
типу 𝑘𝑚𝜆𝑠, де 𝜆 – корiнь характеристичного рiвняння

𝜆𝑛 = 𝑎1𝜆
𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝜆+ 𝑎𝑛.

Приклад наведено в [1], де розглянуто рiвняння 𝑙𝑘+2 = 𝑎𝑙𝑘+1 + 𝑏𝑙𝑘.
Розв’язок його подається формулою

𝑙2+𝑘 = (𝑎𝑙1 + 𝑏𝑙0)

[𝑘/2]∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑘−𝑚𝑎

𝑘−2𝑚𝑏𝑚 + 𝑏𝑙1

[𝑘/2]∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑘−𝑚−1𝑎

𝑘−2𝑚−1𝑏𝑚.

З цiєї формули випливає:
1) якщо 𝜆1 ̸= 𝜆2 та 𝑙1 = 𝜆1, 𝑙0 = 1, то 𝑙2+𝑘 = 𝜆2+𝑘

1 ,
2) якщо 𝜆1 = 𝜆2 =

𝑎
2 та 𝑙1 = 𝜆1 =

𝑎
2 , 𝑙0 = 1, то 𝑙2+𝑘 =

(︀
𝑎
2

)︀2+𝑘
𝜆2+𝑘
1 ,

а при 𝑙1 = 𝜆1, 𝑙0 = 0 𝑙2+𝑘 = (2 + 𝑘)𝜆2+𝑘
1 .

2. Застосування методу ланцюгiв до розв’язування лiнiйних
диференцiальних рiвнянь.

В комплекснiй площинi вивчаються диференцiальнi рiвняння, вiдпо-
вiдно в [3], [4], [5]

𝑡2(𝐴1𝑡
2+𝐵1𝑡+𝐶1)𝑢

′′+ 𝑡(𝐴2𝑡
2+𝐵2𝑡+𝐶2)𝑢

′+(𝐴3𝑡
2+𝐵3𝑡+𝐶3)𝑢 = 0, 𝐶1 ̸= 0,

(10)
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝐴𝑖𝑡
2 +𝐵𝑖𝑡+ 𝐶𝑖)𝑡

𝑖𝑢(𝑖) = 0, 𝐶𝑛 ̸= 0, (11)

де 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖 — вiдомi числа: дiйснi або комплекснi;

𝑡2𝑃1(𝑡)𝑢
′′ + 𝑡𝑃2(𝑡)𝑢

′ + 𝑃3(𝑡)𝑢 = 0, (12)

де функцiї 𝑃𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 3, аналiтичнi в околi фуксової нульової точки i для
них в цьому околi мають мiсце розвинення

𝑃𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖0 + 𝑎𝑖1𝑡+ 𝑎𝑖2𝑡
2 + . . . , 𝑎𝑖0 ̸= 0. (13)

При розв’язуваннi цих рiвнянь використовується єдиний пiдхiд, а саме:
розв’язок рiвняння в околi фуксової точки 𝑡 = 0 вiдшукується у виглядi
узагальненого степеневого ряду (розв’язок Фробенiуса)

𝑢(𝑡) = 𝑡𝜌(𝑙0 + 𝑙1𝑡+ 𝑙2𝑡
2 + . . .), 𝑙0 ̸= 0. (14)
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де параметри 𝜌, 𝑙𝑖 потрiбно знайти.
Вiдомо [6], що цей ряд абсолютно збiгається в кiльцi 0 < |𝑡| < 𝑅, де 𝑅 —

вiдстань вiд точки 𝑡 = 0 до найближчої особливої точки диференцiального
рiвняння.

Висновки

Для рiвнянь (10)–(12) вiдносно параметрiв 𝑙𝑖 отриманi рiзницевi рiвня-
ння третього порядку. Для розв’язку цих рiзницевих рiвнянь використову-
ється метод ланцюгiв. В подальшому, враховуючи досить громiздку стру-
ктуру параметрiв 𝑙𝑖, i для того, щоб ряд (14) став бiльш прозорим, робимо
перегрупування членiв ряду. В наслiдок це дозволило ряд (14) записати
як лiнiйну комбiнацiю стандартних гiпергеометричних рядiв i введеному
в цих роботах гiпергеометричного ряду дробового порядку, а саме

𝐹𝑞/𝑘(𝑎1, 𝑎2; 1, 𝑏1; 𝑡) =
∑︁
𝑚=0

(𝑎1 + 𝑞/𝑘)𝑚(𝑎2 + 𝑞/𝑘)𝑚
(1 + 𝑞/𝑘)𝑚(𝑏1 + 𝑞/𝑘)𝑚

𝑡𝑚, 𝑞 = 1, 𝑘 − 1,

де (𝑎)𝑚 = 𝑎(𝑎+ 1) . . . (𝑎+𝑚− 1).
Стоїть задача: вивчити властивостi гiпергеометричного ряду дробового

порядку.
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Summary

A scheme of the chain method for solving a finite linear difference equation
is given in this paper, and a formula for this equation’s general solution of is
given. As a result, the formula for the general solution of a difference equation
with constant coefficients is given. This formula depends entirely only on
the coefficients of this equation. Considered solutions of linear differential
equations in the form of a generalized power series, the coefficients of which
are found by the chain method. As a result of permuting the elements of the
power series, the solution of the equation contains a new function, namely: a
hypergeometric function of fractional order.
Key words: chain, difference equation, hypergeometric function of fractional
order.
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