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МАТЕМАТИКА

УДК 517.925

В. М. Євтухов, С. В. Голубєв
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова

АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ ДВОЧЛЕННИХ
ДIФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ЕКСПОНЕНЦIЙНОЮ
НЕЛIНIЙНIСТЮ

Для двочленого неавтономного звичайного диференцiального рiвняння четвертого по-
рядку з експоненцiальною нелiнiйнiстю виду 𝑦(4) = 𝛼0𝑝0(𝑡)[1 + 𝑟(𝑡)]𝑒𝜎𝑦 де 𝛼0 ∈ {−1, 1},
𝜎 ̸= 0, функцiя 𝑝0(𝑡) є неперервною або неперервно диференцiйованою i вiдмiнною вiд
нуля у деякому лiвому околi 𝜔 (𝜔 ≤ +∞), 𝑟(𝑡) непрервна функцiя така, що lim𝑡↑𝜔 𝑟(𝑡) =

0, дослiджується асимптотична поведiнка при 𝑡 ↑ 𝜔 одного класу 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв.
Для цього рiвняння в роботi [1] були отриманi необхiднi та достатнi умови iснування
таких ровязкiв в випадку коли 𝜆0 ∈ R∖

{︀
0, 1

2
, 2
3
, 1
}︀
. При цьому доведення достатнiх умов

iснування було здiйснено при деяких додаткових умовах якi є достатьно жорсткими.
Мета даної роботи це спроба покращити результати отриманi в роботi [1] для доста-
тнiх умов iснування. Зроблена спроба поширення результатiв цiєї роботи на умови якi
є меньш жорсткими. На вiдмiну вiд [1] при доведеннi основного результату в цiй роботi
передбачається, що iснує скiнченна або нескiнченна границя lim𝑡↑𝜔 𝜋𝜔(𝑡)𝑞

′(𝑡).
Дослiджуване рiвняння зводиться до системи рiвнянь, для якої потрiбно визначити

iснування зникаючих у нескiнченностi розв’язкiв. Цей факт встановлюється з викори-
станням вiдомих результатiв з роботи [2]. Разом з цим отримана вiдповiдь на питання
про кiлькiсть розв’язкiв рiвняння зi знайденими асимптотичними зображеннями.
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Вступ

Розглянемо двочленне неавтономне диференцiальне рiвняння четвер-
того порядку виду

𝑦(4) = 𝛼0𝑝0(𝑡)[1 + 𝑟(𝑡)]𝑒𝜎𝑦 (𝜎 ̸= 0), (1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝0 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ – непрервна або неперервно диферен-
цiйована функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, 𝑟 : [𝑎, 𝜔[−→] − 1,+∞[-непрервна
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функцiя така, що
lim
𝑡↑𝜔

𝑟(𝑡) = 0. (2)

Неважко помiтити, що у цьому рiвняннi функцiя 𝑒𝜎𝑦 (𝜎 ̸= 0) є швидко
змiнною функцiєю при 𝑦 → 𝑌0 = ±∞ (по Карамата). При цьому в якостi
околiв ∆𝑌0 точок 𝑌0 = ±∞ можемо обирати промiжки

∆𝑌0 =

[︃
]0,+∞[, якщо 𝑌0 = +∞,
]−∞, 0[, якщо 𝑌0 = −∞.

Означення 1. Розв’язок 𝑦 дифференцiального рiвняння (1) називается
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на про-
мiжку [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє наступнi умови

𝑦(𝑡) ∈ ∆𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0 = ±∞,

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

[︃
або 0,

або ±∞,
(𝑘 = 1, 2, 3), lim

𝑡↑𝜔

[𝑦(3)(𝑡)]2

𝑦(2)(𝑡)𝑦(4)(𝑡)
= 𝜆0.

З цього означення, зокрема, випливає, що число

𝜈0 =

{︃
1, якщо 𝑌0 = +∞,
−1, якщо 𝑌0 = −∞.

визначає знаки будь-якого 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язку i його першої похiдної в
будь якому лiвому околi 𝜔. Для таких 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв в роботi [1]
були доведенi наступнi двi теореми про необхiднi та достатнi умови їх
iснування у випадку коли 𝜆0 ∈ R ∖

{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
. Для їхнього формулюва-

ння введемо наступнi допомiжнi позначення.

Допомiжнi позначення

𝐾(𝜆0) =
(𝜆0 − 1)3

𝜆0(2𝜆0 − 1)
, 𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞,

𝐽0(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴0

𝜋3𝜔(𝜏)𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐽1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴1

𝑝0(𝜏)

𝐽0(𝜏)
𝑑𝜏,
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𝐽𝑖(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴𝑖

𝐽𝑖−1(𝜏)𝑑𝜏 (𝑖 = 2, 3), 𝑌 (𝑡) = − 1

𝜎
ln(𝛼0(−

1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)),

𝑞(𝑡) =
𝑌 ′(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
.

де межа iнтегрування

𝐴0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔, якщо

𝜔∫︀
𝑎
𝜋3𝜔(𝜏)𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏 < +∞,

𝑎, якщо
𝜔∫︀
𝑎
𝜋3𝜔(𝜏)𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

𝐴1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0, якщо

𝜔∫︀
𝑎0

𝑝0(𝜏)
|𝐽0(𝜏)| 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎0

𝑝0(𝜏)
|𝐽0(𝜏)| 𝑑𝜏 < +∞,

𝑎0 ∈ [𝑎, 𝜔[,

𝐴𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0, якщо

𝜔∫︀
𝑎0

|𝐽𝑖−1(𝜏)|𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎0

|𝐽𝑖−1(𝜏)|𝑑𝜏 < +∞
(𝑖 = 2, 3),

Теорема 1 ([1]). Нехай 𝜆0 ∈ R∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
. Тодi для iснування у диферен-

цiального рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, щоб виконувалися
нерiвностi

𝛼0𝜈0𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2) > 0, 𝛼0𝜈1𝐾(𝜆0)𝜋𝜔(𝑡) > 0,

𝛼0𝜎𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[ (3)

i наступнi умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡)

𝐽0(𝑡)
= ±∞, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝑞(𝑡) = 1 (4)

причому кожний такий розв’язок допускає при 𝑡 ↑ 𝜔 наступнi асимпто-
тичнi зображення

𝑦(𝑡) = − 1

𝜎
ln(𝛼0(−

1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)) + 𝑜(1),

𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝛼0𝐽4−𝑘(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (𝑘 = 1, 2, 3) (5)
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Теорема 2 ([1]). Нехай 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
, функцiя 𝑝0 є неперервною i

виконуються умови (3)-(4). Нехай крiм того

lim
𝑡↑𝜔

(1− 𝑞(𝑡))|𝑌 (𝑡)|
3
4 = 0 и виконується нерiвнiсть 𝛼0𝜎 > 0 (6)

Тодi диференцiальне рiвняння (1) має двопараметричну сiм’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)

розв’язкiв, якi задовольняють при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡) + 𝑜(1), 𝑦
′
(𝑡) = 𝛼0𝐽3(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
3
4

]︃
,

𝑦
′′
(𝑡) = 𝛼0𝐽2(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
2

]︃
, 𝑦

′′′
(𝑡) = 𝛼0𝐽1(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
4

]︃
(7)

У цiй роботi здiйснюється спроба зняти першу умову (6) яка є досить
жорсткою та замiнити на меньш жорстку умову.

Основнi результати
Для диференцiального рiвняння (1) має мiсце наступне твердження

Теорема 3. Нехай 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
, функцiя 𝑝0 неперервно диферен-

цiйована i виконуються умови (3)-(4) та друга з умов (6). Нехай, крiм
того, iснує скiнченна або нескiнченна границя lim𝑡↑𝜔 𝜋𝜔(𝑡)𝑞

′(𝑡). Тодi дифе-
ренцiальне рiвняння (1) має двопараметричну сiм’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0) розв’язкiв,
якi задовольняють при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡) + 𝑜(1), 𝑦
′
(𝑡) = 𝛼0𝐽3(𝑡)

[︃
𝑞(𝑡) +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
3
4

]︃
,

𝑦
′′
(𝑡) = 𝛼0𝐽2(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
2

]︃
, 𝑦

′′′
(𝑡) = 𝛼0𝐽1(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
4

]︃
(8)

Для доведення цiєї теореми знадобиться наступне допомiжне твердже-
ння

Лема 1. Нехай для функцiї

𝜋𝜔(𝑡)𝑞
′(𝑡) (9)

iснує скiнченна або рiвна ±∞ границя. Тодi цiєю границею для функцiї (9)
може бути тiльки 0. Тобто

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑞
′(𝑡) = 0. (10)
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Доведення. Припустимо противне. Дiйсно, якби ця границя була вiд-
мiнна вiд нуля, то мала б мiсто рiвнiсть

𝑞′(𝑡) =
𝜉(𝑡)

𝜋𝑤(𝑡)
(11)

де функцiя 𝜉 неперервна на деякому промiжку [𝑡0, 𝜔[ ⊂ ]𝑎, 𝜔[ i така, що

lim
𝑡↑𝜔

𝜉(𝑡) =

[︃
або 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0,

або ±∞,

Крiм того
𝑡∫︁

𝑡0

𝑑𝜏

𝜋𝜔(𝜏)
= ln | 𝜋𝜔(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡0)
| → ±∞, при 𝑡 ↑ 𝜔

то пiсля iнтегрування (11) на промiжку вiд 𝑡0 до 𝑡 приходимо до висновку,
що

𝑞(𝑡)→ ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔

Однак, це суперечить третiй умовi (4). Отже, у разi iснування скiнченної
або такої, що дорiвнює ±∞ границi

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑞
′(𝑡) = 0.

Лемму доведено.
Доведення теореми 3.
Покажемо, що рiвняння (1) за умов (3), другої з (6) та (10) має хоча б один
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язок, який задовольняє при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичним зображе-
нням (8) i з’ясуємо питання про кiлькiсть таких розв’язкiв. Для цього,
спочатку, рiвняння (1) за допомогою замiн

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡) + 𝑦1(𝑡), 𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝛼0𝐽4−𝑘(𝑡)[1 + 𝑦𝑘+1(𝑡)], (𝑘 = 1, 2, 3) (12)

(таких же самих як i при доведеннi теореми 2)
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зведемо до системи диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦′1 = 𝛼0𝐽3(𝑡) [1− 𝑞(𝑡) + 𝑦2] ,

𝑦′2 =
𝐽
′
3(𝑡)

𝐽3(𝑡)
(𝑦3 − 𝑦2),

𝑦′3 =
𝐽
′
2(𝑡)

𝐽2(𝑡)
(𝑦4 − 𝑦3),

𝑦′4 =
𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)

[︁
(1 + 𝑟(𝑡)) 𝑒

𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1

𝑒𝜎𝑌 (𝑡) − 1− 𝑦4
]︁
,

(13)

Уточнимо вигляд четвертого рiвняння системи. Розкладаючи 𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)

при фiксованому 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ за формулою Тейлора за змiнною 𝑦1 в околi
нуля iз залишковим членом у формi Лагранжа, отримаємо

𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)
= 1 + 𝑦1 +

1

2!

𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝜉1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)
𝑦21, де |𝜉1| < |𝑦1|

Тому останнє рiвняння системи запишеться у виглядi

𝑦′4 =
𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)

[︂
(1 + 𝑟(𝑡))(1 + 𝑦1 +

1

2
𝑒𝜉1)𝑦21 − 1− 𝑦4

]︂
Таким чином отримаємо систему дифференцiальних рiвнянь виду⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦′1 = 𝛼0𝐽3(𝑡) [1− 𝑞(𝑡) + 𝑦2] ,

𝑦′2 =
𝐽
′
3(𝑡)

𝐽3(𝑡)
(𝑦3 − 𝑦2),

𝑦′3 =
𝐽
′
2(𝑡)

𝐽2(𝑡)
(𝑦4 − 𝑦3),

𝑦′4 =
𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)
[𝑟(𝑡) + (1 + 𝑟(𝑡))𝑦1 − 𝑦4 +𝑅(𝑡, 𝑦1)] ,

(14)

де функцiя

𝑅(𝑡, 𝑦1) при деяких 0 < 𝛿 <
1

2
i 𝑡1 ∈ [𝑎, 𝜔[ задовольняє оцiнцi

|𝑅(𝑡, 𝑦1)| ⩽ 𝑦21 при |𝑦1| ⩽ 𝛿, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[

Далi отриману систему будемо розглядати на множинi Ω = [𝑡1, 𝜔[×R4
𝛿 де

R4
𝛿 =

{︀
(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) ∈ R4 : |𝑦𝑖| ≤ 𝛿, (𝑖 = 1, . . . , 4)

}︀
.
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На вiдмiну вiд теореми 2, застосуємо до системи (14) нове допомiжне пе-
ретворення де

𝑦1(𝑡) = 𝑧1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑧2(𝑡) + 𝑞(𝑡)− 1, 𝑦3(𝑡) = 𝑧3(𝑡), 𝑦4(𝑡) = 𝑧4(𝑡) (15)

сенс якого полягає у виключеннi доданка (1 − 𝑞(𝑡)) з першого рiвняння
системи.

Крiм того введемо допомiжнi функцiї 𝜉𝑖(𝑡) де 𝑖 = 1, . . . , 4,

𝜉1(𝑡) =
𝛼0𝜋𝜔(𝑡)𝐽3(𝑡)

𝑌 (𝑡)
, 𝜉2(𝑡) =

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
3(𝑡)

𝐽3(𝑡)
,

𝜉3(𝑡) =
𝜋𝜔(𝑡)𝐽

′
2(𝑡)

𝐽2(𝑡)
, 𝜉4(𝑡) =

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)
.

i перепишемо систему рiвнянь у виглядi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′1 =
𝑌 (𝑡)
𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉1(𝑡)𝑧2},

𝑧′2 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉2(𝑡)(𝑧3 − 𝑧2)− 𝜋𝜔(𝑡)𝑞′(𝑡)} ,

𝑧′3 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉3(𝑡)(𝑧4 − 𝑧3)} ,

𝑧′4 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉4(𝑡) [𝑟(𝑡) + (1 + 𝑟(𝑡))𝑧1 − 𝑧4 +𝑅(𝑡, 𝑧1)]} ,

(16)

За умовою (4) теореми 1 функцiї 𝜉𝑖(𝑡) при 𝑖 = 1, . . . , 4 мають наступнi
границi

lim
𝑡↑𝜔

𝜉1(𝑡) =
3𝜆0 − 2

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝜉2(𝑡) =

2𝜆0 − 1

𝜆0 − 1
,

lim
𝑡↑𝜔

𝜉3(𝑡) =
𝜆0

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝜉4(𝑡) =

1

𝜆0 − 1
. (17)

Щоб асимптотично при 𝑡 ↑ 𝜔 вирiвняти множники у правiй частинi рiвнянь
системи (16), застосуємо до неї наступне перетворення

𝑧1(𝑡) = 𝜐1(𝑡), 𝑧2(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−
3
4𝜐2(𝑡),

𝑧3(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−
1
2𝜐3(𝑡), 𝑧4(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−

1
4𝜐4(𝑡). (18)
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В результатi отримуємо систему квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь
виду⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜐′1 = ℎ(𝑡)[𝑓1(𝑡) + 𝑐11(𝑡)𝜐1 + 𝑐12(𝑡)𝜐2 + 𝑐13(𝑡)𝜐3 + 𝑐14(𝑡)𝜐4],

𝜐′2 = ℎ(𝑡)[𝑓2(𝑡) + 𝑐21(𝑡)𝜐1 + 𝑐22(𝑡)𝜐2 + 𝑐23(𝑡)𝜐3 + 𝑐24(𝑡)𝜐4],

𝜐′3 = ℎ(𝑡)[𝑓3(𝑡) + 𝑐31(𝑡)𝜐1 + 𝑐32(𝑡)𝜐2 + 𝑐33(𝑡)𝜐3 + 𝑐34(𝑡)𝜐4],

𝜐′4 = ℎ(𝑡)[𝑓4(𝑡)+𝑐41(𝑡)𝜐1+𝑐42(𝑡)𝜐2+𝑐43(𝑡)𝜐3+𝑐44(𝑡)𝜐4+𝑉 (𝑡, 𝜐1)],

(19)

в якiй функцiя ℎ(𝑡) має вигляд

ℎ(𝑡) =
|𝑌 (𝑡)|

1
4

𝜋𝜔(𝑡)
,

функцiї 𝑓𝑖(𝑡) де 𝑖 = 1, . . . , 4 мають вигляд

𝑓1(𝑡)=0, 𝑓2(𝑡)=𝜋𝜔𝑞(𝑡)
′|𝑌 (𝑡)|−

1
4 sign𝑌 (𝑡), 𝑓3(𝑡)=0, 𝑓4(𝑡)=𝜉4(𝑡)𝑟(𝑡). (20)

Крiм того коефiцiєнти системи 𝑐𝑖𝑘(𝑡) (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 4) (19) дорiвнюють

𝑐11(𝑡) = 0, 𝑐12(𝑡) = 𝜉1(𝑡) sign𝑌 (𝑡), 𝑐13(𝑡) = 0, 𝑐14(𝑡) = 0

𝑐21(𝑡) = 0, 𝑐22(𝑡) = 0, 𝑐23(𝑡) = 𝜉2(𝑡), 𝑐24(𝑡) = 0

𝑐31(𝑡) = 0, 𝑐32(𝑡) = 0, 𝑐33(𝑡) = 0, 𝑐34(𝑡) = 𝜉3(𝑡)

𝑐41(𝑡) = 𝜉4(𝑡)(1 + 𝑟(𝑡)), 𝑐42(𝑡) = 0, 𝑐43(𝑡) = 0, 𝑐44(𝑡) = 0.

Функцiя ℎ(𝑡) задовольняє умови

ℎ(𝑡) ̸= 0, та при 𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝜔

𝜔∫︁
𝑡0

|ℎ(𝑡)| 𝑑𝑡 = +∞. (21)

Функцiї 𝑓𝑖(𝑡) де 𝑖 = 1, . . . , 4 згiдно з (2), (10) та четвертої умови (17) задо-
вольняють

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑖(𝑡) = 0 при (𝑖 = 1, . . . , 4). (22)

За рахунок умов на фукнцiї 𝜉𝑖(𝑡) (17), для 𝑐𝑖𝑘(𝑡) мають мiсце наступнi
граничнi умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑐𝑖𝑘(𝑡) = 𝑐0𝑖𝑘 при (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 4). (23)
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Тому

𝑐011 = 0, 𝑐012 =
3𝜆0 − 2

𝜆0 − 1

(︂
𝜈0

sign𝜎

)︂
де

𝜈0
sign𝜎

= sign𝑌 (𝑡),

𝑐013 = 0, 𝑐014 = 0, 𝑐021 = 0, 𝑐022 = 0, 𝑐023 =
2𝜆0 − 1

𝜆0 − 1
, 𝑐024 = 0,

𝑐031 = 0, 𝑐032 = 0, 𝑐033 = 0, 𝑐34(𝑡) =
𝜆0

𝜆0 − 1
,

𝑐041(𝑡) =
1

𝜆0 − 1
, 𝑐042 = 0, 𝑐043 = 0, 𝑐044 = 0. (24)

Крiм того функцiя 𝑉 (𝑡, 𝜐1) з (19), яка має вигляд

𝑉 (𝑡, 𝜐1) = 𝜉4(𝑡)𝑅(𝑡, 𝜐1),

та при деяких 𝑁 > 0 та при 0 < 𝛿 <
1

2
i 𝑡1 ∈ [𝑎, 𝜔[

задовольняє оцiнцi

|𝑉 (𝑡, 𝜐1)| ⩽ 𝑁𝜐21 при |𝜐1| ⩽ 𝛿, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[.

Крiм того з урахуванням оцiнки на 𝑅(𝑡, 𝜐1) маємо

lim
𝑣1→0

𝑉 (𝑡, 𝑣1)

|𝑣1|
= 0 рiвномiрно за 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[. (25)

Гранична матриця 𝐶, елементами якої є 𝑐0𝑖𝑘 (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 4) має насту-
пний вигляд

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 3𝜆0−2

𝜆0−1 (
𝜈0

sign𝜎 ) 0 0

0 0 2𝜆0−1
𝜆0−1 0

0 0 0 𝜆0
𝜆0−1

1
𝜆0−1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (26)

З урахуванням знакових умов (3), характеристичне рiвняння граничної
матрицi 𝐶 має вигляд

𝜆4 +
𝛼0

𝜎

|3𝜆0 − 2||2𝜆0 − 1||𝜆0|
(𝜆0 − 1)4

= 0 (27)

Це характеристичне рiвняння має двi пари комплексно-спряжених коренiв
з дiйсними частинами, вiдмiнними вiд нуля. Тодi для системи рiвнянь (19)
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виконуються всi умови з теореми 2.2 роботи [3]. Згiдно з цiєю теоремою, да-
на система має двопараметричну сiм’ю розв’язкiв (𝜐1, 𝜐2, 𝜐3, 𝜐4):[𝑡2, 𝜔[→ R4

𝛿

(𝑡2 ∈ [𝑡0, 𝜔[), якi прямують до 0 при 𝑡 ↑ 𝜔. Кожному такому розв’язку,
з урахуванням замiн (12), (15), (18), вiдповiдає розв’язок 𝑦 : [𝑡2, 𝜔[→ R
диференцiального рiвняння (1), для якого асимптотичнi зображення (8)
мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔. Також легко перевiрити, враховуючи цi асимпто-
тичнi зображення та форму рiвняння (1), що побудованi нами розв’язки
є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язками якi задовольняють умовам означення 1. Теорема
повнiстю доведена.

Отриманi в данiй роботi результати доповнюють вiдомi результати ро-
бiт Євтухова В.М., Дрiк Н.Г., Шинкаренко В.М., Харькова В.М.

Висновки

Отже, для двочленого неавтономного звичайного диференцiального
рiвняння четвертого порядку з експоненцiальною нелiнiйнiстю виду 𝑦(4) =
𝛼0𝑝0(𝑡)[1+ 𝑟(𝑡)]𝑒

𝜎𝑦 де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝜎 ̸= 0, функцiя 𝑝0(𝑡) є неперервною або
неперервно диференцiйованою i вiдмiнною вiд нуля у деякому лiвому околi
𝜔 (𝜔 ≤ +∞), 𝑟(𝑡) непрервна функцiя така, що lim𝑡↑𝜔 𝑟(𝑡) = 0, дослiджена
асимптотична поведiнка при 𝑡 ↑ 𝜔 одного класу 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв.

Дослiджуване рiвняння зведене до системи рiвнянь, для якої потрiбно
визначити iснування зникаючих у нескiнченностi розв’язкiв. Разом з цим
отримана вiдповiдь на питання про кiлькiсть розв’язкiв рiвняння зi зна-
йденими асимптотичними зображеннями.
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Evtukhov V. M., Golubev S. V.
Asymptotic behavior of solutions of two-part differential equa-

tions with exponential nonlinearity

Summary

For a two-term nonautonomous ordinary differential equation of the fourth
order with an exponential nonlinearity of the form 𝑦(4) = 𝛼0𝑝0(𝑡)[1 + 𝑟(𝑡)]𝑒𝜎𝑦

where 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝜎 ̸= 0, the function 𝑝0(𝑡) is continuous or continuously
differentiable and nonzero in some left neighbourhood of 𝜔 (𝜔 ≤ +∞), 𝑟(𝑡)
is a continuous function such that lim𝑡↑𝜔 𝑟(𝑡) = 0, the asymptotic behaviour
at 𝑡 ↑ 𝜔 of one class of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-solutions is studied. For this equation, in
[1], the necessary and sufficient conditions for the existence of such solutions
were obtained in the case when 𝜆0 ∈ R ∖

{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
. The proof of sufficient

conditions for existence was carried out under some additional conditions that
are quite strict. The aim of this paper is to improve the results obtained in [1]
for sufficient conditions of existence. An attempt is made to extend the results
of this paper to conditions that are less stringent. In contrast to [1], the proof
of the main result in this paper assumes that there is a finite or infinite limit
lim𝑡↑𝜔 𝜋𝜔(𝑡)𝑞

′(𝑡). The equation under study is reduced to a system of equations
for which it is necessary to determine the existence of solutions vanishing at
infinity. This fact is established using the known results of [2]. The question
of the number of solutions of the equation with the found asymptotic images
is also solved.
Key words: non-autonomous differential equations, exponential nonlinearity,
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- solutions, asymptotic behavior of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- solutions.
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