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ОДНЕ НОВЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ РОЗПОДIЛУ КОШI

У роботi розглядається новий розподiл iз важкими хвостами — 𝑝-узагальнений розподiл
Кошi. Ця нова 5-параметрична сiм’я розподiлiв є значно гнучкiшою порiвняно з кла-
сичним розподiлом Кошi, зокрема, до неї входять i асиметричнi розподiли. Розглянутi
рiзнi числовi характеристики нових розподiлiв, зокрема, моменти дробового порядку та
“подвiйно неповнi” моменти. Також отриманi (числовими методами) значення нормова-
них центральних моментiв вищих порядкiв, що базуються на квантилях — асиметрiї
Bowley та ексцеса Moors. Придатнiсть 𝑝-узагальненого розподiлу Кошi до моделювання
реальних даних пiдтверджена пiдгонкою цього розподiлу до ряду приростiв логарифмiв
цiн акцiй. При цьому для 𝑝-узагальненого розподiлу Кошi отримано менше значення
статистики AIC, нiж для звичайного розподiлу Кошi, асиметричного розподiлу Кошi,
узагальненого логiстичного розподiлу та гiперболiчного розподiлу.
MSC: 62E10, 62E15.
Ключовi слова: розподiл Кошi, неповнi моменти, асиметрiя Bowley, ексцес Moors.
DOI: https://doi.org/10.18524/2519-206X.2023.1-2(41-42).296368.

Вступ

Розподiл Кошi часто вiдносять до “екзотичних” розподiлiв, якi, по су-
тi, не зустрiчаються на практицi (хоча насправдi це не зовсiм так — див.,
наприклад, [7], гл. 9). Тому виправданими є дослiдження, присвяченi ана-
логам чи узагальненням класичного розподiлу Кошi. Сюди вiдносяться як
рiзнi варiанти асиметризацiї розподiлу Кошi, так i iншi його модифiкацiї.
Серед робiт, присвячених цiй тематицi, варто згадати, зокрема, моногра-
фiю [2], статтi [1], [3], [8], [10], [11], та [15]. Новi узагальнення розподi-
лу Кошi залишаються актуальними, враховуючи важливiсть розподiлiв
iз важкими хвостами для моделювання рiзноманiтних реальних явищ (в
особливостi це стосується економiчних даних).

У данiй статтi вводиться ще один аналог розподiлу Кошi — так званий
𝑝-узагальнений розподiл Кошi. Метою роботи є дослiдження властивостей
цього розподiлу.
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Основнi результати

1. Щiльнiсть та функцiя розподiлу.

Означення 1. Щiльнiсть p-узагальненого розподiлу Кошi з параметрами
(1, 0, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2), де 𝑐 ≥ 0, 𝛾1 ≥ 0, 𝛾2 ≥ 0, означається наступним чином:

𝑝1,0,𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

𝐴(1 + 𝑥2)

(︂
1 + 𝑐

(1 + 𝑥2)𝛾1

)︂
, 𝑥 ≤ 0;

1
𝐴(1 + 𝑥2)

(︂
1 + 𝑐

(1 + 𝑥2)𝛾2

)︂
, 𝑥 > 0,

(1)

де

𝐴 = 𝜋 + 𝑐 ·
√
𝜋

2

(︂
Γ(1/2 + 𝛾1)

Γ(1 + 𝛾1)
+

Γ(1/2 + 𝛾2)

Γ(1 + 𝛾2)

)︂
. (2)

Щiльнiсть p-узагальненого розподiлу Кошi з параметрами (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2),
де
𝑎 > 0, означимо так:

𝑝𝑎,𝑏,𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥) =
1

𝑎
𝑝1,0,𝑐,𝛾1,𝛾2((𝑥− 𝑏)/𝑎).

Зауваження 1. Далi вживатимемо позначення pgC (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2) для p-
узагальненого розподiлу Кошi з параметрами (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2).

Зауваження 2. Коректнiсть означення випливає з формули

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)𝛾
=

√
𝜋

2

Γ(1/2 + 𝛾)

Γ(1 + 𝛾)

Графiки щiльностей p-узагальненого розподiлу Кошi з параметрами
(1, 0, 10, 1, 5), (1, 0, 5, 0.2, 0.8) та (1, 0, 100, 2, 7) наведенi вiдповiдно на рис. 1,
2 та 3.
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Рис. 1: Щiльнiсть pgC (1, 0, 10, 1, 5).

Рис. 2: Щiльнiсть pgC (1, 0, 5, 0.2, 0.8).
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Рис. 3: Щiльнiсть pgC (1, 0, 100, 2, 7).

Теорема 1. Функцiя розподiлу для p-узагальненого розподiлу Кошi з па-
раметрами (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2)

𝐹𝑎;𝑏;𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐1 +
1

𝐴
arctg

(︂
𝑥− 𝑏
𝑎

)︂
+

+
𝑐(𝑥− 𝑏)
𝐴𝑎

2𝐹1

(︂
1

2
, 1 + 𝛾1;

3

2
;−(𝑥− 𝑏

𝑎
)2
)︂
, 𝑥 ≤ 𝑏;

𝑐1 +
1

𝐴
arctg

(︂
𝑥− 𝑏
𝑎

)︂
+

+
𝑐(𝑥− 𝑏)
𝐴𝑎

2𝐹1

(︂
1

2
, 1 + 𝛾2;

3

2
;−(𝑥− 𝑏

𝑎
)2
)︂
, 𝑥 > 𝑏.

(3)

де 𝐴 означено у (2),

𝑐1 = 𝐴−1𝜋/2 + 𝑐𝐴−1√𝜋Γ(1/2 + 𝛾1)

2Γ(1 + 𝛾1)
,

2𝐹1 — гiпергеометрична функцiя.

Доведення. Достатньо перевiрити (3) для 𝑎 = 1 та 𝑏 = 0, тобто пере-
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конатися, що

𝐹1;0;𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐1+𝐴
−1arctg 𝑥+

+ 𝑐𝐴−1𝑥 2𝐹1(1/2, 1 + 𝛾1; 3/2;−𝑥2), 𝑥 ≤ 0;

𝑐1+𝐴
−1arctg 𝑥+

+ 𝑐𝐴−1𝑥 2𝐹1(1/2, 1 + 𝛾2; 3/2;−𝑥2), 𝑥 > 0.

(4)

Розглянемо спочатку випадок 𝑥 ≤ 0. Маємо:

𝐹1;0;𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥) = 𝐴−1arctg 𝑥
⃒⃒⃒𝑥
−∞

+𝑐𝐴−1

∫︁ 𝑥

−∞

𝑑𝑦

(1 + 𝑦2)1+𝛾1
.

Але ∫︁ 𝑥

−∞

𝑑𝑦

(1 + 𝑦2)1+𝛾1
=

√
𝜋

2

Γ(1/2 + 𝛾1)

Γ(1 + 𝛾1)
+ 𝑥 2𝐹1(1/2, 1 + 𝛾1; 3/2;−𝑥2)

(iнтеграл знайдено за допомогою Mathematica 11.1) i формулу (4) для ви-
падку 𝑥 ≤ 0 доведено.

Випадок 𝑥 > 0 розглядається аналогiчно.

2. Моменти.
2.1. Моменти дробового порядку. Очевидно, для p-узагальненого

розподiлу Кошi не iснує навiть перший момент 𝜇′1. Але iснують i мають
досить простий вигляд абсолютнi моменти дробового порядку, тобто

𝑀 ′
𝑟 =

∫︁
R

|𝑥|𝑟𝑝𝑎,𝑏,𝑐,𝛾1,𝛾2(𝑥)𝑑𝑥,

де 𝑟 ∈ (0; 1).

Теорема 2. Нехай 𝑟 ∈ (0; 1). Абсолютний момент порядку 𝑟 p-узагаль-
неного розподiлу Кошi з параметрами (1, 0, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2) дорiвнює

𝑀 ′
𝑟 =

𝐴−1𝜋

cos(𝜋𝑟/2)
+
𝑐𝐴−1

2

(︂
𝐵

(︂
𝑟 + 1

2
,
1

2
+ 𝛾1 −

𝑟

2

)︂
+𝐵

(︂
𝑟 + 1

2
,
1

2
+ 𝛾2 −

𝑟

2

)︂)︂
,

(5)
де 𝐴 означається рiвнiстю (2).

Доведення. Маємо:

𝑀 ′
𝑟 = 2𝐴−1

∞∫︁
0

𝑥𝑟𝑑𝑥

1 + 𝑥2
+ 𝑐𝐴−1

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑥𝑟𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)1+𝛾1
+

∞∫︁
0

𝑥𝑟𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)1+𝛾2

⎞⎠ (6)
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Але для 𝛾 ≥ 0

∞∫︁
0

𝑥𝑟

(1 + 𝑥2)1+𝛾
𝑑𝑥 =

1

2
𝐵

(︂
𝑟 + 1

2
;
1

2
− 𝑟

2
+ 𝛾

)︂
, (7)

що випливає з рiвностi 3.259(311) у [9]. Зокрема,

∞∫︁
0

𝑥𝑟𝑑𝑥

1 + 𝑥2
=

1

2
𝐵

(︂
𝑟 + 1

2
; 1− 𝑟 + 1

2

)︂
=

𝜋

2 sin (𝜋(𝑟 + 1)/2)
=

𝜋

2 cos (𝜋𝑟/2)
(8)

(скористались рiвнiстю 𝐵(𝑥, 1− 𝑥) = 𝜋/sin𝜋𝑥).
Пiдставляючи вирази з (7) i (8) у (6), отримуємо (5).

2.2. Узагальненi неповнi моменти. Розглянемо також i “узагальне-
нi” неповнi моменти.

Означення 2. Подвiйно неповним моментом порядку 𝑛 розподiлу 𝐹 iз
щiльнiстю 𝑝(𝑥) називатимемо число

𝑚𝑟,𝑠
𝑛 =

𝑠∫︁
𝑟

𝑥𝑛𝑝(𝑥)𝑑𝑥.

Теорема 3. Подвiйно неповний момент 𝑚𝑟,𝑠
𝑛 p-узагальненого розподiлу

Кошi з параметрами (1, 0, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2)

1) для 0 < 𝑟 < 𝑠 дорiвнює

𝑚𝑟,𝑠
𝑛 = 1

𝐴(𝑛+1)

[︃
𝑠𝑛+1

(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑠2

)︀
+𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾2,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑠2
)︀)︀
−

−𝑟𝑛+1
(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑟2

)︀
+ 𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾2,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑟2
)︀)︀]︃

; (9)

2) для 𝑟 < 0 < 𝑠 —

𝑚𝑟,𝑠
𝑛 = 1

𝐴(𝑛+1)

[︃
(−1)𝑛|𝑟|𝑛+1

(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑟2

)︀
+
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+𝑐 2𝐹1

(︂
1 + 𝛾1,

𝑛+ 1

2
;
𝑛+ 3

2
;−𝑟2

)︂)︂
+

+𝑠𝑛+1
(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑠2

)︀
+ 𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾2,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑠2
)︀)︀]︃

; (10)

3) для 𝑟 < 𝑠 < 0 —

𝑚𝑟,𝑠
𝑛 = (−1)𝑛

𝐴(𝑛+1)

[︃
|𝑟|𝑛+1

(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑟2

)︀
+𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾1,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑟2
)︀)︀

+

−|𝑠|𝑛+1
(︀
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑠2

)︀
+ 𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾1,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑠2
)︀)︀]︃

. (11)

Доведення. Обмежимося доведенням для випадку 0 < 𝑟 < 𝑠 (в iнших
випадках доведення аналогiчне).

Позначимо через 𝑝(𝑥) щiльнiсть p-узагальненого розподiлу Кошi з па-
раметрами (1, 0, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2). Спочатку знайдемо вираз для iнтеграла

𝑡∫︁
0

𝑥𝑛𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)1+𝛾
, (12)

де 𝛾 ≥ 0, 𝑡 > 0. Користуючись рiвнiстю 3.194(1) з [9], отримаємо:

𝑡∫︁
0

𝑥𝑛𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)1+𝛾
=

1

2

𝑡2∫︁
0

𝑦(𝑛−1)/2𝑑𝑦

(1 + 𝑦)1+𝛾
=

𝑡𝑛+1

𝑛+ 1
2𝐹1

(︀
1 + 𝛾, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑡2

)︀
. (13)

А тому

𝑡∫︁
0

𝑥𝑛𝑝(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝐴

𝑡∫︁
0

𝑥𝑛𝑑𝑥

1 + 𝑥2
+
𝑐

𝐴

𝑡∫︁
0

𝑥𝑛𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)1+𝛾2
=

= 𝑡𝑛+1

𝐴(𝑛+1)

[︃
2𝐹1

(︀
1, 𝑛+1

2 ; 𝑛+3
2 ;−𝑡2

)︀
+ 𝑐 2𝐹1

(︀
1 + 𝛾2,

𝑛+1
2 ; 𝑛+3

2 ;−𝑡2
)︀]︃
. (14)
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I тепер рiвнiсть (9) випливає з (14).

2.3. Робастнi моменти 3-го та 4-го порядкiв. Нагадаємо поняття
асиметрiї Bowley та ексцеса Moors.

Нехай F — розподiл iз неперервною строго зростаючою функцiєю роз-
подiлу 𝐹 (𝑥),

𝑄(𝑢) = 𝐹−1(𝑢), 𝑢 ∈ [0; 1],

— його квантильна функцiя.

Означення 3. ([6]). Число

𝑄(3/4) +𝑄(1/4)− 2𝑄(1/2)

𝑄(3/4)−𝑄(1/4)

називається асиметрiєю Bowley розподiлу F.

Означення 4. ([13]). Число

(𝑄(7/8)−𝑄(5/8)) + (𝑄(3/8)−𝑄(1/8))

𝑄(6/8)−𝑄(2/8)

називається ексцесом Moors розподiлу F.

У випадку 𝑝-узагальненого розподiлу Кошi для асиметрiї Bowley та
ексцеса Moors не iснує аналiтичного виразу. Але за допомогою числового
обертання функцiї розподiлу можна наближено знайти вiдповiднi кванти-
лi, а за ними — цi робастнi моменти.

Наближенi значення асиметрiї Bowley та ексцеса Moors для p-узагаль-
неного розподiлу Кошi з параметрами (1, 0, 𝑐, 𝛾1, 𝛾2) для рiзних значень
𝑐, 𝛾1, 𝛾2 наведенi у табл. 3.Квантилi знаходились за допомогою пакету
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GoFKernel середовища R.

c 𝛾1 𝛾2 Асиметрiя Bowley Ексцес Moors
1 5 0,2 0,1264 2,0283
1 5 0,5 0,0731 2,0369
1 10 0,5 0,0606 2,0795
1 5 1 0,0316 2,0927
1 7 7 0 2,3332
1 1 10 -0,0123 2,1278
1 10 10 0 2,3125
2 5 0,2 0,1947 1,9143
2 5 5 0 2,4767
2 10 5 -0,0095 2,5943
2 0,2 10 -0,2144 2,0177
2 7 10 0,0106 2,6429
5 5 0,2 0,2409 1,7002
5 10 0,2 0,2630 1,7154
5 10 5 0,0445 2,4860
5 7 7 0 2,4966
5 10 7 0,0216 2,7507
5 10 10 0 3,0221
10 5 0,2 0,2544 1,6435
10 10 0,2 0,2753 1,6471
10 10 0,5 0,2162 1,5199
10 5 1 0,1354 1,4798
10 10 1 0,1694 1,4821
10 10 10 0 2,0604

Табл. 3: Значення асиметрiї Bowley та ексцеса Moors

3. Пiдгонка до реальних даних.

Покажемо, що p-узагальнений розподiл Кошi може використовуватися
для моделювання реальних даних.

Розглянемо набiр даних вартостi акцiй фiрми PDD (див. [14]) з 15.07.2022 р.
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до 08.11.2022 р. Прологарифмуємо цей ряд i знайдемо його прирости, отри-
маний часовий ряд позначимо PDD. Значущi автокореляцiї у рядi PDD
вiдсутнi.

Порiвняємо за допомогою статистики AIC якiсть пiдгонки для p-уза-
гальненого розподiлу Кошi та наступних конкуруючих сiмей розподiлiв:
розподiлу Кошi; асиметричного розподiлу Кошi (skew-Cauchy distribution),
див. [2]; узагальненого логiстичного розподiлу I-го типу (type I generalized
logistic distribution), див. [4]; а також гiперболiчного розподiлу, див. [5] та
[12] (гл. 6). Нами використовується варiант статистики AIC, який означа-
ється формулою

AIC = −2(𝑙 − 𝑝),

де 𝑙 — логарифмiчна функцiя максимальної правдоподiбностi, 𝑝 — кiль-
кiсть параметрiв розподiлу. Результати наведенi у табл. 4. (При пiдгонцi
цих розподiлiв були використанi наступнi пакети середовища R: fitdistr-
plus, sn, glogis, GeneralizedHyperbolic.)

Розподiл AIC
p-узагальнений Кошi -254,596
Кошi -241,144
Асиметричний Кошi -239,388
Узагальнений логiстичний -253,699
Гiперболiчний -252,133

Табл. 4: Результати пiдгонки.

Таким чином, p-узагальнений розподiл Кошi по якостi пiдгонки пере-
вершує усiх своїх конкурентiв.

Висновки

Нами введено новий iмовiрнiсний розподiл — p-узагальнений розподiл
Кошi (який являє собою модифiкацiю класичного розподiлу Кошi) i роз-
глянуто його властивостi. Зокрема, знайдено моменти дробового порядку
та певнi узагальненi неповнi моменти. Дослiджено робастнi стандартизо-
ванi моменти 3-го та 4-го порядку. Продемонстровано, що p-узагальнений
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розподiл Кошi може використовуватися для моделювання приростiв лога-
рифмiв часових рядiв цiн акцiй.
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Turchyn I.
A new generalization of Cauchy distribution

Summary

A new heavy-tailed distribution is considered in this paper: the 𝑝-generalized
Cauchy distribution. This new 5-parameter distribution family is substan-
tially more flexible than than the classical Cauchy distribution, it contains, in
particular, asymmetric distributions. Various numerical characteristics of the
new distribution are considered, among them are fractional order moments and
“twice incomplete” moments. There were obtained also (using numerical meth-
ods) values of quantile-based standardized moments of higher orders: Bowley’s
skewness and Moors’ kurtosis. Suitability of the 𝑝-generalized Cauchy distri-
bution for modeling real data was confirmed by fitting this distribution to a
series of log returns of stock prices. The 𝑝-generalized Cauchy distribution had
the smaller value of the AIC statistic than the Cauchy distribution, the skew-
Cauchy distribution, the generalized logistic distribution and the hyperbolic
distribution.
Key words: Cauchy distribution, incomplete moments, Bowley’s skewness,
Moors’ kurtosis.
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