
Дослiдження в математицi i механiцi. — 2022. — Т. 27, вип. 1–2 (39–40). — С. 111–131

УДК 519.171:510.28

Н. А. Якiмова, М. Є. Клiшин
Одеський нацiональний унiверситет iм. I.I. Мечникова

МАТРИЧНЕ ПОДАННЯ ОПЕРАЦIЙ НАД ГРАФАМИ

Теорiя графiв має широке розповсюдження з практичної точки зору. Графи оточують
нас у повсякденному життi (наприклад, карти дорiг та шляхiв), а також вiдiграють ва-
жливу роль у наукових дослiдженнях (наприклад, електросхеми). Для побутового за-
стосування, безумовно, найзручнiшим є геометричний спосiб подання графiв. Але для
комп’ютерної обробки iнформацiї це не є рацiональним. В цих випадках використовує-
ться матричне подання графiв у виглядi матриць сумiжностi або матриць iнцидентностi.
Тому все бiльшого значення набувають дослiдження, присвяченi саме цiй темi. У статтi
розглядається можливiсть виконання операцiй над матрицями, якими подано графи.
Цi методи мають свої особливостi та обмеження. Вони також розглянутi у статтi. Для
кожної операцiй запропонований варiант обробки як матрицi сумiжностi, так i матрицi
iнцидентностi для орiєнтованих та неорiєнтованих графiв, показано вiдмiнностi такої
обробки в залежностi вiд виду графу.
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Вступ

Сьогодення ставить перед наукою все бiльшу кiлькiсть задач, пов’яза-
них iз комп’ютеризацiєю. Саме потреби комп’ютерної обробки iнформацiї
потребують дослiдження можливостей матричного подання графiв i, як
наслiдок, матричного подання усiх можливих перетворень графiв. Опера-
цiї над графами – це перший важливий крок на шляху таких перетворень.
Матричне подання цих операцiй має свої особливостi в залежностi вiд виду
кожного конкретного графу, тому процедура їх виконання не є повнiстю
унiверсальною. Рiзнi види графiв потребують своїх iндивiдуальних пiдхо-
дiв до їх розглядання. За матрицями сумiжностi та iнцидентностi можна
повнiстю охарактеризувати граф та вiдновити його геометричну реалiза-
цiю. Для простих неорiєнтованих графiв цi матрицi є булевими. Якщо граф
не має кратних ребер, то його матриця сумiжностi є булевою незалежно
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вiд того, орiєнтований цей граф чи нi. Матриця iнцидентностi є булевою
лише для неорiєнтованого графу. Тому для матричного виконання опера-
цiй над графами треба залучати не лише апарат булевих матриць [1], а й
апарат багатозначної логiки та апарат звичайних арифметичних операцiй.

ПОПЕРЕДНI РЕЗУЛЬТАТИ. Однiєю з важливiших алгебраїчних
моделей є апарат матриць, який може бути застосований в багатьох як
теоретичних, так i прикладних галузях математики.

Означення. Матриця називається булевою, якщо її елементами є
логiчнi скаляри iз поля К={0,1} [1].

Тобто елементами булевої матрицi є нулi та одиницi. Наприклад, буле-
вою буде матриця [2]

A =

⎛⎜⎝1 0 1

1 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

Якщо матрицi є булевими, то з ними можна виконувати як звичайнi алге-
браїчнi операцiї над матрицями, так i операцiї двозначної логiки, описанi
в [1]. Якщо матрицi не є булевими, то для виконання з ними логiчних
операцiй диз’юнкцiї та кон’юнкцiї треба застосовувати апарат багатозна-
чної логiки. В цьому випадку операцiї диз’юнкцiї та кон’юнкцiї матриць
виконуються за наступними правилами [3]

𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦}, (1)

𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 𝑦}. (2)

Основнi результати

Можливiсть матричного виконання основних операцiй над графами
можна показати на прикладах. Розглянемо два орiєнтованi графи, зобра-
женi на рис. 1.
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Рис. 1. Орiєнтованi графи

Для обох цих графiв можна побудувати матрицi сумiжностi:

𝐴 (𝐺1) =
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Цi матрицi побудовано виходячи з того, що номер рядка вiдповiдає
початковiй вершинi, а номер стовпця – кiнцевiй вершинi кожного ребра.
Але цi графи можуть бути вiд самого початку заданi цими матрицями.
Виконання операцiй над такими графами не потребує вiдтворення їх гео-
метричної реалiзацiї.

Граф 𝐺1 не мiстить кратних ребер, тому його матриця сумiжностi є
булевою. Граф 𝐺2 мiстить суворо паралельнi ребра 𝑒5(𝑣4, 𝑣2) i 𝑒6(𝑣4, 𝑣2).
Тому його матриця сумiжностi мiстить елемент 𝑎42 = 2, тобто булевою
не є. Але якщо врахувати, що операцiя диз’юнкцiї для багатозначної логi-
ки виконується за правилом (1), то диз’юнкцiя для цих матриць набуває
вигляду:
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𝐴 (𝐺1) ∨𝐴 (𝐺2) =
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= 𝐴∪.

Якщо операцiю об’єднання вказаних графiв виконати графiчно, то отри-
маємо граф, зображений на рис. 2.

Рис. 2. Граф 𝐺1 ∪𝐺2

Легко побачити, що цьому графу вiдповiдає матриця сумiжностi 𝐴∪.
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Якщо врахувати, що для багатозначної логiки операцiя кон’юнкцiї ви-
конується за правилом (2), то кон’юнкцiя для матриць 𝐴 (𝐺1) i 𝐴 (𝐺2)

набуває вигляду:

𝐴 (𝐺1) ∧𝐴 (𝐺2) =
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Якщо операцiю перетину вказаних графiв виконати графiчно, то отри-
маємо граф, зображений на рис. 3.

Рис. 3. Граф 𝐺1 ∩𝐺2

Легко побачити, що цьому графу вiдповiдає матриця сумiжностi 𝐴∩.
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Виконаємо тепер з матрицями 𝐴 (𝐺1) i 𝐴 (𝐺2) операцiю суми за мо-
дулем 2, маючи на увазi її загальне означення як залишку вiд дiлення
вiдповiдної суми на 2:

𝐴 (𝐺1)⊕𝐴 (𝐺2) =
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Якщо виконати графiчно операцiю кiльцевої суми графiв 𝐺1 i 𝐺2, то
отримаємо граф, зображений на рис. 4.

Рис. 4. Граф 𝐺1 ⊕𝐺2



Матричне подання операцiй над графами 117

Для цього графу також легко побачити, що йому вiдповiдає матриця
сумiжностi 𝐴⊕.

В цих графах кожному ребру наданий порядковий номер. В практично-
му застосуваннi цi номери можуть означати якесь певне змiстовне наван-
таження. Але при матричному вiдображеннi цей змiст може втрачатися.
Матриця вiдображає наявнiсть або вiдсутнiсть ребра, тобто наявнiсть або
вiдсутнiсть зв’язку мiж об’єктами. Тому, якщо в двох графах мiж двома
вершинами одне й те саме ребро має рiзне змiстовне навантаження (напри-
клад, автомобiльна та ґрунтова дороги), то матриця сумiжностi покаже
лише наявнiсть або вiдсутнiсть цього зв’язку без пояснення його харак-
теру. Але зазвичай у практичних застосунках iнформацiї про наявнiсть
зв’язку буває достатньо, тому для бiнарних операцiй над орiєнтованими
графами [4] застосування елементарних операцiй багатозначної логiки над
матрицями сумiжностi є ефективним математичним апаратом.

Застосуємо тепер означення кiльцевої суми графiв. Згiдно з ним, мно-
жина ребер кiльцевої суми графiв визначається зi спiввiдношення 𝐸⊕ =

{(𝐸𝐺1∪𝐸𝐺2)∖(𝐸𝐺1∩𝐸𝐺2)} [4]. Виходячи з цього спiввiдношення, виконаємо
арифметичну операцiю вiднiмання матрицi 𝐴∧ вiд матрицi 𝐴∨:

𝐴∪ −𝐴∩ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

0 0 1

0 0 0

0 1 0

0 0 0

1 1 1

0

0

0

0 2 0

1 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 1

1 0 1

0

1

1

0 0 0 0 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 1 1

0

0

0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0

0

1

0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0

0

0

0 1 0

1 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 1

1 0 1

0

1

0

0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.



118 Якiмова Н.А., Клiшин М.Є.

Ця матриця збiгається з матрицею 𝐴⊕ для кiльцевої суми графiв 𝐺1

i 𝐺2, тобто матриця сумiжностi графа, отриманого в результатi кiльце-
вої суми двох графiв, може бути обчисленою i в такий спосiб. Цей при-
клад наочно показує, що для матричного виконання операцiй над графа-
ми одночасне застосування i арифметичних, i логiчних операцiй є при-
пустимим. Для програмної реалiзацiї перетворень матриць це також не є
перешкодою. Однак слiд зазначити, що як арифметичнi, так i логiчнi опе-
рацiї над матрицями висувають певнi вимоги до розмiрностi цих матриць:
операцiї арифметичного додавання i вiднiмання, а також логiчнi опера-
цiї диз’юнкцiї, кон’юнкцiї та суми за модулем 2 можна виконувати лише
з матрицями однакової розмiрностi [1]. З цього випливає, що в описаний
спосiб можна виконувати операцiї в матричному поданнi лише для графiв,
у яких збiгаються множини вершин, причому не лише за кiлькiстю, а й за
змiстом.

Слiд також зазначити, що кiльцева сума графiв не може мiстити iзо-
льованих вершин. Якщо при виконаннi цiєї операцiї такi вершини утворю-
ються, то їх треба видаляти з графа.

Видалення вершини з графу тягне за собою видалення всiх iнцидент-
них до неї ребер, тобто видалення всiх зв’язкiв цього об’єкта або вузла з
iншими об’єктами або вузлами. Це означає, що при видаленнi вершини 𝑣𝑖
з матрицi сумiжностi треба видалити i-й рядок та i-й стовпець. У зв’язку
з цим алгоритм виконання операцiї видалення вершини 𝑣𝑖 з графа в мат-
ричному поданнi аналогiчний алгоритму побудови мiнору 𝑀𝑖𝑖 для матрицi
сумiжностi цього графу. Нехай, наприклад, з графу 𝐺1 треба видалити
вершину 𝑣4. Побудуємо для матрицi 𝐴 (𝐺1) мiнор 𝑀44 [5]:
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1 1

0 1

0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
.

Отже, новому графу 𝐺′
1 = 𝐺1∖{𝑣4} буде вiдповiдати матриця сумiжно-

стi
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𝐴
(︁
𝐺

′
1

)︁
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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0
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0 0

0 0 0 1 1 0

0

0

0

0
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0

0

0
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0

0

0

1 1

0 1

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Алгоритм видалення з матрицi рядкiв та стовпцiв вже комп’ютеризова-
ний. У даному випадку програмна реалiзацiя буде передбачати виконання
двох зсувiв: для рядкiв та стовпцiв. Для графа без iзольованих вершин до-
цiльно проводити цю операцiю саме з використанням матрицi сумiжностi.

У матрицi сумiжностi ознакою iзольованої вершини є наявнiсть одно-
йменних нульових рядка i стовпця. У матрицi iнцидентностi ознакою iзо-
льованої вершини є наявнiсть нульового рядка. Отже, якщо вершина, яку
треба видалити з графу, є iзольованою, то в цьому єдиному випадку зручнi-
ше проводити цю операцiю з використанням матрицi iнцидентностi. При
видаленнi нульового рядка з матрицi iнцидентностi жодний зв’язок мiж
iншими вершинами (об’єктами або вузлами) не порушується. Тому не по-
трiбно вiдслiдковувати появу стовпцiв, якi пiсля видалення цього рядка
будуть мiстити лише одну одиницю, що не є припустимим для матрицi
iнцидентностi [4]. Використання матрицi iнцидентностi при видаленнi iзо-
льованої вершини скорочує вдвiчi програмну реалiзацiю (не треба одноча-
сно видаляти ще й стовпець, до того ж зсув буде теж лише один). Нехай,
наприклад, граф 𝐺3 заданий своєю матрицею сумiжностi 𝐴 (𝐺3):

𝐴 (𝐺3) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 0 1

1 0 1 0 1

1

0

1

1

0

1

0

0

1

0

0

0

1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Матриця 𝐴 (𝐺3) мiстить повнiстю нульовi 4-й рядок та 4-й стовпець.
Це свiдчить про iзольованiсть вершини 𝑣4. Ця матриця повнiстю симе-
трична, тому граф 𝐺3 є неорiєнтованим. Його можна вважати повнiстю
заданим верхньотрикутною частиною матрицi 𝐴 (𝐺3). У вiдповiдностi з
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алгоритмом, описаним в [4], за цiєю матрицею можна побудувати матри-
цю iнцидентностi 𝐼 (𝐺3) графа 𝐺3 без вiдновлення його геометричної ре-
алiзацiї. Таким чином, неорiєнтованому графу 𝐺3 вiдповiдає матриця iн-
цидентностi

𝐼 (𝐺3) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

1

0

0

0 1

0 0

1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

В матрицi iнцидентностi 𝐼 (𝐺3) iзольованiй вершинi 𝑣4 вiдповiдає нульо-
вий 4-й рядок. Щоб видалити з графа 𝐺3 цю iзольовану вершину треба
iз матрицi 𝐼 (𝐺3) видалити лише 4-й рядок без подальшого додаткового
видалення низки стовпцiв. Таким чином, для графа 𝐺′

3 = 𝐺3∖{𝑣4} маємо
матрицю iнцидентностi

𝐼
(︁
𝐺

′
3

)︁
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0

0

0

1

0

0 1 0 1

1 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

За потреби за цiєю матрицею можна вiдновити геометричну реалiзацiю
графа 𝐺′

3 або його матрицю сумiжностi [4].
Операцiя видалення одного ребра передбачає зникнення iз графу яко-

гось одного ребра (зв’язку або вiдношення) зi збереженням всiх вершин
(об’єктiв або вузлiв) та решти зв’язкiв мiж об’єктами [6]. Таким чином,
у матрицi сумiжностi змiн зазнають лише тi елементи, якi вiдповiдають
ребрам, що видаляються. Решта елементiв матрицi сумiжностi зберiгають
свої значення. Порядок матрицi також залишається тим самим, бо нiяка
вершина внаслiдок видалення ребра iз графа не зникає. При видаленнi
орiєнтованого ребра зменшується лише один елемент матрицi сумiжностi.
При видаленнi неорiєнтованого ребра однакових змiн зазнає пара симет-
ричних елементiв матрицi сумiжностi. Нехай мiж вершинами 𝑣𝑖 i 𝑣𝑗 необхi-
дно видалити певну кiлькiсть 𝑙−𝑖𝑗 ребер. Отже, для виконання цiєї операцiї
треба виконати операцiю арифметичного вiднiмання матрицi 𝐴−

𝑒 вiд ма-
трицi сумiжностi початкового графу. У матрицi-вiд’ємнику 𝐴−

𝑒 елементи,
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що вiдповiдають ребрам, якi видаляються, будуть дорiвнювати 𝑙−𝑖𝑗 . Решта
елементiв цiєї матрицi будуть нульовими.

Розглянемо, наприклад, граф 𝐺1 ∪ 𝐺2, якому вiдповiдає матриця су-
мiжностi 𝐴∪. В цiй матрицi є пара симетричних елементiв 𝑎46=𝑎64=1. Цi
елементи вiдповiдають парi протилежно спрямованих ребер, яку можна
замiнити одним неорiєнтованим ребром. Нехай з цього графу треба вида-
лити це неорiєнтоване ребро. Нехай до того ж з цього графа треба видали-
ти також одне з суворо паралельних орiєнтованих ребер вiд вершини 𝑣4 до
вершини 𝑣2. Це означає, що в матрицi 𝐴−

𝑒 вiдмiнними вiд нуля будуть ли-
ше елементи 𝑙−42=1 i 𝑙46=𝑙64=1. Отже, щоб обчислити матрицю сумiжностi
графа

(𝐺1 ∪𝐺2)
′
= (𝐺1 ∪𝐺2) ∖ {−→𝑒 (𝑣4, 𝑣2)} ∖ {𝑒 (𝑣4, 𝑣6)}

(запис −→𝑒 означає, що дане ребро є орiєнтованим), можна отримати, вико-
навши наступне арифметичне вiднiмання:

𝐴∪ −𝐴−
𝑒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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=
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴((𝐺1 ∪𝐺2)

′
).

Програмна реалiзацiя цiєї операцiї значно простiша, нiж її алгебраїч-
не обґрунтування. Для її виконання достатньо зменшити на величини 𝑙−𝑖𝑗
вiдповiднi елементи матрицi сумiжностi початкового графа.
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Операцiя доповнення визначається для неорiєнтованих графiв. Тому,
якщо граф є орiєнтованим або змiшаним, спочатку треба побудувати для
нього асоцiйований (або спiввiднесений) граф [4], а потiм вже для цьо-
го нового графу виконувати операцiю доповнення. З матрицi сумiжностi
𝐴(𝐺) початкового графа обчислюємо нову матрицю 𝐴𝑠(𝐺) за правилом:

𝑎𝑠𝑖𝑗 = 𝑎𝑠𝑗𝑖 = min {1,max {𝑎𝑖𝑗 , 𝑎𝑗𝑖}} . (3)

Отримана матриця буде булевою. Але вона може мiстити одиницi на го-
ловнiй дiагоналi, тобто вiдображати граф з петлями. Спiввiднесений граф,
який не може мiстити петлi, використовується в цих обчисленнях лише як
промiжний результат. Тому позбутися цих петель можна один раз вже на
останньому кроцi, а не щоразу для всiх промiжних матриць. Наступним
кроком для отримання матрицi сумiжностi доповнення графа 𝐺 треба ви-
конати логiчну операцiю заперечення [1] матрицi 𝐴𝑠(𝐺), тобто обчислити
матрицю 𝐴𝑠(𝐺).

Для прикладу знайдемо матрицю сумiжностi доповнення орiєнтовано-
го графа 𝐺2. Побудуємо для цього графа матрицю 𝐴𝑠 (𝐺2):

𝐴𝑠 (𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тепер обчислимо заперечення цiєї матрицi, тобто матрицю 𝐴𝑠(𝐺):

𝐴𝑠(𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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.
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Тепер треба позбутися петель в отриманому графi, тобто одиниць на го-
ловнiй дiагоналi отриманої матрицi. Для цього треба виконати її кон’юнк-
цiю iз запереченням одиничної матрицi. В результатi буде отримано ма-
трицю сумiжностi графа-доповнення:

𝐴𝑠(𝐺2) ∧ 𝐸 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴

(︀
𝐺2

)︀
.

Для неорiєнтованих графiв формула (3) набуває вигляду

𝑎𝑠𝑖𝑗 = 𝑎𝑠𝑗𝑖 = min {1, 𝑎𝑖𝑗}. (4)

Для неорiєнтованих графiв без кратних ребер матрицю сумiжностi
графа-доповнення можна отримати вiдразу кон’юнкцiєю заперечення ма-
трицi сумiжностi початкового графа з матрицею 𝐸.

В булевiй алгебрi кон’юнкцiя з одиницею не впливає на результат. Тому
в програмнiй реалiзацiї на останньому кроцi побудови матрицi 𝐴(𝐺) мо-
жна просто присвоїти нульове значення усiм елементам головної дiагоналi,
тобто всiм елементам, для яких збiгаються номер стовпця i номер рядка
(i = j ).

Операцiя введення ребра є зворотною до операцiї видалення ребра. При
введеннi орiєнтованого ребра передбачається збiльшення одного елемента
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матрицi сумiжностi. При введеннi неорiєнтованого ребра однакових змiн
зазнає пара симетричних елементiв матрицi сумiжностi. Нехай мiж верши-
нами 𝑣𝑖 i 𝑣𝑗 необхiдно додати певну кiлькiсть 𝑙+𝑖𝑗 ребер. При програмнiй ре-
алiзацiї вiдбувається збiльшення вiдповiдних елементiв матрицi сумiжно-
стi початкового графа на вказану величину. Алгебраїчна реалiзацiя цiєї
операцiї передбачає арифметичну суму двох матриць. Одним з доданкiв є
матриця сумiжностi початкового графа. У другому доданку 𝐴+

𝑒 елементи,
що вiдповiдають новим ребрам, дорiвнюють 𝑙+𝑖𝑗 . Решта елементiв другого
доданку є нульовими.

Нехай, наприклад, до графу 𝐺1 необхiдно ввести два суворо пара-
лельних орiєнтованих ребра вiд вершини 𝑣2 до вершини 𝑣4 i одне не-
орiєнтоване ребро мiж вершинами 𝑣3 i 𝑣7. Це означає, що в даному ви-
падку 𝑙+24 = 2 i 𝑙+37 = 𝑙+73 = 1. Тодi матрицю сумiжностi графа 𝐺

′′
1 =

𝐺1 + 2 · {−→𝑒 (𝑣2, 𝑣4)} + {𝑒 (𝑣3, 𝑣7)} можна отримати, виконавши наступну
арифметичну суму:

𝐴 (𝐺1) +𝐴+
𝑒 =
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴(𝐺

′′
1).

Операцiю введення вершини в ребро розглянемо також на прикладi гра-
фа𝐺1. Її зручнiше виконувати з матрицею iнцидентностi. Цю матрицю для
графа 𝐺1 можна отримати iз його матрицi сумiжностi або безпосередньо iз
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геометричної реалiзацiї. Для зручностi в матрицi iнцидентностi було збе-
режено ту нумерацiю ребер, яку подано для цього графа на рис. 1. Для
наочностi запишемо цю матрицю у виглядi таблицi.

Нехай треба ввести вершину 𝑤′ в ребро 𝑒2(𝑣1, 𝑣5) i вершину 𝑤′′ в ребро
𝑒14(𝑣6, 𝑣7). Обидва цi ребра є орiєнтованими. При введеннi вершини в ребро
напрямок руху новими ребрами має збiгатися з напрямком, який був у
старого ребра. Схему алгоритму перетворення матрицi iнцидентностi для
виконання цiєї операцiї подано на рис. 5.

Рис. 5. Схема перетворення матрицi iнцидентностi при введеннi вершини
в ребро

При введеннi вершини 𝑤
′ ребро 𝑒2(𝑣1, 𝑣5) з графа видаляється. Ана-

логiчно при введеннi вершини 𝑤
′′ видаляється ребро 𝑒14(𝑣6, 𝑣7). На схемi

вiдповiднi цим ребрам стовпцi матрицi iнцидентностi зафарбовано чорним
кольором. Замiсть ребра 𝑒2(𝑣1, 𝑣5) з’являються 2 новi ребра (два новi стовп-
ця 𝑒′2 i 𝑒′′2 в матрицi). Рух цими ребрами має повторювати напрямок руху
ребром 𝑒2. Тому початкова вершина ребра 𝑒′2 має збiгатися з початковою
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вершиною ребра 𝑒2. З кiнцевою вершиною ребра 𝑒2 має збiгатися кiнцева
вершина ребра 𝑒′′2 . Таким чином, нова вершина 𝑤′ є транзитною при русi
вiд вершини 𝑣1 до вершини 𝑣5. Тобто вона є кiнцевою для нового ребра
𝑒
′
2 i початковою для нового ребра 𝑒′′2 . Рядок для нової вершини в матрицi

має з’явитися в промiжку мiж рядками, що вiдповiдають граничним вер-
шинам старого ребра. Зручнiше додавати його вiдразу пiсля початкової
вершини, тобто в даному випадку пiсля вершини 𝑣1. При цьому елементи
«– 1» в стовпцi 𝑒′2 i елемент «1» в стовпцi 𝑒′′2 будуть єдиними елементами
в рядку цiєї вершини.

Аналогiчно замiсть ребра 𝑒14(𝑣6, 𝑣7) також з’являються два новi ребра
(новi стовпцi 𝑒′14 i 𝑒′′14 в матрицi). Вершина 𝑣6 є початковою для старого
ребра 𝑒14 i нового ребра 𝑒′14. Вершина 𝑣7 є кiнцевою для старого ребра 𝑒14
i нового ребра 𝑒′′14. Рядок для нової транзитної вершини 𝑤

′′ буде мiстити
лише два ненульовi елементи: «– 1» у стовпцi 𝑒′14 i «1» у стовпцi 𝑒′′14. Цей
новий рядок буде розташований мiж рядками 𝑣6 i 𝑣7. Рядки нових вершин
на схемi рис. 5 зафарбовано зеленим кольором, а стовпцi нових ребер –
сiрим. Таким чином, матриця iнцидентностi нового графа буде мати ви-
гляд:

За потреби вiд цiєї матрицi можна перейти до матрицi сумiжностi
𝐴(𝐺

′′′
1 ) або геометричної реалiзацiї графа 𝐺′′′

1 .
У випадку, коли нова вершина вводиться до неорiєнтованого ребра,

алгоритм перетворення матрицi iнцидентностi буде таким самим. Вiдмiн-
нiсть буде полягати лише в тому, що новi ребра будуть також неорiєнто-
ваними. Тому всi ненульовi елементи нових стовпцiв будуть додатними,
тобто дорiвнювати «+1».

Використаємо матрицю iнцидентностi 𝐼(𝐺1), щоб дослiдити алгоритм
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ї ї перетворення при виконаннi операцiї замикання (ототожнення) вершин.
Ця операцiя можлива лише для сумiжних вершин. У графi 𝐺1 такими вер-
шинами, наприклад, є вершини 𝑣1 i 𝑣5 (їх зв’язує ребро 𝑒2), а також верши-
ни 𝑣2 i 𝑣4 (їх зв’язує ребро 𝑒5). Ототожнимо кожну з цих пар вершин. Згiдно
з означенням цiєї операцiї [4], усi вершини, сумiжнi хоча б з однiєю з отото-
жнюваних вершин, будуть сумiжнi з новою вершиною. Це означає, що усi
ребра, iнцидентнi хоча б з однiєю з ототожнюваних вершин, зберiгаються
в графi i будуть iнцидентнi новiй вершинi. Ребро, що зв’язує ототожню-
ванi вершини, перетворюється на петлю. Таким чином, у матрицi 𝐼(𝐺1)

має з’явитися новий рядок, що вiдповiдає новiй вершинi. Його елементи є
арифметичною сумою вiдповiдних елементiв рядкiв тих вершин, для яких
проводиться операцiя замикання. Рядки пари ототожнюваних вершин при
цьому з матрицi видаляються. Схему цих перетворень показано на рис. 6.

Рис. 6. Схема перетворення матрицi iнцидентностi при замиканнi вершин

Ребра 𝑒2 i 𝑒5 перетворилися на петлi (на схемi вiдповiднi стовпцi зафар-
бовано рожевим). Рядки, що вiдповiдають вершинам, якi було замкнено
(𝑣1 з 𝑣5 i 𝑣2 з 𝑣4), з матрицi iнцидентностi видаляються (на схемi цi рядки
зафарбовано чорним). У матрицi з’являються новi рядки, що вiдповiдають
новим вершинам – результатам замикання. На схемi цi рядки зафарбовано
зеленим. Елементи рядка 𝑣1,5 дорiвнюють арифметичнiй сумi вiдповiдних
елементiв рядкiв 𝑣1 i 𝑣5, а елементи рядка 𝑣2,4 дорiвнюють арифметичнiй
сумi вiдповiдних елементiв рядкiв 𝑣2 i 𝑣4. Таким чином, матриця iнцидент-
ностi нового графа 𝐺𝑣+

1 має вигляд:
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У разi, якщо граф є неорiєнтованим, то схема перетворення його матри-
цi iнцидентностi залишається такою ж самою, але замiсть арифметичної
суми елементiв ототожнюваних вершин виконується операцiя суми за мо-
дулем 2 цих елементiв. Як i при виконаннi попереднiх операцiй, за потреби
вiд отриманої матрицi iнцидентностi можна перейти до матрицi сумiжно-
стi дослiджуваного графа або вiдновити його геометричну реалiзацiю.

Операцiя стягування ребра вiдбувається за тим самим алгоритмом, що
й операцiя замикання вершин, але з подальшим видаленням з графа отри-
маних петель. Таким чином, при стягуваннi ребра спочатку вiдбувається
ототожнення вершин, що є граничними для цього ребра. Отже, якщо для
графа 𝐺1 стоїть задача стягнути ребра 𝑒2 i 𝑒5, то можна також скористати-
ся схемою на рис. 6. Спочатку за цiєю схемою замикаються пари вершин 𝑣1
i 𝑣5 (є граничними для ребра 𝑒2), а також 𝑣2 i 𝑣4 (є граничними для ребра
𝑒5). В результатi цього замикання утворюються двi петлi (рожевi стовпцi
на схемi), якi треба видалити з графа. Як наслiдок, iз матрицi iнцидент-
ностi треба видалити стовпцi 𝑒2 i 𝑒5. Петлi, що не мають вiдношення до
жодної з ототожнюваних вершин, у графi залишаються. Тому в матрицi цi
стовпцi також залишаються без змiн (стовпцi 𝑒11 i 𝑒17). В результатi буде
отримана матриця iнцидентностi нового графа 𝐺𝑒+

1 :
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Висновки

Деякi операцiї зручнiше виконувати з матрицями сумiжностi, а деякi —
з матрицями iнцидентностi. Однi й тi самi алгоритми мають вiдмiнностi
в залежностi вiд того, орiєнтованi чи вiльнi графи беруть участь у роз-
глянутих операцiях. В залежностi вiд видiв графiв також є обмеження
на вiдображення змiстовної iнформацiї матрицями цих графiв. Але в пра-
ктичних застосунках цi обмеження, як правило, несуттєвi. Отже, для ко-
жної операцiї над графами та кожного виду графiв можна запропонувати
комбiнацiю алгебраїчних операцiй (арифметичних та логiчних), що дозво-
ляють отримати матрицю нового графа, або чiткий легко програмований
алгоритм перетворення матриць початкових графiв. Жодна з розглянутих
операцiй над графами не є неможливою в матричному виконаннi. Запропо-
нованi алгоритми можуть значно спростити комп’ютерну обробку графiв.

Список лiтератури

1. Гвоздинская Н. А. О логических матрицах / Н. А. Гвоздинская, З. В. Дударь,
С. А. Пославский, Ю. П. Шабанов-Кушнаренко // Проблемы бионики. — 1998. —
Т.48. — С. 12–22.

2. Якiмова Н. А. Предикатнi логiчнi матрицi / Н. А. Якiмова // Вiсник Одеського на-
цiонального унiверситету iм.I. I. Мечнiкова. Дослiдження в математицi i механiцi. —
2019. — Т.24, №2 (34). — С. 67–74.

3. Шапорев С. Д. Математическая логика. Курс лекций и практических занятий /
С. Д. Шапорев. — СПб.: БХВ-Петербург, 2005. — 416 с.

4. Якiмова Н. А. Дискретна математика. Частина 1. Теорiя множин. Теорiя графiв.
Курс лекцiй / Н. А. Якiмова. — Одеса: ОНУ iм. I. I. Мечникова, 2022. — 102 с.

5. Зиков О. О. Лекцiї з алгебри / О. О. Зиков. — Одеса: Астропринт, 2007. — 400 с.

6. Капiтонова Ю. В. Основи дискретної математики / Ю. В. Капiтонова, С. Л. Кри-
вий, О. А. Летичевський, та iн. — Київ: Наукова думка, 2002. — 580 с.



130 Якiмова Н.А., Клiшин М.Є.

Yakimova N.A., Klishyn M.E.
Matrix representation of operations on graphs

Summary

This article considers the possibility of matrix execution of both unary and
binary operations on graphs. Graphs, as an abstract mathematical construc-
tion, have a very wide range of practical applications. First of all, it is al-
gorithmization and computer processing of information, electrical engineering,
etc. Therefore, it is important to have a mathematical apparatus that allows
you to transform the graphical presentation of information about objects into
algebraic models for their further research using purely mathematical meth-
ods. If necessary, it is always possible to return from such an algebraic model
to a graphical representation of the object (for example, to a graphical rep-
resentation of a circuit diagram in electronics). For each of the considered
operations on graphs, either a combination of algebraic operations or an easily
programmable matrix processing algorithm is proposed, which can be used to
represent any graph. Attention is also paid to the differences in such processing
depending on the type of graphs involved in the considered operations. Some
operations are more convenient to perform with adjacency matrices, and some
- with incidence matrices. This article also considers these features of matrix
execution of operations on graphs. All the proposed algorithms are illustrated
with specific detailed examples. Thus, it is shown that for all operations on
graphically presented objects, their matrix interpretation is possible. This re-
sult greatly facilitates the possibility of software implementation of work with
such graphic objects.
Key words: directed and undirected graph, adjacency matrix, incidence matrix,
operations on graphs, elementary logical operations, Boolean matrix, multival-
ued logic.
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