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ПОРЯДКУ

Встановлюються умови iснування одного класу розв’язкiв у двочленного неавтономного
диференцiального рiвняння третього порядку з нелiнiйнiстю, близькою у деякому сен-
сi до лiнiйної. Iз застосуванням априорних властивостей так званих 𝑃𝜔(𝜆0)-розв’язкiв
отримано асимптотичнi при 𝑡 ↑ 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) зображення для таких розв’язкiв та їх
похiдних першого та другого порядку у випадку 𝜆0 = 0. Твердження, що доведенi для
нелiнiйного рiвняння перенесено на лiнiйнi диференцiальнi рiвняння третього порядку
з асимптотично малими коефiцiєнтами. Зазначене дозволило, певною мiрою, доповнити
вiдомi результати щодо асимптотичних властивостей розв’язкiв лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь третьго порядку.
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Вступ

Розглянемо диференцiальне рiвняння

𝑦′′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝑦| ln |𝑦||𝜎, (1.1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝜎 ∈ R, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ — неперервна функцiя, −∞ <

𝑎 < 𝜔 ≤ +∞∗.
Проблема отримання умов iснування розв’язкiв з певними властивостя-

ми для деяких класiв диференцiальних рiвнянь третього порядку неодно-
разово пiднiмалась у роботах дослiдникiв у галузi якiсної теорiї звичайних
диференцiальних рiвнянь. Основнi результати дослiджень понад три де-
сятилiття тому сформульовано у монографiях I. Кiгурадзе та Т. Чантурiї

∗Вважаємо, що 𝑎 > 1 при 𝜔 = +∞ и 𝜔 − 𝑎 < 1 при 𝜔 < +∞.
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[1] та М. Грегуша [2]. Зважаючи на прикладнi застосування та рiзнома-
нiтнiсть проблематики, дослiдження звичайних диференцiальних рiвнянь
третього порядку є актуальним i в наш час.

Розв’язок 𝑦 рiвняння (1.1), який заданий i вiдмiнний вiд нуля на про-
мiжку [𝑡𝑦, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[, будемо називати 𝑃𝜔(𝜆0)-розв’язком, якщо вiн задо-
вольняє наступним умовам:

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

{︃
або 0,

або ±∞
(𝑘 = 0, 1, 2), lim

𝑡↑𝜔

(𝑦′′(𝑡))2

𝑦′′′(𝑡)𝑦′(𝑡)
= 𝜆0. (1.2)

В роботах [3–5] для рiвняння (1.1) були встановленi умови iснування
𝑃𝜔(𝜆0)-розв’язкiв у випадку, якщо 𝜆0 ∈ R ∖ {0}, а також були одержанi
асимптотичнi подання для таких розв’язкiв та їх похiдних до другого по-
рядку включно. При цьому встановлена кiлькiсть розв’язкiв зi знайденим
асимптотичним зображенням.

В роботi [6] для диференцiального рiвняння другого порядку вигляду
(1.1) отриманi умови iснування та асимптотика 𝑃𝜔(0)-розв’язкiв.

Метою даної роботи є встановлення необхiдних та достатнiх умов iсну-
вання у диференцiального рiвняння (1.1) 𝑃𝜔(0)-розв’зкiв, а також асимп-
тотичного зображення при 𝑡 ↑ 𝜔 для всiх таких розв’зкiв та їх похiдних до
другого порядку включно.

Допомiжнi твердження
Для отримання результатiв щодо асимптотичного поводження розв’яз-

кiв диференцiального рiвняння (1.1) сформулюємо двi леми, перша з яких
пов’язана з апрiорними асимптотичними властивостями 𝑃𝜔(0)-розв’язкiв,
друга лема — з iснуванням зникаючих в околi особливої точки розв’язкiв
квазiлiнiйних систем диференцiальних рiвнянь. Введемо необхiдну у по-
дальшому функцiю

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞.

На пiдставi леми 10.6, яка доведена в роботi [7] (Глава 3, S10, 143–144),
можливо отримати наступне твердження.

Лема 1. Для кожного 𝑃𝜔(0)-розв’язку диференцiального рiвняння (1.1)

мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 наступнi асимптотичнi спiввiдношення
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𝑦(𝑡) ∼ 𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡), 𝑦′′(𝑡) = 𝑜

(︂
𝑦′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)

)︂
. (2.1)

У випадку iснування скiнченої або рiвної ±∞ границi lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦′′′(𝑡)
𝑦′′(𝑡) має

мiсце спiввiдношення

𝑦′′′(𝑡) ∼ − 𝑦′′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔. (2.2)

Далi, розглянемо систему диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑣′𝑘 = ℎ(𝑡)

[︂
𝑓𝑘(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) +

3∑︀
𝑖=1

𝑐𝑘𝑖𝑣𝑖 + 𝑉𝑘(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)

]︂
(𝑘 = 1, 2),

𝑣′3 = 𝐻(𝑡)

[︂
𝑓3(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) +

3∑︀
𝑖=1

𝑐3𝑖𝑣𝑖 + 𝑉𝑛(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)

]︂
,

(2.3)

в якiй 𝑐𝑘𝑖 ∈ R (𝑘, 𝑖 = 1, 2, 3), ℎ, 𝐻 : [𝑡0, 𝜔[−→ R ∖ {0} — неперервно дифе-
ренцiйованi функцiї, 𝑓𝑘 : [𝑡0, 𝜔[×R3

1
2

(𝑘 = 1, 2, 3) — неперервнi функцiї, що
задовольняють умови

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑘(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 0 рiвномiрно по (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ R3
1
2

, (2.4)

де

R3
1
2

=

{︂
(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ R3 : |𝑣𝑖| ≤

1

2
(𝑖 = 1, 2, 3)

}︂
,

а 𝑉𝑘 : R3
1
2

−→ R (𝑘 = 1, 2, 3) — неперервно диференцiйованi функцiї такi,
що

𝑉𝑘(0, . . . , 0) = 0 (𝑘 = 1, 2, 3),
𝜕𝑉𝑘(𝑡, 0, 0, 0)

𝜕𝑣𝑖
= 0 (𝑖, 𝑘 = 1, 2, 3). (2.5)

У вiдповiдностi з теоремою 2.6 з работи В.М. Євтухова та А.М. Самой-
ленка [8] для системи диференцiальних рiвнянь вигляду (2.3) має мiсце
наступне твердження.

Лема 2. Нехай функцiї ℎ i 𝐻 задовольняють умовам

lim
𝑡↑𝜔

𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)
= 0,

𝜔∫︁
𝑡0

𝐻(𝜏) 𝑑𝜏 = ±∞, lim
𝑡↑𝜔

1

𝐻(𝑡)

(︂
𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)

)︂′
= 0. (2.6)

Нехай, окрiм того, для матриць 𝐶3 = (𝑐𝑘𝑖)
3
𝑘,𝑖=1 и 𝐶2 = (𝑐𝑘𝑖)

2
𝑘,𝑖=1 виконую-

ться наступнi умови: det𝐶3 ̸= 0, а 𝐶2 не має власних значень з нульовою
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дiйсною частиною. Тодi система диференцiальних рiвнянь (2.3) має при-
наймi один розв’язок (𝑣𝑘)

3
𝑘=1 : [𝑡1, 𝜔[−→ R3

1
2

(𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝜔), який прямує
до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔. Бiльше того, якщо серед власних значень матрицi 𝐶2

є 𝑚 власних значень (з урахуванням кратних), дiйснi частини яких мi-
стять знак, протилежний знаку функцiї ℎ(𝑡) на промiжку [𝑡0, 𝜔[, то при
виконаннi на промiжку [𝑡0, 𝜔[ нерiвностi 𝐻(𝑡) (det𝐶3) (det𝐶2) > 0 таких
розв’язкiв у системи (2.3) iснує 𝑚-параметрична сiм’я, а при виконаннi
протилежної нерiвностi — (𝑚+ 1)-параметрична сiм’я.

Основнi результати

Для формулювання основного результату введемо допомiжнi функцiї

𝑃1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴1

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑃2(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴2

𝑃1(𝜏) 𝑑𝜏,

𝐽𝐴(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴

𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) |𝑙𝑛|𝜋𝜔(𝜏)||𝜎𝑑𝜏, 𝐼(𝑡) =

𝑡∫︁
𝑎

𝐽𝐴(𝜏) 𝑑𝜏,

де

𝐴1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎, якщо

𝜔∫︀
𝑎
𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎
𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 < +∞,

𝐴2 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎, якщо

𝜔∫︀
𝑎
|𝑃1(𝜏)| 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎
|𝑃1(𝜏)| 𝑑𝜏 < +∞,

𝐴 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎, якщо

𝜔∫︀
𝑎
|𝜋𝜔(𝜏)|𝑝(𝜏) |𝑙𝑛|𝜋𝜔(𝜏)||𝜎𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎
|𝜋𝜔(𝜏)|𝑝(𝜏) |𝑙𝑛|𝜋𝜔(𝜏)||𝜎𝑑𝜏 < +∞.

Теорема 1. Припустимо, що iснує (скiнчений або рiвний ±∞)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
. (3.1)
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Диференцiальне рiвняння (1.1) має 𝑃𝜔(0)-розв’язки тодi i тiльки тодi,
коли виконуються умови

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡) = 0, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
= −1, lim

𝑡↑𝜔
𝐼(𝑡) = ±∞. (3.2)

При цьому кожен iз таких розв’зкiв допускає наступнi асимптотичнi
зображення при 𝑡 ↑ 𝜔 :

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝜋𝜔(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (3.3)

ln |𝑦′(𝑡)| = 𝛼0𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (3.4)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)[1 + 𝑜(1)]. (3.5)

Бiльше того, якщо умови (3.2) виконанi, тодi диференцiальне рiвняння
(1.1) має двопараметричну сiм’ю розв’язкiв, яка має асимптотичнi роз-
винення (3.3)–(3.5) при 𝑡 ↑ 𝜔, як у випадку 𝜔 = +∞, так i 𝜔 < +∞.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑦 : [𝑡𝑦, 𝜔[−→ R — довiльний 𝑃𝜔(0)-
розв’язок диференцiального рiвняння (1.1). Тодi, в вiдповiдностi з означе-
нням 𝑃𝜔(0)-розв’язку iснує 𝑡0 ∈ [𝑡𝑦, 𝜔[ таке, що ln |𝑦(𝑡)| ≠ 0 на промiжку
[𝑡0, 𝜔[, i за лемою 2.1 виконуються асимптотичнi спiввiдношення (2.1). Вiд-
повiдно до першого iз асимтотичних спiввiдношень (2.1) маємо асимпто-
тичнi зображення (3.3), з яких зокрема маємо

𝑦(𝑡) ∼ 𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡), при 𝑡 ↑ 𝜔.

Це означає, що виконується зображення

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
∼ 1

𝜋𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔.

Дане зображення, коли 𝜔 = +∞ (за означенням 𝜋𝜔(𝑡) = 𝑡), суперечить
останньому спiввiдношенню (2.1). При 𝜔 < +∞ якщо проiнтегрувати,
одержуємо

ln |𝑦(𝑡)| ∼ ln |𝜋𝜔(𝑡)| при 𝑡 ↑ 𝜔.

В силу цих асимптотичних спiввiдношень з (1.1) отримаємо

𝑦′′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜋𝜔(𝑡)| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎𝑦′(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,
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тодi
𝑦′′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝛼0𝑝(𝑡)𝜋𝜔(𝑡)| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (3.6)

Оскiльки (︂
𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

)︂′
=
𝑦′′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

[︂
1− [𝑦′′(𝑡)]2

𝑦′′′(𝑡)𝑦′(𝑡)

]︂
,

i з означення 𝑃𝜔(0)-розв’язку

lim
𝑡↑𝜔

[𝑦′′(𝑡)]2

𝑦′′′(𝑡)𝑦′(𝑡)
= 0.

Звiдки (︂
𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

)︂′
∼ 𝑦′′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔.

Тому асимптотичне спiввiдношення (3.6) можна записати у виглядi(︂
𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

)︂′
= 𝛼0𝑝(𝑡)𝜋𝜔(𝑡) ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Iнтергруючи дане спiввiдношення вiд 𝑡0 до 𝑡, одержуємо

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝑐0 + 𝛼0

𝑡∫︁
𝑡0

𝑝(𝜏)𝜋𝜔(𝜏)| ln |𝜋𝜔(𝜏)||𝜎[1 + 𝑜(1)] 𝑑𝜏, (3.7)

де 𝑐0 стала, або з урахуванням вибору границi iнтегрування 𝐴 в функцiї
𝐽𝐴

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝑐+ 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

де

𝑐 = 𝑐0 + 𝛼0

𝐴∫︁
𝑡0

𝑝(𝜏)𝜋𝜔(𝜏)| ln |𝜋𝜔(𝜏)||𝜎[1 + 𝑜(1)] 𝑑𝜏.

У випадку, коли 𝐴 = 𝑎, iнтеграл у правiй частинi (3.7) прямує до ±∞ при
𝑡 ↑ 𝜔, i тодi (3.7) може бути переписано в виглядi

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (3.8)

Покажемо, що у випадку, коли iнтеграл у правiй частинi (3.7) прямує до
нуля при 𝑡 ↑ 𝜔, тодi також виконується спiввiдношення (3.8), тобто ми
маємо

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝑐+ 𝑜(1) при 𝑡 ↑ 𝜔.
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Це зображення, коли 𝜔 = +∞ (тобто 𝜋𝜔(𝑡) = 𝑡), суперечить останньому
спiввiдношенню (2.1), а якщо 𝜋𝜔(𝑡) < +∞, то шляхом iнтегрування одер-
жуємо

ln |𝑦′(𝑡)| = 𝑐1 + 𝑜(1) при 𝑡 ↑ 𝜔 (𝑐1 = const),

що суперечить першiй умовi (2.1). Тому в кожному з двох можливих роз-
глянутих випадкiв виконується асимптотичне спiввiдношення (3.8), тобто
виконується (3.5), i за допомогою останнього з асимптотичних спiввiдно-
шень iз (2.1) виконується перша умова (3.2).

Крiм того, з (3.7) та (3.5) випливає, що

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
=
𝐽 ′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Тодi
𝜋𝜔(𝑡)𝑦

′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)
=
𝜋𝜔(𝑡)𝐽

′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔 (3.9)

i в силу iсунвання границi (3.1) (скiнченої або рiвної ±∞) та, користую-
чись лемою 2.1, приходимо до висновку, що з урахуванням (2.2), iз (3.9)
випливає справедливiсть другої з умов (3.2).

Крiм того, iнтегруючи спiввiдношення (3.8) на промежутку вiд 𝑡0 до 𝑡,
отримуємо

ln |𝑦′(𝑡)| = 𝑐+ 𝛼0

𝑡∫︁
𝑡0

𝐽𝐴(𝜏)[1 + 𝑜(1)] 𝑑𝜏.

Оскiльки, за означенням 𝑃𝜔(0)-розв’язкiв, lim
𝑡↑𝜔

ln |𝑦′(𝑡)| = ±∞, тодi третя з

умов (3.2) виконана i це спiввiдношення може бути записано як (3.4).
Достатнiсть. Нехай умови (3.2) виконанi. Покажемо, що у цьому ви-

падку диференцiальне рiвняння (1.1) має 𝑃𝜔(0)-розв’язки, що допускають
при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення (3.3)–(3.5), i дамо вiдповiдь на питання
про кiлькiсть розв’язкiв з такими властивостями.

Оскiльки виконується тотожнiсть

𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡) =
𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
𝐼(𝑡),

тодi з умов (3.2) випливає, що

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
= 0. (3.10)
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Крiм того, за правилом Лопiталя

lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
= lim

𝑡↑𝜔
𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡) = 0. (3.11)

Застосовуючи до рiвняння (1.1) перетворення

𝑦(𝑡)
𝑦′(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡)[1 + 𝑣1(𝑡)],

𝑦′′(𝑡)
𝑦′(𝑡) = 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)[1 + 𝑣2(𝑡)],

ln |𝑦′(𝑡)| = 𝛼0𝐼(𝑡)[1 + 𝑣3(𝑡)],

(3.12)

одержимо систему диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣′1 = − 𝑣1
𝜋𝜔(𝑡)

− 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)(1 + 𝑣1)(1 + 𝑣2),

𝑣′2 = −𝐽 ′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)(1 + 𝑣2)− 𝛼0𝐽𝐴(𝑡)(1 + 𝑣2)
2+

+
𝐽 ′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)(1 + 𝑣1)
| ln |𝜋𝜔(𝑡)(1+𝑣1)||𝜎

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜎 |1 + 𝛼0
𝐼(𝑡)(1+𝑣3)

ln |𝜋𝜔(𝑡)(1+𝑣1)| |
𝜎,

𝑣′3 =
𝐽𝐴(𝑡)
𝐼(𝑡) (1 + 𝑣2)− 𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡) (1 + 𝑣3).

Позначимо

ℎ(𝑡) =
1

𝜋𝜔(𝑡)
, 𝐻(𝑡) =

𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
, 𝛿1(𝑡) = 𝛼0𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡),

𝛿2(𝑡) =
𝜋𝜔(𝑡)𝐽

′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
+ 1, 𝛿3(𝑡) = − 𝛼0𝐼(𝑡)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
, 𝛿4(𝑡, 𝑣1) =

ln |1 + 𝑣1|
ln |𝜋𝜔(𝑡)|

та перепишемо одержану систему диференцiальних рiвнянянь у виглядi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣′1 = ℎ(𝑡) [𝑓1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)− 𝑣1] ,

𝑣′2 = ℎ(𝑡) [𝑓2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)− 𝑣1 + 𝑣2] ,

𝑣′3 = 𝐻(𝑡) [𝑣2 − 𝑣3] ,

(3.13)

де функцiї 𝑓1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3), 𝑓2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) мають вигляд

𝑓1(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 𝛿1(𝑡)(1 + 𝑣2)
2 − 𝛿2(𝑡)(1 + 𝑣2),
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𝑓2(𝑡, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 𝛿1(𝑡)(1 + 𝑣2)
2 − 𝛿2(𝑡)(1 + 𝑣2) + (1 + 𝑣1) ·

·
[︂
1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
|1 + 𝛿4(𝑡, 𝑣1)|𝜎|1 +

𝛿3(𝑡)(1 + 𝑣3)

1 + 𝛿4(𝑡, 𝑣1
|𝜎
]︂
.

Оскiльки виконуються умови (3.2) та (3.11), для функцiй 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3, 𝛿4 ви-
конуються граничнi спiввiдношення

lim
𝑡↑𝜔

𝛿𝑖(𝑡) = 0 (𝑖 = 1, 2, 3) (3.14)

i
lim
𝑡↑𝜔

𝛿4(𝑡, 𝑣1) = 0 рiвномiрно при 𝑣1 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
. (3.15)

Зважаючи на отриманi граничнi спiввiдношення, ми вибираємо число 𝑡0 ∈
]𝑎, 𝜔[ таким чином, що для 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ та |𝑣1| ≤ 1

2 , |𝑣3| ≤
1
2 виконуються

наступнi нерiвностi

|𝛿4(𝑡, 𝑣1)| ≤
1

2
,

⃒⃒⃒⃒
𝛿3(𝑡)(1 + 𝑣3)

1 + 𝛿4(𝑡, 𝑣1)

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

2
.

Далi розглянемо систему рiвнянь на множинi

Ω = [𝑡0, 𝜔[×R3
1
2

, де R3
1
2

=

{︂
(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ R3 : |𝑣𝑖| ≤

1

2
, 𝑖 = 1, 2, 3

}︂
i 𝑡0 — деяке число з промiжка [𝑎, 𝜔[.

Правi частини системи неперервнi на цiй множинi, функцiї ℎ,𝐻 непе-
рервно-диференцiйованi на iнтервалi [𝑡0, 𝜔), а за умовами (3.14), (3.15)

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑘(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣3) = 0 рiвномiрно при (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ R3
1
2

(𝑘 = 1, 2).

Таким чином, система диференцiальних рiвнянь (3.13) є квазiлiнiйною си-
стемою диференцiальних рiвнянь типу (2.3). Покажемо, що для цiєї си-
стеми виконується всi умови леми 2.2. Враховуючи вигляд функцiй 𝐼 та
𝐽𝐴

𝑡∫︁
𝑡0

𝐻(𝜏) 𝑑𝜏 ∼ ln |𝐽𝐴(𝑡)| −→ ±∞ коли 𝑡 ↑ 𝜔.

Окрiм того,

𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)
=
𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
,

1

𝐻(𝑡)

(︂
𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)

)︂′
= 1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
− 𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
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i тому, враховуючи другу з умов (3.2) i умову (3.10), отримуємо спiввiдно-
шення

𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)
=
𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
,

1

𝐻(𝑡)

(︂
𝐻(𝑡)

ℎ(𝑡)

)︂′
= 1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝐴(𝑡)

𝐽𝐴(𝑡)
− 𝜋𝜔(𝑡)𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
,

тобто для системи (3.13) виконуються умови (2.4) леми 2.2.
Помiтимо, що матрицi 𝐶2 та 𝐶3 розмiру 2 × 2 та 3 × 3 (вiдповiдно) з

леми 2.2 у випадку системи диференцiальних рiвнянь (3.13) мають вигляд

𝐶2 =

(︃
−1 0

0 1

)︃
,

𝐶3 =

⎛⎜⎝ −1 0 0

0 1 0

0 1 −1

⎞⎟⎠ .

Власними значеннями матрицi 𝐶2 є коренi алгебраїчного рiвняння

(𝜆− 1)(𝜆+ 1) = 0,

тобто числа 𝜆1 = 1 > 0, 𝜆2 = −1 < 0. Крiм того,

det𝐶2 = −1, det𝐶3 = 1.

Таким чином, для системи диференцiальних рiвнянь (3.13) виконую-
ться всi умови леми 2.2. Згiдно з цiєю лемою система диференцiльних рiв-
нянь (3.13) має принаймi один розв’язок (𝑣𝑘)

3
𝑘=1 : [𝑡1, 𝜔[−→ 𝑅3 (𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[),

який прямує до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔.
Бiльше того, оскiльки серед власних значень матрицi 𝐶2 є одне вiд’ємне

i одне додатнє число та det𝐶2 = −1, det𝐶3 = 1, то згiдно з твердженнями
леми 2.2, якщо виконується нерiвнiсть ℎ(𝑡) > 0 (ℎ(𝑡) < 0) на промiжку
[𝑡0, 𝜔[, тодi система диференцiальних рiвнянь (3.13) має однопараметричну
сiм’ю розв’язкiв, якi зникають при 𝑡 → 𝜔 у випадку, коли 𝐻(𝑡) < 0 на
[𝑡0, 𝜔[, i двопараметричну сiм’ю розв’язкiв у випадку, коли 𝐻(𝑡) > 0 на
[𝑡0, 𝜔[.

Для остаточного вирiшення питання про кiлькiсть зникаючих при 𝑡 ↑ 𝜔
розв’язкiв у системи (3.13) необхiдно визначити знаки функцiй ℎ i 𝐻 на
промiжку [𝑡0, 𝜔[.



106 Шарай Н.В., Шинкаренко В.М.

Оскiльки ℎ(𝑡) = 𝜋−1
𝜔 (𝑡), тодi з визначення функцiї 𝜋𝜔 маємо

signℎ(𝑡) =

{︃
1, якщо 𝜔 = +∞,

−1, якщо 𝜔 < +∞.

Для функцiї 𝐻 у вiдповiдностi з означенням функцiї 𝐼 маємо

𝐻(𝑡) =
𝐽𝐴(𝑡)

𝐼(𝑡)
=

|𝐽𝐴(𝑡)|
𝑡∫︀
𝑎
|𝐽𝐴(𝜏)| 𝑑𝜏

якщо 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔).

Користуючись одержаними умовами для функцiй ℎ та 𝐻, отримаємо на-
ступнi фiнальнi висновки щодо кiлькостi зникаючих при 𝑡 ↑ 𝜔 розв’язкiв
у системи диференцiальних рiвнянь (3.13):

1) якщо 𝜔 = +∞, то при 𝜎 < 1 система диференцiальних рiвнянь (3.13)
має однопараметричну сiм’ю зникаючих при 𝑡 ↑ 𝜔 розв’язкiв, а при 𝜎 > 1 —
принаймнi один такий розв’язок;

2) якщо 𝜔 < +∞, то при 𝜎 < 1 система диференцiальних рiвнянь (3.13)
має трипараметричну сiм’ю зникаючих при 𝑡 ↑ 𝜔 розв’язкiв, а при 𝜎 > 1 —
двопараметричну сiм’ю таких розв’язкiв.

Користуючись перетвореннями (3.12), кожному розв’язку
(𝑣𝑘)

3
𝑘=1 : [𝑡1, 𝜔[−→ R3 системи диференцiальних рiвнянь (3.13), який пря-

мує до нуля, вiдповiдає розв’язок 𝑦 : [𝑡1, 𝜔[−→ R диференцiального рiвнян-
ня (1.1), який при 𝑡 ↑ 𝜔 має асимптотичнi зображення (3.3)–(3.5). Користу-
ючись цими зображеннями та умовою (3.2), неважко довести, що кожний
такий розв’язок є 𝑃𝜔(0)-розв’язком диференцiального рiвняння (1.1).

Теорему повнiстю доведено.

Зауваження При перевiрцi виконання умов (3.2) можливо вважа-
ти, що в силу першої з цих умов друга та третя умови еквiвалентнi
вiдповiдно умовам

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝜋3𝜔(𝑡) |ln |𝜋𝜔(𝑡)||
𝜎 = 0,

𝜔∫︁
𝑎

𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) |𝑙𝑛|𝜋𝜔(𝜏)||𝜎𝑑𝜏 = +∞.

Наведемо приклад застосування доведеної теореми для рiвнянь бiльш
загального виду. Звернемо увагу на те, що теорема 3.1 охоплює випадок
𝜎 = 0, тобто коли диференцiальне рiвняння (1.1) є лiнейним диференцi-
альним рiвнянням вигляду

𝑦′′′ = 𝛼0 𝑝(𝑡) 𝑦. (3.16)
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Для рiвняння (3.16) iз теореми 3.1 з урахуванням зауваження має мiсце
наступний наслiдок.

Наслiдок 1. Припустимо, що iснує (скiнчена або рiвна ±∞) границя
(3.1). Для iснування у диференцiального рiвняння (3.16) 𝑃𝜔(0)-розв’язкiв
необхiдно i достатньо виконання умов

lim
𝑡↑𝜔

𝜋2𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)
𝑡∫︀
𝐴

𝜋𝜔(𝜏)𝑝(𝜏) 𝑑𝜏

= −1,

𝜔∫︁
𝑎

|𝜋𝜔(𝜏)|2𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋3𝜔(𝑡)𝑝(𝑡) = 0. (3.17)

При цьому кожний з таких 𝑃𝜔(0)-розв’язкiв допускає наступнi асим-
птотичнi зображення при 𝑡 ↑ 𝜔 :

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝜋𝜔(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (3.18)

ln |𝑦′(𝑡)| = 𝛼0

𝜔∫︁
𝑎

|𝜋𝜔(𝜏)|2𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 [1 + 𝑜(1)], (3.19)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝛼0𝑝(𝑡)𝜋

2
𝜔(𝑡)[1 + 𝑜(1)]. (3.20)

Бiльше того, якщо умови (3.17) виконанi, тодi диференцiальне рiвня-
ння (3.16) має двопараметричну сiм’ю розв’язкiв, яка має асимптотичнi
зображення (3.18)–(3.20) при 𝑡 ↑ 𝜔 у випадках 𝜔 = +∞, а також коли
𝜔 < +∞.

Висновки

У роботi встановлено необхiднi та достатнi умови iснування у диферен-
цiального рiвняння (1.1) 𝑃𝜔(0)-розв’зкiв, а також асимптотичнi зображен-
ня при 𝑡 ↑ 𝜔 для всiх таких розв’зкiв та їх похiдних до другого порядку
включно.

Результати, сформульованi у Наслiдку 3.1 у випадку 𝜔 = +∞ допов-
нюють результати для лiнiйних диференцiальних рiвнянь з асимптотично
малими коефiцiєнтами, що наведенi в роботi [1] (Роздiл 1).
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Актуальнiсть подальших дослiджень вбачаємо у встановленi умов iсну-
вання та асимптотицi 𝑃𝜔(𝜆0)-розв’зкiв для рiвнянь з узагальненим вигля-
дом нелiнiйностi.

Список лiтератури

1. Kiguradze I. Asymptotic properties of solutions of nonautonomous ordinary differential
equations / I. Kiguradze, T. A. Chanturia. — Dortrecht: Kluwer Academic Publishers,
1993. — 331 p.

2. Gregus M. Third order linear differential equations / M. Gregus. — Boston: Reidel
Publ., 1987.

3. Sharai N. Asymptotic representations for the solutions of third order nonlinear di-
fferential equations / N. Sharai, V. Shinkarenko // J. Math. Sci. (N.Y.). — 2016. —
Vol. 215, №3. — P. 408–420.

4. Шарай Н. В. Асимптотическое поведение решений обыкновенных дифференци-
альных уравнений третьего порядка, близких к линейным / Н. В. Шарай // Вiсник
Одеського нацiонального унiверситету. Математика i механiка. — 2010. — Т. 15,
№18. — С.88–101.

5. Sharai N. Asymptotic behavior of solutions for one class of third order nonlinear di-
fferential equations. Abstracts of the International Workshop on the Qualitative Theory
of Differential Equations / N. Sharai, V. Shinkarenko // QUALITDE-2018, Tbilisi,
Georgia, December 1-3. — 2018. — P. 165–169.

6. Mousa Jaber Abu Elshour. Asymptotic representations of the solutions of a class
of second order nonautonomous differential equations / Abu Elshour Mousa Jaber
// Memoirs on Differential Equations and Mathematical Physics. — 2008. — Vol. 44,
P. 59–68.

7. Евтухов В. М. Асимптотические представления решений неавтономных обыкно-
венных дифференциальных уравнений: дис. д-ра ф.-м. наук / В. М. Евтухов.: [спец.]
01.01.02 Дифференциальные уравнения; Одесский нац. ун-т имени И. И. Мечнико-
ва. — Одесса, 1997. — 295 c.

8. Evtukhov V. M. Conditions for the existence of solutions of real nonautonomous
systems of quasilinear differential equations vanishing at a singular point /
V. M. Evtukhov, A. M. Samoilenko // Ukrainian Math. J. — 2010. — Vol. 62, №1. —
P. 56–86.



Асимптотичне зображення розв’язкiв диференцiального рiвняння 109
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Asymptotic representation of some classes of solutions third-

order differential equation

Summary

The conditions for the existence of one class of solutions of a binomial non-
autonomous differential equation of the third order with a nonlinearity close
in some sense to a linear one are established. Using the a priori properties of
the so-called 𝑃𝜔(𝜆0)–solutions, asymptotic at 𝑡 ↑ 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) images were
obtained for such solutions connections and their derivatives of the first and
second order in the case 𝜆0 = 0. The propositions proved for the nonlinear
equation are transferred to linear differential equations of the third order with
asymptotically small coefficients. This made it possible, to some extent, to
supplement the known results regarding the asymptotic properties of solutions
of linear differential equations of the third order.
Key words: equations of the third order, asymptotic images, moderately variable
nonlinearity, existence of solutions .
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