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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ, ЯКЕ
МIСТИТЬ ДОБУТОК РIЗНОГО ТИПУ НЕЛIНIЙНОСТЕЙ ВIД
НЕВIДОМОЇ ФУНКЦIЇ ТА ЇЇ ПОХIДНОЇ

Дослiдження асимтотичних зображень розв’язкiв диференцiальних рiвняння, зокрема
другого порядку, якi мiстять у правiй частинi нелiнiйностi рiзних видiв, грають важливу
роль у розвитку якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь. У роботi розглянуто тип дифе-
ренцiальних рiвнянь другого порядку, якi мiстять у правiй частинi добуток правильно
змiнної функцiї вiд невiдомої функцiї та швидко змiнної функцiї вiд похiдної невiдомої
функцiї при прямуваннi вiдповiдних аргументiв до нуля або нескiнченностi. Отриман-
но необхiднi та достатнi умови iснування повiльно змiнних 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв
таких рiвнянь. Також отриманi асимптотичнi зображення таких розв’язкiв та їх похi-
дних першого порядку. Зауважимо, що при накладаннi додаткових умов на коефiцiєнти
характеристичного рiвняння таких 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв рiвняння iснує однопара-
мерична сiм’я. Подiбнi результати були отриманi ранiше при розглядi рiвнянь другого
порядку, якi мiстять у правiй частинi добуток швидко змiнної функцiї вiд невiдомої
функцiї та правильно змiнної функцiї вiд похiдної невiдомої функцiї при прямуваннi
аргументiв до нуля або нескiнченностi. Для рiвнянь, якi розглядаються у данiй роботi,
подiбнi результати є новими.
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Вступ

Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦
′)𝜙1(𝑦), (1)

де 𝛼0 ∈ {−1; 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ (−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞), 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 →]0,+∞[

(𝑖 ∈ {0, 1}) є неперервними функцiями, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}, Δ𝑌𝑖 — або промiжок
[𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[

∗, або — ]𝑌𝑖, 𝑦
0
𝑖 ].
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Крiм того, будемо вважати, що функцiя 𝜙1 : Δ𝑌0 →]0,+∞[ є правильно
змiнною (див. [1, c. 17]) порядку 𝜎1 при прямуваннi аргументу до 𝑌0, а
функцiя 𝜙0 : Δ𝑌1 →]0,+∞[ двiчi неперервно диференцiйовна на Δ𝑌1 та
така, що

lim
𝑦→𝑌1
𝑦∈Δ𝑌1

𝜙0(𝑦) ∈ {0,+∞}, 𝜙′
0(𝑦) ̸= 0 при 𝑦 ∈ Δ𝑌1 , lim

𝑦→𝑌1
𝑦∈Δ𝑌1

𝜙0(𝑦)𝜙
′′
0(𝑦)(︀

𝜙′
0(𝑦)

)︀2 = 1. (2)

З умов (2) випливає, що функцiя 𝜙0 та її похiдна першого порядку є
швидко змiнними при прямуваннi аргументу до 𝑌1 (див. [6, c. 91–92]).

У силу властивостей функцiї 𝜙0 та теореми 3.10.8 з роботи [1] функцiя
𝜙0 та її похiдна першого порядку належать класу функцiй Γ, який був
введений Л. Ханом (див., наприклад, [1, c. 75]), а також класу Γ𝑌0(𝑍0),
який був введений у роботi [3] як узагальнення класу Γ.

Для рiвнянь типу (1) розглянемо наступний клас ров’язкiв.

Означення 1 ([5]). Розв’язок 𝑦 рiвняння (1), визначений на [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[,
називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язком (−∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞), якщо справедли-
вими є наступнi твердження

𝑦(𝑖) : [𝑡0, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑖 , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0. (3)

У роботi [2] було встановлено умови iснування у рiвняння (1)
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв у випадку 𝜆0 ∈ R∖{0, 1}.

Метою даної роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iсну-
вання у рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-розв’язкiв, а також асимптотичних
зображень при 𝑡 ↑ 𝜔 для цих розв’язкiв та їх похiдних першого порядку.

Зауважимо, що у роботi [5] встановлено такi апрiорнi асимптотичнi
спiввiдношення 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв, що розглядаються:

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= [1 + 𝑜(1)],

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
= 𝑜(1) при 𝑡 ↑ 𝜔, (4)

де

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞.

Наведемо означення.
∗При 𝑌𝑖 = +∞(𝑌𝑖 = −∞) вважаємо, що 𝑦0

𝑖 > 0 (𝑦0
𝑖 < 0) вiдповiдно.
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Означення 2. Нехай 𝑌 ∈ {0,∞}, Δ𝑌 — деякий однобiчний окiл 𝑌 . Непе-
рервно диференцiйовна функцiя 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ називається нормалiзо-
ваною повiльно змiнною функцiєю при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) (див. [6, c. 2–3]),
якщо

lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝑦𝐿′(𝑦)

𝐿(𝑦)
= 0.

Означення 3. Говорять, що повiльно змiнна при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) фун-
кцiя 𝜃 : Δ𝑌 →]0; +∞[ задовiльняє умову 𝑆 при прямуваннi аргументу до
𝑌 (див., наприклад, у [5]), якщо для будь-якої нормалiзованої повiльно
змiнної при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ) функцiї 𝐿 : Δ𝑌 →]0; +∞[ має мiсце спiввiд-
ношення

𝜃(𝑦𝐿(𝑦)) = 𝜃(𝑦)(1 + 𝑜(1)) при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ).

Основнi результати
Отримано наступну теорему.

Теорема 1. Нехай 𝜎1 ̸= 1, функцiя 𝜙1(𝑦
′)|𝑦′|−𝜎1 задовольняє умову 𝑆 при

𝑦′ → 𝑌1 (𝑦′ ∈ Δ𝑌1). Тодi кожен 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞) — розв’язок диференцi-
ального рiвняння (1) може бути представлений у виглядi

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡), (5)

де 𝐿 : [𝑡0, 𝜔[→ 𝑅 — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

𝑦00𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡) > 0, 𝐿′(𝑡) ̸= 0 при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ (𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔), (6)

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡) ∈ {0;±∞}, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡) = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
= 0. (7)

При цьому у випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
(8)

мають мiсце наступнi спiввiдношення

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
= −1, 𝛼0𝐿

′(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[(𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔), (9)

𝑝(𝑡) =
𝛼0𝐿

′(𝑡)

|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)) · 𝜙0

(︁
𝐿(𝑡)

[︁
1 + 𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︁)︁ [1 + 𝑜(1)]

при 𝑡 ↑ 𝜔. (10)
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Доведення. Нехай функцiя 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ Δ𝑌0 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞) є розв’яз-
ком рiвняння (1). Тодi даний розв’язок та його похiднi першого та другого
порядкiв зберiгають знак на деякому промiжку [𝑡1, 𝜔[(𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔) та
виконуються умови (4). У силу першої з умов (4) iснує ([7, с. 15]) така
нормалiзована повiльно змiнна при 𝑡 ↑ 𝜔 функцiя 𝐿(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[−→ 𝑅, яка
задовольняє першу з умов (6) та останню з умов (7), а також для якої має
мiсце рiвнiсть (5).

З (4) та (5) випливає, що

𝑦′(𝑡) = 𝐿(𝑡)

[︂
1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︂
= 𝐿(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (11)

звiдки, зважаючи на (3), виконуються перша та друга умови (7) теореми.
З (5), (11), оскiльки 𝑦 є розв’язком рiвняння (1), то має мiсце рiвнiсть

2𝐿′(𝑡) + 𝜋𝜔(𝑡)(𝑡)𝐿
′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡))𝜙1(𝑦

′(𝑡)). (12)

У випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi (8), викори-
стовуючи правило Лопiталя у формi Штольца, з урахуванням умов (6) та
(7), маємо

0 = lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
= 1 + lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
, (13)

звiдки випливає перша з умов (9). З (12) та (13), маємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0

(︂
𝐿(𝑡)

[︂
1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︂)︂
𝜙1(𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)) = 𝐿′(𝑡)

[︂
2 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)

]︂
=

= 𝐿′(𝑡)[1 + 𝑜(1)].

Оскiльки функцiя 𝜃1(𝑦
′) = 𝜙1(𝑦

′)|𝑦′|−𝜎1 задовольняє умову 𝑆 та вико-
нується (11), то

𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0

(︂
𝐿(𝑡)

[︂
1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︂)︂
|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)) =

= 𝐿′(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Отже, справедливими є друга з умов (9) та асимпотичне зображення
(10). Теорема доведена.
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Означення 4. Будемо говорити, що виконується умова 𝑁 , якщо для де-
якої неперервно диференцiйовної функцiї 𝐿(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[−→ 𝑅(𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[),
яка задовольняє умови (5)–(7) та (9), має мiсце зображення

𝑝(𝑡) =
𝛼0𝐿

′(𝑡)

|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)) · 𝜙0

(︁
𝐿(𝑡)

[︁
1 + 𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)

𝐿(𝑡)

]︁)︁ [1 + 𝑟(𝑡)], (14)

де 𝑟(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[−→]− 1;+∞[ – неперервна функцiя, яка прямує до нуля при
𝑡 ↑ 𝜔.

Введемо позначення

𝜇0 = sign𝜙′
0(𝑦

′), 𝜃1(𝑦) = 𝜙1(𝑦)|𝑦|−𝜎1 , 𝑋(𝑡) = 𝐿(𝑡) · 𝑒1(𝑡),

𝐻(𝑡) =
𝐿2(𝑡)𝜙′

0 (𝑋(𝑡))

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)𝜙0 (𝑋(𝑡))
, 𝑞1(𝑡) =

(︁
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︁′
(︁
𝜙′
0(𝑦)

𝜙0(𝑦)

)︁2
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=𝑋(𝑡)

,

𝑒1(𝑡) = 1 +
𝜋𝜔(𝑡)𝐿

′(𝑡)

𝐿(𝑡)
, 𝑒2(𝑡) = 2 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′′(𝑡)

𝐿′(𝑡)
.

Для цих функцiй, у силу (2) та (7), виконуються наступнi твердження:
1)

lim
𝑡↑𝜔

𝑒1(𝑡) = lim
𝑡↑𝜔

𝑒2(𝑡) = 1 (15)

lim
𝑡↑𝜔

𝐻(𝑡) = ±∞, lim
𝑡↑𝜔

𝑞1(𝑡) = 0, (16)

2) якщо iснує границя

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡)

𝐿′(𝑡)
· 𝐻 ′(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

,

тодi

lim
𝑡↑𝜔

𝐿(𝑡)

𝐿′(𝑡)
· 𝐻 ′(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

= 0. (17)

Дiйсно, твердження (15) бепосередньо випливають з умов (7) та (9).
Твердження (16) випливають зi справедливостi тверджень:

𝐻(𝑡) =
𝐿(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)
· 𝑋(𝑡)𝜙′

0 (𝑋(𝑡))

𝜙0 (𝑋(𝑡))
· 1

𝑒1(𝑡)
,
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𝜙0(𝑋(𝑡))𝜙′′
0(𝑋(𝑡))(︀

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

)︀2 = 1 +

(︂
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

)︂′

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

.

Твердження (17) доводиться аналогiчно до вiдповiдного твердження,
наведеного у роботi Євтухова В.М. та Чернiкової А.Г. [3].

Справедливою є теорема

Теорема 2. Нехай 𝜎1 ̸= 1, функцiя 𝜃1 задовольняє умову 𝑆, виконується
умова 𝑁 та

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
|𝐻(𝑡)|

1
2 = 𝛾0, 0 < 𝛾0 <∞. (18)

Тодi за умови
𝛼0𝜇0𝛾0 > 0 (19)

диференцiальне рiвняння (1) має однопараметричну сiм’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-
розв’язкiв, для кожного з яких мають мiсце наступнi асимптотичнi зо-
браження при 𝑡 ↑ 𝜔:

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡)(1 + 𝑜(1)), (20)

𝑦′(𝑡) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· |𝐻(𝑡)|
1
2 · 𝑜(1). (21)

Доведення. До рiвняння (1) застосуємо перетворення

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡) · [1 + 𝑧1(𝑡)],

𝑦′(𝑡) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧2(𝑡).

Отримуємо систему диференцiальних рiвнянь

𝑧′1 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
· [−𝑒1𝑧1 + 1 +𝐾(𝑡)𝑒1(𝑡)𝑧2], (22)

𝑧′2 = 𝐿′(𝑡) · 𝑒2(𝑡) ·
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
×

×
[︂
𝛼0𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡))𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2)) ·𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝐿′(𝑡)
×

×[1 + 𝑧1]
𝜎1 − 1 + 𝑧2 · 𝑞1(𝑡)] , (23)
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де

𝐾(𝑡) =
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝑋(𝑡)𝜙′
0(𝑋(𝑡))

, 𝑁(𝑡, 𝑧1) =
𝜃1(𝑌1(𝑡, 𝑧1))

𝜃1(𝜋𝜔(𝑡)
,

𝑌1(𝑡, 𝑧1) = 𝜋𝜔(𝑡) · 𝐿(𝑡) · [1 + 𝑧1(𝑡)], 𝑌2(𝑡, 𝑧2) = 𝑋(𝑡) +
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧2(𝑡).

Оскiльки функцiя 𝑌1(𝑡, 𝑧1) є правильно змiнною порядку 1, функцiя 𝜃1
задовольняє умову 𝑆, то

lim
𝑡↑𝜔

𝑁(𝑡, 𝑧1) = 1 рiвномiрно за 𝑧1 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
. (24)

У силу умови 𝑁

𝛼0𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)𝐿(𝑡)|𝜎1𝜃1(𝜋𝜔(𝑡))𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2))

𝐿′(𝑡)
=
𝜙0(𝑌2(𝑡, 𝑧2))

𝜙0(𝑋(𝑡))
[1 + 𝑟(𝑡)]. (25)

Розкладаючи праву частину (25) при фiксованому 𝑡 ∈ [𝑡1;𝜔[ за форму-
лою Маклорена з залишком у формi Лагранжа, маємо,

𝜙0(𝑌1(𝑡, 𝑧1))

𝜙0(𝑋(𝑡))
· [1 + 𝑟(𝑡)] = [1 + 𝑟(𝑡)] · (1 + 𝑧2) +𝑅(𝑡, 𝑧2),

де

𝑅(𝑡, 𝑧2) = [1 + 𝑟(𝑡)] ·
𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂
𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝑧22 ,

|𝜉| < |𝑧2|.

Оскiльки

𝑌 (𝑡, 𝑧1) = 𝑋(𝑡)

⎡⎣1 + 1
𝑋(𝑡))𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜉

⎤⎦ ,
то з умов (2) та (7) випливає, що

𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

=

𝜙′2
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

𝜙0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂ · [1 + 𝑑1(𝑡, 𝑧2)],

де

lim
𝑡↑𝜔

𝑑1(𝑡, 𝑧2)= 0 рiвномiрно за 𝑧2 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
.
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За лемою 1.2. з [3], оскiльки 𝜙0,𝜙′
0 ∈ Γ𝑌1(𝑍1) з додатковою функцiєю

𝑔 = 𝜙0

𝜙′
0
, то справедливою є рiвнiсть

𝜙′′
0

(︂
𝑋(𝑡) +

𝜙0(𝑋(𝑡))

𝜙′
0(𝑋(𝑡))

· 𝜉
)︂

=
𝜙′2
0 (𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
𝑒𝜉[1 + 𝑑1(𝑡, 𝑧2)],

де

lim
𝑡↑𝜔

𝑑1(𝑡, 𝑧2)= 0 рiвномiрно за 𝑧2 ∈
[︂
−1

2
,
1

2

]︂
.

Отже, для будь-якого 𝜀 > 0 iснують такi 𝑡1 ∈ [𝑡0;𝜔[ та 0 < 𝛿 ≤ 1
2 , що

|𝑅(𝑡, 𝑧2)| ≤ (1 + 𝜀)|𝑧2|2 при 𝑡 ∈ [𝑡1;𝜔[, |𝑧1| ≤ 𝛿. (26)

Вибираємо довiльним чином число 𝜀 > 0 та розглянемо систему (22)–(23)
на множинi

Ω = [𝑡1;𝜔[×𝐷, де 𝐷 = {(𝑧1; 𝑧2) ∈ 𝑅2, |𝑧1| ≤ 𝛿, |𝑧2| ≤
1

2
}.

Система (22)–(23) на Ω має вид

𝑧′1 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
· [𝐴11𝑧1 +𝐴12𝑧2 + 1], (27)

𝑧′2 = 𝐿′(𝑡)𝑒2(𝑡) ·
𝜙′
0(𝑋(𝑡))

𝜙0(𝑋(𝑡))
×

× [𝐴21(𝑡)𝑧1 +𝐴22(𝑡)𝑧2 +𝑅1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅2(𝑡, 𝑧1, 𝑧2)] , (28)

де

𝐴11(𝑡) = −𝑒1(𝑡), 𝐴12 = 𝐾(𝑡)𝑒1(𝑡), 𝐴21(𝑡) = 𝜎1, 𝐴22(𝑡) = 1,

𝑅1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) =

(︂
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
− 1

)︂
(1 + 𝜎1𝑧1 + 𝑧2) + 𝑞1𝑧2,

𝑅2(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) =
(1 + 𝑟1)𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
(𝜎1𝑧1𝑧2 + (1 + 𝑧2) ((1 + 𝑧1)

𝜎1 − 1− 𝜎1𝑧1))+

+𝑅(𝑡, 𝑧2) ·
(1 + 𝑧2)(1 + 𝑧1)

𝜎1𝑁(𝑡, 𝑧1)

𝑒2(𝑡)
.

Зауважимо, що з урахуванням (2) та (15),

lim
𝑡↑𝜔

𝐴11 = −1, lim
𝑡↑𝜔

𝐴12 = 0.
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Крiм того,

lim
𝑡→+∞

𝑅1(𝑡; 𝑧1; 𝑧2)= 0 рiвномiрно за 𝑧1, 𝑧2 : |𝑧𝑖| <
1

2
, 𝑖 = 1, 2.

lim
𝑡→+∞

𝑅2(𝑡; 𝑧1; 𝑧2)

|𝑧1|+ |𝑧2|
= 0 .

Застосуємо до системи (27)–(28) додаткове перетворення

𝑧1(𝑡) = 𝑣1(𝑡), (29)

𝑧2(𝑡) = |𝐻(𝑡)|
1
2 𝑣2(𝑡). (30)

У результатi отримаємо

𝑣′1 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
· [𝑐11(𝑡)𝑣1 + 𝑐12𝑣2 + 1], (31)

𝑣′2 = ℎ(𝑡)

[︃
𝑐21𝑣1 + 𝑐22𝑣2 +

1

2
· 𝐿(𝑡)
𝐿′(𝑡)

· 𝐻
′(𝑡)sign𝐻(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

𝑣2+

+
𝜋𝜔(𝑡)𝐿

′(𝑡)

𝐿(𝑡)
·𝑅1(𝑡, 𝑣1, |𝐻(𝑡)|

1
2 𝑣2(𝑡))+

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
·𝑅2(𝑡, 𝑣1, |𝐻(𝑡)|

1
2 𝑣2(𝑡))

]︃
, (32)

де

ℎ(𝑡) =
𝐿′(𝑡)𝑒2(𝑡)

𝐿(𝑡)
|𝐻(𝑡)|

1
2 , 𝑐11 = −𝑒1(𝑡), 𝑐12 = 𝐾(𝑡)𝑒1(𝑡)|𝐻(𝑡)|

1
2 (33)

𝑐21 =
𝜋𝜔(𝑡)𝐿

′(𝑡)

𝐿(𝑡)
𝐴21, 𝑐22 =

𝜋𝜔(𝑡)𝐿
′(𝑡)

𝐿(𝑡)
· |𝐻(𝑡)|

1
2 ·𝐴22.

З (6), (7) маємо
𝑡∫︁

𝑡1

ℎ(𝜏)𝑑𝜏 = ±∞. (33)

Зауважимо, що

𝐾(𝑡)𝑒1(𝑡)|𝐻(𝑡)|
1
2 =

𝜙0(𝑋(𝑡))

𝐿(𝑡)𝜙′
0(𝑋(𝑡))

|𝐻(𝑡)|
1
2 =

=
|𝐻(𝑡)|

1
2

𝐻(𝑡)
· 𝐿(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)
=

1

|𝐻(𝑡)|
1
2 sign𝐻(𝑡)

· 𝐿(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝐿′(𝑡)
.

Отже
lim
𝑡↑𝜔

𝑐11(𝑡) = −1.
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lim
𝑡↑𝜔

𝑐12 = lim
𝑡↑𝜔

𝐾(𝑡)𝑒1(𝑡)sign𝐻(𝑡)|𝐻(𝑡)|
1
2 =

𝛼0𝜇0
𝛾0

З (14)–(16), (22) та (23) маємо

lim
𝑡↑𝜔

𝑐22 = 𝛼0𝜇0𝛾0 lim
𝑡↑𝜔

𝑐21 = 0. (34)

З (17) маємо

lim
𝑡↑𝜔

1

2
· 𝐿(𝑡)
𝐿′(𝑡)

· 𝐻
′(𝑡)sign𝐻(𝑡)

|𝐻(𝑡)|
3
2

= 0. (35)

Отже характеристичне рiвняння граничної матрицi коефiцiентiв при
𝑣1 та 𝑣2 (︃

−1 𝛼0𝜇0

𝛾0

0 𝛼0𝜇0𝛾0

)︃
має вид

(𝜌− 𝛼0𝜇0𝛾0)(𝜌+ 1) = 0.

З умов теореми випливає, що у цього рiвняння рiвно два дiйсних коренi
рiзних знакiв.

Отримуємо, що для системи диференцiальних рiвнянь(31)–(32) викона-
но всi умови теореми 2.2 з [4]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (31)–(32)
має однопараметричну сiм’ю розв’язкiв {𝑣𝑖}2𝑖=1 : [𝑡*,+∞[−→ R2 (𝑡* ≥ 𝑡1),
якi прямують до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔. Цим розв’язкам вiдповiдають розв’язки
𝑦 : [𝑡*,+∞[−→ R (𝑡* ≥ 𝑡1) рiвняння (1), що допускають при 𝑡 ↑ 𝜔 асимпто-
тичнi зображення (20)–(21).

З виду цих зображень маємо, що отриманi розв’язки є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-
розв’язками рiвняння (1). Теорема повнiстю доведена.

Висновки

Отже для диференцiальних рiвнянь другого порядку, якi мiстять у пра-
вiй частинi добуток правильно змiнної функцiї вiд невiдомої функцiї та
швидко змiнної функцiї вiд похiдної невiдомої функцiї при аргументах, що
прямують, вiдповiдно, до нуля або нескiнченностi, побудовано асимптоти-
чнi зображення розв’язкiв та їх похiдних першого порядку. Отриманно
необхiднi та достатнi умови iснування повiльно змiнних 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞).
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Chepok O. O.
Asymptotic representations of the 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solutions of the

second order differential equation, which contains the product

of different types of nonlinearities from an unknown function

and its derivative

Summary

The study of asymptotic representations of solutions of differential equations,
in particular, of the second order differential equations, which contain non-
linearities of various types in the right-hand side, play an important role in
the development of the qualitative theory of differential equations. This paper
considers the type of differential equations of the second order, which con-
tain in the right part the product of a regularly varying function from an
unknown function and a rapidly varying function from the derivative of an
unknown function when the corresponding arguments tend to zero or infin-
ity. Necessary and sufficient conditions for the existence of slowly varying
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞) solutions of such equations have been obtained. Asymptotic
representations of such solutions and their first-order derivatives are also ob-
tained. Note that when additional conditions are imposed on the coefficients
of the characteristic equation, such 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solutions of the equation
exist as a one-parameter family. Similar results were obtained earlier when
considering second-order equations, which contain in the right-hand side the
product of a rapidly varying function from an unknown function and a regu-
larly varying function from the derivative of an unknown function when the
arguments tend to zero or infinity. For the equations considered in this paper,
similar results are new.
Key words: nonlinear second-order differential equations, asymptotic represen-
tations of solutions, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, rapidly varying functions, regu-
larly varying functions, slowly varying first-order derivatives.
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