
Дослiдження в математицi i механiцi. — 2022. — Т. 27, вип. 1–2 (39–40). — С. 66–82

УДК 517.925

Г. Є. Самкова, Д. Є. Лiманська
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова
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Стаття мiстить результати дослiджень, виконаних за пiдтримки Нацiонального
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У сучаснiй теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь та систем рiвнянь з невiдомою
комплекснозначною функцiєю комплексної змiнної чiльне мiсце займають системи рiв-
нянь, якi не розв’язанi або частково розв’язанi вiдносно похiдних. Вивчається система
звичайних диференцiальних рiвнянь, якi частково розв’язнi вiдносно похiдних, з пря-
мокутними матрицями навколо полюса. У статтi наведенi умови приведення системи
звичайних диференцiальних рiвнянь, яка частково розв’язна вiдносно похiдних, до си-
стеми звичайних диференцiальних рiвнянь спецiального вигляду. Доведена теорема з
достатнiми умовами iснування хоча б одного розв’язку задачi Кошi, у якого частина
компонентiв є аналiтичними функцiями у областях з нерухомою особливою на межi, а
решта компонентiв є функцiями, вибраними з певного класу функцiй.
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Вступ

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

𝐴(𝑧)𝑌
′
= 𝐵(𝑧)𝑌 + 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌

′
), (1)

де матрицi 𝐴 : 𝐷1 → C𝑝×𝑛, 𝐵 : 𝐷10 → C𝑝×𝑛, 𝑝 < 𝑛,𝐷1 = {𝑧 : |𝑧| <
𝑅1, 𝑅1 > 0, 𝐷10 = 𝐷1∖{0}, матриця 𝐴 = 𝐴(𝑧) — аналiтична в областi
𝐷1, а матриця 𝐵 = 𝐵(𝑧) – аналiтична в областi 𝐷10. Вектор-функцiя 𝑓 :

𝐷1×𝐺1×𝐺2 → C𝑝, де областi𝐺𝑘 ⊂ C𝑛, 0 ∈ 𝐺𝑘, 𝑘 = 1; 2, вектор-функцiя 𝑓 =

𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌
′
) є аналiтичною в областi 𝐷10 ×𝐺10 ×𝐺20, 𝐺𝑘0 = 𝐺𝑘∖{0}, 𝑘 = 1; 2,

та має в точцi (0, 0, 0) iзольовану особливу точку, а отже, точка (0, 0, 0) є
усувною особливою точкою для функцiї багатьох змiнних 𝑓 = 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌

′
)
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[1]. Довизначимо вектор-функцiю 𝑓 у точцi (0, 0, 0) так, щоб вона стала
аналiтичною функцiєю в областi 𝐷1 × 𝐺1 × 𝐺2. Нехай розклад вектор-
функцiї 𝑓 = 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌

′
) у збiжний степеневий ряд в околi точки (0, 0, 0) не

має вiльних та лiнiйних членiв.

Основнi результати
Систему (1) дослiджуємо у припущеннi, що 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴(𝑧) = 𝑝 при 𝑧 ∈ 𝐷1.
Введемо функцiю 𝑌 = 𝑐𝑜𝑙((𝑌1 𝑌2)), 𝑌1 = 𝑐𝑜𝑙(𝑌11(𝑧), . . . , 𝑌1𝑝(𝑧)), 𝑌2 =

𝑐𝑜𝑙(𝑌21(𝑧), . . . , . . . , 𝑌2𝑛−𝑝(𝑧)), 𝑌1 : 𝐷1 → C𝑝, 𝑌2 : 𝐷10 → C𝑛−𝑝. Без обмеже-
ння спiльностi будемо вважати, що матрицi 𝐴(𝑧), 𝐵(𝑧) та вектор-функцiя
𝑓 = 𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌

′
) мають вигляд

𝐴(𝑧) = (𝐴1(𝑧)𝐴2(𝑧)),

𝐵(𝑧) = (𝐵1(𝑧)𝐵2(𝑧)),

𝑓(𝑧, 𝑌, 𝑌
′
) = 𝑓*(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′
2 ),

𝐴1 : 𝐷1 → C𝑝×𝑝,

𝐴2 : 𝐷10 → C𝑝×(𝑛−𝑝),

𝐵1 : 𝐷10 → C𝑝×𝑝,

𝐵2 : 𝐷10 → C𝑝×(𝑛−𝑝),

𝑑𝑒𝑡𝐴1(𝑧) ̸= 0 при 𝑧 ∈ 𝐷1,

𝑓* : 𝐷1 ×𝐺11 ×𝐺12 ×𝐺21 ×𝐺22 → C𝑝,

𝐺𝑗1 ×𝐺𝑗2 = 𝐺𝑗 , 𝐺𝑗1 ⊂ C𝑝, 𝐺𝑗2 ⊂ C𝑛−𝑝, 𝑗 = 1, 2

та розвинення вектор-функцiї 𝑓* = 𝑓*(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) у збiжний cтепене-

вий ряд в околi точки (0, 0, 0, 0, 0) не має вiльних та лiнiйних членiв.
Позначимо

𝐴−1
1 (𝑧)𝐵2(𝑧)𝑌2 −𝐴−1

1 (𝑧)𝐴2(𝑧)𝑌
′
2 +𝐴−1

1 (𝑧)𝑓*(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) =

= 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ).

Тодi система (1) набуде вигляду

𝑌
′
1 = 𝐴−1

1 (𝑧)𝐵1(𝑧)𝑌1 + 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ). (2)
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За умовою вектор-функцiя 𝐹 * = 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) є аналiтичною в обла-

стi 𝐷1×𝐺110×𝐺120×𝐺210×𝐺220, 𝐺𝑗𝑘0 = 𝐺𝑗𝑘∖{0}, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, тобто у точцi
(0, 0, 0, 0, 0) має iзольовану особливу точку, отже точка (0, 0, 0, 0, 0) є усув-
ною особливою точкою для функцiї 𝐹 * [1]. Довизначимо вектор-функцiю
𝐹 * у точцi (0, 0, 0, 0, 0) так, що б вона стала аналiтичною функцiєю в обла-
стi 𝐷1×𝐺11×𝐺12×𝐺21×𝐺22. Не обмежуючи спiльностi, будемо вважати,
що 𝐹 *(0, 0, 0, 0, 0) = 0.

Пiд𝐻𝑛−𝑝
𝑢 будемо розумiти клас (𝑛−𝑝)− вимiрних аналiтичних в областi

𝐷10 функцiй, що мають в точцi 𝑧 = 0 полюс порядку 𝑢, 𝑢 ∈ N.
Розглянемо випадок, коли 𝐴−1

1 (𝑧)𝐵1(𝑧)− аналiтична матриця в областi
𝐷10 та у точцi 𝑧 = 0 має полюс порядку 𝑟, 𝑟 ∈ N, а вектор-функцiя 𝑌2 ∈
𝐻𝑛−𝑝

𝑢 . Тодi функцiя 𝑌2 = 𝑌2(𝑧) може бути зображена у виглядi збiжного
ряду Лорана при 𝑧 ∈ 𝐷10.

𝑌2(𝑧) = 𝑧−𝑢𝑌 *
2 (𝑧),=

∞∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘𝑧
𝑘−𝑢,

де 𝐵𝑘 ∈ C𝑛−𝑝, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑌 *
2 (𝑧) – аналiтична вектор-функцiя в областi

𝐷1 така, що 𝑌 *
2 (0) = 𝐵0 ̸= 0. Оскiльки 𝐵0 ̸= 0, то вектор-функцiя 𝑌 ′

2 (𝑧) у
точцi 𝑧 = 0 має полюс порядку 𝑢+ 1.

Оскiльки вектор-функцiя 𝐹 * = 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) — аналiтична в

областi 𝐷1 × 𝐺11 × 𝐺12 × 𝐺21 × 𝐺22, то 𝐹 * = 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) можна

уявити в околi точки (0, 0, 0, 0, 0) у виглядi збiжного степеневого ряду

𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) =

∑︁
𝑎+|𝑗|+|𝑘|+|𝑏|+|𝑑|=1,|𝑘|+|𝑑|̸=0

𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧
𝑎𝑌 𝑗

1 𝑌
𝑘
2 (𝑌

′
1 )

𝑏(𝑌
′
2 )

𝑑+

+

∞∑︁
𝑎+|𝑗|+|𝑘|+|𝑏|+|𝑑|=2

𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧
𝑎𝑌 𝑗

1 𝑌
𝑘
2 (𝑌

′
1 )

𝑏(𝑌
′
2 )

𝑑,

де 𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑 ∈ C𝑝, 𝑗 = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑝), |𝑗| = 𝑗1 + · · ·+ 𝑗𝑝, (𝑌1)
𝑗 = (𝑌11)

𝑗1 . . . (𝑌1𝑝)
𝑗𝑝),

𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑝), |𝑏| = 𝑏1+· · ·+𝑏𝑝, (𝑌
′
1 )

𝑏 = (𝑌
′
11)

𝑏1 . . . (𝑌
′
1𝑝)

𝑏𝑝 , 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛−𝑝),

|𝑘| = 𝑘1 + · · · + 𝑘𝑛−𝑝, (𝑌2)
𝑘 = (𝑌21)

𝑘1 . . . (𝑌2𝑛−𝑝)
𝑘𝑛−𝑝 , 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛−𝑝),

|𝑑| = 𝑑1 + · · ·+ 𝑑𝑛−𝑝, (𝑌
′
2 )

𝑑 = (𝑌
′
21)

𝑑1 . . . (𝑌
′
2𝑛−𝑝)

𝑑𝑛−𝑝 .

Припустимо, що iснують 𝑞 ∈ N та 𝑠 ∈ N такi, що

1. для деяких 𝑎0 ∈ N, 𝑗0 = (𝑗01, . . . , 𝑗0𝑝), 𝑗0ℎ ∈ N ∪ {0}, ℎ = (1, 𝑝), 𝑏0 =

(𝑏01, . . . , 𝑏0𝑝), 𝑏0ℎ ∈ N ∪ {0}, ℎ=1, 𝑝, що при |𝑘|=𝑞, |𝑑|=𝑠, 𝐶𝑎0𝑗0𝑘𝑏0𝑑 ̸=0;
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2. для будь-яких ℎ,𝑚 ∈ N,та 𝜇 = 1, 2, . . . ., 𝑛− 𝑝, 𝑐 = 1, 2, . . . , 𝑛− 𝑝,

𝐶𝑎𝑗(𝑘+ℎ𝑒𝜇)𝑏(𝑑+𝑚𝑒𝑐) = 0, якщо |𝑘| = 𝑞, |𝑑| = 𝑠, 𝑒𝜇 − (𝑛 − 𝑝) — вимiрний
𝜇-ий одиничний орт.

Отже елементи розкладання функцiї 𝐹 * в околi точки (0, 0, 0, 0, 0) в
степеневий ряд, який мiстить максимальнi ступенi вектор-функцiй 𝑌2 та
𝑌

′
2 з вiдмiнними вiд нуля коефiцiєнтами, матимуть вигляд

𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧
𝑎𝑌 𝑗

1 𝑌
𝑘
2 (𝑌

′
1 )

𝑏
(𝑌

′
2 )

𝑑
= 𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧

𝑎−𝑢𝑞−(𝑢+1)𝑠𝑌 𝑗
1 (𝑌

*
2 )

𝑘(𝑌
′
1 )

𝑏
(𝑧𝑌 *

2

′
− 𝑢𝑌 *

2 )
𝑑
,

при 𝑎 = 0, 1, 2 . . . , |𝑗| = 0, 1, 2, . . . , |𝑏| = 0, 1, 2, . . . , |𝑘| = 𝑞, |𝑑| = 𝑠. Принаймнi
такi складовi будуть при 𝑎 = 𝑎0, 𝑗 = 𝑗0, 𝑏 = 𝑏0. Позначимо через 𝑙 =

𝑢𝑞 + (𝑢+ 1)𝑠, та

𝑎0 = min
{𝑎0∈N∪{0}:𝐶𝑎0𝑗0𝑘𝑏0𝑓

̸=0}
𝑎0.

У такому випадку можливi двi логiчнi ситуацiї:
1) 𝑎0 − 𝑙 ≥ 0. Тодi для довiльної фiксованої функцiї 𝑌2 ∈ 𝐻𝑛−𝑝

𝑟 ,

𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) = 𝐹 (5)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ), де 𝐹 (5) =𝐹 (5)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) — аналiтична

функцiя у точцi (0, 0, 0), i система (2) приводиться до системи

𝑧𝑟𝑌
′
1 = 𝑃 (5)(𝑧)𝑌1 + 𝑧𝑟𝐻(5)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ),

де 𝑃 (5)(𝑧) — аналiтична матриця у областi 𝐷1, 𝐻
(5) = 𝐻(5)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) — ана-

лiтична вектор-функцiя у областi 𝐷1×𝐺11×𝐺21. Цей випадок розглянуто
у роботi [3, с. 33].
2) 𝑎0 − 𝑙 < 0, тодi вектор-функцiя 𝐹 * = 𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌

′
1 , 𝑌

′
2 ) може бути

зображена у виглядi

𝐹 *(𝑧, 𝑌1, 𝑌2, 𝑌
′
1 , 𝑌

′
2 ) =

= 𝑧−𝑙
∑︁

𝑎+|𝑗|+|𝑘|+|𝑏|+|𝑑|=1,|𝑘|+|𝑑|̸=0

𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧
𝑎𝑌 𝑗

1 (𝑌
*
2 )

𝑘(𝑌
′
1 )

𝑏(𝑧𝑌 *
2

′
)− 𝑟𝑌 *

2 )
𝑑
+

+
∞∑︁

𝑎+|𝑗|+|𝑘|+|𝑏|+|𝑑|=2

𝐶𝑎𝑗𝑘𝑏𝑑𝑧
𝑎𝑌 𝑗

1 (𝑌
*
2 )

𝑘(𝑌
′
1 )

𝑏
(𝑧𝑌 *

2

′
−𝑟𝑌 *

2 )
𝑑
=𝑧−𝑙𝐹 **(𝑧,𝑌1,𝑌

*
2 ,𝑌

′
1 ,𝑌

*
2

′
),

де 𝐹 ** — аналiтична в областi 𝐷1×𝐺11×𝐺12×𝐺21×𝐺22 вектор-функцiя.
Без обмеження спiльностi, при 𝑌2 ∈ 𝐻𝑛−𝑝

𝑢 , та функцiях 𝑌 *
2 (𝑧), 𝑌

*
2

′
(𝑧) ана-

лiтичних в областi 𝐷1 позначимо 𝐹 **(𝑧, 𝑌1, 𝑌
*
2 , 𝑌

′
1 , 𝑌

*
2

′
) = 𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ),
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причому 𝐻(6)(0, 0, 0) = 0. Система (2) при 𝑟0 = 𝑚𝑎𝑥(𝑙, 𝑟) приводиться до
системи вигляду

𝑧𝑟0𝑌
′
1 = 𝑧𝑟0−𝑟𝑃 (6)(𝑧)𝑌1 + 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ), (3)

де матриця 𝐴−1
1 (𝑧)𝐵1(𝑧) = 𝑧−𝑟𝑃 (6)(𝑧), 𝑃 (6)(𝑧) — аналiтична у областi 𝐷1,

вектор-функцiя 𝐻(6) : 𝐷1 ×𝐺11 ×𝐺12 → C𝑝, 𝐻(6) = 𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌
′
1 ) — аналi-

тична у областi 𝐷1 ×𝐺11 ×𝐺21, 𝐻
(6) = 𝑐𝑜𝑙(𝐻

(6)
1 , . . . ,𝐻

(6)
𝑝 ).

Таким чином, у даному випадку будемо дослiджувати питання iсну-
вання аналiтичних розв’язкiв системи (3) з початковою умовою

𝑌1(𝑧) → 0, 𝑧 → 0, 𝑧 ∈ 𝐷10, (4)

та якi задовольняють додатковiй умовi

𝑌
′
1 (𝑧) → 0, 𝑧 → 0, 𝑧 ∈ 𝐷10. (5)

1. Допомiжна лема про зведення системи (3) до системи спе-
цiального вигляду.

Означення 1. Говоримо, що вектор-функцiя 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌
′
1 ) має вла-

стивiсть 𝑉3 в околi точки (0, 0, 0), якщо у цiй областi компоненти вектор-
функцiї 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) можливо розкласти у збiжнi ряди вигляду

𝑧𝑟0−𝑙𝐻
(6)
𝑗 (𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) = 𝑧𝑟0−𝑙

∞∑︁
𝑠+|𝑑|+|𝑞|=2

𝐶
(6.𝑗)
𝑠𝑑𝑞 𝑧𝑠𝑌 𝑑

1 (𝑧
𝑟0𝑌

′
1 )

𝑞
, 𝑗 = 1, 𝑝,

де 𝐶(6.𝑗)
𝑠𝑑𝑞 ∈ C, 𝐶(6)

𝑠𝑑𝑞 = 𝑐𝑜𝑙(𝐶
(6.1)
𝑠𝑑𝑞 , . . . , 𝐶

(6.𝑝)
𝑠𝑑𝑞 ).

Лема. Якщо у системi (3) вектор-функцiя 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌
′
1 ) має вла-

стивiсть 𝑉3 в околi точки (0, 0, 0), то система (3) може бути однозна-
чно приведена до системи вигляду

𝑧𝑟0𝑌
′
1 = 𝑧𝑟0−𝑟𝑃 (6)(𝑧)𝑌1 + 𝑧𝑟0−𝑙𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1), (6)

де 𝑃 (6) = 𝑃 (6)(𝑧) — аналiтична матриця в областi 𝐷1 ⊆ 𝐷1, 0 ∈ 𝐷1, 𝐹
(6) =

𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1) — аналiтична вектор-функцiя в областi 𝐷̃1 × 𝐺̃11 ⊆ 𝐷1 ×𝐺11,

(0, 0) ∈ 𝐷1 × 𝐺̃11, 𝐹
(6)(0, 0) = 0.



Деякi системи ЗДР навколо полюса 71

2. Система (6) вздовж вiдрiзку.
Згiдно з методом аналiтичного продовження розв’язкiв [5] систему (6)

вивчимо вздовж двох сiмей кривих, а потiм виконаємо аналiтичне продов-
ження розв’язкiв з кривої однiєї сiм’ї за допомогою кривих другої сiм’ї на
деяку область.

Для довiльних фiксованих 𝑡1 ∈ (0, 𝑅1], 𝑣1, 𝑣2 ∈ R, 𝑣1 < 𝑣2, вводиться
множина 𝐼(𝑡1) = {(𝑡, 𝑣) ∈ R2 : 𝑡 ∈ (0, 𝑡1), 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}. При 𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑣) = 𝑡𝑒𝑖𝑣,

множина 𝐼(𝑡1) ⊂ R2 ставиться у вiдповiднiсть до множини 𝐼(𝑡1) ⊂ C :
𝐼(𝑡1) = {𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝑣 ∈ C : 𝑡 ∈ (0, 𝑡1), 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}.

Означення 2. Нехай 𝑝, 𝑔 : 𝐼(𝑡1) → [0,+∞). Говоримо, що функцiя 𝑝 має
властивiсть 𝑄1 вiдносно функцiї 𝑔 при 𝑣 = 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2), якщо функцiя 𝑝=
= 𝑝(𝑡, 𝑣0) є функцiєю вищого порядку малостi вiдносно функцiї 𝑔 = 𝑔(𝑡, 𝑣0)

при 𝑡→ +0.

Означення 3. Нехай 𝑝, 𝑔 : 𝐼(𝑡1) → [0,+∞). Говоримо, що функцiя 𝑝 має
властивiсть 𝑄2 вiдносно функцiї 𝑔 на множинi 𝐼(𝑡1), якщо iснують такi
𝐶1 ≥ 0, 𝐶2 ≥ 0, що на множинi 𝐼(𝑡1) виконуються нерiвностi

𝐶1 · 𝑔(𝑡, 𝑣) ≤ 𝑝(𝑡, 𝑣) ≤ 𝐶2 · 𝑔(𝑡, 𝑣).

Вводяться допомiжнi вектор-функцiї 𝜙(𝑧) = 𝑐𝑜𝑙(𝜙1(𝑧), . . . , 𝜙𝑝(𝑧)), 𝜙 :

𝐼(𝑡1) → C𝑝,та 𝜓(𝑡, 𝑣) = 𝑐𝑜𝑙(𝜓1(𝑡, 𝑣), . . . , 𝜓𝑝(𝑡, 𝑣)), 𝜓𝑗 : 𝐼(𝑡1) → [0; +∞), 𝑗 =

1, 𝑝, при 𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑣) = 𝑡𝑒𝑖𝑣, 𝜓𝑗(𝑡, 𝑣) = |𝜙𝑗(𝑧(𝑡, 𝑣))|, 𝑗 = 1, 𝑝, функцiї 𝜓𝑗 , 𝑗 =

1, 𝑝 — є дiйснозначними функцiями дiйсних змiнних 𝑡, 𝑣. Розглядається
аналiтична на множинi 𝐼(𝑡1) вектор-функцiя 𝜙 = 𝜙(𝑧) така, що для будь-
яких 𝑧 ∈ 𝐼(𝑡1) для вiдповiдних функцiй 𝜓𝑗 = 𝜓𝑗(𝑡, 𝑣), 𝑗 = 1, 𝑝, при (𝑡, 𝑣) ∈
𝐼(𝑡1) виконано умови:

𝜓𝑗(𝑡, 𝑣) > 0, (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣))
′
𝑡 > 0, (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣))

′
𝑣 ≥ 0

та рiвномiрно вiдносно 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2) виконано умови:

𝜓𝑗(+0, 𝑣) = 0, (𝜓𝑗(+0, 𝑣))
′
𝑡 = 0, 𝑗 = 1, 𝑝.

Розглянемо комплексну змiнну 𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝑣, де 𝑡 > 0, 𝑡, 𝑣 ∈ R. Зафiксуємо
𝑣 = 𝑣0, 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) i розглянемо систему (6) на вiдрiзку 𝐿𝑣0(𝑡1) = {(𝑡, 𝑣) ∈
R2 : 𝑡 ∈ (0, 𝑡1), 𝑣 = 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}, 𝑣0 — фiксоване число.
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Позначимо 𝑌1(𝑧(𝑡, 𝑣0)) = 𝑌1(𝑡), 𝑌1(𝑡) = 𝑌11(𝑡) + 𝑖𝑌12(𝑡), 𝑌1𝑗(𝑡) =
= 𝑐𝑜𝑙(𝑌1𝑗1(𝑡), . . . , 𝑌1𝑗𝑝(𝑡)), 𝑗 = 1, 2, функцiї 𝑌11(𝑡), 𝑌12(𝑡) — є дiйснозначни-
ми функцiями дiйсної змiнної 𝑡. 𝑃 (6)(𝑧(𝑡, 𝑣0)) = [𝑝

(6)
𝑗𝑘 (𝑡)]

𝑝

𝑗,𝑘=1
= 𝑃

(6)
1 (𝑡) +

𝑖𝑃
(6)
1 (𝑡), 𝑃

(6)
𝑠 (𝑡) = [𝑝

(6)
𝑗𝑘𝑠(𝑡)]

𝑝

𝑗,𝑘=1
, 𝑠 = 1, 2, де 𝑝(6)𝑗𝑘 (𝑡) = 𝑝

(6)
𝑗𝑘1(𝑡) + 𝑖𝑝

(6)
𝑗𝑘2(𝑡), 𝑗, 𝑘 =

1, 𝑝, функцiї 𝑝(6)𝑗𝑘𝑠(𝑡), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝 — є дiйснозначними функцiями дiйсної змiн-

ної 𝑡 та елементами матриць 𝑃 (6)
𝑠 (𝑡), 𝑠 = 1, 2.

При фiксованому 𝑣 = 𝑣0, 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) вектор-функцiю 𝐹 (6)=𝐹 (6)(𝑧(𝑡, 𝑣),

𝑌1(𝑧(𝑡, 𝑣))) уявимо як 𝐹 (6)(𝑧(𝑡,𝑣0),𝑌1(𝑧(𝑡,𝑣0)))=𝐹
(6)(𝑡,𝑌11,𝑌12), 𝐹

(6)(𝑡, 𝑌1)=

=𝑐𝑜𝑙(𝐹
(6)
1 (𝑡,𝑌11,𝑌12), . . . , 𝐹

(6)
𝑝 (𝑡,𝑌11,𝑌12)), 𝐹

(6)
𝑗 (𝑡, 𝑌11, 𝑌12)=𝐹

(6)
1𝑗 (𝑡, 𝑌11, 𝑌12) +

+ 𝑖𝐹
(6)
2𝑗 (𝑡, 𝑌11, 𝑌12), 𝑗 = 1, 𝑝, де 𝐹 (6)

1𝑗 , 𝐹
(6)
2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝 – є дiйснозначними фун-

кцiями дiйсних змiнних.
Система (6) буде зведена до вигляду

𝑡𝑟0(𝑌
′
11 + 𝑖𝑌

′
12) = 𝑡𝑟0−𝑟(𝑃

(6)
1 + 𝑖𝑃

(6)
2 )(𝑌11 + 𝑖𝑌12)𝑒

(1−𝑟)𝑖𝑣0 + 𝑡𝑟0−𝑙𝑒(1−𝑙)𝑖𝑣0 ·

·(𝑅𝑒𝐹 (6)(𝑡, 𝑌11, 𝑌12) + 𝑖𝐼𝑚𝐹 (6)(𝑡, 𝑌11, 𝑌12)). (7)

Дорiвняємо лiворуч i праворуч в системi (7) дiйснi та уявнi частини вектор-
функцiй, отримаємо систему 2𝑝 рiвнянь та введемо такi матрицi та вектор-
функцiю

𝑃 (6) (𝑡) =

(︃
𝑃

(6)
1 (𝑡) −𝑃 (6)

2 (𝑡)

𝑃
(6)
2 (𝑡) 𝑃

(6)
1 (𝑡)

)︃
;

𝑓 (6)
(︁
𝑡, 𝑌11, 𝑌12

)︁
=

(︃
𝑅𝑒𝐹 (6)(𝑡, 𝑌11, 𝑌12)

𝐼𝑚𝐹 (6)(𝑡, 𝑌11, 𝑌12)

)︃
;

𝑄̃5(𝑣0) =

(︃
𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣0)𝐸 𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣0)𝐸

−𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣0)𝐸 𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣0)𝐸

)︃
;

𝑄̃6(𝑣0) =

(︃
𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣0)𝐸 𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣0)𝐸

−𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣0)𝐸 𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣0)𝐸

)︃
;

де 𝐸 — одинична матрица 𝑝× 𝑝.
Тодi система (7) зведеться до системи

𝑡𝑟0

(︃
𝑌

′
11(𝑡)

𝑌
′
12(𝑡))

)︃
= 𝑡𝑟0−𝑟𝑃 (6)(𝑡)𝑄̃5(𝑣0)

(︃
𝑌11(𝑡)

𝑌12(𝑡)

)︃
+

+𝑡𝑟0−𝑙𝑄̃6(𝑣0)𝑓
(6)(𝑡, 𝑌11, 𝑌12). (8)
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Таким чином, система (6) вздовж вiдрiзка 𝐿𝑣0(𝑡1) при довiльному фiксова-
ному 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) зведеться до системи дiйсних диференцiальних рiвнянь
(8).

3. Система (6) вздовж дуги кола.
Розглянемо комплексну змiнну 𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝑣, де 𝑡 > 0, 𝑡, 𝑣 ∈ R. Зафiксуємо

𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1) i розглянемо систему (6) вздовж дуги кола 𝑂𝑡1(𝑡0) =

{(𝑡, 𝑣) ∈ R2 : 𝑡 = 𝑡0, 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}, при фiксованому 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1).

Позначимо 𝑌1(𝑧(𝑡0, 𝑣)) = 𝑌1(𝑣), 𝑌1(𝑣) = 𝑌11(𝑣) + 𝑖𝑌12(𝑣), 𝑌1𝑗(𝑣) =

= 𝑐𝑜𝑙(𝑌1𝑗1(𝑣), . . . , 𝑌1𝑗𝑝(𝑣)), 𝑗 = 1, 2, функцiї 𝑌11(𝑣), 𝑌12(𝑣) – є дiйснозначни-
ми функцiями дiйсної змiнної 𝑣. 𝑃 (6)(𝑧(𝑡0, 𝑣)) = [𝑝

(6)
𝑗𝑘 (𝑣)]

𝑝

𝑗,𝑘=1
= 𝑃

(6)
1 (𝑣) +

𝑖𝑃
(6)
2 (𝑣), 𝑃

(6)
𝑠 (𝑣) = [𝑝

(6)
𝑗𝑘𝑠(𝑣)]

𝑝

𝑗,𝑘=1
, 𝑠 = 1, 2, де 𝑝(6)𝑗𝑘 (𝑣) = 𝑝

(6)
𝑗𝑘1(𝑣)+𝑖𝑝

(6)
𝑗𝑘2(𝑣), 𝑗, 𝑘 =

1, 𝑝, функцiї 𝑝(6)𝑗𝑘𝑠(𝑣), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝 — є дiйснозначними функцiями дiйсної

змiнної 𝑣 та елементами матриць 𝑃 (6)
𝑠 (𝑣), 𝑠 = 1, 2.

Вектор-функцiю 𝐹 (6)(𝑧(𝑡, 𝑣), 𝑌1(𝑧(𝑡, 𝑣))) при фiксованому 𝑡 = 𝑡0,

𝑡0 ∈ (0, 𝑡1) уявимо як 𝐹 (6)(𝑧(𝑡0, 𝑣), 𝑌1(𝑧(𝑡0, 𝑣))) = 𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12),

𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12) = 𝑐𝑜𝑙(𝐹
(6)
1 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12), . . . , 𝐹

(6)
𝑝 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12)),

𝐹
(6)
𝑗 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12) = 𝐹

(6)
1𝑗 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12) + 𝑖𝐹

(6)
2𝑗 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12), 𝑗 = 1, 𝑝,

де 𝐹 (6)
1𝑗 , 𝐹

(6)
2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝 – є дiйснозначними функцiями дiйсних змiнних.

Система (6) буде зведена до вигляду

𝑡𝑟0−1
0 (𝑌

′
11 + 𝑖𝑌

′
12) = 𝑖𝑡𝑟0−𝑟

0 (𝑃
(6)
1 (𝑣) + 𝑖𝑃

(6)
2 (𝑣))(𝑌11 + 𝑖𝑌12)𝑒

(1−𝑟)𝑖𝑣+

+𝑖𝑡𝑟0−𝑙
0 𝑒(1−𝑙)𝑖𝑣(𝑅𝑒𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12) + 𝑖𝐼𝑚𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12)). (9)

Дорiвняємо лiворуч i праворуч в системi (9) дiйснi та уявнi частини вектор-
функцiй, отримаємо систему 2𝑝 рiвнянь та введемо такi матрицi та вектор-
функцiю

𝑃 (6) (𝑣) =

(︃
𝑃

(6)
1 (𝑣) −𝑃 (6)

2 (𝑣)

𝑃
(6)
2 (𝑣) 𝑃

(6)
1 (𝑣)

)︃
;

𝑓 (6)
(︁
𝑡, 𝑌11, 𝑌12

)︁
=

(︃
𝑅𝑒𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12)

𝐼𝑚𝐹 (6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12)

)︃
;

𝑄̂5(𝑣) =

(︃
𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣)𝐸 −𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣)𝐸

𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣)𝐸 𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣)𝐸

)︃
;

𝑄̂6(𝑣) =

(︃
𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣)𝐸 −𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣)𝐸

𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣)𝐸 𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣)𝐸

)︃
.
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Тодi система (9) зведеться до системи

𝑡𝑟0−1
0

(︃
𝑌

′
11(𝑣)

𝑌
′
12(𝑣)

)︃
= 𝑡𝑟0−𝑟

0 𝑃 (6)(𝑣)𝑄̂5(𝑣)

(︃
𝑌11(𝑣)

𝑌12(𝑣)

)︃
+

𝑡𝑟0−𝑙
0 𝑄̂6(𝑣)𝑓

(6)(𝑣, 𝑌11, 𝑌12). (10)

Таким чином, система (6) вздовж дуги кола 𝑂𝑡1(𝑡0) при довiльному фiксо-
ваному 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1) зведеться до системи дiйсних диференцiальних рiвнянь
(10).

Введено допомiжнi властивостi 𝑆6,𝑀6 вiдносно аналiтичної вектор-
функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧), де 𝜙(𝑧) = 𝑐𝑜𝑙(𝜙1(𝑧), . . . , 𝜙𝑝(𝑧)), 𝜓𝑗(𝑡, 𝑣) = |𝜙𝑗(𝑧(𝑡, 𝑣))|, 𝑗 =
1, 𝑝.

Означення 4. Говоримо, що матриця 𝑃 (6)(𝑧) має властивiсть 𝑆6 вiдносно
вектор-функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧), якщо виконуються умови:

1. Для кожного 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) функцiї 𝑡𝑟0(𝜓𝑗(𝑧(𝑡, 𝑣)))
′
𝑡 мають властивiсть

𝑄1 вiдповiдно вiдносно функцiй 𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑗 (𝑡)|𝜓𝑗(𝑧(𝑡, 𝑣)), 𝑗 = 1, 𝑝 при
𝑣 = 𝑣0;

2. Функцiї 𝑡𝑟0−1(𝜓𝑗(𝑡, 𝑣))
′
𝑣 мають властивiсть 𝑄2 вiдповiдно вiдносно

функцiй 𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑗 (𝑣)|𝜓𝑗(𝑡, 𝑣), 𝑗 = 1, 𝑝 на множинi 𝐼(𝑡2) для деякого
𝑡2 ∈ (0, 𝑡1);

3. Для кожного 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) функцiї 𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑘 (𝑡)|𝜓𝑘(𝑡, 𝑣) мають власти-
вiсть 𝑄1 вiдповiдно вiдносно функцiй 𝑡𝑟0(𝜓𝑗(𝑡, 𝑣))

′
𝑡, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑗 ̸= 𝑘

при 𝑣 = 𝑣0;

4. Функцiї 𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑘 (𝑣)|𝜓𝑘(𝑡, 𝑣) мають властивiсть 𝑄2 вiдповiдно вiдно-
сно функцiй 𝑡𝑟0−1(𝜓𝑗(𝑡, 𝑣))

′
𝑣, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑗 ̸= 𝑘 на множинi 𝐼(𝑡2) для

деякого 𝑡2 ∈ (0, 𝑡1).

Позначимо множини Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) = {(𝑡, 𝑌11, 𝑌12) : 𝑌 2
11𝑗 + 𝑌 2

12𝑗 <

< 𝛿2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0))
2, 𝑡 ∈ (0, 𝑡1)}, 𝑗 = 1, 𝑝. Множина Ω̃(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) може бути

розглянута як перетин множин Ω̃𝑗 , Ω̃(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) =
⋂︀𝑝

𝑗=1 Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))).
Частину межi множин Ω̃𝑗 , 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑝} будемо позначати як

𝜕Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) = {(𝑡, 𝑌11, 𝑌12) : 𝑌 2
11𝑗 + 𝑌 2

12𝑗 = 𝛿2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0))
2, 𝑌 2

11𝑘 + 𝑌 2
12𝑘 <



Деякi системи ЗДР навколо полюса 75

< 𝛿2𝑘(𝜓𝑘(𝑡, 𝑣0))
2, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑘 ̸= 𝑗, 𝑡 ∈ (0, 𝑡1)}.

Ω̂𝑗(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) = {(𝑣, 𝑌11, 𝑌12) : 𝑌 2
11𝑗 + 𝑌 2

12𝑗 < 𝜏2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣))
2, 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)},

𝑗 = 1, 𝑝.

Множина Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) може бути розглянута як перетин множин Ω̂𝑗 ,

Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) =
⋂︀𝑝

𝑗=1 Ω̂𝑗(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))). Частину межi множин Ω̂𝑗 , 𝑗 ∈
{1, 2, . . . , 𝑝} будемо позначати як

𝜕Ω̂𝑗(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) = {(𝑣, 𝑌11, 𝑌12) : 𝑌 2
11𝑗 + 𝑌 2

12𝑗 =

= 𝜏2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣))
2, 𝑌 2

11𝑘 + 𝑌 2
12𝑘 <

< 𝜏2𝑘 (𝜓𝑘(𝑡0, 𝑣))
2, 𝑘 = 1, 𝑝, 𝑘 ̸= 𝑗, 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)}.

Означення 5. Говоримо, що вектор-функцiя 𝐹 (6) = 𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1) має вла-
стивiсть 𝑀6 вiдносно вектор-функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧), якщо виконуються умови:

1. Для кожного 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) при (𝑡, 𝑌11, 𝑌12) ∈ Ω̃(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) функцiї
𝑡𝑟0−𝑙𝐹

(6)
𝑘𝑗 (𝑡, 𝑌11, 𝑌12) мають властивiсть 𝑄1 вiдповiдно вiдносно функцiй

𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑗 (𝑡)|𝜓𝑗(𝑡, 𝑣), 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑘 = 1, 2 при 𝑣 = 𝑣0;
2. Для будь-яких (𝑣, 𝑌11, 𝑌12) ∈ Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) функцiї

𝑡𝑟0−𝑙𝐹
(6)
𝑘𝑗 (𝑣, 𝑌11, 𝑌12) мають властивiсть 𝑄2 вiдповiдно вiдносно функцiй

𝑡𝑟0−𝑟|𝑝(6)𝑗𝑗 (𝑣)|𝜓𝑗(𝑡, 𝑣)), 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑘 = 1, 2 на множинi 𝐼(𝑡2) для деякого 𝑡2 ∈
(0, 𝑡1).

Введемо областi Λ(6)
+.𝑘(𝑡2), 𝑘 ∈ {+,−}, якi визначаються наступним чи-

ном

Λ
(6)
+.+(𝑡2) = {(𝑡, 𝑣) : 𝑐𝑜𝑠((𝑟−1)𝑣−𝛼̃(6)

𝑗𝑗 (𝑡)) > 0, 𝑠𝑖𝑛((𝑟−1)𝑣−𝛼̂(6)
𝑗𝑗 (𝑣)) > 0, 𝑗 = 1, 𝑝,

𝑡 ∈ (0, 𝑡2), 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)};

Λ
(6)
+.−(𝑡2) = {(𝑡, 𝑣) : 𝑐𝑜𝑠((𝑟−1)𝑣−𝛼̃(6)

𝑗𝑗 (𝑡)) > 0, 𝑠𝑖𝑛((𝑟−1)𝑣−𝛼̂(6)
𝑗𝑗 (𝑣)) < 0, 𝑗 = 1, 𝑝,

𝑡 ∈ (0, 𝑡2), 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2)};

де функцiї 𝛼̃(6)
𝑗𝑗 (𝑡), 𝛼̂

(6)
𝑗𝑗 (𝑣), 𝑗 = 1, 𝑝 визначенi у [3].

Не обмежуючи спiльностi, будемо вважати, що Λ
(6)
+.𝑘(𝑡2) ̸= ⊘, 𝑘 ∈ {+,−}.

Означення 6. Говоримо, що система (6) належить класу 𝐶(6)
+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−},

якщо матриця 𝑃 (6)(𝑧) = 𝑃 (6)(𝑡𝑒𝑖𝑣) така, що (𝑡, 𝑣) ∈ Λ
(6)
+.𝑘(𝑡2), 𝑘 ∈ {+,−}.
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4. Формулювання основних результатiв.
Введемо областi

𝐺
(6)
+.𝑘(𝑡2) = {𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑣) : 0 < |𝑧| < 𝑡2, (𝑡, 𝑣) ∈ Λ

(6)
+.𝑘(𝑡2)}, 𝑘 ∈ {+,−}.

Теорема 1. Нехай 𝑝 < 𝑛,𝐴(𝑧) — аналiтична матриця в областi 𝐷1 та
𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴(𝑧) = 𝑝 при 𝑧 ∈ 𝐷1. Нехай систему (1) можливо привести до ви-
гляду (2). Система (2) при 𝑌2 ∈ 𝐻𝑛−𝑝

𝑢 може бути приведена до системи
(3). Вектор-функцiя 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) має властивiсть 𝑉3 в околi точки

(0, 0, 0). Крiм того, для системи (6) виконуються умови:

1. Матриця 𝑃 (6)(𝑧) — аналiтична матриця в областi 𝐷1 i має вла-
стивiсть 𝑆6 вiдносно аналiтичної вектор-функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧);

2. Вектор-функцiя 𝐹 (6) = 𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1) — аналiтична в областi 𝐷1×𝐺1,

𝐹 (6)(0, 0) = 0 i має властивiсть 𝑀6 вiдносно вектор-функцiї 𝜙 =

𝜙(𝑧);

3. Система (6) належить одному з класiв 𝐶(6)
+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−}.

Тодi для кожного 𝑘 ∈ {+,−}, для деякого 𝑡* ∈ (0, 𝑡2) i для кожного 𝑌2 ∈
𝐻𝑛−𝑝

𝑢 iснують розв’язки системи (1) 𝑌 (𝑧), першi компоненти котрих
задовольняють початковим умовам 𝑌1(𝑧0) = 𝑌10 при 𝑧0 ∈ 𝐺

(6)
+.𝑘(𝑡

*), 𝑌10 ∈
{𝑌1 : |𝑌1𝑗(𝑧0)| < 𝛿𝑗 |𝜙𝑗(𝑧0)|, 𝛿𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑝}, аналiтичнi в областi 𝐺(6)

+.𝑘(𝑡
*) i

для цих p компонент розв’язкiв у зазначенiй областi справедливi оцiнки

|𝑌1𝑗(𝑧)|2 < 𝛿2𝑗 |𝜙𝑗(𝑧)|2, 𝑗 = 1, 𝑝. (11)

Доведення. За умовою систему (1) можливо привести до вигляду
(3). Вектор-функцiя 𝑧𝑟0−𝑙𝐻(6)(𝑧, 𝑌1, 𝑌

′
1 ) має властивiсть 𝑉3 в околi точки

(0, 0, 0). Застосуємо Лему 1, згiдно з якою система (3) може бути однозна-
чно приведена до системи (6).

1. Розглянемо систему (6) на вiдрiзку 𝐿𝑣0(𝑡1) при фiксованому значеннi
𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2). Нехай 𝑇 (6) — вектор поля напрямкiв системи (8) в довiльнiй
фiксованiй точцi (𝑡, 𝑌11(𝑡), 𝑌12(𝑡)) ∈ 𝜕Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑝}.(︂

𝑡𝑟0𝑇 (6),
𝑁̄𝑗

2

)︂
= −𝑡𝑟0𝛿2𝑗𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0)(𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0))

′

𝑡 + 𝑡𝑟0−𝑟(𝑝
(6)
𝑗𝑗1(𝑡)𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣0)+
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+𝑝
(6)
𝑗𝑗2(𝑡)𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣0))𝛿

2
𝑗 (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0))

2 + 𝑡𝑟0−𝑟
𝑝∑︁

𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

((𝑝
(6)
𝑗𝑘1(𝑡)𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣0)+

+𝑝
(6)
𝑗𝑘2(𝑡)𝑠𝑖𝑛((𝑟−1)𝑣0))×(𝑌11𝑘𝑌11𝑗+𝑌12𝑘𝑌12𝑗)+𝑡𝑟0−𝑟

𝑝∑︁
𝑘=1

((𝑝
(6)
𝑗𝑘1(𝑡)𝑠𝑖𝑛((𝑟−1)𝑣0)−

−𝑝(6)𝑗𝑘2(𝑡)𝑐𝑜𝑠((𝑟−1)𝑣0))×(𝑌12𝑘𝑌11𝑗 −𝑌11𝑘𝑌12𝑗)+ 𝑡𝑟0−𝑙(𝐹
(6)
1𝑗 𝑐𝑜𝑠((𝑙−1)𝑣0)+𝐹

(6)
2𝑗 ·

·𝑠𝑖𝑛((𝑙−1)𝑣0))𝑌11𝑗+𝑡
𝑟0−𝑙(−𝐹 (6)

1𝑗 𝑠𝑖𝑛((𝑙−1)𝑣0)+𝐹
(6)
2𝑗 𝑐𝑜𝑠((𝑙−1)𝑣0))𝑌12𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝.

Оскiльки, за умовою, матриця 𝑃 (6) має властивiсть 𝑆6, а вектор-функцiя
𝐹 (6) = 𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1) має властивiсть 𝑀6 вiдносно вектор-функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧),
то (︂

𝑡𝑟0𝑇 (6),
𝑁̄𝑗

2

)︂
→
√︁
(𝑝

(6)
𝑗𝑗1(𝑡))

2 + (𝑝
(6)
𝑗𝑗2(𝑡))

2(𝑐𝑜𝑠((𝑟 − 1)𝑣0 − 𝛼̃
(6)
𝑗𝑗 (𝑡))),

𝑗 = 1, 𝑝, 𝑡→ +0.

Оскiльки система (6) належить одному з класiв 𝐶(6)
+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−}, то iснує

таке 𝑡*, що при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) справедливо (𝑡𝑟0𝑇 (6), 𝑁̄𝑗/2) > 0, 𝑗 = 1, 𝑝. Отже
при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) поверхня 𝜕Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) є поверхнею без контакту для
системи (8), причому при спаданнi змiнної 𝑡 iнтегральна крива входить в
область Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))).

Згiдно з топологiчним принципом Важевського [6], через кожну то-
чку множини Ω̃(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) ∪ 𝜕Ω̃(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) ∩ (𝑡 = 𝑡**), 𝑡** ∈ (0, 𝑡*)

проходить хоча б одна гладка iнтегральна крива системи (8), i всi iнте-
гральнi кривi даної системи, що проходять через точки Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0)))∪
𝜕Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧 (𝑡, 𝑣0) ) ) ∩ (𝑡 = 𝑡**), 𝑡** ∈ (0, 𝑡*), залишаються в областi
Ω̃𝑗(𝛿, 𝜙(𝑧(𝑡, 𝑣0))) при (𝑡, 𝑣0) ∈ Λ

(6)
+.𝑘(𝑡

*), 𝑘 ∈ {+,−}, 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2). Причому
виконанi нерiвностi

|𝑌1𝑠𝑗(𝑧(𝑡, 𝑣0))|2 < 𝛿2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡, 𝑣0))
2, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2 (12)

при (𝑡, 𝑣0) ∈ Λ
(6)
+.𝑘(𝑡

*), 𝑘 ∈ {+,−}.
2. Розглянемо систему (6) вздовж дуги кола 𝑂𝑡1(𝑡0) при фiксовано-

му значеннi 𝑡0 ∈ (0, 𝑡1). Нехай 𝑇 (6) — вектор поля напрямкiв системи
(10) в довiльнiй фiксованiй точцi (𝑡, 𝑌11(𝑡), 𝑌12(𝑡)) ∈ 𝜕Ω̂𝑗(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))), 𝑗 ∈
{1, . . . , 𝑝}.
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Розглянемо скалярний добуток(︂
𝑡𝑟0−1𝑇 (6),

𝑁̄𝑗

2

)︂
=−𝑡𝑟0−1

0 𝜏2𝑗 𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣)(𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣))
′

𝑣+𝑡
𝑟0−𝑟
0 (𝑝

(6)
𝑗𝑗1(𝑣)𝑠𝑖𝑛(((𝑟 − 1)𝑣)−

−𝑝(6)𝑗𝑗2(𝑣)𝑐𝑜𝑠(((𝑟−1)𝑣))𝜏2𝑗 (𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣))
2+𝑡𝑟0−𝑟

0

𝑝∑︁
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

(𝑝
(6)
𝑗𝑘1(𝑣)𝑠𝑖𝑛((𝑟−1)𝑣)−𝑝(6)𝑗𝑘2(𝑣)·

·𝑐𝑜𝑠(((𝑟 − 1)𝑣))× (𝑌11𝑘𝑌11𝑗 + 𝑌12𝑘𝑌12𝑗)+

+𝑡𝑟0−𝑟
0

𝑝∑︁
𝑘=1

(𝑝
(6)
𝑗𝑘1(𝑣)𝑐𝑜𝑠(((𝑙 − 1)𝑣) + 𝑝

(6)
𝑗𝑘2(𝑣)·

·𝑠𝑖𝑛(((𝑙 − 1)𝑣))× (𝑌11𝑘𝑌12𝑗 − 𝑌12𝑘𝑌11𝑗) + 𝑡𝑟0−𝑙(𝐹
(6)
1𝑗 𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣)−

−𝐹 (6)
2𝑗 𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣))𝑌11𝑗 + 𝑡𝑟0−𝑙(𝐹

(6)
1𝑗 𝑐𝑜𝑠((𝑙 − 1)𝑣)+

+𝐹
(6)
2𝑗 𝑠𝑖𝑛((𝑙 − 1)𝑣))𝑌12𝑗 , 𝑗=1, 𝑝.

Оскiльки, за умовою, матриця 𝑃 (6) має властивiсть 𝑆6, а вектор-функцiя
𝐹 (6) = 𝐹 (6)(𝑧, 𝑌1) має властивiсть 𝑀6 вiдносно вектор-функцiї 𝜙 = 𝜙(𝑧),
то (︂

𝑡𝑟0−1𝑇 (6),
𝑁̄𝑗

2

)︂
→
√︂

(𝑝
(6)
𝑗𝑗1(𝑣))

2
+ (𝑝

(6)
𝑗𝑗2(𝑣))

2
𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣 − 𝛼̂

(6)
𝑗𝑗 (𝑣)),

𝑗 = 1, 𝑝, при 𝑡0 → +0, 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2). Отже, 𝑠𝑖𝑔𝑛(
(︁
𝑡𝑟0−1𝑇 (6),

𝑁̄𝑗

2

)︁
) =

= 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠𝑖𝑛((𝑟 − 1)𝑣 − 𝛼̂
(6)
𝑗𝑗 (𝑣))), 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑣 ∈ (𝑣1, 𝑣2). Без обмеження спiль-

ностi для кожного фiксованого 𝑡0 ∈ (0, 𝑡*) поверхня 𝜕Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) ∈
Λ
(6)
+.𝑘(𝑡

*), 𝑘 ∈ {+,−} є поверхнею без контакту для системи (10).
Оскiльки система (6) належить одному з класiв 𝐶

(6)
+.𝑘, 𝑘 ∈ {+,−}, то

будь-яка iнтегральна крива системи (10), що проходить через точку мно-
жини Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣)))∩(𝑣 = 𝑣0), 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2), якщо (𝑡0, 𝑣0) ∈ Λ

(6)
+.+(𝑡

*), зали-
шається в областi Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) при спаданнi 𝑣, а якщо (𝑡0, 𝑣0) ∈ Λ

(6)
+.−(𝑡

*),
залишається в областi Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) при зростаннi 𝑣.

Понад того виконанi нерiвностi

|𝑌1𝑠𝑗(𝑧(𝑡0, 𝑣))|2 < 𝜏2𝑗 |𝜓𝑗(𝑡0, 𝑣)|2, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2 (13)

при (𝑡0, 𝑣) ∈ Λ
(6)
+.𝑘(𝑡

*), 𝑘 ∈ {+,−}.
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3. Аналогiчно доведенню Теореми 1.1 [2] припустимо, що виконуються
нерiвнiсть 𝛿2𝑗 < 𝜏2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝.

В першому етапi доведення цiєї теореми отримано, що вздовж кривої
𝐿𝑣0(𝑡), 𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) iснує хоча б один неперервний диферен-
цiйовний розв’язок системи

|𝑌1𝑠𝑗(𝑧)|2 < 𝛿2𝑗 |𝜙𝑗(𝑧)|2, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2,

який задовольняє оцiнкам (12). Позначимо множину таких розв’язкiв
{𝑌1.𝑣0(𝑧(𝑡, 𝑣))}.

Виберемо розв’язок 𝑌1.𝑣0(𝑧(𝑡, 𝑣)) з множини {𝑌1.𝑣0(𝑧(𝑡, 𝑣))} та здiйснимо
його аналiтичне продовження з 𝐿𝑣0(𝑡

*), (𝑡, 𝑣) ∈ Λ
(6)
+.𝑘(𝑡

*) при фiксованому
𝑣0 ∈ (𝑣1, 𝑣2) на область, яка мiстить 𝐿𝑣0(𝑡

*), зi збереженням оцiнки (12).
З другого етапу доказу цiєї теореми випливає, що при виконаннi нерiв-

ностi (13) розв’язок 𝑌1.𝑣0(𝑧(𝑡, 𝑣)) при фiксованому 𝑣0 можна продовжити з
вiдрiзка 𝐿𝑣(𝑡

*) вздовж кривих 𝑂𝑡0 на множину Ω̂(𝜏, 𝜙(𝑧(𝑡0, 𝑣))) ∩ (𝑣 = 𝑣*)

при 𝑡 ∈ (0, 𝑡*), при цьому аналiтичне продовження позначимо 𝑌1(𝑧). Отри-
маємо множину розв’язкiв {𝑌1(𝑧)}.

У пiдсумку, будь-який розв’язок 𝑌1(𝑧) може бути аналiтично продов-
жений в областi 𝐺(6)

+.𝑘(𝑡
*)×{𝑌 : |𝑌𝑟𝑗 | < 𝛿𝑗 |𝜙𝑗(𝑧0)|, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑠 = 1, 2}, причому

в данiй областi виконано нерiвнiсть (11).
А значить, для кожного 𝑌2 ∈ 𝐻𝑛−𝑝

𝑢 система (1) має хоча б один
розв’язок 𝑌 (𝑧), першi компонент якого є аналiтичними функцiями в обла-
стi 𝐺(6)

+.𝑘(𝑡
*) i для цих 𝑝 компонент розв’язка у зазначенiй областi викону-

ються оцiнки (11).
Теорема доведена.

Висновки

Таким чином, було детально вивчено систему (1) у припущеннi, що
матрицi 𝐴(𝑧), 𝐵(𝑧) — прямокутнi матрицi розмiрностi 𝑝 × 𝑛, 𝑝 < 𝑛, i
𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴(𝑧) = 𝑝 при 𝑧 ∈ 𝐷1. Тодi система (1) буде приведена до вигляду
(2). Розглянутi випадки, коли матриця 𝐴−1

1 (𝑧)𝐵1(𝑧) — аналiтична в обла-
стi 𝐷10 та у точцi 𝑧 = 0 має полюс порядку 𝑟, а 𝑌2 взято з класу функцiй
𝐻𝑛−𝑝

𝑢 та доведено теорему про iснування розв’язкiв для задачi Кошi (2),
(4) у припущеннi, що виконується додаткова умова (5). А саме, коли ма-
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триця 𝐴−1
1 (𝑧)𝐵1(𝑧) — аналiтична в областi 𝐷10 та у точцi 𝑧 = 0 має полюс,

а 𝑌2 взято з класу функцiй 𝐻𝑛−𝑝
𝑢 , а матриця 𝐴−1

1 (𝑧)𝐵1(𝑧) — аналiтична в
областi 𝐷10 та у точцi 𝑧 = 0 має полюс, знайдено достатнi умови iснуван-
ня хоча б одного розв’язку задачi Кошi (2)–(4), першi компоненти якого
є аналiтичними функцiями у областях 𝐺(6)

+.𝑘(𝑡
*), 𝑘 ∈ {+,−}, у припущеннi,

що виконується додаткова умова (5).
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Samkova G., Limanska D.
The system of ordinary differential questions with rectangular

matrices that is partially solved to the derivatives near the pole

Summary

In modern theory of ordinary differential equations and systems of equations
with an unknown complex-valued function of a complex variable, a prominent
place is occupied by systems of equations that are either unsolved or partially
solved with respect to derivatives. The system of ordinary differential equa-
tions, which is partially solved with respect to the derivatives, with rectangular
matrices around the pole has been studied. The article presents conditions for
transforming a system of ordinary differential equations, which is partially solv-
able with respect to derivatives, to a system of ordinary differential equations
with a special form. The theorem with sufficient conditions of the existence
at least one solution of the Cauchy problem is proven, some components of
the solution are analytic functions in domains with the fixed singularity on the
boundary, and the remaining components are functions chosen from a certain
class of functions.
Key words: system of ordinary differential equations, that is partially resolved
relatively to the derivatives, Cauchy’s problem, fixed singularity, isolated sin-
gularity, pole.
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