
Дослiдження в математицi i механiцi. — 2022. — Т. 27, вип. 1–2 (39–40). — С. 48–65

УДК 517.929.8

А. О. Латиш
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I. Мечникова

УСЕРЕДНЕННЯ В ЛIНIЙНИХ ЗА КЕРУВАННЯМ ЗАДАЧАХ
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ СИСТЕМАМИ В
ДИСКРЕТНОМУ ЧАСI IЗ ЗМIННИМ ЗАПIЗНЕННЯМ

Для дискретних рiвнянь керованого руху iз змiнним запiзненням у станi системи та
з параметром керування, що входить лiнiйно, обгрунтовано можливiсть застосування
методу усереднення. Для задачi оптимального керування на траєкторiях такої системи
з термiнальним критерiєм доведено теорему про близькiсть значень критерiя неусере-
дненої задачi оптимального керування на оптимальному керуваннi усередненої задачi
з оптимальним значенням критерiя неусередненої (вихiдної) задачi. Тобто оптимальне
керування усередненої задачi є асимптотично оптимальним керуванням для вихiдної
задачi. Розроблено числово-асимптотичний метод розв’язання адачi оптимального ке-
рування системою в дискретному часi, яка мiстить змiнне запiзнення в станi та лiнiйно
залежить вiд параметра керування.
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Вступ

Метод усереднення широко застосовується до дослiдження рiзноманi-
тних систем. М. М. Крилов i М. М. Боголюбов в першiй половинi мину-
лого столiття розробили асимптотичний метод, який знайшов своє засто-
сування не тiльки в нелiнiйнiй механiцi, а й у рiзних галузей прикладних
наук. Книга [2] присвячена огляду асимптотичних методiв нелiнiйної ме-
ханiки. Рiзницевi рiвняння є моделями систем у дискретному часi. Для
таких рiвнянь також було обгрунтовано можливiсть застосування методу
усереднення [1], для дискретних систем iз запiзненням метод усереднення
обгрунтовано в [6]. Можливiсть застосування методу усереднення до за-
дач оптимального керування вперше наголосив М. М. Моiсеєв. В роботах
В. О. Плотнiкова та учнiв його наукової школи метод усереднення засто-
совується до нових класiв задач керування [3; 5; 7; 8]. У згаданих роботах
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пропонується усереднювати рiвняння керованого руху та спецiальним чи-
ном будувати керування усередненої системи. Тобто, керування вихiдної
та усередненої систем мають рiзну вимiрнiсть, рiзну природу. Для дискре-
тних керованих систем та для дискретних керованих систем iз запiзненням
такого роду метод усереднення запропоновано в [4; 9]. В данiй роботi про-
понується обгрунтування методу усереднення для дискретних керованих
систем, якi лiнiйно залежать вiд параметра керування та мiстять змiнне
запiзнення в станi, пропонується обгрунтування матоду усереднення, коли
керування вихiдної й усередненої системи обираються iз однiєї множини
допустимих керувань. Для задачi оптимального керування на траєкторiях
такої системи з термiнальним критерiєм доведено теорему про близькiсть
значень критерiя неусередненої задачi оптимального керування на опти-
мальному керуваннi усередненої задачi з оптимальним значенням критерiя
неусередненої (вихiдної) задачi. Розроблено числово-асимптотичний метод
розв’язання задачi оптимального керування системою в дискретному часi,
яка мiстить змiнне запiзнення в станi та лiнiйно залежить вiд параметра
керування.

Основнi результати
1. Постановка лiнiйної за керуванням задачi оптимального ке-

рування системами в дискретному часi зi змiнним запiзненням.
Розглянемо лiнiйну за керуванням задачу оптимального керування зi

змiнним запiзненням вiдносно стану, яка лiнiйно залежить вiд керування
та описується системою рiвнянь в дискретному часi

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝜀 · ⌊𝑓(𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)) +𝐴(𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)) · 𝑢𝑖⌋, 𝑥0 = 𝑥0 (1)

i термiнальним критерiєм якостi

𝐽(𝑢) = Φ(𝑥𝑁 ) → 𝑚𝑖𝑛
𝑢⊂𝑈

, (2)

де цiле значення 𝑖— поточний момент дискретного часу, що належить мно-
жинi 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, так як 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋, 𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜀 > 0 — малий
параметр, ⌊𝑐⌋ — цiла частина числа 𝑐; 𝑥𝑖 ∈ 𝐷 ⊂ (𝑅𝑛) — поточий 𝑛-вимiрний
стан системи, який належить множинi 𝐷; 𝑢𝑖 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑟) — поточне
𝑟-вимiрне керування, яке обирається з компактної множини 𝑈 , задана цi-
лозначна функцiя 𝑠(𝑖) ∈ 𝐼𝑠 = {0, 1, 2, ..., 𝑖} визначає момент дискретного
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часу впливу змiнного запiзнення на поточний 𝑖-ий стан системи, очевидно,
що 𝑠(𝑖) ⩽ 𝑖 для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑓(𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)) — задана 𝑛-вимiрна функцiя,
𝐴(𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)) — задана 𝑛 × 𝑟-матрицi; Φ(𝑥𝑖) — задана скалярна функцiя;
𝑥0 — заданий початковий стан системи.

Означення 1. Допустимими керуваннями системи (1) назвемо функцiї
𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} iз компактної множини 𝑈 , для яких знайдеться значен-
ня 𝜀0 > 0, не залежне вiд 𝑢 ∈ 𝑈 , таке, що для всiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] вiдповiдний
розв’язок 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} системи рiвнянь (1) визначений для будь-якого
𝑖 ∈ 𝐼 та належить замкнутiй множинi 𝐷.

Означення 2. Оптимальним керуванням задачi (1), (2) назвемо таке
допустиме керування 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼}, на якому критерiй якостi (1)
приймає мiнiмальне значення 𝐽(𝑢*) = 𝑚𝑖𝑛

𝑢∈𝑈
𝐽(𝑢).

Потрiбно знайти таке допустиме керування 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} i
вiдповiдну йому траєкторiю 𝑥* = {𝑥*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼}, яка є розв’язком системи
рiвнянь (1), при цьому критерiй якостi (2) приймає мiнiмальне значення
𝐽(𝑢*) = 𝑚𝑖𝑛

𝑢∈𝑈
𝐽(𝑢).

2. Усереднення в лiнiйних за керуванням задачах керування
системами в дискретному часi зi змiнним запiзненням.

Для розв’язання задачi керування системою (1) застосуємо метод усе-
реднення. Припустимо, що рiвномiрно вiдносно цiлого 𝑞 ⩾ 0 та 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐷

iснують функцiї 𝑓0(𝑤1, 𝑤2), 𝐴0(𝑤
1, 𝑤2), якi задовольняють умови

lim
ℎ→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦1ℎ

𝑞+ℎ−1∑︁
𝑗=𝑞

𝑓
(︀
𝑗, 𝑤1, 𝑤2

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑤1, 𝑤2

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ = 0 (3)

lim
ℎ→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦1ℎ

𝑞+ℎ−1∑︁
𝑗=𝑞

𝐴
(︀
𝑗, 𝑤1, 𝑤2

)︀
−𝐴0

(︀
𝑤1, 𝑤2

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ = 0 (4)

Системi (1) поставимо у вiдповiднiсть усереднену систему

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 𝜀 ·
⌊︀
𝑓0
(︀
𝑦𝑖, 𝑦𝑠(𝑖)

)︀
+𝐴0

(︀
𝑦𝑖, 𝑦𝑠(𝑖)

)︀
· 𝜈𝑖
⌋︀
, 𝑦0 = 𝑥0, (5)

де 𝑦𝑖 ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 — поточний 𝑛-вимiрний стан системи; 𝜈𝑖 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑟)

— поточне 𝑟-вимiрне керування усередненної задачi, що обирається iз тiєї
ж компактної множини 𝑈 .
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Доведемо, що для будь-якого допустимого керування системи (1) або
будь-якого допустимого керування усередненної системи (5), що вiдповiдає
обраному керуванню, траєкторiї обох задач будуть близькi на скiнченному
асимптотично великому промiжку дискретного часу.

Теорема 1. Нехай в областi 𝑄 = {𝑖 ∈ 𝐼;𝑥𝑖 ∈ 𝐷;𝑢𝑖 ∈ 𝑈} для систем (1) i
(5) виконанi наступнi умови:

1) функцiя 𝑓(𝑖, 𝑤1, 𝑤2) та матричнозначна функцiя 𝐴(𝑖, 𝑤1, 𝑤2) рiв-
номiрно обмеженi сталою 𝑀 > 0 i для всiх 𝑖 ∈ 𝐼 задовольняють умову
Лiпшиця за 𝑤1, 𝑤2 зi сталою 𝜆 > 0;

2) рiвномiрно вiдносно цiлого значення 𝑞 ⩾ 0 та 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐷 iснують
функцiї 𝑓0(𝑤1, 𝑤2), 𝐴0(𝑤

1, 𝑤2), якi задовольняють вiдношення (3), (4);
3) функцiя 𝑠(𝑖) приймає цiлi значення iз множини 𝐼𝑠 = {0, 1, 2, ..., 𝑖}

для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 та задоволняє умову Лiпшиця зi сталою 𝜆 > 0;
4) для будь-якого керування 𝜈 = {𝜈𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої системи (5)

вiдповiдний йому розв’язок 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}, 𝑦0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 визначений
для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 та разом зi своїм 𝑝-околом належить областi 𝐷.

Тодi для будь-якого 𝜂 > 0 i 𝐿 > 0 iснує таке 𝜀0(𝜂, 𝐿) > 0, що для
всiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] i будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ справедливi
наступнi твердження:

1) будь-яке допустиме керування 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} системи (1)
є допустимим керуванням усередненої системи (5), при цьому для вiд-
повiдних цьому керуванню розв’язкiв 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} системи (1) i 𝑦 =

{𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої системи (5) зi спiльною початковою умовою 𝑥0 =

𝑦0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 справедлива оцiнка:

‖𝑥𝑖 − 𝑦𝑖‖ ≤ 𝜂; (6)

2) будь-яке допустиме керування 𝜈 = {𝜈𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої си-
стеми (5) є допустимим керуванням системи (1), при цьому для вiдпо-
вiдних цьому керуванню розв’язкiв 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої системи (5)
i 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} вихiдної системи (1) iз загальною початковою умовою
𝑦0 = 𝑥0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 справедлива оцiнка (6).

Доведення. Доведемо перше тверждення теореми. Нехай 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈
𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} довiльне допустиме керування системи (1), 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} — вiд-
повiдний розв’язок цiєї системи, який визначений для всiх 𝑖 ∈ 𝐼 i належить
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замкнутiй множинi 𝐷. Нехай 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} — вiдповiдний цьому ж керу-
ванню розв’язок усередненої системи (5) зi спiльною початковою умовою
𝑥0 = 𝑦0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷, та який за умовою 4) теореми визначений для
всiх 𝑖 ∈ 𝐼 i разом зi своїм 𝑝-околом належить областi 𝐷. Це означає, що
керування 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} є допустимим i для усередненної системи.

Визначимо властивостi функцiй 𝑓0(𝑤
1, 𝑤2), 𝐴0(𝑤

1, 𝑤2), що входять в
усереднену систему (5). Iз побудови (3), (4) при виконаннi умови 1) теореми
виходить, що всi вони обмеженi сталою 𝑀 > 0 i задовольняють умову
Лiпшиця за 𝑤1, 𝑤2 зi сталою 𝜆 > 0.

Оберемо довiльне значення 𝜂 > 0 i зафiксуємо його. Оцiнимо рiзницю
мiж розв’язками початкової системи (1) i вiдповiдної усередненної системи
(5) в довiльний момент дискретного часу 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋.
Для цього оберемо цiле значення 𝑇 (𝜀), яке має такi властивостi

lim
𝜀→0

𝑇 (𝜀) = +∞, lim
𝜀→0

𝜀 · 𝑇 (𝜀) = 0, (7)

На множинi 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁} зафiксуємо моменти часу 𝑘ℎ, вiддаленi
один вiд одного на вiдстанi 𝑇 (𝜀). При цьому отримаємо час, який повiльно
змiнюється

𝑘 ∈ 𝐼𝑘 = {0, 1, 2, ..., 𝑁𝑘}, 𝑁𝑘 = ⌊𝐿/𝜀𝑇 ⌋. (8)

Для довiльного значення дискретного часу 𝑖 ∈ 𝐼 знайдеться момент
повiльного часу 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 такий, що 𝑖 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ − 1) i буде справедлива
нерiвнiсть

‖𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1‖ ⩽ ‖𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑘ℎ‖+ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+ ‖𝑦𝑘ℎ − 𝑦𝑖+1‖ . (9)

В отриманiй нерiвностi оцiнимо кожен доданок окремо. Для першого
доданку в (9) при виконаннi умов 1) теореми отримаємо

‖𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1‖ ⩽

⩽ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑖∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
+𝐴

(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

⩽ 𝜀
𝑖∑︁

𝑗=𝑘ℎ

(𝑀 +𝑀 ‖𝑢𝑗‖).
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Значення 𝑢𝑖 ∈ 𝑈 допустимого керування 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} системи (1)
обираються iз компактної множини 𝑈 , тому знайдеться така стала 𝐾 ⩾ 0,
що для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 буде справедлива оцiнка

‖𝑢𝑖‖ ⩽ 𝐾, (10)

звiдси для першого доданку в (9) виходить, що

‖𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑘ℎ‖ ⩽ 𝜀ℎ𝑀(1 +𝐾). (11)

Аналогiчно для третього доданку в (9) при виконаннi умови 1) теореми
i властивостей функцiй, що входять в усереднену систему, отримаємо

‖𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑘ℎ‖ ⩽

⩽ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑖∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓0
(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀
+𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

⩽ 𝜀ℎ𝑀(1 +𝐾). (12)

У нерiвностi (9) залишилось оцiнити другий додаток. Для цього систе-
ми (1) i (5) при 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 представимо у видi

𝑥(𝑘+1)ℎ = 𝑥𝑘ℎ + 𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
+𝐴

(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗
]︀
,

𝑦(𝑘+1)ℎ = 𝑦𝑘ℎ + 𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓0
(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀
+𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗
]︀
.

Розглянемо вiдповiдну рiзницю i перетворимо її з урахуванням обме-
ження (10) наступним чином

⃦⃦
𝑥(𝑘+1)ℎ − 𝑦(𝑘+1)ℎ

⃦⃦
⩽ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦+
+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝐴
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗 −𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀
· 𝑢𝑗
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽
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⩽ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦+
+𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
−𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀⃦⃦
. (13)

У вiдношеннi (13) оцiнимо кожен доданок. Для другого доданку з ура-
хуванням виконання умови 1) теореми при всiх 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 отримаємо

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

⩽ 𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓

(︀
𝑗, 𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− 𝑓

(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦+
+𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓0
(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− 𝑓0 (𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗))

⃦⃦
⩽

⩽ 𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑗 − 𝑥𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑗) − 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
+

+𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

𝑓
(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− ℎ · 𝑓0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦+
+𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑦𝑘ℎ − 𝑦𝑗‖+

⃦⃦
𝑦𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑗)

⃦⃦)︀
. (14)
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Оцiнимо окремо деякi вирази, що входять в (14). При виконаннi умов
1), 3) теореми та обмеження (10) для будь-якого 𝑠(𝑗) ⩽ 𝑗, 𝑗 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ),
𝑘 ∈ 𝐼𝑘 отримаємо

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑗) − 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦
⩽

⩽ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑚𝑖𝑛(𝑠(𝑗),𝑠(𝑘ℎ))⩽𝑡<𝑚𝑎𝑥(𝑠(𝑗),𝑠(𝑘ℎ))

[︀
𝑓
(︀
𝑡, 𝑥𝑡, 𝑥𝑠(𝑡)

)︀
+𝐴

(︀
𝑡, 𝑥𝑡, 𝑥𝑠(𝑡)

)︀
· 𝑢𝑡
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

≤ 𝜀𝑀 (1 +𝐾) · ‖𝑠(𝑗)− 𝑠(𝑘ℎ)‖ =

= 𝜀𝜆𝑠𝑀 (1 +𝐾) · ‖𝑗 − 𝑘ℎ‖ ≤ 𝜀ℎ𝜆𝑠𝑀 (1 +𝐾) . (15)

Аналогiчно отримаємо оцiнку для виразу

⃦⃦
𝑦𝑠(𝑗) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦
⩽

⩽ 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑚𝑖𝑛(𝑠(𝑗),𝑠(𝑘ℎ))⩽𝑡<𝑚𝑎𝑥(𝑠(𝑗),𝑠(𝑘ℎ))

[︀
𝑓0
(︀
𝑦𝑡, 𝑦𝑠(𝑡)

)︀
+𝐴0

(︀
𝑦𝑡, 𝑦𝑠(𝑡)

)︀
· 𝑢𝑡
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

≤ 𝜀𝑀 (1 +𝐾) · ‖𝑠(𝑗)− 𝑠(𝑘ℎ)‖ =

= 𝜀𝜆𝑠𝑀 (1 +𝐾) · ‖𝑗 − 𝑘ℎ‖ ≤ 𝜀ℎ𝜆𝑠𝑀 (1 +𝐾) . (16)

При виконаннi умови 2) теореми маємо iснування границi (3), а це
означає, що знайдеться монотонно спадна функцiя 𝜓(ℎ), яка задовольняє
вiдношення lim

ℎ→∞
𝜓(ℎ) = 0 i така, що для третього доданку в (14) при будь-

якому 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 виконується нерiвнiсть

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

𝑓
(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− ℎ · 𝑓0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ≤ 𝜀ℎ𝜓(ℎ). (17)

Враховуючи отриманi оцiнки (11), (12), (15)–(17), iз нерiвностi (14) при
всiх 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 буде слiдувати оцiнка другого доданку в (13) у видi

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ ⩽

⩽ 2𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) + 𝜀ℎ𝜆𝑠𝑀 (1 +𝐾))+
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+𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
+ 𝜀𝜆𝜓(ℎ) ⩽

⩽ 2𝜀ℎ𝜆𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ𝜓(ℎ)+

+𝜀ℎ𝜆
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
. (18)

У вiдношеннi (13) оцiнимо третiй доданок. При виконаннi умов 1), 2)
теореми, з урахуванням оцiнок (11), (12), (15), (16) й iснування границi
(4), для будь-якого 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 отримаємо

𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
−𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀⃦⃦
⩽

⩽ 𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
−𝐴

(︀
𝑗, 𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀
−𝐴

(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
−𝐴0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
−𝐴0

(︀
𝑦𝑗 , 𝑦𝑠(𝑗)

)︀⃦⃦
⩽

⩽ 𝜀𝜆𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑗 − 𝑥𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑗) − 𝑥𝑠(𝑘ℎ

⃦⃦)︀
+

+𝜀𝜆𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ

⃦⃦)︀
+

+𝜀ℎ𝐾 · 1
ℎ

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑗, 𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀
−𝐴0

(︀
𝑦𝑘ℎ, 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀𝜆𝐾

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑦𝑘ℎ − 𝑦𝑗‖+

⃦⃦
𝑦𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑗

⃦⃦)︀
⩽

⩽ 2𝜀ℎ𝜆𝐾𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ𝐾𝜓(ℎ)+
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+𝜀ℎ𝜆𝐾
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
. (19)

Отже, виходячи з оцiнок (18)–(19) для доданкiв в (13), отримаємо

⃦⃦
𝑥(𝑘+1)ℎ − 𝑦(𝑘+1)ℎ

⃦⃦
⩽ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

+2𝜀ℎ𝜆𝐾𝜀ℎ𝑀(1 + 2𝐾)(1 + 𝜆) + 𝜀ℎ𝜓(ℎ)+

+𝜀ℎ𝜆
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
+

+4𝜀ℎ𝜆𝐾𝜀ℎ𝑀 (1 + 2𝐾) (1 + 𝜆𝑠) + 2𝜀ℎ𝐾𝜓(ℎ)+

+2𝜀ℎ𝜆𝐾
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
⩽

⩽ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+ 2𝜀ℎ𝜆𝜀ℎ𝑀(1 + 2𝐾)2 (1 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ (1 + 2𝐾)𝜓(ℎ)+

+𝜀ℎ𝜆 (1 + 2𝐾)
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝑦𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑦𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
. (20)

Введемо позначення

𝛿𝑘 = 𝑚𝑎𝑥
0⩽𝑗⩽𝑘ℎ

‖𝑥𝑗 − 𝑦𝑗‖ , (21)

тодi нерiвнiсть (20) можна представити у виглядi нерiвностi⃦⃦
𝑥(𝑘+1)ℎ − 𝑦(𝑘+1)ℎ

⃦⃦
⩽

⩽ (1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 + 2𝐾)) · 𝛿𝑘 + 2𝜀ℎ𝜆𝜀ℎ𝑀(1 + 2𝐾)2 (1 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ (1 +𝐾)𝜓(ℎ),

яка виконується для будь-якого 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝑁𝑘 − 1}, отже

𝛿𝑁𝑘
⩽ (1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 + 2𝐾)) · 𝛿𝑁𝑘−1

+

+𝜀ℎ (1 + 2𝐾) · [2𝜀ℎ𝜆𝑀 (1 + 2𝐾) (1 + 𝜆𝑠) + 𝜓(ℎ)] . (22)

Далi отримаємо

𝛿𝑁𝑘
⩽ 𝜀ℎ (1 + 2𝐾) · [2𝜀ℎ𝜆𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) + 𝜓(ℎ)]×

×(1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝐾))𝑁𝑘−1 − 1

(1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝐾))− 1
⩽

⩽

[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) +

𝜓(ℎ)

2𝜆

]︂(︁
𝑒2𝜆𝐿(1+𝐾) − 1

)︁
. (23)
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З урахуванням оцiнок (11), (12), (23) для доданкiв, що входять в праву
частину нерiвностi (9), i позначення (21) для всiх 𝑖 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ − 1),
𝑘 ∈ 𝐼𝑘 справедливим є

‖𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1‖ ⩽ 2𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾)+

+

[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) +

𝜓(ℎ)

2𝜆

]︂(︁
𝑒2𝜆𝐿(1+𝐾) − 1

)︁
. (24)

Враховуючи поведiнку функцiї 𝜓(ℎ), lim
ℎ→∞

𝜓(ℎ) = 0, i властивостi (7),
для правої частини отриманої нерiвностi буде справедливе спiввiдношення

lim
𝜀→0

(︂
2𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) +

[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝐾) (1 + 𝜆𝑠) +

𝜓(ℎ)

2𝜆

]︂(︁
𝑒2𝜆𝐿(1+𝐾) − 1

)︁)︂
=0.

Це означає, що для довiльно обраних 𝜂 > 0 i 𝐿 > 0 знайдеться та-
ке 𝜀0(𝜂, 𝐿) > 0, що для всiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] i будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁},
𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ iз нерiвностi (24) буде випливати оцiнка (6). За умовою теореми
розв’язок 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої системи (5) разом зi своїм 𝑝-околом
належить областi 𝐷. Вимагатимемо, щоб розв’язок 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} систе-
ми (1) знаходився в тому самому 𝑝-околi розв’язку усередненої системи
‖𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1‖ ⩽ 𝜂 < 𝑝, а значить також належав областi 𝐷, не виходячи за
її межi.

Перша частина теореми доведена.
Доведемо друге твердження теореми. Нехай 𝜈 = {𝜈𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} —

допустиме керування усередненої системи (5), а 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} — вiдпо-
вiдний йому розв’язок, який за умовою теореми разом зi своїм 𝑝-околом
належить областi 𝐷. Нехай 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} — вiдповiдний цьому ж керу-
ваню розв’язок системи (1), який задовольняє спiльну початкову умову
𝑦0 = 𝑥0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷. Оцiнка рiзницi для розв’язкiв початкової систе-
ми (1) i усередненої системи (5), що вiдповiдають допустимому керуванню
𝜈 = {𝜈𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} для усередненої системи, проводиться так само, як i в
першiй частинi доведення. Вимога ‖𝑥𝑖+1 − 𝑦𝑖+1‖ ⩽ 𝜂 < 𝑝 для будь-якого
𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ означає, що розв’язок 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}
початкової системи (1) знаходиться в 𝑝-околi розв’язку 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усе-
редненої системи (5) i за умовою 4) теореми не виходить за межу областi
𝐷 для жодного моменту дискретного часу 𝑖 ∈ 𝐼. Це означає, що керуван-
ня 𝜈 = {𝜈𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої системи (5) дiйсно є допустимим i для
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початкової системи (1), а для вiдповiдних розв’язкiв цих систем справе-
длива оцiнка (6) теореми. Тим самим доведено друге твердження теореми.
Теорема доведена.

3. Усереднення в лiнiйних за керуванням задачах оптималь-
ного керування в дискретному часi зi змiнним запiзненням.

Для задачi оптимального керування (1), (2), в яку керування входить
лiнiйно, розглянемо вiдповiдну усереднену задачу оптимального керуван-
ня. Задача описується автономною системою рiвнянь (5) в дискретному
часi 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋, яка мiстить змiнне запiзнення в
станi, i термiнальний критерiй якостi

𝐽0(𝜈) = Φ(𝑦𝑁 ) → 𝑚𝑖𝑛
𝑣⊂𝑈

. (25)

Через 𝜈* = {𝜈*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} позначимо оптимальне керування задачi (5),
(25), на якому критерiй якостi (25) приймає мiнiмальне значення 𝐽0 (𝜈*) =
𝑚𝑖𝑛
𝜈⊂𝑈

𝐽0(𝜈). Встановимо вiдношення мiж оптимальним розв’язком вихiдної

задачi (1), (2) i оптимальним розв’язком усередненої задачi (5), (25).

Теорема 2. Нехай в областi 𝑄 = {𝑖 ∈ 𝐼;𝑥𝑖 ∈ 𝐷;𝑢𝑖 ∈ 𝑈} для задач опти-
мального керування (1), (2) i (5), (25) виконанi умови теореми 1. Крiм
того: 5) функцiя Φ(𝑥) задовольняє умови Лiпшица зi сталою 𝜆 > 0. То-
дi оптимальний розв’язок усередненої задачi (5), (25) є асимптотично
оптимальним розв’язком задачi (1), (2), тобто для будь-яких 𝜂 > 0 i
𝐿 > 0 знайдеться таке 𝜀0(𝜂, 𝐿) > 0, що для всiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] справедливi
оцiнки

|𝐽* − 𝐽*
0 | ⩽ 𝜂, 𝐽 (𝜈*)− 𝐽* ⩽ 𝜂, (26)

де 𝐽* = 𝐽(𝑢*) i 𝐽*
0 = 𝐽0(𝜈

*) — оптимальне значення критерiїв якостi
задачi (1), (2) i усередненої задачi (5), (25) вiдповiдно, 𝐽(𝜈*) — значення
критерiя якостi задачi (1), (2) на оптимальному керуваннi усередненої
задачi (5), (25).

Доведення. Iз постановки задач виходить, що множина допустимих
керувань 𝑈 вихiдної системи (1) є не пустою компактною множиною, а
множина вiдповiдних розв’язкiв 𝐷 системи (1) є замкненою. При вико-
наннi умови 1) теореми виходить, що множина 𝐷 є обмеженою, а значить
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також компактною, i для задачi оптимального керування виду (1), (2) в
дискретному часi 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ завжди iснує оптималь-
не керування 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} i вiдповiдний оптимальний розв’язок
𝑥* = {𝑥*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} для будь-якого початкового стану системи. При цьому
критерiй якостi (2) на оптимальному керуваннi приймає скiнченне значен-
ня 𝐽* = 𝐽(𝑢*) = 𝑚𝑖𝑛

𝑢∈𝑈
𝐽(𝑢). Аналогiчно для усередненої задачi оптималь-

ного керування виду (5), (25) в дискретному часi 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁},
𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ iснує оптимальне керування 𝜈* = {𝜈*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} i вiдпо-
вiдний розв’язок 𝑦* = {𝑦*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} i вiдповiдне скiнченне значення крите-
рiя якостi 𝐽*

0 = 𝐽0(𝜈
*) = 𝑚𝑖𝑛

𝜈∈𝑈
𝐽0(𝜈). Виконання умов теореми для будь-

якого допустимого значення керування 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} вихiдної си-
стеми (1) означає, що умови теореми виконуються i для оптимального
керування 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} з вiдповiдним оптимальним розв’язком
𝑥* = {𝑥*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} задачi (1), (2). Отже, на пiдставi теореми 1 для обраних
𝜂0 > 0 i 𝐿 > 0 знайдеться 𝜀0 (𝜂0, 𝐿) > 0, таке, що для всiх 𝜀 ∈ (0, 𝜀0)

i будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = ⌊𝐿/𝜀⌋ оптимальне керування
𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} вихiдної задачi (1), (2) є допустимим керуванням усе-
редненої задачi (5), (25), а для вiдповiдних йому розв’язкiв 𝑥* = {𝑥*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼}
вихiдної задачi (1), (2) i 𝑦 = {𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої задачi (5), (25) зi спiль-
ною початковою умовою 𝑥*0 = 𝑦0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 справедлива оцiнка

‖𝑥*𝑖 − 𝑦𝑖‖ ⩽ 𝜂0.

Нерiвнiсть виконується для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐼, значить i для 𝑖 = 𝑁 , тому
при виконанi умови 5) теореми отримаємо

|𝐽(𝑢*)− 𝐽0(𝑢
*)| = |Φ(𝑥*𝑁 )− Φ(𝑦𝑁 )| ⩽ 𝜆 · ‖𝑥*𝑁 − 𝑦𝑁‖ ⩽ 𝜆𝜂0 = 𝜂. (27)

Аналогiчно оптимальне керування 𝜈* = {𝜈*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої
задачi (5), (25) є допустимим керуванням задачi (1), (2), а для вiдповiдних
йому розв’язкiв 𝑦* = {𝑦*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} усередненої задачi (5), (25) i 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}
задачi (1), (2) зi спiльною початковою умовою 𝑦*0 = 𝑥0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷

справедливi оцiнки

‖𝑦*𝑖 − 𝑥𝑖‖ ⩽ 𝜂0,
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|𝐽0 (𝜈*)− 𝐽 (𝜈*)| = |Φ (𝑦*𝑁 )− Φ (𝑥𝑁 )| ⩽ 𝜆 · ‖𝑦*𝑁 − 𝑥𝑁‖ ⩽ 𝜆𝜂0 = 𝜂. (28)

На оптимальному керуваннi критерiй якостi приймає мiнiмальне зна-
чення, тому для будь-якого iншого допустимого керування вiдповiдних
задач виконуються нерiвностi

𝐽 (𝜈*) ⩾ 𝐽 (𝑢*) , 𝐽0 (𝑢
*) ⩾ 𝐽0 (𝜈

*) . (29)

Для оптимальних значень критерiїв якостi задачi (1), (2) i усередненої
задачi (5), (25) може виконуватись одна iз двох нерiвностей

𝐽 (𝑢*) ⩾ 𝐽0 (𝜈
*) або 𝐽 (𝑢*) < 𝐽0 (𝜈

*) .

У першому випадку iз (29), (28) маємо

𝐽 (𝜈*) ⩾ 𝐽 (𝑢*) ⩾ 𝐽0 (𝜈
*) ⩾ 𝐽 (𝜈*)− 𝜂, звiдси |𝐽 (𝑢*)− 𝐽0 (𝜈

*)| ⩽ 𝜂.

У другому випадку iз (29), (28) маємо

𝐽0 (𝑢
*) ⩾ 𝐽0 (𝜈

*) > 𝐽 (𝑢*) ⩾ 𝐽0 (𝑢
*)− 𝜂, звiдси |𝐽0 (𝜈*)− 𝐽 (𝑢*)| ⩽ 𝜂.

Отже, в обох випадках справедлива перша нерiвнiсть в (26), iз якої з ура-
хуванням нерiвностi (29) випливає друга нерiвнiсть в (26).

Теорема доведена.
Отже оптимальне керування усередненної системи є асимптотично оп-

тимальним для вихiдної системи.
4. Числово-асимптотичний метод розв’язання задачi оптима-

льного керування системою в дискретному часi зi змiнним запi-
зненням та такою, що лiнiйно залежить вiд параметра керування.

Таким чином, доведенi теореми обгрунтовують числово-асимптотич-
ний метод розв’язання задачi оптимального керування системою в дис-
кретному часi зi змiнним запiзненням та такою, що лiнiйно залежить вiд
параметра керування (1), (2), реалiзацiя якого здiйснюється наступним
чином:

1. Для керованої функцiонально-диференцiальної системи (1) будуємо
усереднену систему (5).

2. Розв’язуємо усереднену задачу оптимального керування (5), (25),
знаходимо оптимальне керування 𝜈* усередненої задачi.
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3. Будуємо траєкторiю 𝑥(𝑡, 𝜈*) вихiдної системи (1), яка вiдповiдає ке-
руванню 𝜈*.

4. Для асимптотично оптимального керування 𝜈* знаходимо значення
функцiоналу якостi (2), яке згiдно з теоремою 2 вiдрiзняється вiд
оптимального значення на малу величину 𝜂.

Висновки

Отже, в роботi доведено можливiсть застосування методу усереднення
для задачi оптимального керування ситемою у дискртному часi, що лiнiйно
залежить вiд керування та мiстить змiнне запiзнення у станi. Розроблено
числово асимптотичний метод розв’язання задачi оптимального керування
такою системою.
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Latysh A.
An averaging in linear by control optimal control problem on

discret time with variable delay

Summary

For discrete equations of controlled motion with a varying delay in the state
of the system and with a linearly input control parameter, the possibility of
applying the averaging method has been proved. For the optimal control prob-
lem on the trajectories of such a system with a terminal criterion, the theorem
on the proximity of the values of the criterion of the non-averaged optimal con-
trol problem on the optimal control of the averaged problem with the optimal
value of the criterion of the non-averaged (initial) problem has been proved.
That is, the optimal control of the averaged problem is asymptotically optimal
control for the original problem. A numerically asymptotic method for solving
the optimal control problem of a system in discrete time, which contains a
varying delay in the state and linearly depends on the control parameter, has
been developed.
Key words: averaging method, equations of controlled motion, optimal control
problem, delay, discrete equations.
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