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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНОГО ВИДУ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ 𝑛-го ПОРЯДКУ

У данiй роботi розглядається диференцiальне рiвняння 𝑛-го порядку (𝑟(𝑡)𝑢(𝑚))(𝑛−𝑚) =∑︀𝑚
𝑘=0 𝑝𝑘𝑢

(𝑘), 𝑛 ≥ 2, для якого знайденi умови iснування та асимптотичнi зображення
розв’язкiв при деяких умовах на функцiї 𝑝𝑘 та функцiю 𝑟. Розв’язки такого типу рiвнянь
при 𝑚 = 0 розглядалися у роботi Хiнтона, а при 𝑠 ≡ 1 та 𝑚 = 𝑛 − 1 розглядалися у
роботi Кiгурадзе I.Т. Результати, отримнi у данiй роботi для вказаного рiвняння, у
деякому сенсi узагальнють результати, отриманi в роботах Хiнтона та I. Т. Кiгурадзе.
При отриманнi асимптотичних зображень за допомогою замiн рiвняння перетворюється
у еквiвалентну систему квазалiнiйних диференцiальних рiвнянь, для якої виконуються
вiдомi результати Левiнсона, рiвняння у деякому сенсi асимптотично еквiвалентне до
вiдповiдного двочленного диференцiального рiвняння 𝑛-го порядку.
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Вступ

Розглядається диференцiальне рiвняння

(𝑟(𝑡)𝑢(𝑚))(𝑛−𝑚) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑢
(𝑘), 𝑛 ≥ 2, (1)

де 𝑝𝑘 ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐([𝑎; +∞[) (𝑘 = 0, ...,𝑚),

lim
𝑡→+∞

𝑝0(𝑡)

𝑞(𝑡)
= 𝜎, 𝜎 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑝0(𝑎)), (2)

𝑟(𝑡) та 𝑞(𝑡) – додатнi двiчi неперервно диференцiйовнi на промiжку [𝑎; +∞[

функцiї, 𝐶𝑙𝑜𝑐([𝑎; +∞[) – простiр локально неперервних функцiй на про-
мiжку [𝑎; +∞[, 𝐿([𝑎; +∞[) – Банаховий простiр iнтегрованих за Лебегом
функцiй.

Рiвняння виду (1) при 𝑚 = 0 розглядалися у роботi [2]:

(𝑟(𝑡)𝑢(𝑚))(𝑛−𝑚) ± 𝑞𝑦 = 0, 𝑛 ≥ 2.
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Рiвняння виду (1) при 𝑠 ≡ 1 та 𝑚 = 𝑛− 1 розглядалися у роботi [3]:

𝑢(𝑛) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘(𝑡)𝑢
(𝑘).

Для таких рiвнянь було отримано асимптотичнi зображення розв’язкiв при
накладанi рiзних умов на коефiцiєнти.

Метою даної роботи є встановлення асимптотичних зображень розв’яз-
кiв рiвняння (1) при 𝑡→ +∞.

Основнi результати
Отримано наступну теорему.

Теорема 1. Нехай для рiвняння (1) виконується умова (2), а також
умови (︁𝑞

𝑟

)︁ 1
𝑛
/∈ 𝐿([𝑎; +∞[), (3)

𝑟′

𝑟
·
(︁𝑞
𝑟

)︁− 1
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[),

𝑞′

𝑞
·
(︁𝑞
𝑟

)︁− 1
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[), (4)(︂

𝑟′

𝑟

)︂2

·
(︁𝑞
𝑟

)︁− 1
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[),

(︂
𝑞′

𝑞

)︂2

·
(︁𝑞
𝑟

)︁− 1
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[), (5)

𝑝𝑘−1(𝑡)

𝑞(𝑡)
·
(︁𝑞
𝑟

)︁ 𝑘−1
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[) (𝑘 = 2,𝑚),

𝑝𝑚(𝑡)

𝑟(𝑡)𝑞(𝑡)
·
(︁𝑞
𝑟

)︁𝑚
𝑛 ∈ 𝐿([𝑎; +∞[). (6)

Тодi рiвняння (1) має фундаментальну систему розв’язкiв 𝑢𝑗 (𝑗 = 1, 𝑛),
якi допускають асимптотичнi зображення

𝑢𝑘−1
𝑗 = 𝑞(𝑡)−𝛼𝑘 ·𝑟(𝑡)−𝛽𝑘 ·𝑒𝑥𝑝

⎡⎣𝜆𝑗 · 𝑡∫︁
𝑎

(︁𝑞
𝑟

)︁ 1
𝑛

⎤⎦·[𝜆𝑘−1
𝑗 +𝑜(1)], (𝑘, 𝑗 = 1, 𝑛), (7)

де 𝜆0𝑗 – коренi рiвняння
𝜆𝑛 = 𝜎. (8)

Доведення.
Застосуємо до рiвняння (1) перетворення:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢(𝑖)(𝑡) = 𝑧𝑖+1(𝑡), 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚− 1,

𝑢(𝑚)(𝑡) =
𝑧𝑚+1(𝑡)

𝑟(𝑡)
,

(𝑟(𝑡)𝑢(𝑚))(𝑖−𝑚) = 𝑧𝑖+1(𝑡), 𝑚+ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1,𝑚 ̸= 𝑛− 1.

(9)
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Отримаємо систему квазiлiнiйних рiвнянь, еквiвалентну до рiвняння (1)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′(𝑖)(𝑡) = 𝑧𝑖+1(𝑡), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1, 𝑖 ̸= 𝑚

𝑧′(𝑚)(𝑡) =
𝑧𝑚+1(𝑡)

𝑟(𝑡)
,

𝑧′𝑛 = 𝑝0(𝑡)𝑧1 +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡) · 𝑧𝑖+1 +
𝑝𝑚(𝑡)

𝑟(𝑡)
· 𝑧𝑚+1.

(10)

Запишемо систему (10) у матричнiй формi:

𝑍 ′ = 𝑃 · 𝑍; (11)

де

𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)
𝑛
1 , 𝑝𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1, 𝑖 ̸= 𝑚, 𝑗 = 𝑖+ 1,

1

𝑟(𝑡)
, 𝑖 = 𝑚, 𝑗 = 𝑖+ 1,

𝑝𝑖−1, 𝑖 = 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚,
𝑝𝑚
𝑟
, 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 𝑚+ 1,

0, otherwise.

(12)

До системи (11) застосуємо перетворення

𝑍(𝑡) = 𝑄(𝑡) ·𝑊 (𝑡), (13)

де
𝑄(𝑡) = 𝑑𝑖𝑎𝑔

[︁
𝑞𝛼1𝑟𝛽1 ...𝑞𝛼𝑛𝑟𝛽𝑛

]︁
.

У результатi перетворення (13) отримаємо систему

𝑊 ′ =
[︀
𝑄−1𝑃𝑄−𝑄−1𝑄′]︀ ·𝑊. (14)

Зауважимо, що

𝑄−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

[︂
1

𝑞𝛼1𝑟𝛽1
...

1

𝑞𝛼𝑛𝑟𝛽𝑛

]︂
.

𝑃 ·𝑄 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
1 , 𝑎𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑞𝛼𝑖+1 · 𝑟𝛽𝑖+1 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1, 𝑖 ̸= 𝑚, 𝑗 = 𝑖+ 1,

𝑞𝛼𝑚+1 · 𝑟𝛽𝑚+1−1, 𝑖 = 𝑚, 𝑗 = 𝑖+ 1,

𝑝𝑖−1 · 𝑞𝛼𝑖 · 𝑟𝛽𝑖 , 𝑖 = 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚,

𝑝𝑚 · 𝑞𝛼𝑚+1 · 𝑟𝛽𝑚+1−1, 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 𝑚+ 1,

0, otherwise,
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𝑄−1𝑃𝑄 = (𝑏𝑖𝑗)
𝑛
1 , 𝑏𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑞𝛼𝑖+1−𝛼𝑖 · 𝑟𝛽𝑖+1−𝛽𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1, 𝑖 ̸=𝑚, 𝑗= 𝑖+1,

𝑞𝛼𝑚+1−𝛼𝑚 · 𝑟𝛽𝑚+1−𝛽𝑚−1, 𝑖=𝑚, 𝑗= 𝑖+1,

𝑝𝑖−1 · 𝑞𝛼𝑖−𝛼𝑛 · 𝑟𝛽𝑖−𝛽𝑛 , 𝑖=𝑛, 1≤𝑗≤𝑚,

𝑝𝑚 · 𝑞𝛼𝑚+1−𝛼𝑛 · 𝑟𝛽𝑚+1−𝛽𝑛−1, 𝑖=𝑛, 𝑗=𝑚+1,

0, otherwise,

𝑄−1𝑄 =
𝑞′

𝑞
·𝐷1 +

𝑟′

𝑟
·𝐷2, 𝐷1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 [𝛼1, ..., 𝛼𝑛] , 𝐷2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 [𝛽1, ..., 𝛽𝑛] .

Оберемо 𝛼𝑖 та 𝛽𝑖 таким чином, щоб

𝛼2 − 𝛼1 = 𝛼3 − 𝛼2 = ... = 𝛼𝑚+1 − 𝛼𝑚 = 𝛼𝑛 − 𝛼𝑛−1 = 1 + 𝛼1 − 𝛼𝑛 = 𝜏𝛼,

𝛽2 − 𝛽1 = 𝛽3 − 𝛽2 = ... = 𝛽𝑚+1 − 𝛽𝑚 − 1 = 𝛽𝑛 − 𝛽𝑛−1 = 𝛽1 − 𝛽𝑛 = 𝜏𝛽.

З останнiх рiвностей випливає, що 𝜏𝛼 = 1
𝑛 , 𝜏𝛽 = − 1

𝑛 .

Тодi ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼1 − 𝛼𝑛 =
1

𝑛
− 1,

𝛼2 − 𝛼𝑛 =
1

𝑛
− 𝑛− 1

𝑛
,

...........................................

𝛼𝑚+1 − 𝛼𝑛 =
1

𝑛
− 𝑛−𝑚

𝑛
.

Нехай 𝑄−1𝑃𝑄 =
(︀ 𝑞
𝑟

)︀ 1
𝑛 · [𝐾 + 𝑉 ], де 𝐾 = (𝑘𝑖𝑗)

𝑛
1 , 𝑉 = (𝑣𝑖𝑗)

𝑛
1 ,

𝑘𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 1≤ 𝑖≤𝑛− 1, 𝑗= 𝑖+1,

𝜎, 𝑖=𝑛, 𝑗=1,

0, otherwise,

𝑣𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝0
𝑞

− 𝜎, 𝑖=𝑛, 𝑗=1,

𝑝𝑖−1

𝑞
·
(︁𝑞
𝑟

)︁ 𝑖−1
𝑛
, 𝑖=𝑛, 2≤𝑗≤𝑚,

𝑝𝑚
𝑞

·
(︁𝑞
𝑟

)︁𝑚
𝑛
, 𝑖=𝑛, 𝑗=𝑚+1,

0, otherwise.

Отже, система (14) перетворюється на наступну систему
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𝑊 ′ =

[︂(︁𝑞
𝑟

)︁ 1
𝑛 · [𝐾 + 𝑉 ]− 𝑞′

𝑞
·𝐷1 +

𝑟′

𝑟
·𝐷2

]︂
·𝑊. (15)

До системи (15) застосуємо перетворення

ℎ(𝑡) =

𝑡∫︁
𝑎

(︂
𝑞(𝜍)

𝑟(𝜍)

)︂ 1
𝑛

𝑑𝜍. (16)

Нехай також 𝑔-функцiя, обернена до функцiї ℎ, для всiх 𝑡>𝑎 𝑔(ℎ(𝑡))= 𝑡.
Оскiльки виконуються умови (3)-(5) теореми, то ℎ(𝑡) → ∞ при 𝑡 → ∞.

Також маємо 𝑊 (𝑠) = 𝑍(𝑔(𝑠)). У результатi перетворення (16) отримаємо
систему

𝑊 ′ = [𝐾 + 𝑉 − 𝛼(𝑠) ·𝐷1 + 𝛽(𝑠) ·𝐷2] ·𝑊, (17)

де

𝛼(𝑠) =

(︂
𝑞(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂− 1
𝑛 𝑞′

𝑞
, 𝛽(𝑠) =

(︂
𝑞(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂− 1
𝑛 𝑟′

𝑟
.

З умов (3)—(5) теореми також випливає, що

∞∫︁
0

|𝛼′(𝑠)|𝑑𝑠 =
∞∫︁
𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︃(︂

𝑞(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂− 1
𝑛 𝑞′

𝑞

)︃′
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑠 < +∞

та
∞∫︁
0

𝛼2(𝑠)𝑑𝑠 =

∞∫︁
𝑎

(︃(︂
𝑞(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂− 2
𝑛
(︂
𝑞′

𝑞

)︂′
)︃2

𝑑𝑠 < +∞.

Аналогiчнi результати є справедливими i для 𝛽(𝑠).
Розглянемо тепер характеристичнi числа матрицi

[𝐾 + 𝑉 − 𝛼(𝑠) ·𝐷1 − 𝛽(𝑠) ·𝐷2] . (18)

Позначимо їх як 𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠), 𝜏 = 1, 𝑛, де 𝛾𝜏 (𝑠) → 0 при 𝑠→ 0, 𝜆𝜏 (𝜏 = 1, 𝑛)—
коренi характеристичного рiвняння матрицi 𝐾, яке має вигляд (8):

𝜆𝑛 = 𝜎.

Самi коренi мають вигляд

𝜆𝜏 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑒𝑥𝑝[

𝑖Π(2𝜏 − 1)

𝑛
, 𝜎 = −1,

𝑒𝑥𝑝[
2Π · 𝑖(𝜏 − 1)

𝑛
, 𝜎 = 1.
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З означення 𝛾𝜏 (𝑠) випаливає, що

0 = 𝑑𝑒𝑡 [𝐾 + 𝑉 − 𝛼(𝑠) ·𝐷1 − 𝛽(𝑠) ·𝐷2 − (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠)) · 𝐼] =

=
𝑝0
𝑞

+
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝑞

·
(︁𝑞
𝑟

)︁ 𝑘
𝑛

𝑘∏︁
𝑖=1

(𝛼𝑖𝛼(𝑠) + 𝛽𝑖𝛽(𝑠) + (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠)))+

+
𝑛∏︁

𝑖=1

(𝛼𝑖𝛼(𝑠) + 𝛽𝑖𝛽(𝑠) + (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠))). (19)

У результатi розкладання правої частини рiвняння (19) маємо

𝜎 = (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠))
𝑛 − (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠))

𝑛−1
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝛼𝑖𝛼(𝑠) + 𝛽𝑖𝛽(𝑠)))+

+...+ (−1)𝑛
𝑛∏︁
1

(𝛼𝑖𝛼(𝑠) + 𝛽𝑖𝛽(𝑠)))+

+
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝑞

·
(︁𝑞
𝑟

)︁ 𝑘
𝑛

𝑘∏︁
𝑖=1

(𝛼𝑖𝛼(𝑠) + 𝛽𝑖𝛽(𝑠) + (𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠))) +
𝑝0
𝑞

− 𝜎. (20)

Зауважимо, що

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖 = 0. (21)

Оскiльки 𝛼(𝑠) → 0, 𝛽(𝑠) → 0, 𝛾(𝑠) → 0, при 𝑠 → +∞ виконується (21)
та умови (6) теореми випливає, що iснує таке число 𝑀 , що

|(𝜆𝜏 + 𝛾𝜏 (𝑠))
𝑛 − 𝜎| ≤𝑀(|𝛼(𝑠)|+ |𝛽(𝑠)|)2. (22)

З (22) також випливає, що iснує число А, що

|𝛾𝜏 (𝑠)| ≤ 𝐴(|𝛼(𝑠)|+ |𝛽(𝑠)|)2. (22)

Отже, 𝜏(𝑠) ∈ 𝐿([𝑎; +∞[) та виконуються умови теореми 8.1 з роботи [1])
та наслiдку 6.5 з роботи [3]).

Отже, рiвняння (1) має фундаментальну систему розв’язкiв 𝑢𝑗 (𝑗 =

1, 𝑛), якi допускають асимптотичнi зображення (7). Теорему повнiстю до-
ведено.
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Висновки

Шляхом замiни рiвняння (1) зводиться до еквiвалентної системи квазi-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь, завдяки чому побудовано асимптоти-
чне зображення розв’язкiв рiвняння(1) при 𝑡→ +∞.
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Asymptotic representations of the solutions of some type 𝑛-th

order differential equations

Summary

In this work there is considered the 𝑛 order differential equation
(𝑟(𝑡)𝑢(𝑚))(𝑛−𝑚) =

∑︀𝑚
𝑘=0 𝑝𝑘𝑢

(𝑘), for which the existence conditions and asymp-
totic representations of solutions under certain conditions on the function 𝑝𝑘

and the function 𝑟 are found. Solutions of this type of equation for 𝑚 = 0 were
considered in the work of Hinton, and for 𝑠 ≡ 1 and 𝑚 = 𝑛 − 1 were consid-
ered in the work of I.T. Kiguradze. The results obtained in this work for the
indicated equation in some sense generalize the results obtained in the works
of Hinton and I. T. Kiguradze. For obtaining asymptotic images using substi-
tutions, the equation is transformed into an equivalent system of quasi-linear
differential equations for which the well-known Levinson results are satisfied,
the equation is in some sense asymptotically equivalent to the corresponding
binomial differential equation of the 𝑛th order.
Key words: n-th order differential equations, asymptotic representations of so-
lutions, systems of quasi-linear differential equations, quasiderivatives.

References

1. Coddington E. A. and Levinson N. (1955). Theory of Ordinary Differential Equations
McGraw-Hill, New York–Toronto–London

2. Hinton Don B. (1968). Asymptotic behavior of solutions of (𝑟𝑦(𝑚))(𝑘)± 𝑞𝑦 = 0. Journal
of Differential Equations, Vol. 4, №5, P. 590-596.

3. Kiguradze I.Т. (1975). Nekotorye singulyarnye kraevye zadachi dlya obyknovennykh
differentsialnykh uravneniy. [Some singular boundary value problems for ordinary di-
fferential equations]. Tbilisi: Tbilisi Publishing House. un-ta, 325 p.


