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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНОГО КЛАСУ
НЕЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЧЕТВЕРТОГО
ПОРЯДКУ

Для двочленого неавтономного звичайного диференцiального рiвняння четвертого по-
рядку з експоненцiальною нелiнiйнiстю та неперервним i вiдмiнним вiд нуля у деякому
лiвому околi 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) коефiцiєнтом 𝑝(𝑡) дослiджується асимптотична поведiнка при
𝑡 ↑ 𝜔 одного з можливих типiв 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв. Спочатку з використанням апрi-
орних асимптотичних властивостей розглянутих 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв встановлюються
необхiднi умови їх iснування, а також асимптотичнi зображення цих розв’язкiв та їх
похiдних до третього порядку включно. Питання про фактичне iснування розв’язкiв
з отриманими асимптотичними зображення вирiшується шляхом його зведення до пи-
тання про iснування зникаючих в особливiй точцi розв’язкiв у системи квазiлiнiйних
диференцiальних рiвнянь, до якої рiвняння зводиться за допомогою деяких перетво-
рень, що визначаються з урахуванням виду встановлених асимптотичних зображень.
При цьому також вирiшується i питання про кiлькiсть розв’язкiв рiвняння зi знайдени-
ми асимптотичними зображеннями.
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Вступ

Пiсля розробки методiв дослiдження асимптотичної поведiнки розв’яз-
кiв диференцiальних рiвнянь другого та третього порядку зi степеневими
та правильно змiнними нелiнiйностями проявилася зацiкавленiсть дослi-
дникiв до встановлення асимптотики розв’язкiв двочлених неавтономних
диференцiальних рiвнянь n-го порядку зi швидко змiнною нелiнiнiстю ви-
ду

𝑦(𝑛) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙(𝑦),
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де 𝛼0 ∈ {−1; 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ — неперервна функцiя, 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞ та
𝜙 : Δ𝑌0 −→]0,+∞[ — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

𝜙′(𝑦) ̸= 0, 𝑦 ∈ Δ𝑌0 , lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙(𝑦) =

{︃
або 0,

або +∞, саме
lim
𝑦→𝑌0
𝑦∈Δ𝑌0

𝜙(𝑦)𝜙′′(𝑦)

𝜙′2(𝑦)
= 1,

𝑌0 дорiвнює або нулю, або ±∞, Δ𝑌0 — однобiчний окiл 𝑌0.
Важливим окремим випадком таких рiвнянь є рiвняння з експоненцi-

альною нелiнiйнiстю. Для цих рiвнянь в работах Євтухова В. М., Дрiк Н. Г.
[1], Євтухова В. М., Шинкаренко В. М. [2], Євтухова В. М., Харькова В. М.
[3] були розробленi методи дослiдження асимптотичної поведiнки класу
розв’язкiв, якi визначаються через експоненцiальну нелiнiйнiсть, що є не
зовсiм природним. Найбiльш природним уявляється встановлення асим-
птотичних властивостей тих розв’язкiв, якi дослiджувалися ранiше при
розглядi диференцiальних рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями,
а саме так званих 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв (див., наприклад, роботу [4]).

Означення 1 ([5]). Розв’язок 𝑦 вказаного диференцiального рiвняння
𝑛-порядку називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо
вiн визначений на промiжку [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє наступнi умови

𝑦(𝑡) ∈ Δ𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0,

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

[︃
або 0,

або ±∞,
(𝑘 = 1, 2, ...𝑛− 1), lim

𝑡↑𝜔

[𝑦(𝑛−1)(𝑡)]2

𝑦(𝑛−2)(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡)
= 𝜆0.

В данiй роботi розглядається двочлене неавтономне диференцiальне
рiвняння четвертого порядку виду

𝑦(4) = 𝛼0𝑝0(𝑡)[1 + 𝑟(𝑡)]𝑒𝜎𝑦 (𝜎 ̸= 0), (1)

де 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝0 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ — неперервна, або неперервно ди-
ференцiйовна функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞, 𝑟 : [𝑎, 𝜔[−→] − 1,+∞[ —
неперервна функцiя така, що

lim
𝑡↑𝜔

𝑟(𝑡) = 0. (2)

В цьому рiвняннi функцiя 𝜙(𝑦) = 𝑒𝜎𝑦 (𝜎 ̸= 0) є швидко змiнною функцiєю
тiльки при 𝑦 → 𝑌0 = ±∞. При цьому у якостi околiв Δ𝑌0 точок 𝑌0 = ±∞
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можемо обирати промiжки

Δ𝑌0 =

[︃
]0,+∞[, якщо 𝑌0 = +∞,

]−∞, 0[, якщо 𝑌0 = −∞
(3)

Таким чином, для рiвняння (1) отримуємо наступне

Означення 2. Розв’язок 𝑦 диференцiального рiвняння (1) називається
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язком, де −∞ ≤ 𝜆0 ≤ +∞, якщо вiн визначений на про-
мiжку [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i задовольняє наступнi умови

𝑦(𝑡) ∈ Δ𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) = 𝑌0 = ±∞, (4)

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑘)(𝑡) =

[︃
або 0,

або ±∞,
(𝑘 = 1, 2, 3), lim

𝑡↑𝜔

[𝑦(3)(𝑡)]2

𝑦(2)(𝑡)𝑦(4)(𝑡)
= 𝜆0. (5)

З цього означення зокрема випливає, що число

𝜈0 =

{︃
1, якщо 𝑌0 = +∞,

−1, якщо 𝑌0 = −∞
(6)

визначає знаки будь-якого 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язку i його першої похiдної в
деякому лiвому околi 𝜔.

Метою роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iснування у
диференцiального рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв у випадку, коли 𝜆0 ∈
R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

(не особливий випадок), а також асимптотичних зображень
при 𝑡 ↑ 𝜔 для таких розв’язкiв та їх похiдних до третього порядку включно
iз визначенням їх кiлькостi.

Вибiр у даному дослiдженнi рiвняння четвертого порядку пов’язаний
з тим, що отриманi ранiше для рiвнянь другого i третього порядкiв [7]; [8]
результати про поведiнку 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв не можуть бути безпосере-
дньо поширеними на рiвняння n-го порядку без попереднього детального
дослiдження рiвняння четвертого порядку.

При встановленнi необхiдних умов iснування у диференцiального рiв-
няння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв буде використаний вiдомий результат Євту-
хова В. М. про апрiорнi асимптотитчнi властивостi таких розв’язкiв, який
випливає з роботи [5].
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Лема 1 ([5], Роздiл 3, §10). Якщо 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
, то кожний

𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язок диференцiального рiвняння (1) задовольняє наступнi
граничнi умови:

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
(𝑘)(𝑡)

𝑦(𝑘−1)(𝑡)
=

𝑎0𝑘
𝜆0 − 1

(𝑘 = 1, . . . , 4), де 𝑎0𝑘 = (4− 𝑘)𝜆0 + 𝑘 − 3, (7)

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞

Крiм того, в роботi буде використовуватись одне вiдоме твердження
про iснування зникаючих в особливiй точцi розв’язкiв у системи квазiлi-
нiйних диференцiальних рiвнянь виду

𝑣′𝑖 = ℎ(𝑡)

[︃
𝑓𝑖(𝑡) +

4∑︁
𝑘=1

𝑐𝑖𝑘(𝑡)𝑣𝑘 + 𝑉𝑖(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣4)

]︃
(𝑖 = 1, . . . , 4), (8)

в якому функцiї

ℎ, 𝑓𝑖 : [𝑡0, 𝜔[−→ R (𝑖 = 1, . . . , 4) 𝑐𝑖𝑘 : [𝑡0, 𝜔[−→ R (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 4)

є неперервними i задовольняють умови:

ℎ(𝑡) ̸= 0, при 𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝜔

𝜔∫︁
𝑡0

|ℎ(𝑡)| 𝑑𝑡 = +∞, (9)

lim
𝑡↑𝜔

𝑓𝑖(𝑡) = 0 (𝑖 = 1, . . . , 4), lim
𝑡↑𝜔

𝑐𝑖𝑘(𝑡) = 𝑐0𝑖𝑘 (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 4), (10)

а функцiї 𝑉𝑖 неперервнi на множинi

[𝑡0, 𝜔[×R𝑏, де R𝑏 =
{︀
(𝑣1, . . . , 𝑣4) ∈ R4 : |𝑣𝑖| ≤ 𝑏 (𝑖 = 1, . . . , 4), 𝑏 > 0

}︀
i задовольняють умову

lim
|𝑣1|+...+|𝑣4|→0

𝑉𝑖(𝑡, 𝑣1, . . . , 𝑣4)

|𝑣1|+ . . .+ |𝑣4|
=0 (𝑖=1, . . . , 4) рiвномiрно за 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[. (11)

З теореми 2.2 роботи [6] випливає наступний результат для системи (8).

Лема 2 ([6], Теорема 2.2). Нехай виконуються умови (9)–(11) i гранична
матриця коефiцiєнтiв 𝐶0 =

(︀
𝑐0𝑖𝑘
)︀2
𝑖,𝑘=1

не має характеристичних коренiв
з нульовою дiйсною частиною. Тодi у системи диференцiальних рiвнянь
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(8) iснує хоча б один розв’язок (𝑣𝑖)
4
𝑖=1 : [𝑡1, 𝜔[−→ R4 (𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝜔), що пря-

мує до нуля при 𝑡 ↑ 𝜔. Бiльше того, iснує 𝑚-параметрична сiм’я таких
розв’язкiв, якщо серед коренiв характеристичного рiвняння матрицi 𝐶0

iснує 𝑚 коренiв (з урахуванням кратних), дiйснi частини, яких мають
знак протилежний знаку функцiї ℎ на промiжку [𝑡0, 𝜔[.

Далi, при 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

уведемо додатковi допомiжнi позначення

𝐾(𝜆0) =
(𝜆0 − 1)3

𝜆0(2𝜆0 − 1)
, 𝐽0(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴0

𝜋3𝜔(𝜏)𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏,

де

𝐴0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔, якщо

𝜔∫︀
𝑎
|𝜋𝜔(𝜏)|3𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏 < +∞,

𝑎, якщо
𝜔∫︀
𝑎
|𝜋𝜔(𝜏)|3𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

𝐽1(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴1

𝑝0(𝜏)

𝐽0(𝜏)
𝑑𝜏, 𝐽𝑖(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐴𝑖

𝐽𝑖−1(𝜏)𝑑𝜏, (𝑖 = 2, 3)

де

𝐴1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0, якщо

𝜔∫︀
𝑎0

𝑝0(𝜏)
|𝐽0(𝜏)| 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎0

𝑝0(𝜏)
|𝐽0(𝜏)| 𝑑𝜏 < +∞,

𝑎0 ∈ [𝑎, 𝜔[,

𝐴𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎0, якщо

𝜔∫︀
𝑎0

|𝐽𝑖−1(𝜏)|𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︀
𝑎0

|𝐽𝑖−1(𝜏)|𝑑𝜏 < +∞
(𝑖 = 2, 3).

𝑌 (𝑡) = − 1

𝜎
ln(𝛼0(−

1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)), 𝑞(𝑡) =

𝑌 ′(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
.

Основнi результати

Теорема 1. Нехай 𝜆0 ∈ R∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀
. Для iснування у диференцiального

рiвняння (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв необхiдно, щоб виконувались нерiвностi

𝛼0𝜈0𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2) > 0, 𝛼0𝜈1𝐾(𝜆0)𝜋𝜔(𝑡) > 0, при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, (12)
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i наступнi умови

𝛼0𝜎𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡) < 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡)

𝐽0(𝑡)
= ±∞, (13)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
2(𝑡)

𝐽2(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

(14)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
3(𝑡)

𝐽3(𝑡)
=

2𝜆0 − 1

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝑞(𝑡) = 1, lim

𝑡↑𝜔

𝛼0𝜋𝜔(𝑡)𝐽3(𝑡)

𝑌 (𝑡)
=

3𝜆0 − 2

𝜆0 − 1
,

причому кожний такий розв’язок допускає при 𝑡 ↑ 𝜔 наступнi асимпто-
тичнi зображення

𝑦(𝑡) = − 1

𝜎
ln(𝛼0(−

1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)) + 𝑜(1),

𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝛼0𝐽4−𝑘(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (𝑘 = 1, 2, 3). (15)

Доведення. Нехай 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

i 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[−→ Δ𝑌0 – 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
розв’язок диференцiального рiвняння (1). Тодi згiдно з (1), умовами (5),
(7) i уведеними позначеннями

sign 𝑦(𝑡) = 𝜈0, sign 𝑦′(𝑡) = 𝜈1, sign 𝑦′′(𝑡) = 𝛼0𝜆0,

sign 𝑦′′′(𝑡) = 𝛼0[(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)], sign 𝑦(4)(𝑡) = 𝛼0. (16)

При цьому, як вже було встановлено, виконується умова (12).
Крiм того, з (7) випливає, що

𝑦(4)(𝑡) =
𝑦(4)(𝑡)

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡) ∼ 𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2)

(𝜆0 − 1)4
𝑦(𝑡)

𝜋4𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔,

𝑦(4)(𝑡) =
𝑦(4)(𝑡)

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
𝑦′(𝑡) ∼ 𝜆0(2𝜆0 − 1)

(𝜆0 − 1)3
𝑦′(𝑡)

𝜋3𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔

i тому з (1) дiстаємо

𝑦(𝑡)

𝑒𝜎𝑦(𝑡)
=

𝛼0(𝜆0 − 1)4

𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2)
𝜋4𝜔(𝑡)𝑝0(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔 (17)

i
𝑦′(𝑡)

𝑒𝜎𝑦(𝑡)
=
𝛼0(𝜆0 − 1)3

𝜆0(2𝜆0 − 1)
𝜋3𝜔(𝑡)𝑝0(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (18)
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З цих спiввiдношень зокрема отримуємо наступнi знаковi умови

𝜈0 = 𝛼0sign[𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2)], 𝜈1 = 𝛼0sign [𝜆0(𝜆0 − 1)(2𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)],

i тодi виконуються нерiвностi (12), а також згiдно з уже встановленим
маємо, що

𝜈0 = 𝜈1.

Далi, iнтегруючи асимптотичне спiввiдношення (18) на промiжку вiд 𝑡0 до
𝑡, знаходимо

𝑦(𝑡)∫︁
𝑦(𝑡0)

𝑑𝑠

𝑒𝜎𝑠
=
𝛼0(𝜆0 − 1)3

𝜆0(2𝜆0 − 1)

𝑡∫︁
𝑡0

𝜋3𝜔(𝑡)𝑝0(𝜏)[1 + 𝑜(1)]𝑑𝜏, де 𝑠 = 𝑦(𝑡). (19)

Враховуючи, що в (19) 𝑦(𝑡) → 𝑌0 = ±∞ при 𝑡 ↑ 𝜔, а також правило обрання
границь iнтегрування 𝐴0 в iнтегралi 𝐽0, знаходимо

− 1

𝜎
𝑒−𝜎𝑦

⃒⃒⃒⃒𝑦(𝑡)
𝑦(𝑡0)

=
𝛼0(𝜆0 − 1)3

𝜆0(2𝜆0 − 1)

𝑡∫︁
𝑡0

𝜋3𝜔(𝑡)𝑝0(𝜏)[1 + 𝑜(1)]𝑑𝜏

𝑒−𝜎𝑦(𝑡) = 𝛼0(−
1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (20)

звiдки ми отримуємо першу умову з (13). Прологарифмуємо вираз (20)

−𝜎𝑦(𝑡) = ln(𝛼0(−
1

𝜎
)𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)[1 + 𝑜(1)]) при 𝑡 ↑ 𝜔, (21)

i отримаємо перше з асимптотичних спiввiдношень (15) для 𝑦(𝑡). Викори-
стовуючи властивоcтi (17), отримаємо, що

𝑦(𝑡) =
𝛼0(𝜆0 − 1)4

𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2)

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡)

𝑒−𝜎𝑦(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (22)

або з урахуванням отриманого значння 𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡) =
𝛼0(𝜆0 − 1)4

𝜆0(2𝜆0 − 1)(3𝜆0 − 2)

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡)

𝛼0(− 1
𝜎 )𝐾(𝜆0)𝐽0(𝑡)

[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (23)

або

𝑦(𝑡) =
𝜆0 − 1

3𝜆0 − 2

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡)

(− 1
𝜎 )𝐽0(𝑡)

[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (24)
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де 𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
0(𝑡) > 0, sign𝐽0 = sign𝜋𝜔. Оскiльки при 𝑡 ↑ 𝜔, 𝑦(𝑡) → 𝑌0 = ±∞,

то звiдси випливає справедливiсть другої граничної умови (13).
Далi отримаємо асимптотичнi спiввiдношення для похiдних першого, дру-
гого та третього порядку для розв’язку, визначеного першою формолою
(15). Пiдставляючи перше асимптотичне спiввiдношення з (15) у праву
частину рiвняння (1), дiстанемо, що

𝑦(4)(𝑡) = 𝛼0𝑝0(𝑡)𝑒
𝜎𝑌 (𝑡) при 𝑡 ↑ 𝜔. (25)

Iнтегруючи (25) на промiжку вiд 𝑡0 до 𝑡 з урахуванням правила обрання
нижньої границi iнтегрування 𝐴1 в iнтегралi 𝐽1(𝑡), ми отримаємо асимпто-
тичне спiввiдношення

𝑦′′′(𝑡) = 𝛼0𝐽1(𝑡)[1 + 𝑜(1)], 𝑡 ↑ 𝜔, (26)

тобто має мiсце друге з асимптотичних спiввiдношень (15) при 𝑘 = 3.
Звiдси з урахуванням правил обрання границь iнтегрування 𝐴2 та 𝐴3 в
iнтегралiв 𝐽2(𝑡) i 𝐽3(𝑡) в результатi iнтегрування на промiжку вiд 𝑡0 до 𝑡
спiввiдношення (26) таким же чином встановлюємо справедливiсть iнших
асимптотичних спiввiдношень (15) при 𝑘 = 2 i 𝑘 = 1. З отриманих асим-
птотичних спiввiдношень (15) i того факту, що 𝑦(𝑡) ∼ 𝑌 (𝑡), з урахуванням
граничних умов (7) безпосередньо випливають перше, друге та третє гра-
ничнi спiввiдношення з (14).
Доведемо справедливiсть четвертої умови (14). Оскiльки

𝑞(𝑡) =
𝑌 ′(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
=
𝑒−𝜎𝑌 (𝑡) 𝐽

′
0(𝑡)

𝐽0(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
=
𝛼0𝐾(𝜆0)𝐽

′
0(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
=
𝛼0𝐾(𝜆0)𝜋

3
𝜔(𝑡)𝑝0(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)

i згiдно з першою i третьою граничною умовою з (14)

𝐽3(𝑡) =
𝐽3(𝑡)

𝐽2(𝑡)

𝐽2(𝑡)

𝐽1(𝑡)

𝐽1(𝑡)

𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽 ′
1(𝑡) =

=
𝐽3(𝑡)

𝐽 ′
3(𝑡)

𝐽2(𝑡)

𝐽 ′
2(𝑡)

𝐽1(𝑡)

𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽 ′
1(𝑡)∼

(𝜆0 − 1)3

(2𝜆0 − 1)𝜆0
𝜋3𝜔(𝑡)𝑝0(𝑡)=𝐾(𝜆0)𝜋

3
𝜔(𝑡)𝑝0(𝑡) при 𝑡 ↑ 𝜔,

звiдси отримаємо то 𝑞(𝑡) ∼ 1 при 𝑡 ↑ 𝜔, тобто має мiсце четверта з
граничних умов з (14). Далi доведемо справедивiсть граничної умови п’ять
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з (14) Для доведення застосуємо правило Лопiталя у формi Штольця. При
цьому з урахуванням четветої з умов (14) дiстанемо, що

lim
𝑡↑𝜔

𝑌 ′(𝑡)

𝛼0(𝜋𝜔(𝑡)𝐽3(𝑡))′
= lim

𝑡↑𝜔

𝑌 ′(𝑡)

𝛼0𝐽3(𝑡)
[︁
3𝜆0−2
𝜆0−1 + 𝑜(1)

]︁ =
𝜆0 − 1

3𝜆0 − 2
,

що доводить справедливiсть п’ятої з граничних умов (14).
Теорему повнiстю доведено.

Теорема 2. Нехай 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

i виконуються умови (12)-(14).
Нехай, крiм того

lim
𝑡↑𝜔

(1− 𝑞(𝑡))|𝑌 (𝑡)|
3
4 = 0 i 𝛼0𝜎 > 0. (27)

Тодi дифференцiальне рiвняння (1) має двопараметричну сiмь’ю 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)

розв’язкiв, що задовольняють при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення

𝑦(𝑡)=𝑌 (𝑡) + 𝑜(1), 𝑦
′
(𝑡)=𝛼0𝐽3(𝑡)

[︃
1+

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
3
4

]︃
, 𝑦

′′
(𝑡)=𝛼0𝐽2(𝑡)

[︃
1+

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
2

]︃
,

𝑦
′′′
(𝑡) = 𝛼0𝐽1(𝑡)

[︃
1 +

𝑜(1)

|𝑌 (𝑡)|
1
4

]︃
. (28)

Доведення. Нехай 𝜆0 ∈ R ∖
{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

i виконуються умови (12)-
(14) i (27). Покажемо, що у цьому випадку рiвняння (1) має хоча б один
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язок, що задовольняє при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi зображення
(15), i з’ясуємо питання про кiлькiсть таких розв’язкiв. Для цього спочатку
рiвняння (1) за допомогою замiн

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡) + 𝑦1(𝑡), 𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝛼0𝐽4−𝑘(𝑡)[1 + 𝑦𝑘+1(𝑡)], (𝑘 = 1, 2, 3) (29)

зведемо до системи диференцiальних рiвнянь

𝑦′1=𝛼0𝐽3(𝑡) [1− 𝑞(𝑡)+𝑦2] , 𝑦′2=
𝐽

′
3(𝑡)

𝐽3(𝑡)
(𝑦3−𝑦2),

𝑦′3=
𝐽

′
2(𝑡)

𝐽2(𝑡)
(𝑦4−𝑦3), 𝑦′4=

𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)

[︃
(1 + 𝑟(𝑡))

𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)
− 1− 𝑦4

]︃
. (30)

Цю систему будемо розглядати на множинi

Ω = [𝑡1, 𝜔[×𝐷, де 𝐷 =

{︂
(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) ∈ R4

1
2

: |𝑦𝑖| ≤
1

2
, (𝑖 = 1, . . . , 4)

}︂
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i число 𝑡1 ∈ [𝑎, 𝜔[ обрано таким чином, що

𝑌 (𝑡) + 𝑦1 ⊂ Δ𝑌0 при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ i |𝑦1| ≤
1

2
.

На данiй множинi правi частини системи неперервнi i мають неперервнi
частинi похiднi до другого порядку включно за змiнними 𝑦𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 4).

Використовуючи останiй факт, уточнимо вигляд четвертого рiвняння си-
стеми. Розкладаючи 𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡) при фiксованому 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[ за формолую
Тейлора по змiннiй 𝑦1 в околi нуля з залишковим членом у формi Лагран-
жа, будемо мати

𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝑦1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)
= 1 + 𝑦1 +

1

2!

𝑒𝜎(𝑌 (𝑡)+𝜉1)

𝑒𝜎𝑌 (𝑡)
𝑦21, де |𝜉1| < |𝑦1|.

Тому останнє рiвняння системи запишеться у виглядi

𝑦′4 =
𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)

[︂
(1 + 𝑟(𝑡))(1 + 𝑦1 +

1

2!
𝑒𝜉1)𝑦21 − 1− 𝑦4

]︂
. (31)

Оскiльки |𝜉𝑖| < |𝑦1| i |𝑦1| → 0, то iснує 𝛿 таке, що четверте рiвняння системи
(30) може бути записаним у виглядi

𝑦′4 =
𝐽 ′
1(𝑡)

𝐽1(𝑡)
[𝑟(𝑡) + (1 + 𝑟(𝑡))𝑦1 − 𝑦4 +𝑅(𝑡, 𝑦1)] ,

де |𝑅(𝑡, 𝑦1| ⩽ 𝑦21 при |𝑦1| ⩽ 𝛿 для деякого 0 < 𝛿 <
1

2
. (32)

Надалi отриману систему будемо розглядати на множинi Ω0 = [𝑡1, 𝜔[×R4
𝛿 .

Згiдно з теоремою 1 маємо

lim
𝑡↑𝜔

𝜉1(𝑡) =
3𝜆0 − 2

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝜉2(𝑡) =

2𝜆0 − 1

𝜆0 − 1
,

lim
𝑡↑𝜔

𝜉3(𝑡) =
𝜆0

𝜆0 − 1
, lim

𝑡↑𝜔
𝜉4(𝑡) =

1

𝜆0 − 1
. (33)

З урахуванням виду функцiї 𝜉𝑖(𝑡), перепишемо систему (30) у виглядi

𝑦′1 =
𝑌 (𝑡)
𝜋𝜔(𝑡)

{𝜉1(𝑡)(1− 𝑞(𝑡)) + 𝑦2} ,

𝑦′2 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉2(𝑡)(𝑦3 − 𝑦2)} ,

𝑦′3 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉3(𝑡)(𝑦4 − 𝑦3)} ,

𝑦′4 =
1

𝜋𝜔(𝑡)
{𝜉4(𝑡) [𝑟(𝑡) + (1 + 𝑟(𝑡))𝑦1 − 𝑦4 +𝑅(𝑡, 𝑦1)]} .

(34)
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З метою асимптотично вiрiвняти множники при 𝑡 ↑ 𝜔 в правiй частинi
рiвнянь системи (37) застосуємо до неї додаткове перетворення

𝑦1(𝑡) = 𝜐1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−
3
4𝜐2(𝑡),

𝑦3(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−
1
2𝜐3(𝑡), 𝑦4(𝑡) = |𝑌 (𝑡)|−

1
4𝜐4(𝑡). (35)

В результатi цього перетворення отримаємо систему диференцiальних рiв-
нянь (8), в якiй

ℎ(𝑡) =
|𝑌 (𝑡)|

1
4

𝜋𝜔(𝑡)
(ℎ(𝑡) ̸= 0), 𝑓1(𝑡) = 𝜉1(𝑡)(1− 𝑞(𝑡))|𝑌 (𝑡)|

3
4 sign𝑌 (𝑡),

𝑓2(𝑡) = 0, 𝑓3(𝑡) = 0, 𝑓4(𝑡) = 𝜉4(𝑡)𝑟(𝑡), (36)

𝑐11(𝑡) = 0, 𝑐12(𝑡) = 𝜉1(𝑡) sign𝑌 (𝑡), 𝑐13(𝑡) = 0, 𝑐14(𝑡) = 0,

𝑐21(𝑡) = 0, 𝑐22(𝑡) = 0, 𝑐23(𝑡) = 𝜉2(𝑡), 𝑐24(𝑡) = 0,

𝑐31(𝑡) = 0, 𝑐32(𝑡) = 0, 𝑐33(𝑡) = 0, 𝑐34(𝑡) = 𝜉3(𝑡),

𝑐41(𝑡) = 𝜉4(𝑡)(1 + 𝑟(𝑡)), 𝑐42(𝑡) = 0, 𝑐43(𝑡) = 0, 𝑐44(𝑡) = 0,

а також
𝑉 (𝑡, 𝜐1) = 𝜉4(𝑡)𝑅(𝑡, 𝜐1). (37)

В силу умов (33) i (27) та вигляду функцiї 𝑌 (𝑡) випливає, що в цiй систе-

мi lim𝑡↑𝜔 𝑓𝑖(𝑡) = 0, де (𝑖 = 1, .., 4) i
𝜔∫︀
𝑡1

|𝑌 (𝑡)|
1
4

𝜋𝜔(𝑡)
𝑑𝑡 = +∞, тобто виконується

умова (9) i перша умова з (10). Також тут функцiя 𝑉 (𝑡, 𝜐1) згiдно з умо-
вами на функцiю 𝑅(𝑡, 𝜐1) (32) задовольняє умовi (11). Крiм того в силу
умов (33) i вигляду функцiї 𝑌 (𝑡), i що sign𝑌 (𝑡) = 𝜈0

sign𝜎 , гранична матриця
коефiцiєнтiв (𝑐4𝑖,𝑘=1(𝑡)) при 𝑡 ↑ 𝜔 має наступний вид

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 3𝜆0−2

𝜆0−1 (
𝜈0

sign𝜎 ) 0 0

0 0 2𝜆0−1
𝜆0−1 0

0 0 0 𝜆0
𝜆0−1

1
𝜆0−1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

З урахуванням (13) характеристичне рiвняння цiєї сталої матрицi має на-
ступний вигляд

𝜆4 =
𝛼0

sign𝜎
|3𝜆0 − 2||2𝜆0 − 1||𝜆0|

(𝜆0 − 1)4
. (38)
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Знайдемо коренi цього рiвняння. У випадоку, коли 𝛼0
sign𝜎 = 1, характери-

стичне рiвняння може бути записаним у видi(︃
𝜆2 −

√︃
|3𝜆0 − 2|(|2𝜆0 − 1|)|𝜆0|

(𝜆0 − 1)4

)︃(︃
𝜆2 +

√︃
|3𝜆0 − 2|(|2𝜆0 − 1|)|𝜆0|

(𝜆0 − 1)4

)︃
= 0

i воно має два дiйсних кореня

𝜆1,2 = ±
4
√︀
|3𝜆0 − 2||2𝜆0 − 1||𝜆0|

|𝜆0 − 1|
(39)

i два комплексно спряжених кореня

𝜆3,4 = ±𝑖
4
√︀
|3𝜆0 − 2||2𝜆0 − 1||𝜆0|

|𝜆0 − 1|
. (40)

Таким чином, оскiльки виконується умова 𝛼0
sign𝜎 > 0, то в цьому випадку

характеристичне рiвняння (38) має чотири комплексноспряженi коренi з
вiдмiнною вiд нуля дiйсною частиною.
Тодi на основi леми 2 система диференцiальних рiвнянь (8) має дво-пара-
метричну сiм’ю розв’язкiв 𝜐𝑖, де (𝑖 = 1, 2, 3, 4) на промiжку [𝑡0, 𝜔[→ R4,
якi прямують до 0 при 𝑡 ↑ 𝜔. Кожному такому розв’язку з урахуванням
замiн (29) i (35) вiдповiдає розв’язок 𝑦(𝑡) : [𝑡0, 𝜔[→ R диференцiального
рiвняння (1), для якого мають мiсце асимптотичнi зображення (28).
Неважко також перевiрити з урахуванням цих асимптотичних зображень
i вигляду рiвняння (1), що побудованi нами розв’язки є 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’яз-
ками.

Теорему повнiстю доведено.

Зауваження 1. Питання про iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв у диферен-
цiального рiвняння (1) у випадку, коли 𝛼0

sign𝜎 < 0, залишається вiдкритим
i воно потребує додаткового дослiдження складного випадку, коли серед
коренiв характеристичного рiвняння е два чисто уявних кореня.

Висновки

В даннiй роботi для рiвняння зi швидкозмiнною нелiнiйнiстю отриманi
необхiднi i достатнi умови iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-розв’язкiв у випадку, ко-
ли 𝜆0 ∈ R ∖

{︀
0, 12 ,

2
3 , 1
}︀

(не особливий випадок), i вирiшено питання про
кiлькiсть таких розв’язкiв.
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Evtukhov V. M., Golubev S. V.
Asymptotic behaviour of solutions of one class of the fourth-

order nonlinear differential equations

Summary

The asymptotic behaviour as 𝑡 ↑ 𝜔 of one of the possible types of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-
solutions of a binomial non-autonomous fourth-order ordinary differential equa-
tion with exponential nonlinearity and a continuous and non-zero in some left
neighbourhood 𝜔 (𝜔 ≤ +∞) coefficient 𝑝(𝑡) is investigated. First, using a priori
asymptotic properties of the considered 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)-solutions, necessary condi-
tions for their existence are established, as well as asymptotic representations
of these solutions and their derivatives up to the third order. The question of
the actual existence of solutions with the obtained asymptotic representations
is solved by reducing it to the question of the existence of solutions that vanish
at a specific point of a system of quasilinear differential equations. This system
is obtained as a result of some transformations of the original equation, taking
into account the kind of established asymptotic representations. In addition,
the question of the number of solutions with found asymptotic representations
is also resolved.
Key words: non-autonomous differential equations, exponential nonlinearity,
𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- solutions, asymptotic behavior of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝜆0)- solutions.
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