
Дослiдження в математицi i механiцi. — 2022. — Т. 27, вип. 1–2 (39–40). — С. 7–24

УДК 519.6

Ю. О. Григор’єв
Одеський нацiональний морський унiверситет

МЕТОД НЬЮТОНА ТА ЙОГО ВIЗУАЛIЗАЦIЯ

Актуальнiсть роботи. Математичне модулювання в рiзних галузях науки i технiки часто
приводить до нелiнiйних рiвнянь або систем таких рiвнянь. Далеко не завжди цi рiвнян-
ня можна розв’язати точними методами. Частiше доводиться застосовувати наближенi
методи. Одним iз найбiльш популярних серед них є метод Ньютона. У сучасних робо-
тах метод Ньютона часто служить основою для розробки нових наближених методiв,
якi прискорюють збiжнiсть iтерацiйних процесiв або застосовуються для розв’язання
систем великих порядкiв.
Мета роботи. Вiзуалiзувати роботу алгоритму розв’язання рiвняння, а також системи
рiвнянь за методом Ньютона, щоб результати цiєї роботи можна було використовува-
ти при складаннi електронних пiдручникiв з вивчення даного методу. Iншою метою є
дослiдження методу у разi, коли система має декiлька розв’язкiв; вивчити можливiсть
застосування методу для рiвнянь з нескiнченною кiлькiстю розв’язкiв.
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Вступ

У данiй роботi розглядається метод Ньютона [1] наближеного розв’я-
зання рiвняння

𝑓 (𝑥) = 0. (1)

Якщо рiвняння мiстить лише одну змiнну 𝑥, то наближенi значення 𝑥𝑖
кореня 𝑥* обчислюють за формулою

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 −
𝑓 (𝑥𝑖−1)

𝑓 ′ (𝑥𝑖−1)
, 𝑖 = 1, 2, .... (2)

Тут 𝑥0 — початкове значення шуканого кореня. Метод Ньютона уза-
гальнюють i для рiвнянь у багатовимiрних просторах: 𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚. Для
цього у формулi (1) похiдну 𝑓 ′ (𝑥𝑖−1) замiнюють матрицею Якобi, а дiле-
ння — оберненою матрицею. В цьому випадку формула набуває вигляду:

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 −
(︀
𝑓 ′ (𝑥𝑖−1)

)︀−1
𝑓 (𝑥𝑖−1) , 𝑖 = 1, 2, .... (3)
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Метод Ньютона часто використовують у прикладних задачах при роз-
в’язаннi нелiнiйних рiвнянь [2–6], а також цей метод часто служить осно-
вою для розробки нових наближених методiв, якi прискорюють збiжнiсть
iтерацiйних процесiв або застосовують для розв’язання систем великих по-
рядкiв. Так, для розв’язання систем 𝑛 нелiнiйних рiвнянь з 𝑛 невiдомими
для великих значень 𝑛 в роботi [7] запропоновано новий метод розв’я-
зання з використанням блочних матриць Якобi. Метод Ньютона має ква-
дратичний порядок збiжностi. Для пiдвищення його порядку розроблено
бiльше 200 рiзних багатокрокових iтерацiйних методiв [8]. Звичайно метод
Ньютона застосовують у випадках, коли матриця Якобi є квадратною,
а визначник цiєї матрицi вiдмiннiй вiд нуля. У роботах [9–11] метод був
узагальнений на випадок 𝑚 ̸= 𝑛. В роботi [9] було запропоновано обидвi
частини матричного рiвняння (1) помножити на матрицю, що спряжена
до якобiана. Таким чином, знаходився псевдорозв’язок рiвняння (1). У
роботах [10; 11] якобiан прямокутної форми подавався у виглядi добутку
трьох матриць:

𝑓 ′ (𝑥𝑖−1) = 𝑅𝑖−1𝐽𝜎𝑆𝑖−1,

де 𝑅𝑖−1 та 𝑆𝑖−1 — невиродженi матрицi, а

𝐽𝜎 =

(︃
𝐼𝜎 0

0 0

)︃
,

тут 𝜎 — ранг матриця Якобi. Обернена матриця (𝑓 ′ (𝑥𝑖−1))
−1 замiнювалась

напiвоберненою матрицею

𝐽−
𝑖−1 = 𝑆−1

𝑖−1𝐽
*
𝜎𝑅

−1
𝑖−1,

де 𝐽*
𝜎 — спряжена матриця. В результатi iтерацiйна схема прийняла ви-

гляд:

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 − 𝐽−
𝑖−1𝑓 (𝑥𝑖−1) , 𝑖 = 1, 2, ....

В роботах [9; 11] одержано деякi достатнi умови збiжностi цього iтерацiй-
ного процесу до точного розв’язку рiвняння (1).

У данiй роботi у випадках якобiана прямокутної форми пiдбирались
матрицi, що є оберненими до матриць Якобi з правої сторони. Першою
метою роботи є вiзуалiзацiя роботи алгоритму для того, щоб результати
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можна було використовувати при складаннi електронних пiдручникiв, на-
приклад, в книгах системи дистанцiйного навчання moodle. Мовою програ-
мування Python складено код реалiзацiї цього методу та складено код для
його вiзуалiзацiї, тобто для отримання анiмацiї роботи алгоритму. Дру-
гою метою є дослiдження роботи алгоритму у випадках, коли рiвняння
(або система рiвнянь) має декiлька розв’язкiв чи безлiч розв’язкiв. В усiх
випадках роботу алгоритму наочно було продемонстровано на рисунках.

Основнi результати
1. Метод Ньютона для рiвняння з однiєю змiнною
У цьому роздiлi розглянемо метод Ньютона наближеного розв’язан-

ня рiвняння (1) з однiєю змiнною. Розрахункова формула наближеного
розв’язання цього рiвняння має вигляд (2), де 𝑥𝑖 — наближенi значення
шуканого кореня 𝑥*, 𝑥0 – його початкове значення. Для вiзуалiзацiї роботи
методу Ньютона розв’язання рiвняння (1) ми взяли функцiю

𝑓 (𝑥) = 𝑥3 − 𝑥2 − 1

та початкову точку 𝑥0 = 3. На рис. 1 зображено графiк функцiї та ламану,
що iлюструє роботу алгоритму Ньютона.

Анiмацiю роботи алгоритму Ньютона ми створили мовою Python, вклю-
чивши iнтерактивний режим вiдображення графiкiв, застосувавши коман-
ду plt.ion(). Виключається режим командою plt.ioff(). Для оновлення да-
них використовуємо команди

plt .𝑑𝑟𝑎𝑤()

plt . gcf().𝑐𝑎𝑛𝑣𝑎𝑠.𝑓𝑙𝑢𝑐ℎ_𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑠()

iз затримкою 0.001 секунди:

time .𝑠𝑙𝑒𝑒𝑝(0.001)

На рис. 2 представлено фрагмент коду.
Тут цикл ведеться вiд 0 до 46 з кроком 0.1.
При 𝑖 = 0 вимальовується точка 𝑥0 на рис. 1 (команди 64, 65).
При 0 < 𝑖 < 17 вимальовуються вiдрiзок 𝑥0𝑀0 (команди 66–69). Цей

вiдрiзок розбивається на частини довжини 0.1 i вимальовується кожна
частина цього вiдрiзка.
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Рис. 1. Вiзуалiзацiя роботи алгоритму Ньютона

При 𝑖 = 17 вимальовується точка 𝑀0 (команди 70–72).
При 17 < 𝑖 < 34 вимальовуються кусочки вiдрiзку 𝑀0𝑥1 (команди 73–

79). Для цього ми побудували вектор 𝑀0𝑥1 за координатами точок 𝑀0 та
𝑥1, подiлили на його довжину та отримали одиничний напрямний вектор
𝑒1 вiдрiзка 𝑀0𝑥1. Координати цього вектора ми позначили через 𝑒1[0] та
𝑒1[1]:

𝑒1 (𝑒1[0], 𝑒1[1]) .

На шляху 𝑀0𝑥1 вимальовуємо першу дiлянку 𝑀0𝑃 довжини 0.1. Щоб
отримати координати точки 𝑃, користуємось векторною рiвнiстю

𝑂𝑃 = 𝑂𝑀0 + 0.1𝑒1,

де 𝑂 — початок координат. Оскiльки над векторами виконуються лiнiйнi
дiї, то такi самi дiї справедливi i для координат цих векторiв:

𝑥𝑝 = 𝑥0 + 0.1𝑒1[0], 𝑦𝑝 = 𝑦0 + 0.1𝑒1[1],
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де 𝑥𝑝, 𝑦𝑝 — координати точки 𝑃 , 𝑥0, 𝑦0 — координати точки 𝑀0. Ана-
логiчно вимальовуємо iншi дiлянки вiдрiзка 𝑀0𝑥1. В кодi це реалiзовано
командами 76 та 78. Так само вимальовуємо решту вiдрiзкiв ламаної, що
зображена на рис. 1.

Рис. 2. Фрагмент коду створення анiмацiї

Повнiстю код отримання анiмацiї можна переглянути за посиланням:
https://bit.ly/43fX85B
Тут була використана програма написана мовою Python версiї 3.10.5

та бiблiотеки time, numpy, matplotlib.pyplot. Результат роботи алгоритму
у форматi GIF можна переглянути за наступним посиланням:

https://bit.ly/3PJrNp3
2. Метод Ньютона для системи рiвнянь
У цьому пунктi розглянемо метод Ньютона для системи рiвнянь. Якщо

рiвняння (1) задає систему рiвнянь, то формулу (2) слiд замiнити фор-
мулою (3). Тут 𝑓 ′ (𝑥) — похiдна Фреше (для багатовимiрних просторiв
вона являє собою матрицю Якобi, що складається iз частинних похiдних
функцiй заданої системи), (𝑓 ′ (𝑥))−1 — обернена матриця.

Приклад. За методом Ньютона розв’язати систему рiвнянь{︃
𝑥3 + 𝑦2 − 9.1 = 0,

𝑥2 + 𝑦 − 5 = 0.
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Позначимо

x =

(︃
𝑥

𝑦

)︃
, 𝑓 (x) =

(︃
𝑥3 + 𝑦2 − 9.1

𝑥2 + 𝑦 − 5

)︃
.

Тодi

𝑓 ′ (x) =

(︃
3𝑥2 2𝑦

2𝑥 1

)︃
,

(𝑓 ′ (x))−1 — обернена матриця. Зауважимо, що обернена матриця iснує,
якщо визначник |𝑓 ′ (x)| вiдмiнний вiд нуля, тобто

3𝑥2 − 4𝑥𝑦 ̸= 0.

Значить, обернена матриця не iснує на прямих 𝑥=0 та 3𝑥−4𝑦=0. На цих
прямих не можна брати початковi точки 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0 для знаходження
розв’язкiв системи за методом Ньютона. За початкову точку вiзьмемо 𝑥0=3,
𝑦0 = 5. При 𝑖 = 0 будемо мати

x0 =

(︃
3

5

)︃
, 𝑓 (x0) =

(︃
42.9

9

)︃
,

𝑓 ′ (x0) =

(︃
27 10

6 1

)︃
, (𝑓 ′ (x0))

−1 = 1
33

(︃
−1 10

6 −27

)︃
.

За формулою Ньютона (3) знайдемо перше наближення кореня

x1 =

(︃
3

5

)︃
− 1

33

(︃
−1 10

6 −27

)︃(︃
42.9

9

)︃
=

(︃
1.57273

4.56364

)︃
.

Аналогiчно, пiдставляючи у формулу (3) x1 замiсть x0, знайдемо x2 —
друге наближення кореня. Продовжуючи процес так далi, знайдемо на
шостому кроцi розв’язок системи

𝑥6 = 1.753, 𝑦6 = 1.927

з похибкою 𝑟 = |𝑓 (𝑥6, 𝑦6)| = 2.4 · 10−5.
На рис. 3 зображено графiки заданих рiвнянь, маршрут отриманих

наближень вiд заданої точки 𝑥0 = 3, 𝑦0 = 5 до розв’язку системи 𝑥6 =

1.753, 𝑦6 = 1.927 (червона ламана), а також лiнiї, на яких не можна
брати початковi точки (штриховi лiнiї).
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Рис. 3. Маршрут наближення вiд початкової точки (3,5)

Рис. 4. Маршрути наближень вiд початкових точок (4,1) i (-2,-6)

Рис. 5. Маршрути наближень вiд початкових точок (1,1) i (-1,-6)
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На рис. 3 видно, що система рiвнянь має чотири розв’язки. Взяв-
ши за початкову точку 𝑥0 = 3, 𝑦0 = 5, ми знайшли найближчий до
цiєї точки розв’язок. Взявши другу початкову точку 𝑥0 = 4, 𝑦0 = 1,
знайдемо другий розв’язок 𝑥7 = 2.022, 𝑦7 = 0.9097 (рис. 4 лiворуч).
Взявши третю початкову точку 𝑥0 = −2, 𝑦0 = −6, знайдемо третiй
розв’язок 𝑥4 = −3.491, 𝑦4 = −7.186 (рис. 4 праворуч). Взявши че-
тверту початкову точку 𝑥0 = −4, 𝑦0 = 1, знайдемо четвертий розв’язок
𝑥5 = −1.285, 𝑦5 = 3.35. В розглянутих вище чотирьох випадках метод
Ньютона приводив до розв’язку, найближче розташованого до вибраної
початкової точки. Але, якщо початкова точка взята близько до лiнiї, де не
можна брати початковi точки, то маршрут стає непередбачуваним i може
привести не до найближчого розв’язку системи (рис. 5). На рис. 5 лiворуч
за початкову точку було взято 𝑥0 = 1, 𝑦0 = 1, а праворуч за початкову то-
чку було взято 𝑥0 = −1, 𝑦0 = −6. На правому рисунку друге наближення
до кореня знаходиться недалеко вiд лiнiї, де не можна брати початкових
точок.

3. Наближення до елiпса

У попередньому пунктi ми розв’язали систему двох рiвнянь з двома
невiдомими, яка мала чотири розв’язки. Цiкаво, як буде вести себе метод
Ньютона у випадку, коли рiвняння має безлiч розв’язкiв? У даному пунктi
ми розглянемо рiвняння елiпса

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
− 1 = 0

при 𝑎 = 5, 𝑏 = 3. Коренями цього рiвняння є всi точки елiпса. Знайдемо
один iз цих коренiв, користуючись методом Ньютона. За початкову точку
вiзьмемо 𝑥0 = 6, 𝑦0 = 5. Позначимо

x =

(︃
𝑥

𝑦

)︃
, 𝑓 (x) =

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
− 1.

Тодi

𝑓 ′ (x) =
(︁
2𝑥
𝑎2

2𝑦
𝑏2

)︁
.

Тут обернених матриць (𝑓 ′ (x))−1 у звичайному розумiннi не iснує. Але
iснує (i не одна) матриця, що є оберненою до отриманої матрицi з правої
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сторони. У якостi такої вiзьмемо

(︀
𝑓 ′ (x)

)︀−1
=

1

2

(︃
𝑎2

2𝑥
𝑏2

2𝑦

)︃
.

Зауважимо, що обернена матриця не iснує на координатних осях 𝑥 = 0

та 𝑦 = 0. На цих осях не можна брати початкових точок.
У вибранiй початковiй точцi 𝑥0 = 6, 𝑦0 = 5 отримаємо

x0 =

(︃
6

5

)︃
, 𝑓 (x0) =

36

25
+
25

9
−1 =

724

225
= 3.218,

(︀
𝑓 ′ (x0)

)︀−1
=

(︃
1.042

0.45

)︃
.

За формулою Ньютона

x1 = x0 −
(︀
𝑓 ′ (x0)

)︀−1
𝑓 (x0)

знайдемо перше наближення

x1 =

(︃
6

5

)︃
−

(︃
1.042

0.45

)︃
3.218 =

(︃
2.647

3.552

)︃
.

На сьомому кроцi отримаємо один iз коренiв рiвняння:

𝑥7 = −0.122, 𝑦7 = 3.0

з похибкою 𝑓 (𝑥7, 𝑦7) = 3.8 · 10−4.
На рис. 6 лiворуч зображено графiк елiпса та маршрут отриманих

наближень вiд заданої точки 𝑥0 = 6, 𝑦0 = 5 до наближеного розв’язку
рiвняння 𝑥7 = −0.122, 𝑦7 = 3.0 (червона ламана).

Якщо за початкову точку вiзьмемо 𝑥0 = 1, 𝑦0 = 1, то дiйдемо до iншого
кореня рiвняння 𝑥4 = 4.442, 𝑦4 = 1.377 (рис. 6, праворуч).

4. Наближення до параболи
У даному пунктi ми розглянемо рiвняння параболи

𝑥2 − 𝑦 = 0.

Коренями цього рiвняння є всi точки параболи. Знайдемо один iз цих
коренiв, користуючись методом Ньютона. За початкову точку вiзьмемо
𝑥0 = −1, 𝑦0 = 7. Позначимо

x =

(︃
𝑥

𝑦

)︃
, 𝑓 (x) = 𝑥2 − 𝑦.
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Рис. 6. Маршрути наближень вiд початкових точок (6,5) i (1,1)

Тодi
𝑓 ′ (x) =

(︁
2𝑥 −1

)︁
.

У якостi оберненої з правої сторони вiзьмемо матрицю

(︀
𝑓 ′ (x)

)︀−1
=

1

2

(︃
1
2𝑥

−1

)︃
.

Зауважимо, що обернена матриця не iснує на прямiй 𝑥 = 0. На цiй
прямiй не можна брати початкових точок.

У вибранiй початковiй точцi 𝑥0 = −1, 𝑦0 = 7 отримаємо

x0 =

(︃
−1

7

)︃
, 𝑓 (x0) = 1− 7 = −6,

(︀
𝑓 ′ (x0)

)︀−1
=

1

2

(︃
−0, 5

−1

)︃
.

За формулою Ньютона (3) знайдемо перше наближення

x1 =

(︃
−1

7

)︃
− 1

2

(︃
−0.5

−1

)︃
(−6) =

(︃
−2.5

4

)︃
.

На 3-му кроцi ми отримали один iз коренiв рiвняння:

𝑥3 = −2.269, 𝑦3 = 5.150

з похибкою 𝑓 (𝑥3, 𝑦3) = 3 · 10−5.
На рис. 7 лiворуч зображуємо графiк параболи та маршрут отриманих

наближень вiд заданої точки 𝑥0 = −1, 𝑦0 = 7 до наближеного розв’язку
рiвняння 𝑥3 = −2.269, 𝑦7 = 5.150 (червона ламана).
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Якщо за початкову точку вiзьмемо 𝑥0 = 3, 𝑦0 = 1, то дiйдемо до iншого
кореня рiвняння 𝑥3 = 2.285, 𝑦3 = 5.223 (рис. 7, праворуч) з похибкою
𝑓 (𝑥3, 𝑦3) = 6 · 10−8.

Рис. 7. Маршрути наближень вiд початкових точок (-1,7) i (3,1)

5. Наближення до елiпсоїда
У даному пунктi ми розглянемо рiвняння елiпсоїда

4𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 + 2𝑦𝑧 + 2𝑧2 − 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 0.

Коренями цього рiвняння є всi точки елiпсоїда. Знайдемо один iз цих коре-
нiв, користуючись методом Ньютона. За початкову точку вiзьмемо 𝑥0 = 0,
𝑦0 = 0, 𝑧0 = 1. Позначимо

x =

⎛⎜⎝ 𝑥

𝑦

𝑧

⎞⎟⎠ , 𝑓 (x) = 4𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 + 2𝑦𝑧 + 2𝑧2 − 𝑥+ 𝑦 − 𝑧.

Тодi
𝑓 ′ (x) =

(︁
8𝑥− 2𝑦 − 1 −2𝑥+ 6𝑦 + 2𝑧 + 1 2𝑦 + 4𝑧 − 1

)︁
.

У якостi оберненої з правої сторони вiзьмемо матрицю

(︀
𝑓 ′ (x)

)︀−1
=

1

3

⎛⎜⎝
1

8𝑥−2𝑦−1
1

−2𝑥+6𝑦+2𝑧+1
1

2𝑦+4𝑧−1

⎞⎟⎠ .

Зауважимо, що обернена матриця не iснує на площинах

8𝑥− 2𝑦 − 1 = 0, −2𝑥+ 6𝑦 + 2𝑧 + 1 = 0, 2𝑦 + 4𝑧 − 1 = 0.



18 Григор’єв Ю. О.

На цих площинах не можна брати початкових точок. У вибранiй початко-
вiй точцi 𝑥0 = 0, 𝑦0 = 0, 𝑧0 = 1 отримаємо

(︀
𝑓 ′ (x0)

)︀−1
=

1

9

⎛⎜⎝ −3

1

1

⎞⎟⎠ .

За формулою Ньютона (3) знайдемо перше наближення

x1 =

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠− 1

9

⎛⎜⎝ −3

1

1

⎞⎟⎠ =
1

9

⎛⎜⎝ 3

−1

8

⎞⎟⎠ .

Таким чином,

𝑥1 =
1

3
≈ 0.333, 𝑦1 =

−1

9
≈ −0.111, 𝑧1 =

8

9
≈ 0.889.

На четвертому кроцi ми отримали один iз коренiв рiвняння:

𝑥4 = 0.194, 𝑦4 = −0.324, 𝑧4 = 0.777

з похибкою 𝑓 (𝑥4, 𝑦4, 𝑧4) = 7 · 10−4.

На рис. 8 зображуємо графiк елiпсоїда та маршрут отриманих набли-
жень вiд заданої точки 𝑥0 = 0, 𝑦0 = 0, 𝑧0 = 1 до наближеного розв’язку
рiвняння 𝑥4 = 0.194, 𝑦4 = −0.324, 𝑧4 = 0.777 (червона ламана).

Рис. 8. Маршрут наближення вiд початкової точки (0,0,1)



Метод Ньютона та його вiзуалiзацiя 19

6. Метод Ньютона для невизначеної системи
У даному роздiлi застосуємо метод Ньютона до наступної системи рiв-

нянь {︃
𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧 = 0,

𝑦 + 𝑧 − 2 = 0.

Очевидно, що ця система має безлiч розв’язкiв. Всi розв’язки системи
лежать на лiнiй перетину параболоїда з площиною. Знайдемо деякi з цих
розв’язкiв.

Позначимо

x =

⎛⎜⎝ 𝑥

𝑦

𝑧

⎞⎟⎠ ,

𝑓 (x) =

(︃
𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧

𝑦 + 𝑧 − 2

)︃
.

Тодi

𝑓 ′ (x) =

(︃
2𝑥 2𝑦 −1

0 1 1

)︃
.

У якостi оберненої з правої сторони вiзьмемо

(︀
𝑓 ′ (x)

)︀−1
=

⎛⎜⎝
1
2𝑥 0

0 1
2𝑦+1

0 2𝑦
2𝑦+1

⎞⎟⎠ .

Зауважимо, що обернена матриця не iснує на площинах 𝑥 = 0 та 2𝑦 +

1 = 0. На цих площинах не можна брати початковi точки. За початкову
точку вiзьмемо 𝑥0 = 1, 𝑦0 = 1, 𝑧0 = 3. Отримаємо

x0 =

⎛⎜⎝ 1

1

3

⎞⎟⎠ ,

𝑓 (x0) =

(︃
−1

2

)︃
,

(︀
𝑓 ′ (x)

)︀−1
=

⎛⎜⎝
1
2 0

0 1
3

0 2
3

⎞⎟⎠ .
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За формулою Ньютона (3) знайдемо перше наближення

x1 =

⎛⎜⎝ 1

1

3

⎞⎟⎠−

⎛⎜⎝
1
2 0

0 1
3

0 2
3

⎞⎟⎠(︃ −1

2

)︃
=

=

⎛⎜⎝ 1

1

3

⎞⎟⎠−

⎛⎜⎝
−1
2
2
3
4
3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝
3
2
1
3
5
3

⎞⎟⎠ .

Таким чином,

𝑥1 =
3

2
= 1.5, 𝑦1 =

1

3
≈ 0.333, 𝑧1 =

5

3
≈ 1.667.

На третьому кроцi ми отримали один iз коренiв системи:

𝑥3 = 1.247, 𝑦3 = 0.333, 𝑧3 = 1.667

з похибкою |𝑓 (𝑥4, 𝑦4, 𝑧4)| = 4 · 10−4.
Якщо за початкову точку вiзьмемо 𝑥0 = 1, 𝑦0 = −1, 5, 𝑧0 = 3, то на

третьому кроцi отримаємо наступний корiнь системи:

𝑥3 = 0.829, 𝑦3 = −1.75, 𝑧3 = 3.75

з похибкою |𝑓 (𝑥4, 𝑦4, 𝑧4)| = 4 · 10−6.
Взявши за початкову точку 𝑥0 = 0.5, 𝑦0 = −2, 𝑧0 = 5, за чотири кроки

прийдемо до наступного кореня системи:

𝑥4 = 0.943, 𝑦4 = −1.667, 𝑧4 = 3.667

з похибкою |𝑓 (𝑥4, 𝑦4, 𝑧4)| = 5 · 10−7.
Якщо ж початкову точку взяти подалi вiд розв’язкiв системи, напри-

клад, 𝑥0 = 2, 𝑦0 = 2, 𝑧0 = 2, то отримаємо розбiжну послiдовнiсть точок.

Висновки

Робота присвячена дослiдженню та вiзуалiзацiї методу Ньютона набли-
женого розв’язання рiвнянь виду (1), де

𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚.
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У роздiлi 1 розглянуто приклад наближеного розв’язання за методом
Ньютона одного рiвняння з однiєю змiнною. Мовою програмування Python
складено код розв’язання цього прикладу. В результатi отримано файл у
форматi gif, який наочно демонструє роботу алгоритму.

У роздiлах 2 — 6 роботу методу Ньютона було дослiджено на випа-
док, коли рiвняння (чи система рiвнянь) має декiлька розв’язкiв або без-
лiч розв’язкiв. На прикладах було продемонстровано, що метод Ньюто-
на працює i тодi, коли рiвняння або система рiвнянь мають навiть без-
лiч розв’язкiв. В цих випадках у звичайному розумiннi не iснує матриць,
обернених до матриць Якобi. Але iснує багато матриць, обернених з правої
сторони. Питання: яку з них краще вибрати, потребує подальшого теорети-
чного дослiдження. В роботi правi оберненi матрицi ми пiдбирали навман-
ня. Ця частина роботи була виконана в системi комп’ютерної математики
wxMaxima. Результати наочно представлено на графiках.
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Hryhoriev Yu.
Newton’s method and its visualization

Summary

Relevance of work. Mathematical modulation in various fields of science and
technology often leads to nonlinear equations or systems of such equations.
Far from always, these equations can be solved by exact methods. More of-
ten it is necessary to use approximate methods. One of the most popular of
them is Newton’s method. In modern works, Newton’s method often serves as
the basis for the development of new approximate methods that accelerate the
convergence of iterative processes or are used to solve systems of large orders.
The goal of the work. Visualize the work of the algorithm for solving the equa-
tion, as well as the system of equations according to Newton’s method, so that
the results of this work could be used when compiling electronic textbooks on
the study of this method. Another goal is to study the method in the case
when the system has several solutions; to study the possibility of using the
method for equations with an infinite number of solutions.
Key words: nonlinear equation, system of nonlinear equations, derivative, Ja-
cobi matrix, Newton’s method.
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