
Дослiдження в математицi i механiцi. — 2021. — Т. 26, вип. 1(37). — С. 55–62

УДК 517.5

О. Г. Ровенська
Донбаська державна машинобудiвна академiя

НАБЛИЖЕННЯ ПОВТОРНИМИ СУМАМИ ФЕЙЄРА КЛАСIВ
АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

Роботу присвячено питанням наближення у рiвномiрнiй метрицi перiодичних функцiй
високої гладкостi тригонометричними полiномами, що породжуються лiнiйними мето-
дами пiдсумовування рядiв Фур’є. У роботi систематизовано вiдомi факти щодо набли-
ження класiв iнтегралiв Пуассона середнiми арифметичними сум Фур’є та подано новi
результати, отриманi для їх частинних випадкiв. Вивчено апроксмаивнi властивостi
тригонометричних полiномiв, якi утворюються повторним застосуванням методу пiдсу-
мовування Валле Пуссена на класах аналiтичних перiодичних функцiй дiйсної змiнної.
Знайдено асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень повторних сум Фейєра
на класах iнтегралiв Пуассона. Отриманi формули є асимптотично точними без дода-
ткових умов.
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1. Вступ

Нехай 𝐿2𝜋 — простiр сумовних 2𝜋-перiодичних функцiй, 𝑓 ∈ 𝐿2𝜋,

𝑆[𝑓 ] =
𝑎0(𝑓)

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥)

— ряд Фур’є функцii 𝑓 , 𝑎0(𝑓), 𝑎𝑘(𝑓), 𝑏𝑘(𝑓), 𝑘 ∈ N — коефiцiєнти Фур’є
функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2𝜋. Найбiльш простим прикладом лiнiйного процесу апро-
ксимацiї неперервних перiодичних функцiй дiйсної змiнної може служити
наближення цих функцiй елементами послiдовностей часткових сум ря-
ду Фур’є 𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥). Проте, послiдовностi 𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥) не є рiвномiрно збiжними
на всьому класi 𝐶2𝜋 неперервних перiодичних функцiй. У зв’язку iз цим,
важливе мiсце серед наближуючих полiномiв для перiодичних функцiй по-
сiдають оператори, якi утворюються певними перетвореннями часткових
сум ряду Фур’є цих функцiй та дозволяють побудувати послiдовностi три-
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гонометричних полiномiв, якi рiвномiрно збiгалися б для кожної функцiї
𝐶2𝜋.

Для 𝑝 ∈ N суми Валле Пуссена функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2𝜋 задаються спiввiдно-
шенням

𝑉𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) =
1

𝑝

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑛−𝑝

𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥)

i мають апроксимативнi властивостi, iстотно залежнi вiд параметра 𝑝. У
випадку 𝑝 = 𝑛 цi многочлени є сумами Фейєра функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2𝜋

𝜎𝑛(𝑓 ;𝑥) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥).

Послiдовнiсть полiномiв 𝜎𝑛(𝑓 ;𝑥) рiвномiрно збiгається до своєї функцiї для
будь-якої 𝑓 ∈ 𝐶2𝜋.

Нехай 𝐶𝑞
𝛽,∞ — класи неперервних, 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓(𝑥), якi

можна подати у виглядi згортки

𝑓(𝑥) = 𝐴0 +
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝑥 + 𝑡)𝑃 𝑞
𝛽 (𝑡)𝑑𝑡

з вiдомим ядром Пуассона

𝑃 𝑞
𝛽 (𝑡) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘 cos

(︂
𝑘𝑡 +

𝛽𝜋

2

)︂
, 𝑞 ∈ (0; 1),

де функцiя 𝜙(𝑡), задовiльняє умову ess sup|𝜙(𝑡)| ≤ 1. Класи 𝐶𝑞
𝛽,∞ нази-

ваються класами iнтегралiв Пуассона. Функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝑞
𝛽,∞ є звуженням на

дiйсну вiсь функцiй 𝐹 (𝑧) = 𝐹 (𝑥 + 𝑖𝑦), аналiтичних у смузi

|𝑦| ≤ ln
1

𝑞
.

Питання наближення класiв iнтегралiв Пуассона лiнiйними методами
iнтенсивно вивчалися протягом останнiх десятилiть. В роботi [1] встанов-
лено асимптотичну рiвнiсть для верхнiх граней вiдхилень сум Фур’є по
класах 𝐶𝑞

𝛽,∞

ℰ𝑛
(︁
𝐶𝑞
𝛽,∞;𝑆𝑛

)︁
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
𝛽,∞

‖𝑓(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥)‖𝐶 =
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=
8𝑞𝑛

𝜋2

𝜋/2∫︁
0

𝑑𝑡√︀
1 − 𝑞2 sin2 𝑡

+ 𝑂(1)
𝑞𝑛

𝑛
.

Залишковий член цiєї рiвностi уточнено в роботi [9]. Подiбнi задачi для сум
Валле Пуссена та Фейєра розв’язано в роботах [3; 7; 8; 10; 12]. В роботах
[4; 5; 11] розглянуто питання наближення класiв 𝐶𝑞

𝛽,∞ повторними сумами
Валле Пуссена, якi для 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑟 ∈ N задаються спiввiдношеннями

𝑉
(𝑟)
𝑛,𝑝 (𝑓 ;𝑥) =

1

𝑝1

𝑛−1∑︁
𝑘1=𝑛−𝑝1

1

𝑝2

𝑘1∑︁
𝑘2=𝑘1−𝑝2+1

. . .
1

𝑝𝑟

𝑘𝑟−1∑︁
𝑘𝑟=𝑘𝑟−1−𝑝𝑟+1

𝑆𝑘𝑟(𝑓 ;𝑥).

При певному виборi параметрiв 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑟 цi полiноми збiгаються з су-
мами 𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥), 𝑉𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) i 𝜎𝑛(𝑓 ;𝑥). За умови 𝑟 = 2 i 𝑝1 + 𝑝2 = 𝑛 маємо

𝑉
(2)
𝑛,𝑝 (𝑓 ;𝑥) =

1

𝑝1

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑛−𝑝1

1

𝑛− 𝑝1

𝑘∑︁
𝑚=𝑘−𝑛+𝑝1+1

𝑆𝑚(𝑓 ;𝑥).

У цьому випадку iндекс 𝑚 величини 𝑆𝑚(𝑓 ;𝑥) змiнюється вiд 0 до 𝑛 − 1,
тому такi суми природно назвати повторними сумами Фейєра i позначати
𝜎
(2)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) [6].

Вивчення аппроксимативних властивостей полiномiв 𝜎
(2)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) є при-

роднiм продовженням згаданих дослiджень. Мета роботи полягає в одер-
жаннi асимптотичної рiвностi для величини

ℰ
(︁
𝐶𝑞
1,∞;𝜎

(2)
𝑛,𝑝

)︁
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
1,∞

||𝑓(𝑥) − 𝜎
(2)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥)||𝐶 .

2. Основнi результати

Має мiсце таке твердження.

Теорема. Для 𝑞 ∈ (0; 1), 𝑛 → ∞ виконується асимптотична рiвнiсть

ℰ(𝐶𝑞
1,∞;𝜎

(2)
𝑛,𝑝) =

𝑞4 + 4𝑞2

𝜋𝑝1𝑝2(1 − 𝑞2)2
+ 𝑂(1)

𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5
. (1)

де 𝑂(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо 𝑝1, 𝑝2, 𝑞.

Доведення. Для величини

𝛿
(𝑟)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑉

(𝑟)
𝑛,𝑝 (𝑓 ;𝑥), 𝑟 ∈ N



58 Ровенська О. Г.

в роботi [2] доведено рiвнiсть

𝛿
(𝑟)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) =

1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 𝑞
𝛽(𝑥 + 𝑡)

(︂
𝜎
(𝑟)
1 cos

𝛽𝜋

2
− 𝜎

(𝑟)
2 sin

𝛽𝜋

2

)︂
𝑑𝑡, (2)

де

𝜎
(𝑟)
1 =

𝑍
2(𝑟+1)
𝑞 (𝑡)

𝑟∏︀
𝑖=1

𝑝𝑖

∑︁
𝛼⊂𝑟

(−1)(𝑟−|𝛼|)
𝑟+1∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝐶𝜈
𝑟+1𝑞

𝑛−Σ𝛼
𝑝+𝑟+𝜈 cos(𝑛−Σ𝛼

𝑝 + 𝑟− 𝜈)𝑡,

𝜎
(𝑟)
2 =

𝑍
2(𝑟+1)
𝑞 (𝑡)

𝑟∏︀
𝑖=1

𝑝𝑖

∑︁
𝛼⊂𝑟

(−1)(𝑟−|𝛼|)
𝑟+1∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝐶𝜈
𝑟+1𝑞

𝑛−Σ𝛼
𝑝+𝑟+𝜈 sin(𝑛−Σ𝛼

𝑝 + 𝑟− 𝜈)𝑡,

𝑍2
𝑞 (𝑥) = 1−2𝑞 cos𝑥+𝑞2, |𝛼| — кiлькiсть елементiв множини 𝛼, Σ𝛼

𝑝 =
∑︀
𝑗∈𝛼

𝑝𝑗 .

Оскiльки ∫︁
𝑑𝑡

(1 − 2𝑞 cos 𝑡 + 𝑞2)3
= 𝑂(1)(1 − 𝑞)−5,

то, на пiдставi (2), для 𝛽 = 1, 𝑟 = 2, 𝑝1 + 𝑝2 = 𝑛 маємо

𝛿
(2)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) =

𝑞

𝜋𝑛

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 𝑞
𝛽(𝑥 + 𝑡)

(1 − 2𝑞 cos 𝑡 + 𝑞2)3
((𝑞3−3𝑞) sin 𝑡+sin 2𝑡)𝑑𝑡+𝑂(1)

𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5
.

На основi отриманих iнтегральних зображень можна перейти до вивче-
ння норм вiдхилень по класу аналiтичних функцiй дiйсної змiнної. В силу
iнвариантностi класу 𝐶𝑞

𝛽,∞ вiдносно зсуву за аргументом маємо

ℰ
(︁
𝐶𝑞
1,∞;𝜎

(2)
𝑛,𝑝

)︁
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
1,∞

⃒⃒⃒⃒
𝑞

𝜋𝑝1𝑝2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 𝑞
𝛽(𝑥 + 𝑡)

(1 − 2𝑞 cos 𝑡 + 𝑞2)3
((𝑞3−3𝑞) sin 𝑡+sin 2𝑡)𝑑𝑡+

+𝑂(1)
𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑞

𝜋𝑝1𝑝2

𝜋∫︁
−𝜋

|(𝑞3 − 3𝑞) sin 𝑡 + sin 2𝑡|
(1 − 2𝑞 cos 𝑡 + 𝑞2)3

𝑑𝑡 + 𝑂(1)
𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5
.

Позначимо через 𝑓 𝑞
𝛽(𝑡) функцiю, яка на перiодi спiвпадає з функцiєю

sign ((𝑞3 − 3𝑞) sin 𝑡 + sin 2𝑡), 𝑞 ∈ (0; 1),
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а через 𝑓0(𝑥) — функцiю, яка є згорткою функцiї 𝑓 𝑞
𝛽(𝑡) з вiдповiдним ядром

𝑃 𝑞
𝛽 (𝑡). Враховуючи, що

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 𝑞
𝛽(𝑡)𝑑𝑡 = 0, essup|𝑓 𝑞

𝛽(𝑡)| ≤ 1,

маємо, що знайдена функцiя 𝑓0(𝑥) ∈ 𝐶𝑞
𝛽,∞ забезпечує виконання рiвностi

ℰ(𝐶𝑞
1,∞;𝜎

(2)
𝑛,𝑝) =

𝑞

𝜋𝑝1𝑝2

𝜋∫︁
−𝜋

|(𝑞3 − 3𝑞) sin 𝑡 + sin 2𝑡|
(1 − 2𝑞 cos 𝑡 + 𝑞2)3

𝑑𝑡 + 𝑂(1)
𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5
. (5)

Обчислимо визначений iнтеграл у рiвностi (5). Маємо

ℰ(𝐶𝑞
1,∞;𝜎

(2)
𝑛,𝑝) =

2𝑞2(3𝑞 − 𝑞3)

𝜋𝑝1𝑝2
[𝐽2(0) + 𝐽2(𝜋) − 2𝐽2(arc cos

3𝑞 − 𝑞3

2
)+

+
4𝑞2

𝜋𝑝1𝑝2
[2𝐽1(arc cos

3𝑞 − 𝑞3

2
) − 𝐽1(0) + 𝐽1(𝜋)],

де

𝐽1(𝑡) =

∫︁
cos 𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡

(1 − 2𝑞 cos 𝑡 + 𝑞2)3
𝐽2(𝑡) =

∫︁
sin 𝑡𝑑𝑡

(1 − 2𝑞 cos 𝑡 + 𝑞2)3
.

Оскiльки

𝐽1(𝑡) =
1

4𝑞2
(1 − 2𝑞 cos 𝑡 + 𝑞2)−1 − 1 + 𝑞2

8𝑞2
(1 − 2𝑞 cos 𝑡 + 𝑞2)−2 + 𝐶,

𝐽2(𝑡) = − 1

4𝑞
(1 − 2𝑞 cos 𝑡 + 𝑞2)−2 + 𝐶,

то, виконуючи перетворення, отримуємо

ℰ(𝐶𝑞
1,∞;𝜎(2,0)

𝑛,𝑝 ) =
𝑞4 + 4𝑞2

𝜋𝑝1𝑝2(1 − 𝑞2)2
+ 𝑂(1)

𝑞𝑝1 + 𝑞𝑝2

𝑝1𝑝2(1 − 𝑞)5
.

Теорему доведено.

3. Висновки

Формула (1) є асимпотично точною без будь-яких додаткових умов.
Отриманий результат може бути цiкавим з точки зору обчислювальної
математики та моделювання.
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Ровенская О. Г.
Приближение повторными суммами Фейера классов аналитических функций

Резюме

Работа посвящена исследованию вопросов приближения в равномерной метрике перио-
дических функций высокой гладкости тригонометрическими полиномами, которые по-
рождаются линейными методами суммирования рядов Фурье. В работе систематизи-
рованы известные результаты, касающиеся приближения классов интегралов Пуассона
средними арифметическими сумм Фурье, и представлены новые факты, полученные
для их частных случаев. Изучены аппроксимативные свойства тригонометрических по-
линомов, которые образуются повторным применением метода суммирования Валле
Пуссена на классах аналитических периодических функций действительной перемен-
ной. Найдены асимптотические формулы для верхних граней уклонений повторных
сумм Фейера на классах интегралов Пуассона. Полученные формулы являются асимп-
тотически точными без дополнительных условий.
Ключевые слова: асимптотическое равенство, линейный метод, сумма Фейера, инте-
грал Пуассона.

Rovenska O. G.
Approximation of classes of analytic functions by repeated Fejer sums

Summary

The paper is devoted to the approximation by arithmetic means of Fourier sums of classes
of periodic functions of high smoothness. The paper presents known results related to the
approximation of classes of Poisson integrals by arithmetic means of Fourier sums and new
facts obtained for particular cases. In the paper is studied the approximative properties of
repeated Fejer sums on the classes of periodic analytic functions of real variable. Under cer-
tain conditions, we obtained asymptotic formulas for upper bounds of deviations of repeated
Fejer sums on classes of Poisson integrals. The obtained formulas are asymptotically exact
without any additional conditions.
Key words: asymptotic equality, linear method, Fejer sum, Poisson integral.
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