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Розглядається задача оптимального керування зi швидкоосцилюючими змiнними, лiнiй-
на за керуванням. При цьому об’єктом керування виступає диференцiальне включення
з Лiпшицевою за фазовою змiнною багатозначною правою частиною. Багатозначнiсть
породжує свої специфiчнi проблеми, такi як замкненiсть, опуклiсть сiм’ї розв’язкiв,
iснування граничних розв’язкiв, видiлення розв’язкiв iз заданими властивостями тощо.
Проте добре розвинений апарат математичного аналiзу, що застосовуються до дослi-
дження багатозначних функцiй дає можливiсть застосування методу усереднення до
описаної вище задачi оптимального керування. У роботi доведено збiжнiсть оптималь-
них керувань i оптимальних траєкторiй розв’язкiв точної задачi до оптимального керу-
вання i траєкторiї усередненої задачi. При цьому також обгрунтовано, що оптимальне
керування усередненої задачi є “майже оптимальним” для точної задачi, тобто з точнi-
стю до малого параметру 𝜀 реалiзується мiнiмум критерiю якостi.
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1. Вступ

Iнтенсивний розвиток науки i технiки регулярно стимулює до вiдшука-
ння ефективних методiв керування рiзноманiтними природними, економi-
чними, соцiальними, технiчними процесами. Математичними моделями та-
ких ситуацiй є задачi оптимального керування рiзними класами еволюцiй-
них систем. Значна увага придiляється математичним моделям процесiв у
виглядi диференцiальних рiвнянь з малим параметром. Для їх розв’язання
широко застосовують асимптотичнi методи, зокрема, метод усереднення,
строге математичне обгрунтування якого було запропоновано М.М. Кри-
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ловим та М.М. Боголюбовим.
На можливiсть застосування методу усереднення до розв’язування за-

дач оптимального керування на асимптотично великих часових iнтерва-
лах вперше звернув увагу М.М. Моiсеєв [1; 2]. В роботах Плотнiкова та
його школи (див., наприклад, [3]) дане строге обгрунтування застосуван-
ня методу усереднення до задач керування. У [4; 5], розглядається пiдхiд,
пов’язаний з побудовою диференцiального включення за вихiдною зада-
чею, яке потiм дослiджувалося методом усереднення. У роботi [6] спочатку
проводилося усереднення правих частин системи за часом, який явно вхо-
дить в праву частину, при цьому функцiя керування 𝑢(𝑡) вважається пара-
метром. У роботах [7; 8] обгрунтовується пiдхiд роботи [6] до розв’язування
задач оптимального керування за вiдсутностi умови асимптотичної стало-
стi для функцiї керування.

Варто також вiдмiтити, що метод усереднення успiшно застосовується
до дослiдження функцiонально-диференцiальних рiвнянь ([9]), рiзницевих
рiвнянь ([10]).

Оскiльки диференцiальне включення є природним узагальненням ди-
ференцiального рiвняння, то наступним кроком в розвитку асимптоти-
чних методiв було обгрунтування методу усереднення для диференцiаль-
них включень. Так, аналог першої теореми М.М. Боголюбова було отри-
мано у роботах [11]. Цей результат був згодом перенесений на включення
з перiодичною правою частиною [12], диференцiальнi включення зi швид-
кими i повiльними змiнними [13], диференцiальнi включення з iмпульсами
[14]. Основна iдея даного пiдходу полягає в тому, що неавтономному дифе-
ренцiальному включенню за допомогою методу усереднення ставиться у
вiдповiднiсть автономне диференцiальне рiвняння. Це дає можливiсть за-
стосування ефективних чисельних методiв для розв’язування усередненої
задачi керування.

В данiй роботi розглядається задача оптимального керування зi швид-
коосцилюючими змiнними, лiнiйна за керуванням. Об’єктом керування є
система диференцiальних включень з Лiпшицевою за фазовою змiнною
правою частиною. Робота структурована наступним чином. До згадано-
го об’єкту застосовується метод усереднення i обгрунтовується збiжнiсть
оптимальних керувань i оптимальних траєкторiй розв’язкiв точної задачi
до оптимального керування i траєкторiї усередненої задачi. При цьому та-
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кож обгрунтовано, що оптимальне керування усередненої задачi є ”майже
оптимальним” для точної задачi, тобто з точнiстю до малого параметру 𝜀

реалiзується мiнiмум критерiю якостi.

2. Основнi результати

1. Постановка задачi.
Розглянемо задачу оптимального керування зi швидкоколивними змiн-

ними, лiнiйну за керуванням

�̇� ∈ 𝑓

(︂
𝑡

𝜀
, 𝑥

)︂
+ 𝑓1(𝑥)𝑢(𝑡), 𝑥(0, 𝑢(0)) = 𝑥0 (1)

iз критерiєм якостi

𝐽𝜀[𝑢] =

𝑇∫︁
0

[𝐴(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡)) + 𝐵(𝑡, 𝑢(𝑡))] 𝑑𝑡 + Φ(𝑥𝜀(𝑇 )) → 𝑖𝑛𝑓 (2)

Також для задачi (1) розглянемо квадратичний за керуванням критерiй

𝐽𝜀[𝑢] =

𝑇∫︁
0

[𝐴(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡)) + 𝑢2(𝑡)] 𝑑𝑡 + Φ(𝑥𝜀(𝑇 )) → 𝑖𝑛𝑓 (3)

Тут 𝜀 > 0 - малий параметр, 𝑇 > 0 - задана стала, 𝑥 - фазовий вектор в
R𝑑, 𝑢(𝑡) −𝑚-вимiрний вектор керування, який належить деякiй функцiо-
нальнiй множинi.

За умови iснування рiвномiрного за 𝑥 ∈ R𝑑 середнього

lim
𝑠→∞

1

𝑠

𝑠∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡 = 𝑓0(𝑥), (4)

де 𝑓0(𝑥) - однозначне вiдображення, задачi оптимального керування (1),
(2) ((3))зi швидкоколивними коефiцiєнтами ставиться у вiдповiднiсть на
[0, 𝑇 ] бiльш проста задача оптимального керування

�̇� = 𝑓0(𝑦) + 𝑓1(𝑢)𝑢(𝑡), 𝑦(0, 𝑢(0)) = 𝑥0 (5)

iз критерiями якостi

𝐽0[𝑢] =

𝑇∫︁
0

[𝐴(𝑡, 𝑦(𝑡)) + 𝐵(𝑡, 𝑢(𝑡))] 𝑑𝑡 + Ψ(𝑦(𝑇 )) → 𝑖𝑛𝑓 (6)
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i

𝐽0[𝑢] =

𝑇∫︁
0

[𝐴(𝑡, 𝑦(𝑡)) + 𝑢2(𝑡)] 𝑑𝑡 + Ψ(𝑦(𝑇 )) → 𝑖𝑛𝑓 (7)

2. Допомiжнi поняття та твердження.
2.1. Метрика Хаусдорфа. Нехай 𝐴 i 𝐵 - непорожнi, замкненi мно-

жини в метричному просторi R𝑛. Розглянемо наступнi величини, що хара-
ктеризують близькiсть 𝐴 i 𝐵:

𝛽(𝐴,𝐵) = sup
𝑎∈𝐴

𝜌(𝑎,𝐵), 𝛽(𝐵,𝐴) = sup
𝑏∈𝐵

𝜌(𝑏, 𝐴)

𝛼(𝐴,𝐵) = max{𝛽(𝐴,𝐵), 𝛽(𝐵,𝐴)} = max{sup
𝑎∈𝐴

𝜌(𝑎,𝐵), sup
𝑏∈𝐵

𝜌(𝑏, 𝐴)} =

= max{sup
𝑎∈𝐴

inf
𝑏∈𝐵

𝜌(𝑎, 𝑏), sup
𝑏∈𝐵

inf
𝑎∈𝐴

𝜌(𝑏, 𝑎)}

Зокрема, маємо, що 𝛼(𝐴,𝐵) = 𝛼(𝐵,𝐴).

Означення 1 ([15]). Величину 𝛼(𝐴,𝐵) називають вiдхиленням множин
𝐴 i 𝐵 за Хаусдорфом або хаусдорфовою вiдстанню мiж 𝐴 i 𝐵.

2.2. Деякi властивостi багатозначних функцiй. Кожнiй точцi 𝑝 iз
множини𝐷 ∈ R𝑑 поставимо у вiдповiднiсть непорожню замкнену множину
𝐹 (𝑝) ⊂ R𝑛. Тодi 𝐹 (𝑝) - багатозначна функцiя. Її графiк – множина таких
точок (𝑝, 𝑞) ∈ R𝑚 × R𝑛, що 𝑝 ∈ 𝐷, 𝑞 ∈ 𝐹 (𝑝).

Надалi використовуватимемо наступнi позначення:

𝐹 (𝑀) =
⋃︁
𝑝∈𝑀

𝐹 (𝑝), |𝐹 (𝑀)| = sup
𝑦∈𝐹 (𝑀)

|𝑦|.

Означення 2 ([15]). Багатозначна функцiя 𝐹 називається обмеженою на
множинi 𝑀 , якщо |𝐹 (𝑀)| < ∞, тобто якщо всi значення функцiї 𝐹 в
точках множини 𝑀 мiстяться у деякiй кулi.

Означення 3 ([15]). Багатозначна функцiя 𝐹 (𝑝) називається:

∙ 𝛼 - неперервною (або неперервною) в точцi 𝑝, якщо

𝛼(𝐹 (𝑝′), 𝐹 (𝑝)) → 0, 𝑝′ → 𝑝;

∙ 𝛽 - неперервною (або напiвнеперервною зверху вiдносно включення)
в точцi 𝑝, якщо

𝛽(𝐹 (𝑝′), 𝐹 (𝑝)) → 0, 𝑝′ → 𝑝.
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Функцiя 𝐹 (𝑝) називається 𝛼 - або 𝛽 - неперервною на множинi 𝐷, якщо
вона 𝛼 - або 𝛽 - неперервна в кожнiй точцi цiєї множини.

Зауваження 1 ([15]). Оскiльки 𝛽(𝐴,𝐵) ≤ 𝛼(𝐴,𝐵),то iз 𝛼 - непервностi
функцiї випливає її 𝛽 - неперервнiсть.

2.3. Необхiднi поняття теорiї диференцiальних включень. Роз-
глянемо диференцiальне включення

�̇� ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥) (8)

Означення 4 ([15]). Розв’язком диференцiального включення (8) нази-
вається абсолютно неперервна функцiя 𝑥(𝑡), визначена на iнтервалi або
вiдрiзку i майже скрiзь задовольняє включення (8).

Означення 5 ([15]). Будемо казати, що багатозначна функцiя 𝐹 (𝑡, 𝑥) в
областi 𝐺 задовольняє основнi умови, якщо при всiх (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐺 множина
𝐹 (𝑡, 𝑥) - непорожня, обмежена, замкнена, опукла i 𝐹 - 𝛽 - непервна по 𝑡, 𝑥.

Теорема 1 ([15]). Нехай 𝐹 (𝑡, 𝑥) задовольняє основнi умови в областi 𝐺.
Тодi для довiльної точки (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐺 iснує розв’язок задачi

�̇� ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0. (9)

Якщо область 𝐺 мiстить цилiндр 𝑧(𝑡)(𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝑎, |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑏), то
розв’язок iснує принаймнi на вiдрiзку

𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝑑, 𝑑 = min{𝑎, 𝑏

𝑚
},𝑚 = sup

𝑧
|𝐹 (𝑡, 𝑥)|.

Означення 6 ([16]). Нехай задана послiдовнiсть множин 𝐹𝑖 ∈ compR𝑛 -
сукупнiсть непорожнiх компактних пiдмножин в R𝑛.

∙ Верхньою топологiчною границею послiдовностi {𝐹𝑖} називається
сукупнiсть всiх часткових границь таких послiдовностей {𝑓𝑖}, що
𝑓𝑖 ∈ 𝐹𝑖 для всiх 𝑖. Позначається lim

𝑖→∞
𝐹𝑖.

∙ Нижньою топологiчною границею послiдовностi {𝐹𝑖} називається су-
купнiсть всiх границь збiжних послiдовностей {𝑓𝑖}, що 𝑓𝑖 ∈ 𝐹𝑖 для
всiх 𝑖. Позначається lim

𝑖→∞
𝐹𝑖.
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∙ Якщо обидвi границi iснують i

lim
𝑖→∞

𝐹𝑖 = lim
𝑖→∞

𝐹𝑖 = 𝐹,

то множина 𝐹 називається границею послiдовностi {𝐹𝑖}. В цьому
випадку

lim
𝑖→∞

𝛼(𝐹𝑖, 𝐹 ) = 0.

Означення 7 ([16; 17]). Нехай 𝐹 : R1 → comp (R𝑛) – деяке багатозначне
вiдображення. Iнтегралом вiд вiдображення 𝐹 (𝑡) на вiдрiзку часу [𝑡0, 𝑡1]

називається множина

𝐺 =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡 =

⎧⎨⎩
𝑡1∫︁

𝑡0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 : 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡)

⎫⎬⎭ (10)

Теорема 2 (Теорема Красносельського-Крейна для диференцiальних вклю-
чень, [4; 14; 18]). Нехай для диференцiального включення

�̇� ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆), (11)

де багатозначне вiдображення 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆), що приймає значення в conv(R𝑛)

(пiдпростiр iз comp (R𝑛), що складаєтьься iз опуклих множин), визна-
чене при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 𝑥 ∈ 𝐷,𝐷 - обмежена область в R𝑛, 𝜆 ∈ Λ - деяка
множина значень параметра 𝜆, що має 𝜆0 ∈ Λ граничною точкою, вико-
нуються наступнi умовi:

а) багатозначне вiдображення 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆) рiвномiрно обмежене, непе-
рервне по 𝑡, рiвномiрно неперервне по 𝑥 рiвномiрно вiдносно 𝑡 i 𝜆:
∀𝜀 > 0 ∃𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 : ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝐷,𝑥′ ∈ 𝐷 i 𝜆 ∈ Λ виконується

𝛼(𝐹 (𝑡, 𝑥′, 𝜆) − 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆)) < 𝜀,

як тiльки |𝑥′ − 𝑥| < 𝛿;

б) багатозначне вiдображення 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆) - iнтегрально неперервне по 𝜆

в точцi 𝜆0, тобто для 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑇 i довiльного 𝑥 ∈ 𝐷 виконує-
ться умова

lim
𝜆→𝜆0

𝛼

⎛⎝ 𝑡2∫︁
𝑡1

𝐹 (𝑠, 𝑥, 𝜆) 𝑑𝑠,

𝑡2∫︁
𝑡1

𝐹 (𝑠, 𝑥, 𝜆0) 𝑑𝑠

⎞⎠ = 0, (12)

де iнтеграли розумiються включення в сенсi Означення 7;
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в) розв’зки 𝑥(𝑡, 𝜆0) включення

�̇� ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝜆0), (13)

що задовольняють умову 𝑥(0, 𝜆0) = 𝑥0 ∈ 𝐷1 ⊂ 𝐷, визначенi при
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 i лежать разом з деяким 𝜌-околом в областi 𝐷.

Тодi кожному 𝜂 > 0 вiдповiдає такий окiл 𝑈(𝜆0) точки 𝜆0, що при 𝜆 ∈
𝑈(𝜆0) для довiльного розв’язку 𝑥(𝑡, 𝜆) включення (11), визначеного при 0 ≤
𝑡 ≤ 𝑇 i такого, що задовольняє початкову умову 𝑥(0, 𝜆) = 𝑥0, iснує такий
розв’язок 𝑥(𝑡, 𝜆0) включення (13), що справедлива нерiвнiсть ‖ 𝑥(𝑡, 𝜆) −
𝑥(𝑡, 𝜆0) ‖< 𝜂, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

2.4. Метод усереднення для диференцiальних включень. Роз-
глянемо диференцiальне включення

�̇� ∈ 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑥(0) = 𝑥0, (14)

де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑋 : R× R𝑛 → comp(R𝑛), 𝜀 > 0 - малий параметр.
Включенню (14) поставимо у вiдповiднiсть усереднене диференцiальне

включення
�̇� ∈ 𝑋0(𝑦), 𝑦(0) = 𝑥0, (15)

де

𝑋0(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑋(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡 (16)

Збiжнiсть в (16) розумiється у сенсi метрики Хаусдорфа, а iнтеграл вiд
багатозначного вiдображення 𝑋(𝑡, 𝑥) розумiється в сенсi Означення 7.

2.5. Застосування методу усереднення до задачi оптимального
керування (1), (2) ((3)).

Для параметрiв задачi (1)–(2) ((3)) будемо вважати виконаними насту-
пнi умови:
Умова 1. Допустимими керуваннями є 𝑚 – вимiрнi вектор-функцiї 𝑢(·) ∈
𝐿𝑝([0, 𝑇 ]), 𝑝 > 1, якi приймають значення в замкненiй, опуклiй множинi
𝑉 ⊂ R𝑚.

Для задачi (1) – (3) допустимими керуваннями будемо вважати 𝑚 – ви-
мiрнi вектор-функцiї 𝑢(·) ∈ 𝐿2([0, 𝑇 ]), якi приймають значення в замкненiй
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опуклiй множинi 𝑢 ⊂ R𝑚.
Умова 2. Багатозначна функцiя 𝑓(𝑡, 𝑥) (𝑓 : 𝑄 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ R𝑑} →
conv(R𝑑)) визначена i неперервна за сукупнiстю змiнних в 𝑄, a 𝑑 × 𝑚 -
вимiрна матриця 𝑓1(𝑥) визначена при 𝑥 ∈ R𝑑 i виконанi умови:

1) 𝑓(𝑡, 𝑥) в областi 𝑄 задовольняє умову лiнiйного росту за 𝑥 iз констан-
тою 𝑀 , тобто

|𝑓(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝑀(1 + |𝑥|) ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄;

2) 𝑓(𝑡, 𝑥) i 𝑓1(𝑥) в областi визначення задовольняють умову Лiпшиця за
𝑥 iз константами 𝜆1 та 𝜆, вiдповiдно, тобто

𝛼(𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 𝑥′)) ≤ 𝜆1|𝑥− 𝑥′|,

‖𝑓1(𝑥) − 𝑓1(𝑥
′)‖ ≤ 𝜆|𝑥− 𝑥′|.

Умова 3. Рiвномiрно за 𝑥 ∈ R𝑑 iснує границя

lim
𝑠→∞

1

𝑠

𝑠∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡 = 𝑓0(𝑥), (17)

де iнтеграл розумiється в сенсi Означення 7, а збiжнiсть - в сенсi Означення
6, функцiя 𝑓0 : R𝑑 → R𝑑 - однозначна.
Умова 4. Скалярнi функцiї 𝐴(𝑡, 𝑥) i 𝐵(𝑡, 𝑢) визначенi при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ R𝑑,
𝑢 ∈ 𝑉 i неперервнi за сукупнiстю змiнних причому:

1) 𝐴(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝐵(𝑡, 𝑢) ≥ 𝑎|𝑢|𝑝 для деякої сталої 𝑎 > 0 i для кожного
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] функцiя 𝐵(𝑡, 𝑢) - опукла за 𝑢 ∈ 𝑉 ;

2) функцiя Ψ : R𝑑 → R1 - неперервна за 𝑥 та невiд’ємна.

Зауваження 2. В силу умов на 𝑓(𝑡, 𝑥) i 𝑓1(𝑥) та теореми 1 маємо, що
∀𝜀 > 0 i для кожного допустимого керування 𝑢(𝑡) розв’язок задачi Кошi
(1) iснує на [0,T].

При цьому 𝑥(𝑡, 𝑢) - абсолютно неперервна функцiя. Iз умов 2, 3 ви-
пливає, що 𝑓0 також задовольняє умову Лiпшиця з константою 𝜆1. Тому
для кожного допустимого керування 𝑢(𝑡) розв’язок задачi Кошi (5) 𝑦(𝑡, 𝑢)

iснує, єдиний на [0, 𝑇 ] i є абсолютно неперервною функцiєю. Тому критерiї
(2), (3), (6), (7) мають сенс при всiх допустимих керуваннях.
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Сформулюємо наступний результат щодо рiвномiрної збiжностi розв’язкiв
задачi Кошi.

Теорема 3. Нехай виконанi умови 1-3. Тодi якщо послiдовнiсть 𝑢𝜀
𝑤−→ 𝑢0

в 𝐿𝑝([0, 𝑇 ]) при 𝜀 → 0, то розв’язок 𝑥𝜀(𝑡) залачi Кошi (1) з 𝑢(𝑡) = 𝑢𝜀(𝑡)

збiгається рiвномiрно на [0, 𝑇 ] до 𝑦(𝑡) - розв’язку вiдповiдної задачi Кошi
(5) iз керуванням 𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡), тобто

𝑥𝜀(𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡), 𝜀 → 0 (18)

рiвномiрно по 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Доведення. Множина звичайних розв’язкiв диференцiального включення
iз (1) спiвпадає з множиною узагальнених розв’язкiв [19], яка визначається
як множина неперервних функцiй 𝑥𝜀(𝑡), що задовольняють включення

𝑥𝜀(𝑡) ∈ 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝑓(
𝑠

𝜀
, 𝑥𝜀(𝑠)) 𝑑𝑠 +

𝑡∫︁
0

𝑓1(𝑥𝜀(𝑠))𝑢𝜀(𝑠) 𝑑𝑠. (19)

В силу умов 1 i 2 отримаємо, що

|𝑥𝜀(𝑡)| ≤ |𝑥0| +

𝑡∫︁
0

𝑀(1 + |𝑥𝜀(𝑠)|) 𝑑𝑠 +

𝑡∫︁
0

(‖𝑓1(0)‖ + 𝜆|𝑥𝜀(𝑠)|)|𝑢𝜀(𝑠)| 𝑑𝑠

або

|𝑥𝜀(𝑡)| ≤ |𝑥0| +

𝑡∫︁
0

(𝑀 + ‖𝑓1(0)‖|𝑢𝜀(𝑠)|) 𝑑𝑠 +

𝑡∫︁
0

(𝑀 + 𝜆|𝑢𝜀(𝑠)|)|𝑥𝜀(𝑠)| 𝑑𝑠. (20)

Використавши нерiвнiсть Грануолла, будемо мати:

|𝑥𝜀(𝑡)| ≤ (|𝑥0| + 𝑀 + ‖𝑓1(0)‖𝑇 1/𝑞 · ‖𝑢𝜀‖𝐿𝑝[0,𝑇 ])𝑒
𝑀𝑇+𝜆𝑇 1/𝑞‖𝑢𝜀‖𝐿𝑝[0,𝑇 ] (21)

Зi слабкої збiжностi 𝑢𝜀 до 𝑢0 випливає сильна обмеженiсть 𝑢𝜀, тобто

sup
𝜀>0

‖𝑢𝜀‖𝐿𝑝[0,𝑇 ] < ∞,

а тому iз (20) отримуємо, що ∃𝐿 > 0 :

|𝑥𝜀(𝑡)| ≤ 𝐿 (22)
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для всiх 𝜀 > 0 i 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Таким чином, маємо рiвномiрну обмеженiсть
сiм’ї 𝑥𝜀(𝑡).

Обґрунтуємо рiвностепеневу неперервнiсть сiм’ї 𝑥𝜀(𝑡) на [0, 𝑇 ].
Для довiльних 𝑡1 < 𝑡2, 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑇 ], використовуючи (20) i (22), маємо:

|𝑥𝜀(𝑡2) − 𝑥𝜀(𝑡1)| ≤
𝑡2∫︁

𝑡1

𝑀(1 + 𝐿) 𝑑𝑠 +

𝑡2∫︁
𝑡1

(‖𝑓1(0)‖ + 𝜆𝐿)|𝑢𝜀(𝑠)| 𝑑𝑠 ≤

≤ 𝑀(1 + 𝐿)(𝑡2 − 𝑡1) + (𝑡2 − 𝑡1)
1/𝑞(‖𝑓1(0)‖ + 𝜆𝐿)

⎛⎝ 𝑡2∫︁
𝑡1

|𝑢𝜀(𝑠)|𝑝 𝑑𝑠

⎞⎠1/𝑝

,

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1.

Тодi в силу теореми Арцела iснує пiдпослiдовнiсть 𝑥𝜀𝑛(𝑡) послiдовностi
𝑥𝜀(𝑡), яка рiвномiрно за 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] збiгається до деякої функцiї 𝑥0(𝑡) при
𝜀𝑛 → 0. Iз (19) маємо:

𝑥𝜀𝑛(𝑡) ∈ 𝑥0 +
𝑡∫︀
0

𝑓
(︁

𝑠
𝜀𝑛
, 𝑥𝜀𝑛(𝑠)

)︁
𝑑𝑠 +

𝑡∫︀
0

𝑓1(𝑥𝜀𝑛(𝑠))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠±

±
𝑡∫︀
0

𝑓1(𝑥0(𝑠))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑥0 +
𝑡∫︀
0

𝑓
(︁

𝑠
𝜀𝑛
, 𝑥𝜀𝑛(𝑠)

)︁
𝑑𝑠 +

𝑡∫︀
0

𝑓1(𝑥𝜀𝑛(𝑠))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠+

+
𝑡∫︀
0

(𝑓1(𝑥𝜀𝑛(𝑠) − 𝑓1(𝑥0(𝑠))))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠

(23)
В силу умови 2 для функцiї 𝑓(𝑡, 𝑥) маємо виконання умови а) теореми 2.
Зокрема з пункту 1) умови 2 випливає рiвномiрна обмеженiсть 𝑓(𝑡, 𝑥), а iз
пункту 2) умови 2 маємо рiвномiрну неперервнiсть 𝑓(𝑡, 𝑥) по 𝑥.

Перевiримо iнтегральну неперервнiсть функцiї 𝑓
(︁

𝑠
𝜀𝑛
, 𝑥(𝑠)

)︁
=: 𝑌 (𝑠, 𝑥(𝑠), 𝜀𝑛).

За умови виконання (17), пoклавши 𝑓0 = 𝑌 (𝑠, 𝑥, 0), будемо мати:

lim
𝜀𝑛→0+

𝑡∫︁
0

𝑌 (𝑠, 𝑥(𝑠), 𝜀𝑛) 𝑑𝑠 = lim
𝜀𝑛→0+

𝑡∫︁
0

𝑓

(︂
𝑠

𝜀𝑛
, 𝑥(𝑠)

)︂
𝑑𝑠 = lim

𝜀𝑛→0+

𝑡
𝜀𝑛∫︁
0

𝑓(𝜃, 𝑥) 𝑑𝜃 =

= 𝑡 lim
𝜀𝑛→0+

1

𝑡/𝜀𝑛

𝑡
𝜀𝑛∫︁
0

𝑓(𝜃, 𝑥) 𝑑𝜃 = 𝑡𝑓0(𝑥) =

𝑡∫︁
0

𝑓0(𝑥) 𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
0

𝑌 (𝑠, 𝑥, 0) 𝑑𝑠,
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де границя вiд многозначних вiдображень розумiється в сенсi Означення
6.

Таким чином, маємо виконання умови б) теореми 2.
В силу умови 5 маємо виконання умови в) теореми 2.
Аналогiчно до доведення теореми 2, проведеного, зокрема в [4; 18],

можна показати, що

𝛼

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑓

(︂
𝑠

𝜀𝑛
, 𝑥𝜀𝑛(𝑠)

)︂
𝑑𝑠,

𝑡∫︁
0

𝑓0(𝑥0(𝑠)) 𝑑𝑠

⎞⎠ −→ 0, 𝜀𝑛 → 0 (24)

Далi в силу слабкої збiжностi маємо:

lim
𝜀𝑛→0

𝑡∫︁
0

𝑓1(𝑥0(𝑠))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
0

𝑓1(𝑥0(𝑠))𝑢0(𝑠) 𝑑𝑠 (25)

Використавши пункт 2) iз умови 2 для останнього iнтегралу в (23), отри-
маємо оцiнку ⃒⃒⃒⃒

𝑡∫︀
0

(𝑓1(𝑥𝜀𝑛(𝑠)) − 𝑓1(𝑥0(𝑠)))𝑢𝜀𝑛(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝜆

(︂
𝑡∫︀
0

|𝑥𝜀𝑛(𝑠) − 𝑥0(𝑠)|𝑞 𝑑𝑠
)︂1/𝑞

‖𝑢𝜀𝑛‖𝐿𝑝[0,𝑇 ] −→ 0, 𝜀𝑛 → 0,

(26)

в силу рiвномiрної обмеженостi ‖𝑢𝜀𝑛‖𝐿𝑝[0,𝑇 ]. Перейдемо до границi в (23)
при 𝜀𝑛 → 0:

𝑥0(𝑡) ∈ 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝑓0(𝑥0(𝑠)) 𝑑𝑠 +

𝑡∫︁
0

𝑓1(𝑥0(𝑠))𝑢0(𝑠) 𝑑𝑠,

тобто 𝑥0(𝑡) - розв’язок задачi Кошi (5), а тому в силу єдиностi розв’язку
𝑥0(𝑡) ≡ 𝑦(𝑡).

Отже, 𝑥𝜀𝑛(𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡) при 𝜀𝑛 → 0. Тому довiльна збiжна послiдовнiсть
функцiй iз сiм’ї збiгається до одної i тiєї ж границi. Тим самим маємо
твердження теореми.

В силу Зауваження 2 маємо, що для функцiоналу (2) iснує мiнiмiзуюча
послiдовнiсть {(𝑥

(𝑛)
𝜀 (𝑡), 𝑢

(𝑛)
𝜀 (𝑡))}𝑛≥1. При цьому 𝑥

(𝑛)
𝜀 (𝑡) ⇒ 𝑥*𝜀(𝑡) на [0, 𝑇 ] та

𝑢
(𝑛)
𝜀 →𝑢*𝜀 слабко в 𝐿𝑝([0, 𝑇 ]). В силу леми Мазура i властивостей множини
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𝑉 маємо, що 𝑢*𝜀(𝑡) ∈ 𝑉 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Тому згiдно прямого методу варiацiйного
числення задача (1), (2) має розв’язок.

Далi, проводячи аналогiчнi мiркування до [8, Theorem 2.8], одержимо
наступний результат.

Теорема 4. Нехай виконанi умови 1-4. Тодi задачi (1), (2) i (5), (6) ма-
ють розв’язки (𝑥*𝜀(𝑡), 𝑢

*
𝜀(𝑡)) i (𝑦*(𝑡), 𝑢*(𝑡)) вiдповiдно. При цьому

1) 𝐽*
𝜀 → 𝐽*

0 , 𝜀 → 0;
2) для будь-якого 𝜂 > 0 iснує 𝜀0, таке, що для 𝜀 < 𝜀0 маємо

|𝐽*
𝜀 − 𝐿𝜀[𝑢

*]| < 𝜂; (27)

3) iснує послiдовнiсть 𝜀𝑛 → 0, 𝑛 → ∞, така, що

𝑥*𝜀𝑛(𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡) (28)

рiвномiрно на [0, 𝑇 ] i
𝑢*𝜀𝑛→𝑢* (29)

слабко в 𝐿𝑝([0, 𝑇 ]).
Якщо при цьому усереднена задача має (5), (6) має єдиний розв’язок,

то збiдностi (27) i (28) мають мiсце для всiх 𝜀 → 0.

Зауваження 3. Аналогiчний результат до теореми 4 можна одержати для
задачi (1), (3). Бiльше того, для функцiоналу (3) твердження (29) можна
посилити, замiнивши слабку збiжнiсть сильною.

3. Висновки

У роботi розглядається задача оптимального керування зi швидкоко-
ливними змiнними диференцiальним включенням, лiнiйним за керуван-
ням. Для багатозначної правої частини розглядається умова не бiльш, нiж
лiнiйного росту та Липшицевiсть за фазовою змiнною. Багатозначнiсть, як
вiдомо, вносить свої труднощi при розглядi такого роду задач. Проте добре
розвинений апарат математичного аналiзу, що застосовуються до дослi-
дження багатозначних функцiй, дає можливiсть застосування методу усе-
реднення до описаної вище задачi оптимального керування. Таким чином,
у роботi обгрунтовано результати щодо рiвномiрної збiжностi розв’язкiв
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задачi Кошi вихiдної задачi до розв’язку задачi Кошi усередненої зада-
чi та обгрунтовано збiжнiсть оптимальних керувань i оптимальних тра-
єкторiй розв’язкiв точної задачi до оптимального керування i траєкторiї
усередненої задачi. При цьому також обгрунтовано, що оптимальне керу-
вання усередненої задачi є ”майже оптимальним” для точної задачi, тобто
з точнiстю до малого параметру 𝜀 реалiзується мiнiмум критерiю якостi
(Теореми 3, 4).
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Кичмаренко О. Д., Касимова Н. В., Жук Т. Ю.
Приближенное решение задачи оптимального управления дифференциаль-
ным включением с быстроосцилирующими коэффициентами

Резюме

Рассматривается задача оптимального управления из быстроосцилируемыми перемен-
ными, линейная по управлению. При этом объектом управления служит дифферен-
циальное включение из Липшицевой по фазовой переменной многозначной правой ча-
стью. Многозначность порождает свои специфические проблемы, такие как замкну-
тость, опуклость семейства решений, существование граничных решений, выделения
решений из заданными свойствами и т.п. Но хорошо развитый апарат математического
анализа, который, который применяется к исследованию многозначных функций да-
ет возможность применения метода усреднения к описаной выше задаче оптимального
управления. В работе доказана сходимость оптимальных управлений и оптимальных
траекторий решений точной задачи к оптимальному управлению и траеетории усред-
ненной задачи. При этом также обосновано, что оптимальное управление усредненной
задачи есть “почти оптимальным” для точной задачи, то есть с точностью к малому
параметру 𝜀 реализуется минимум критерия качества.
Ключевые слова: задача оптимального управления, дифференциальное включение, ма-
лый параметр, метод усреднения.

Kichmarenko O. D., Kasimova N. V., Zhuk T. Yu.
Approximate solution of the optimal control problem for differential inclu-
sion with fast oscillating coefficients

Summary

We consider the optimal control problem with fast oscillating variables, which is linear by
control. At that we consider the differential inclusion with Lipschitz by phase variable
multi-valued right hand side as an object of control. Muli-valued aspect generetes its spe-
cific difficulties such as closedness, convexity of family of solutions, existence of boundary
solutions, highlighting of solutions with given properties etc. However, well developed apara-
tus of mathematical analysis which can be applied to investigation of multi-valued functions
allows us to apply the averaging method to upper mentioned optimal control problem. In the
paper we prove the convergence of optimal controls and optimal trajectories of solutions of
initial exact problem to optimal control and trajectory of averaged problem. We also justify
that optimal control of averaged problem is “almost optimal” for initial exact problem, i.e.
within a small parameter 𝜀 the minimum of quality criterium can be realized.
Key words: optimal control problem, differential inclusion, small parameter, averaging method.
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