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КУБИЧЕСКИЕ СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ, ПРОИЗВЕДЕНИЕ ЭЙЛЕРА
И ТЭТА-ФУНКЦИИ РАМАНУДЖАНА

В статье рассматривается элементарный метод, базирующийся на свойствах кубических
тэта-функций, в связи с получением новых формул, в которых через эйлерово произ-
ведение выражаются степенные ряды с коэффициентами, равными значениям функ-
ции суммы нечетных степеней делителей (или с коэффициентами, равными значениям
теоретико-числовой тау-функции) на арифметической прогрессии разности 3. В каче-
стве следствий получены несколько числовых равенств в стиле Рамануджана, а также
асимптотическая формула поведения степенного ряда вблизи конца интервала сходимо-
сти. Приведена общая формула для так называемого кубического степенного ряда через
кубические тэта-функции Рамануджана, и проведен анализ случаев, когда в эту зави-
симость входит рационально лишь бесконечное эйлерово произведение. Для получения
этой зависимости использована знаменитая теорема Рамануджана о рядах Эйзенштей-
на, а также применен вариант параметрического метода, в котором одну из главных
ролей играет выражение параметра через кубическую тэта-функцию.
MSC: 11A25, 30B10, 33E05.
Ключевые слова: кубические степенные ряды, произведение Эйлера, тэта-функции Ра-
мануджана, ряды Эйзенштейна.
DOI: 10.18524/2519-206X.2021.1(37).248015.

1. Введение

Хорошо известно, что идеи, возникающие на стыке различных матема-
тических направлений, являются весьма плодотворными. Важность клас-
сической теории тэта-функций для теории чисел была доказана еще во
времена Эйлера и Якоби в их работах по разбиениям и представлениям на-
туральных чисел в виде сумм квадратов. В данной заметке автор попытал-
ся очередной раз привлечь внимание любителей математики к наследию
индийского математика Рамануджана и к работам его последователей, и
показал, что даже с помощью элементарных рассуждений можно развить
их результаты, а также получить любопытные следствия из них. Основы
теории эллиптических функций альтернативных базисов были заложены в
работах Рамануджана [1, с. 89], многие важные теоремы которых, не опуб-
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ликованные ранее, были систематизированы и изданы исследователями и
последователями его творчества в так называемых "Lost Notebooks" всего
несколько лет назад, см., например, [2] . Особое внимание Рамануджан
уделял связанным с тождествами для тэта-функций модулярным уравне-
ниям, в которых он был и остается непревзойденным мастером. Его работы
настолько глубоки и уникальны, что вызывают особый интерес и объеди-
няют математиков всего мира. Гений Рамануджана заключался еще и в
том, что он указал ту область математики, в которой сокрыты неисчерпа-
емые богатства теорем, и следование по этому пути неизбежно приводит
нас к истине.

На данную работу автора вдохновила удивительная формула Рама-
нуджана для функции числа разбиений на арифметической прогрессии с
разностью 5. Формула упоминалась в [3, стр. 130, (6.7.1)]. Полное дока-
зательство этой формулы Рамануджан опубликовать не успел из-за своей
преждевременной смерти. Короткая схема приведена в [4, стр. 212-213].

Времена формул еще не прошли, хотя идет эра вычислительной техни-
ки. По мнению автора, формулы индийского трагичного математического
гения никогда не утратят своей актуальности. Именно в эпоху суперком-
пьютеров они демонстрируют, что математика все больше роднится с ис-
кусством. В формулах Рамануджана присутствуют глубина, внутренняя
красота и неповторимость, являющиеся характеристиками каждого насто-
ящего искусства такого, как живопись, скульптура, архитектура, музыка,
поэзия или искусство программирования. Особенно поражает воображе-
ние то, что во времена таких математиков, как Эйлер, Гаусс или Рама-
нуджан компьютеры вообще были не нужны, так как эти ученые просто
могли заменить компьютер.

Методика получения новых формул, предлагаемых в данной статье, ча-
стично базируется на результатах монографий [1] и [2], а также дополняет
идею работы [5]. Таким образом, автором предложен тэта-биномиальный
метод, который может служить для получения широкого класса формул,
содержащих кубические тэта-функции Рамануджана и функцию суммы
нечетных степеней делителей на арифметической прогрессии с разностью
3. Кроме этого, в статье показано, как метод применяется для исследо-
вания свойств теоретико-числовой функции Рамануджана 𝜏(𝑛). Для вы-
вода общих закономерностей применен вариант параметрического метода,
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свойственный теории тэта-функций.
Формулы для числа представлений натуральных чисел суммами бинар-

ных квадратичных форм вида 𝑚2 +𝑚𝑛+𝑛2 получены в источниках [6], [7]
и [8]. Множество интересных тождеств для обобщенной функции суммы
делителей и рядов типа Ламберта, а также их приложений представле-
но в работе [9]. На сегодняшний день тэта-функции Рамануджана явля-
ются очень популярным объектом для изучения учеными разных стран.
Наверное, это связано с таинственной судьбой самого Рамануджана, жиз-
ни и творчеству которого посвящено огромное число книг и статей, см.,
например, работы [10-13]. В данной работе освещается только теоретико-
числовая сторона вопроса.

Основные результаты
Пусть для любого 𝑛 ∈ N, 𝜎(𝑛) :=

∑︀
𝑑|𝑛 𝑑 и 𝜎𝑘(𝑛) :=

∑︀
𝑑|𝑛 𝑑

𝑘- функции
суммы делителей и суммы 𝑘-х степеней делителей натурального числа 𝑛.
Тройка кубических тэта-функций представляется рядами [1, с. 93]:

𝑎(𝑞) :=
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝑞𝑚

2+𝑚𝑛+𝑛2
, 𝑏(𝑞) :=

∞∑︁
𝑚,𝑛=−∞

𝜔𝑚−𝑛𝑞𝑚
2+𝑚𝑛+𝑛2

,

𝑐(𝑞) :=
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝑞(𝑚+1/3)2+(𝑚+1/3)(𝑛+1/3)+(𝑛+1/3)2 ,

где 𝜔 = 𝑒2𝜋𝑖/3. Всюду мы полагаем 𝑞 = 𝑒𝜋𝑖𝜏 , где Im(𝜏) > 0 и 𝑞𝜆 = 𝑒𝜆𝜋𝑖𝜏 .
Для дальнейшего нам понадобятся также ряды Эйзенштейна [1, с. 105]:

𝐿(𝑞) := 1 − 24
∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛
,

𝑀(𝑞) := 1 + 240

∞∑︁
𝑛=1

𝑛3𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛
,

𝑁(𝑞) := 1 − 504
∞∑︁
𝑛=1

𝑛5𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛
.

Перейдем к рассмотрению основных результатов работы. Итак, в круге
|𝑞| < 1 справедлива теоретико-числовая формула:

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞 + 𝜎3(8)𝑞2 + 𝜎3(11)𝑞3 + · · ·
𝜎(2) + 𝜎(5)𝑞 + 𝜎(8)𝑞2 + 𝜎(11)𝑞3 + · · ·

= 3𝑎2(𝑞). (1)
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Используя результат работы [5], формулу (1) можно переписать в виде:

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞 + 𝜎3(8)𝑞2 + 𝜎3(11)𝑞3 + · · ·

= 9𝑎2(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2
. (2)

Для доказательства нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 1. Для кубической тэта-функции 𝑎(𝑞) справедливо тождество:

𝑎(𝑞) + 𝜔𝑎(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎(𝜔2𝑞) = 0.

Доказательство. Воспользовавшись определением тэта-функции 𝑎(𝑞), по-
лучим следующую цепочку равенств:

𝑎(𝑞) + 𝜔𝑎(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎(𝜔2𝑞) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝑞𝑚

2+𝑚𝑛+𝑛2

+𝜔
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝜔𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2

𝑞𝑚
2+𝑚𝑛+𝑛2

+ 𝜔2
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝜔2(𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2)𝑞𝑚

2+𝑚𝑛+𝑛2

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=−∞
𝑞𝑚

2+𝑚𝑛+𝑛2
{︁

1 + 𝜔𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2+1 + 𝜔2(𝑚2+𝑚𝑛+𝑛2+1)
}︁
.

Так как 𝑚2 + 𝑚𝑛 + 𝑛2 + 1 ̸≡ 0 (mod 3), то теперь утверждение леммы
очевидно.

Теорема 1. Справедлива формула (1).

Доказательство. Согласно [1, с. 94, (2.9)] запишем

𝑐(𝑞3) =
𝑎(𝑞) − 𝑎(𝑞3)

2
. (3)

Доказательство этой важной формулы, лежащей в основе всего метода,
можно найти в работе братьев Борвейнов [13]. Возведя левую и правую
части равенства (3) в четвертую степень по формуле бинома Ньютона,
получим:

𝑐4(𝑞3) =
𝑎4(𝑞) − 4𝑎3(𝑞)𝑎(𝑞3) + 6𝑎2(𝑞)𝑎2(𝑞3) − 4𝑎(𝑞)𝑎3(𝑞3) + 𝑎4(𝑞3)

16
. (4)
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Подставим в формулу (4) вместо 𝑞 значения 𝜔𝑞 и 𝜔2𝑞:

𝜔𝑐4(𝑞3) =
𝑎4(𝜔𝑞) − 4𝑎3(𝜔𝑞)𝑎(𝑞3) + 6𝑎2(𝜔𝑞)𝑎2(𝑞3) − 4𝑎(𝜔𝑞)𝑎3(𝑞3) + 𝑎4(𝑞3)

16
,

(5)

𝜔2𝑐4(𝑞3) =
𝑎4(𝜔2𝑞) − 4𝑎3(𝜔2𝑞)𝑎(𝑞3) + 6𝑎2(𝜔2𝑞)𝑎2(𝑞3) − 4𝑎(𝜔2𝑞)𝑎3(𝑞3) + 𝑎4(𝑞3)

16
.

(6)
Умножив равенство (5) на 𝜔, а равенство (6) - на 𝜔2, и, сложив полученные
выражения с (4), получим:{︀

𝑎4(𝑞) + 𝜔𝑎4(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎4(𝜔2𝑞)
}︀
− 4𝑎(𝑞3)

{︀
𝑎3(𝑞) + 𝜔𝑎3(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎3(𝜔2𝑞)

}︀
+6𝑎2(𝑞3)

{︀
𝑎2(𝑞) + 𝜔𝑎2(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎2(𝜔2𝑞)

}︀
= 0.

(7)

Далее, согласно [2, с. 403], запишем:

𝑎4(𝑞) = 1 + 24

∞∑︁
𝑛=1

𝑛3𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛
+ 8

∞∑︁
𝑛=1

(3𝑛)3𝑞3𝑛

1 − 𝑞3𝑛
. (8)

Доказательство формулы (8), использующее модулярные уравнения
третьей степени, можно найти в монографии [14, с. 460-462, Запись 3(i)].
Запишем еще два равенства, следующие из этой формулы:

𝜔𝑎4(𝜔𝑞) = 𝜔 + 24

∞∑︁
𝑛=1

𝑛3𝜔𝑛+1𝑞𝑛

1 − 𝜔𝑛𝑞𝑛
+ 8𝜔

∞∑︁
𝑛=1

(3𝑛)3𝑞3𝑛

1 − 𝑞3𝑛
, (9)

𝜔2𝑎4(𝜔2𝑞) = 𝜔2 + 24
∞∑︁
𝑛=1

𝑛3𝜔2𝑛+2𝑞𝑛

1 − 𝜔2𝑛𝑞𝑛
+ 8𝜔2

∞∑︁
𝑛=1

(3𝑛)3𝑞3𝑛

1 − 𝑞3𝑛
. (10)

Сложив равенства (8), (9) и (10), получим

𝑎4(𝑞) + 𝜔𝑎4(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎4(𝜔2𝑞) = 3 · 24

∞∑︁
𝑛=−∞

(3𝑛− 2)3𝑞6𝑛−4

1 − 𝑞9𝑛−6
. (11)

Возведя обе части равенства (3) в куб, будем иметь следующее:

𝑐3(𝑞3) =
𝑎3(𝑞) − 3𝑎2(𝑞)𝑎(𝑞3) + 3𝑎(𝑞)𝑎2(𝑞3) − 𝑎3(𝑞3)

8
. (12)

Проведя для формулы (12) рассуждения, аналогичные тем, что были ра-
нее, получим:

𝑎3(𝑞) + 𝜔𝑎3(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎3(𝜔2𝑞) − 3𝑎(𝑞3)
{︀
𝑎2(𝑞) + 𝜔𝑎2(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎2(𝜔2𝑞)

}︀
= 0.
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Поскольку, согласно [5, с. 567, (16)]

𝑎2(𝑞) + 𝜔𝑎2(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎2(𝜔2𝑞) = 12𝑐2(𝑞3),

то можно записать

𝑎3(𝑞) + 𝜔𝑎3(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎3(𝜔2𝑞) = 36𝑎(𝑞3)𝑐2(𝑞3). (13)

Для функции суммы кубов делителей запишем ряд Ламберта:

𝜎3(1)𝑞+𝜎3(2)𝑞2+𝜎3(3)𝑞3+𝜎3(4)𝑞4+· · · =
13𝑞

1 − 𝑞
+

23𝑞2

1 − 𝑞2
+

33𝑞3

1 − 𝑞3
+

43𝑞4

1 − 𝑞4
+· · ·

(14)
Равенство (14) влечет за собой (см. [5, с. 566]):

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞3 + 𝜎3(8)𝑞6 + 𝜎3(11)𝑞9 + · · · =
∞∑︁

𝑛=−∞

(3𝑛− 2)3𝑞6𝑛−6

1 − 𝑞9𝑛−6
. (15)

Из формул (11) и (15) выводим

𝑎4(𝑞) + 𝜔𝑎4(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎4(𝜔2𝑞) = 3 · 24
{︀
𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞3 + 𝜎3(8)𝑞6 + · · ·

}︀
𝑞2.

(16)
Используя равенства (13) и (16), формулу (7) можно переписать в виде:

3 · 24
{︀
𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞3 + 𝜎3(8)𝑞6 + · · ·

}︀
𝑞2

− 4𝑎(𝑞3) · 36𝑎(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 6𝑎2(𝑞3) · 12𝑐2(𝑞3) = 0.

Используя [5, с. 568, (22)], получим

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞3 + 𝜎3(8)𝑞6 + · · · = 3𝑎2(𝑞3)
{︀
𝜎(2) + 𝜎(5)𝑞3 + 𝜎(8)𝑞6 + · · ·

}︀
,

что эквивалентно (1), если заменить 𝑞3 на 𝑞. Доказательство завершено.

Следствие 1. Для любого 𝑚 ∈ N положим

𝜎

(︂
3𝑚− 2

3

)︂
= 0, 𝜎

(︂
3𝑚− 1

3

)︂
= 0.

Кроме этого пусть

𝜎(0) = − 1

24
.

Тогда для неотрицательных целых 𝑛 справедлива формула:

𝜎3(3𝑛 + 2) = 36 ·
𝑛∑︁

𝑘=0

{︂
𝜎(𝑘) − 3𝜎

(︂
𝑘

3

)︂}︂
𝜎(3𝑛− 3𝑘 + 2). (17)
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Доказательство. Формула (17) следует из равенства (1) и [1, с. 100, (2.37)].

Следствие 2. Справедливы числовые равенства:

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑒−𝜋 + 𝜎3(8)𝑒−2𝜋 + · · ·

=

√
6

48

(︁√
2 +

4
√

3
)︁(︁

1 +
√

2
4
√

3
)︁2 (︁

1 −
√

2
4
√

3 +
√

3
)︁ 𝜋2𝑒2𝜋/3

Γ8(3/4)
,

𝜎3(2) − 𝜎3(5)𝑒−𝜋 + 𝜎3(8)𝑒−2𝜋 − 𝜎3(11)𝑒−3𝜋 + · · · =

√
3

6

𝜋2𝑒2𝜋/3

Γ8(3/4)
,

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑒−2𝜋 + 𝜎3(8)𝑒−4𝜋 + 𝜎3(11)𝑒−6𝜋 + · · · =

√
3

24

𝜋2𝑒4𝜋/3

Γ8(3/4)
.

Доказательство. Для проверки первого соотношения полагаем в формуле
(1) 𝑞 = 𝑒−𝜋. Далее применяем первое равенство следствия 1 [5, с. 568], а
также формулу

𝑎
(︀
𝑒−𝜋

)︀
= 𝜙

(︀
𝑒−𝜋

)︀
𝜙
(︀
𝑒−3𝜋

)︀
+ 𝜙

(︀
−𝑒−𝜋

)︀
𝜙
(︀
−𝑒−3𝜋

)︀
− 𝑎

(︀
−𝑒−𝜋

)︀
,

которая получается из [1, с. 93, (2.7)]. Здесь, как всегда, тэта-функция
Рамануджана 𝜙(𝑞) определяется равенством:

𝜙(𝑞) :=
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑞𝑛

2
.

Для проверки второго числового равенства полагаем в формуле (1)
𝑞 = −𝑒−𝜋 и вычисляем значение 𝑎2 (−𝑒−𝜋), пользуясь леммой 5.4 [1, с. 110]
и записью 4 [1, с. 327]:

𝑎2
(︀
−𝑒−𝜋

)︀
=

(
√

3 − 1)𝜋

21/231/4Γ4(3/4)
.

Далее применяем вторую формулу следствия 1 [5, с. 568].
Чтобы доказать третье числовое равенство, полагаем в формуле (1)

𝑞 = 𝑒−2𝜋, а значение 𝑎
(︀
𝑒−2𝜋

)︀
получено в монографии [1, с. 332].

Следствие 3. При 𝑞 → 1− верна следующая асимптотическая формула:

𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞 + 𝜎3(8)𝑞2 + 𝜎3(11)𝑞3 + · · · ∼ 4

3
𝜋2 𝑎2(𝑞)

(1 − 𝑞)2
∼
(︂

2𝜋√
3

1

1 − 𝑞

)︂4

.
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Доказательство. Указанная асимптотика следует из формулы (1) и след-
ствия 2 ([5, с. 568]), а также из того, что

𝑎(𝑞) =
2𝜋√

3

1

1 − 𝑞
+ 𝑂

(︃
𝑒−2𝜋/(1−𝑞)

1 − 𝑞

)︃
=

2𝜋√
3

1

1 − 𝑞
+ 𝑜(1) при 𝑞 → 1−.

Последняя асимптотическая формула следует из функционального урав-
нения для кубической тэта-функции (аналога формулы Пуассона для од-
номерной тэта-функции):

𝑎(𝑒−2𝜋𝑥) =
1√
3𝑥

𝑎(𝑒−2𝜋/(3𝑥)), 𝑥 > 0.

Следствия 1, 2 и 3 теоремы демонстрируют значение формулы (1).
Перейдем к обобщению полученных результатов и рассмотрим сумму

следующего вида:

∆2𝑘−1(𝑞) :=
∞∑︁
𝑛=1

𝜎2𝑘−1(3𝑛− 1)𝑞𝑛−1.

Возникает вопрос: как выразить ∆2𝑘−1(𝑞) через кубические тэта-функции
Рамануджана? Предложенный элементарный метод, которым были полу-
чены базовая формула работы [5] для ∆1(𝑞) и формула (2) для ∆3(𝑞), поз-
воляет найти столь простые закономерности не только в этих двух слу-
чаях. Далее будут выведены явные выражения для ∆5(𝑞), ∆7(𝑞), ∆9(𝑞),
∆11(𝑞) и ∆13(𝑞), но для этого понадобится привлечение фундаментальных
теорем теории эллиптических функций альтернативных базисов, а также
общей теоремы Рамануджана, касающейся рядов Эйзенштейна. Модуляр-
ные уравнения третьей степени лежат в основе формул для ∆1(𝑞) и ∆3(𝑞).
Тэта-биномиальный метод вывода формул для ∆2𝑘−1(𝑞) в целом несколь-
ко громоздкий, но простой по сути, так как основывается на классической
формуле бинома Ньютона. В работе метода принимают участие фундамен-
тальные результаты Рамануджана и его последователей. Запишем форму-
лы для ∆5(𝑞), ∆7(𝑞), ∆9(𝑞), ∆11(𝑞) и ∆13(𝑞):

𝜎5(2) + 𝜎5(5)𝑞 + 𝜎5(8)𝑞2 + · · ·

= 33𝑎4(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2
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+ 2268𝑞𝑎(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }15

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }5
, (18)

𝜎7(2) + 𝜎7(5)𝑞 + 𝜎7(8)𝑞2 + · · · = 129𝑎6(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2

+73224𝑞𝑎3(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }15

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }5

+349920𝑞2
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }24

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }8
.

(19)

Используя [1, с. 93, (2.5)] и [1, с. 109, (5.4) и (5.5)], равенство (19) можно
переписать следующим образом:

𝜎7(2) + 𝜎7(5)𝑞 + 𝜎7(8)𝑞2 + 𝜎7(11)𝑞3 + · · · = 129{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }16

+80190𝑞{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }4{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }12

+2421009𝑞2
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }24

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }8
.

(20)

𝜎9(2) + 𝜎9(5)𝑞 + 𝜎9(8)𝑞2 + · · · = 513𝑎8(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2

+1927476𝑞𝑎5(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }15

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }5

+66449808𝑞2𝑎2(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }24

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }8
,

(21)

𝜎11(2) + 𝜎11(5)𝑞 + 𝜎11(8)𝑞2 + · · · = 2049𝑎10(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2

+48701088𝑞𝑎7(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }15

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }5

+6301604304𝑞2𝑎4(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }24

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }8

+35580565440𝑞3𝑎(𝑞)
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }33

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }11
,

(22)
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𝜎13(2) + 𝜎13(5)𝑞 + 𝜎13(8)𝑞2 + · · · = 8193
{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }34

{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

+1220981688𝑞{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }22

+576680210370𝑞2{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }18{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }10

+40034368860048𝑞3
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }30

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }2

+694882425536757𝑞4
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }42

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }14
.

(23)

Заметим, что правые части формул для ∆1(𝑞), ∆7(𝑞) и ∆13(𝑞) запи-
саны в терминах лишь эйлерова произведения. Очевидно, что подобная
ситуация возникает при записи формул для ∆6𝑛+1(𝑞).

Лемма 2. Введем оператор R, действующий на функцию 𝑔(𝑞) следую-
щим образом:

R[𝑔(𝑞)] = 𝑔(𝑞) + 𝜔𝑔(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑔(𝜔2𝑞).

Тогда для кубической тэта-функции 𝑎(𝑞) справедливы тождества:

R[𝑎4(𝑞)] = 3 · 24𝑎2(𝑞3)𝑐2(𝑞3),

R[𝑎5(𝑞)] = 120𝑎3(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 96𝑐5(𝑞3),

R[𝑎6(𝑞)] = 180𝑎4(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 576𝑎(𝑞3)𝑐5(𝑞3),

R[𝑎7(𝑞)] = 252𝑎5(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 2016𝑎2(𝑞3)𝑐5(𝑞3),

R[𝑎8(𝑞)] = 336𝑎6(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 5376𝑎3(𝑞3)𝑐5(𝑞3) + 768𝑐8(𝑞3),

R[𝑎9(𝑞)] = 432𝑎7(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 12096𝑎4(𝑞3)𝑐5(𝑞3) + 6912𝑎(𝑞3)𝑐8(𝑞3),

R[𝑎10(𝑞)] = 540𝑎8(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 24192𝑎5(𝑞3)𝑐5(𝑞3) + 34560𝑎2(𝑞3)𝑐8(𝑞3),

R[𝑎11(𝑞)] = 660𝑎9(𝑞3)𝑐2(𝑞3)+44352𝑎6(𝑞3)𝑐5(𝑞3)+126720𝑎3(𝑞3)𝑐8(𝑞3)+6144𝑐11(𝑞3),

R[𝑎12(𝑞)] = 792𝑎10(𝑞3)𝑐2(𝑞3)+76032𝑎7(𝑞3)𝑐5(𝑞3)+380160𝑎4(𝑞3)𝑐8(𝑞3)+73728𝑎(𝑞3)𝑐11(𝑞3).

Пусть теперь 𝑛 ∈ N. Тогда для кубической тэта-функции 𝑎(𝑞) справед-
лива общая формула:

R[𝑎𝑛(𝑞)] = 3

[𝑛+1
3

]∑︁
𝑙=1

(︂
𝑛

3𝑙 − 1

)︂
23𝑙−1𝑎𝑛−3𝑙+1(𝑞3)𝑐3𝑙−1(𝑞3).
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Доказательство. Сначала покажем, как работает биномиальный тэта-
рекур-сивный метод. Первое соотношение леммы вытекает из формул (7)
и (13). Остальные получаются рекурсивно. Обе части равенства (3) воз-
водятся в соответствующую степень, причем правая - по формуле бинома
Ньютона. На полученное равенство действуют оператором R. При этом
R[𝑎𝑛(𝑞)] можно выразить через вычисленные последовательно R[𝑎(𝑞)],
R[𝑎2(𝑞)],..., R[𝑎𝑛−2(𝑞)], R[𝑎𝑛−1(𝑞)], используя линейность оператора. Рас-
суждая по индукции, мы можем доказать формулу для R[𝑎𝑛(𝑞)]. Име-
ем R[𝑎(𝑞)] = 0, R[𝑎2(𝑞)] = 12𝑐2(𝑞3), R[𝑎3(𝑞)] = 36𝑎(𝑞3)𝑐2(𝑞3), R[𝑎4(𝑞)] =

72𝑎2(𝑞3)𝑐2(𝑞3), . . . &C.
При дальнейших вычислениях мы будем рассматривать 𝑞 как альтер-

нативную базу тэта-функции:

𝑞 = exp

(︃
− 2𝜋√

3

2𝐹1

(︀
1
3 ,

2
3 ; 1; 1 − 𝑥

)︀
2𝐹1

(︀
1
3 ,

2
3 ; 1;𝑥

)︀ )︃
,

где 0 < 𝑥 < 1.
Рассмотрим действие параметрического метода, позволяющего наибо-

лее просто вывести общий результат. Введем параметр 𝑘1 := 𝑘1(𝑞) =

𝑐(𝑞3)/𝑎(𝑞3), а также функцию 𝜆(𝑞) := 𝑎(𝑞)/𝑎(𝜔𝑞). Справедливы следую-
щие равенства

𝑎2(𝑞) + 𝜔𝑎2(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎2(𝜔2𝑞) = 12𝑐2(𝑞3)

и
𝑎2(𝑞) + 𝜔2𝑎2(𝜔𝑞) + 𝜔𝑎2(𝜔2𝑞) = 12𝑎(𝑞3)𝑐(𝑞3),

где второе получается из того, что
{︀
𝑎(𝑞) + 𝜔𝑎(𝜔𝑞) + 𝜔2𝑎(𝜔2𝑞)

}︀4
= 0. По-

этому будем иметь следующую систему нелинейных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜆(𝑞) + 𝜔 +
𝜔2

𝜆(𝜔𝑞)
= 0

𝜆2(𝑞) + 𝜔 +
𝜔2

𝜆2(𝜔𝑞)

𝜆2(𝑞) + 𝜔2 +
𝜔

𝜆2(𝜔𝑞)

= 𝑘1.

Решая эту систему, получим параметрическое представление:

𝜆(𝑞) =
2𝑘1 + 1

2𝑘1𝜔 + 1
.
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Поэтому мы можем записать

𝑎(𝜔𝑞) =
2𝜔𝑘1 + 1

2𝑘1 + 1
𝑎(𝑞),

𝑎(𝜔2𝑞) =
2𝜔2𝑘1 + 1

2𝑘1 + 1
𝑎(𝑞).

Учитывая, что 𝑎(𝑞)/𝑎(𝑞3) = 2𝑘1+1, и, используя формулу бинома Нью-
тона, получаем общее выражение для оператора R[𝑎𝑛(𝑞)]. Заметим, что
искомый результат выведен фактически лишь средствами элементарной
алгебры.

В источниках [15, стр. 124-175] и [16, стр. 326, Запись 12] приведен ана-
литический метод модулярных форм, который может применяться для
доказательства знаменитых теорем Рамануджана, касающихся рядов Эй-
зенштейна, хотя сам Рамануджан использовал элементарные методы.

Формулы (18)-(23) для 𝜎5(3𝑛− 1), 𝜎7(3𝑛− 1), 𝜎9(3𝑛− 1), 𝜎11(3𝑛− 1) и
𝜎13(3𝑛 − 1), полученные автором, по своему внешнему виду напоминают
тождество Рамануджана для функции числа разбиений на арифметиче-
ской прогрессии с разностью 7 [3, с. 130, (6.7.2)], хотя при их доказатель-
стве используется совсем иной подход.

Теперь мы в состоянии доказать следующее утверждение, представля-
ющее основной результат данной статьи.

Теорема 2. Справедлива общая формула для ∆2𝑘−1(𝑞
3):

∆2𝑘−1(𝑞
3) =

1

𝑞2

∑︁
3𝑛+2𝑚=𝑘

𝜅𝑚,𝑛

𝑚∑︁
𝛼=0

𝑛∑︁
𝑛3=0

𝑛−𝑛3∑︁
𝑛2=0

(−1)𝑛2+𝑛3
(︀
𝑚
𝛼

)︀
𝑛!

(𝑛− 𝑛2 − 𝑛3)!𝑛2!𝑛3!
20𝑛2

9𝛼+𝑛2+2𝑛3

8𝑛2+𝑛3
×

×
𝛼+𝑛2+2𝑛3∑︁

𝑡=0

𝛼+𝑛2+2𝑛3∑︁
𝑠=0

(−1)𝑡
(︂
𝛼 + 𝑛2 + 2𝑛3

𝑡

)︂(︂
𝛼 + 𝑛2 + 2𝑛3

𝑠

)︂
3𝑠×

×
[ 2𝑘−𝑡−2𝑠+1

3 ]∑︁
𝑙=1

(︂
2𝑘 − 𝑡− 2𝑠

3𝑙 − 1

)︂
23𝑙−1𝑎2𝑘−3𝑙+1(𝑞3)𝑐3𝑙−1(𝑞3).

(24)

Здесь 𝜅𝑚,𝑛 - числовые коэффициенты из теоремы Рамануджана о сле-
дующем представлении рядами Эйзенштейна:

1

2
𝜁(−𝑠) + Φ0,𝑠(𝑞) =

∑︁
𝜅𝑚,𝑛𝑀

𝑚(𝑞)𝑁𝑛(𝑞),



32 Гладун С. Е.

где

Φ0,𝑠(𝑞) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜎𝑠(𝑛)𝑞𝑛,

𝜁 - дзета-функция Римана, а 𝑚 и 𝑛 пробегают целые неотрицательные
числа так, что 6𝑛 + 4𝑚 = 𝑠 + 1.

Доказательство. Из общей формулы Рамануджана [4, с. 141, равенство
(26)], теорем 4.2 и 4.3 [1, с. 106], элегантных формул братьев Борвей-
нов (2.5) и (2.8) [1, с. 93] и рассуждений, используемых при доказатель-
стве леммы 2, следует, что ∆2𝑘−1(𝑞) выражается через кубические тэта-
функции 𝑎(𝑞) и 𝑐(𝑞). Отсюда также следует алгоритм построения формул
для ∆2𝑘−1(𝑞) при любом натуральном 𝑘. Действие оператора R можно
распространять лишь на формулу из общей теоремы Рамануджана, пред-
варительно выразив ряды Эйзенштейна 𝑀(𝑞) и 𝑁(𝑞) через 𝑎(𝑞) и 𝑎(𝑞3),
следуя альтернативной теории. Такова схема доказательства, теперь пе-
рейдем к конкретике.

Пусть 𝑥 = 𝑐3(𝑞)/𝑎3(𝑞). Поэтому

𝑥 =
9

8

(𝑎(𝑞) − 𝑎(𝑞3))(𝑎2(𝑞) + 3𝑎2(𝑞3))

𝑎3(𝑞)

и

𝑥𝑝 =
9𝑝

8𝑝
(𝑎(𝑞) − 𝑎(𝑞3))𝑝(𝑎2(𝑞) + 3𝑎2(𝑞3))𝑝

𝑎3𝑝(𝑞)
.

Далее будем иметь

R
[︁
𝑎2𝑘(𝑞)𝑥𝑝

]︁
=

9𝑝

8𝑝

𝑝∑︁
𝑡=0

𝑝∑︁
𝑠=0

(−1)𝑡
(︂
𝑝

𝑡

)︂(︂
𝑝

𝑠

)︂
3𝑠𝑎𝑡+2𝑠(𝑞3)R

[︁
𝑎2𝑘−𝑡−2𝑠(𝑞)

]︁
.

Поскольку

∆2𝑘−1(𝑞
3) =

1

3𝑞2

∑︁
3𝑛+2𝑚=𝑘

𝜅𝑚,𝑛R
[︁
𝑎2𝑘(𝑞)(1 + 8𝑥)𝑚(1 − 20𝑥− 8𝑥2)𝑛

]︁
то, раскрыв скобки, используя формулу бинома Ньютона и факториально-
муль-тиномиальную теорему, мы приходим к искомому результату (24).
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Следствие. Справедлива следующая формула:

𝜎9(2) + 𝜎9(5)𝑞 + 𝜎9(8)𝑞2 + 𝜎9(11)𝑞3 + · · ·
𝜎3(2) + 𝜎3(5)𝑞 + 𝜎3(8)𝑞2 + 𝜎3(11)𝑞3 + · · ·

= 57
{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }18

{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

+217242𝑞{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }6{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }6

+13207293𝑞2
{(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞6)(1 − 𝑞9) · · · }18

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }6
.

(25)

Доказательство. Утверждение (25) следует из равенств (2) и (21).

Теперь покажем, как тэта-биномиальный метод может применяться
для изучения свойств 𝜏 -функции Рамануджана. Теоретико-числовая функ-
ция 𝜏(𝑛) определяется следующим образом [3, с. 228]:

∞∑︁
𝑛=1

𝜏(𝑛)𝑞𝑛 = 𝑞{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3) · · · }24.

Теорема 3. Справедлива следующая формула:

∞∑︁
𝑛=1

𝜏(3𝑛− 1)𝑞𝑛−1 =
2

3
𝑎(𝑞)

𝑐2(𝑞)

𝑞2/3
𝑏3(𝑞){27𝑎3(𝑞)𝑐3(𝑞) − 4𝑏6(𝑞)}. (26)

Доказательство. Теорема 3.3 [1, с. 103] утверждает, что

∞∑︁
𝑛=1

𝜏(𝑛)𝑞𝑛 =
1

27
𝑏9(𝑞)𝑐3(𝑞). (27)

С помощью формул (2.5) и (2.8) [1, с. 93] правая часть равенства (27)
выразится через 𝑎(𝑞) и 𝑎(𝑞3). На полученную громоздкую формулу дей-
ствуем оператором R. Используя лемму 2, после упрощений, мы приходим
к следующему тождеству:

3

∞∑︁
𝑛=1

𝜏(3𝑛− 1)𝑞3𝑛−1 = −8𝑎10(𝑞3)𝑐2(𝑞3) + 78𝑎7(𝑞3)𝑐5(𝑞3)

−78𝑎4(𝑞3)𝑐8(𝑞3) + 8𝑎(𝑞3)𝑐11(𝑞3).

(28)

Путем несложных алгебраических преобразований и замены 𝑞3 на 𝑞, равен-
ство (28) переходит в требуемое утверждение (26). Теорема доказана.
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Следствие. Для любого натурального 𝑛 справедливо следующее сравне-
ние:

𝜏(3𝑛− 1) ≡ 0 (mod 6).

Доказательство. Утверждение следствия вытекает из формулы (26) и
формулы (5.5) [1, с. 109].

Автор надеется, что в данной небольшой заметке удалось продемон-
стрировать красоту теории эллиптических функций альтернативных ба-
зисов, открытую Рамануджаном, а также обосновать роль этой теории
для дальнейших исследований. Предложенный тэта-биномиальный метод,
а также уточненный вариант параметрического метода являются элемен-
тарным дополнением к ней.

Формулы, подобные (20) и (23), возникают при изучении бесконечно-
мерных алгебр Ли [17]. Это граничное направление в математике берет
начало с работы И. Г. Макдональда [18], а теория 𝑞-рядов начинается с
пентагональной теоремы Эйлера. Интересно, что даже Леонард Эйлер су-
мел доказать свою пентагональную теорему не сразу, а через достаточно
большой промежуток времени после того, как угадал общую закономер-
ность. Историческая связь теории от Эйлера до Макдональда приведена
в [19].

Свойства цепной дроби Роджерса-Рамануджана и кубической цепной
дроби представлены в [2]. Тематика обобщенной функции суммы делите-
лей, связанная с непрерывными дробями, рассматривалась в работе [20].

Своеобразный и удивительный мир формул, который Рамануджан успел
построить за свою короткую жизнь, фактически не имея достаточного ко-
личества литературы, образования и общения, не угасает вот уже на про-
тяжении 100 лет и имеет большое значение для всей математики.
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Гладун С. Є.
Кубiчнi степеневi ряди, добуток Ейлера та тета-функцiї Рамануджана

Резюме

У статтi розглядається елементарний метод, який базується на властивостях кубiчних
тета-функцiй, у зв’язку з отриманням нових формул, в яких через добуток Ейлера
виражаються степеневi ряди з коефiцiєнтами, якi дорiвнюють значенням функцiї суми
непарних степенiв дiльникiв (або з коефiцiєнтами, якi дорiвнюють значенням теоретико-
числової тау-функцiї) на арифметичнiй прогресiї з рiзницею 3. У якостi наслiдкiв отри-
манi декiлька числових рiвностей у стилi Рамануджана, а також асимптотична форму-
ла поведiнки степеневого ряду поблизу кiнця iнтервалу збiжностi. Приведена загальна
формула для так званого кубiчного степеневого ряду через кубiчнi тета-функцiї Рама-
нуджана, i проведений аналiз випадкiв, коли в цю залежнiсть входить рацiонально лише
нескiнченний добуток Ейлера. Для отримання цiєї залежностi використана знаменита
теорема Рамануджана про ряди Ейзенштейна, а також застосований варiант параме-
тричного методу, у якому одну з головних ролей грає вираз параметру через кубiчну
тета-функцiю.
Ключовi слова: кубiчнi степеневi ряди, добуток Ейлера, тета-функцiї Рамануджана,
ряди Ейзенштейна.

Gladun S. E.
Cubic power series, Euler product and Ramanujan’s theta-functions

Summary

The article discusses an elementary method based on the properties of cubic theta-functions,
in connection with the derivation of new formulas, in which power series with coefficients,
equal to the values of the function of the sum of odd powers of the divisors (or with coeffi-
cients, equal to the values of the number-theoretic tau-function) on an arithmetic progression
with a difference of 3, are expressed through the Euler product. As a consequence, several
numerical equalities in the Ramanujan style, as well as the power series behaviour asymp-
totic formula near the end of the convergence interval are obtained. The general formula
for the so-called cubic power series in terms of Ramanujan’s cubic theta-functions and an
analysis of the cases when this dependence contains rationally only an infinite Euler product
are given. To obtain this dependence, the famous Ramanujan theorem on the Eisenstein
series is used. In a variant of the parametric method, one of the main roles is played by the
expression of the parameter in terms of the cubic theta function.
Key words: cubic power series, Euler product, Ramanujan’s theta-functions, Eisenstein se-
ries.
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