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ПРО ТОЧКОВИЙ СПЕКТР, ЩО ВИНИКАЄ ПРИ СИНГУЛЯРНО
НЕСИМЕТРИЧНО СКIНЧЕНОГО РАНГУ ЗБУРЕННЯХ КЛАСУ
ℋ−1 САМОСПРЯЖЕНОГО ОПЕРАТОРА

В роботi побудований сингулярно несиметрично скiнченого рангу збурений оператор
класу ℋ−1 iз заданими новими точками точкового спектром i вiдповiдними заданими
власними векторами. Точки спектру можуть бути довiльними i накладатися на не-
перервний спектр незбуреного оператора. Власнi вектори вибиаються iз умовою, що
їх лiнiйна оболонка не лежить у областi визначення незбуреного оператора. Запропо-
нований метод побудови є новим i для самоспряжених достатньо повно дослiджених
збурень. Для побудови використане узагальнення сингулярно рангу один несиметричнi
збурення класу ℋ−1 самоспряженого оператора на випадок скiнченого рангу. Розгля-
даються лише збурення класу ℋ−1, то ж наведенi два варiанта побудови збуреного
оператора, тобто у прямiй формi i у формi резольвенти, яка є загальною, досконалiшою
i має подальшi перспектриви у дослiдженнях. Для повноти та зручностi дослiджень
наведенi означення сингулярно несиметрично скiнченого рангу збуреного оператора
класу ℋ−1 iз збуренням заданим повною а не дiагональною матрицею. При цьому зо-
браження збуреного оператора у прямiй формi i у формi резольвенти є також новими.
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1. Вступ

Симетричнi збурення самоспряжених операторiв, якi ведуть до само-
спряженого збуреного оператора достатньо детально описанi у монографi-
ях [1; 2].

В роботах [3; 4] вперше розглянутi сингулярнi несиметричнi рангу один
збурення самоспряженого оператора та описанi вiдмiнностi точкового спе-
ктра, який виникає при такому збуреннi.

В роботi [5] вперше розглянутi сингулярнi несиметричнi скiнченого ран-
гу збурення самоспряженого оператора.
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В [6; 7] для довiльного самоспряженого оператора будується сингуляр-
но збурений оператор iз заданими новими точками точкового спектру i
заданими власними значеннями. Проте оператор будується рекурентним
чином, шляхом послiдовних збурень.

У цiй роботi пропонуються узагальнення результатiв робiт [6; 7], та [3;
4] на випадок несиметричних класу ℋ−1 збурень скiнченого рангу. I метод
побудови не рекурентний, що є новим i для самоспряженого випадку.

Тобто, розглядається у сепарабельному гiльбертовому просторi ℋ не-
збурений самоспряжений оператор 𝐴 i несиметрично збурений замкнений
оператор 𝐴, який збiгається iз 𝐴 на деякiй щiльнiй множинi в ℋ (зокрема
i 𝐴* також збiгається iз 𝐴 на деякiй щiльнiй множинi в ℋ).

Тепер нехай заданi числа 𝜆𝑖 ∈ C i вектори 𝜙𝑖 ∈ ℋ та 𝜓𝑖 ∈ ℋ, 𝑖 =

1, 2, ..., 𝑛 < ∞ iз деякими неважкими умовами. Задача роботи полягає у
побудовi оператора 𝐴, який не тiльки збiгається з 𝐴 на щiльнiй множинi,
але при цьому 𝐴𝜙𝑖 = 𝜆𝑖𝜙𝑖 та 𝐴𝜓𝑖 = �̄�𝑖𝜓𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 <∞.

1. Попереднi вiдомостi.
Нехай у сепарабельному гiльбертовому просторi ℋ, зi скалярним до-

бутком (·, ·) i нормою ‖ · ‖ =
√︀

(·, ·), задано необмежений самоспряжений
оператор 𝐴 iз областю визначення D(𝐴). Позначимо через 𝜌(𝐴) множину
регулярних точок оператора 𝐴.

Розглянемо ланцюг просторiв, побудований за оператором 𝐴:

ℋ−2 ⊃ ℋ−1 ⊃ ℋ ≡ ℋ0 ⊃ ℋ+1 ⊃ ℋ+2, (1)

деℋ+𝑘 = D(|𝐴|𝑘/2) – позитивний простiр з нормою ‖𝜙‖+𝑘 = ‖(|𝐴|+𝐼)𝑘/2𝜙‖,
𝜙 ∈ D(|𝐴|𝑘/2), ℋ−𝑘 – поповнення ℋ за нормою ‖𝑓‖−𝑘 = ‖(|𝐴| + 𝐼)−𝑘/2𝑓‖,
𝑓 ∈ ℋ, 𝑘 = 1, 2, 𝐼 – одиничний оператор в ℋ. Очевидно ℋ+2 = D(𝐴). Через
⟨·, ·⟩ позначимо дуальний скалярний добуток мiж просторами ℋ+1 i ℋ−1.

Розширення оператора 𝐴 за неперервнiстю на все ℋ−1 можна вважати
обмеженим оператором, що дiє з ℋ+1 в ℋ−1. Таке розширення, тимчасово,
позначимо через A.

У ланцюгу (1) розглянемо обмежений лiнiйний оператор 𝑉 =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1
𝛼𝑖,𝑗⟨·, 𝜔𝑖⟩𝛿𝑗 ,

𝑛 <∞, 𝜔𝑗 , 𝛿𝑗 ∈ ℋ−1 iз областю визначення D(𝑉 ) ⊂ ℋ+1 i областю значень
R(𝑉 ) ⊂ ℋ−1, ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗 – матриця констант зв’язку, де 𝛼𝑖,𝑗 ∈ C ∖ {0}.
Сума A + 𝑉 є обмеженим оператором в ℋ−1.
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Розглянемо оператор 𝐴, заданий виразом:

𝐴 = 𝐴+ 𝑉 = 𝐴+

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗⟨·, 𝜔𝑖⟩𝛿𝑗 , (2)

який розумiється як оператор A +
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1
𝛼𝑖,𝑗⟨·, 𝜔𝑖⟩𝛿𝑗 , з простору ℋ+1 в ℋ−1,

звужений на ℋ. Такий оператор називають (за аналогiєю iз самоспряже-
ними випадками) сингулярно несиметрично збуреним класу ℋ−1 вiдносно
оператора 𝐴.

У разi, коли хоча б один з векторiв 𝛿𝑗 , 𝜔𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ не нале-
жить ℋ−1, але належить ℋ−2, попереднi мiркування (а також i подальшi)
не змiстовнi.

Далi у роботi будемо традицiйно використовувати позначку 𝐴 замiсть
A, якщо це не буде вести до суперечностi.

Означення 1 ([5]). Нехай 𝐴 — необмежений самоспряжений оператор
в сепарабельному гiльбертовому просторi ℋ. Для наборiв лiнiйно неза-
лежних векторiв {𝜔𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ ℋ−1 i {𝛿𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ ℋ−1, 𝑛 < ∞, таких що
Ω ∩ ℋ = {0}, ∆ ∩ ℋ = {0}, де Ω := span{𝜔𝑖}𝑛𝑖=1, ∆ := span{𝛿𝑗}𝑛𝑗=1, опе-
ратор 𝐴 називається сингулярно збуреним класу ℋ−1 вiдносно 𝐴, якщо
при деякому фiксованому 𝑧 ∈ 𝜌(𝐴) його область визначення

D(𝐴) =

⎧⎨⎩𝜗 = 𝜑−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝑧)⟨𝜑, 𝜔𝑖⟩(𝐴− 𝑧)−1𝛿𝑗 | 𝜑 ∈ D(𝐴)

⎫⎬⎭ , (3)

де 𝑏𝑖,𝑗(𝑧) – елементи матрицi 𝐵1(𝑧) = ℵ𝐺1(𝑧)
−1, 𝐺1(𝑧) = (𝐼 + Φ1(𝑧)ℵ), за

умови det 𝐺1(𝑧) ̸= 0, ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, Φ1(𝑧) =
(︀
(𝛿𝑖, (𝐴− 𝑧)−1𝜔𝑗)

)︀𝑛
𝑖,𝑗=1

, 𝐼 –
одиничний оператор; та

D(𝐴) =Dℋ1+̇span{(𝐴− 𝑧)−1𝛿𝑗}𝑛𝑗=1,

Dℋ1 =
{︀
𝜑 ∈ D(𝐴) | ((𝐴− 𝑧)𝜑, (𝐴− 𝑧)−1𝜔𝑗) = 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

}︀
,

(4)
за умови det𝐺1(𝑧) = 0; i дiя на векторах з D(𝐴) задається правилом

(𝐴− 𝑧)𝜗 = (𝐴− 𝑧)𝜑. (5)

Такий оператор позначається 𝐴 ∈ 𝒫𝑛
−1(𝐴).
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Насправдi, означення 1 є бiльш загальним, а нiж в [5], оскiльки в [5]
використовувалася дiагональна матриця.

Теорема 1. Дiя сингулярно несиметрично рангу 𝑛 збуреного самоспря-
женого оператора вигляду (2) на векторах з областi визначення D(𝐴) (3)
(та зокрема (4)) задовольняє (5).

Доведення теореми мало вiдрiзняється вiд наведеного у частинному
(дiагональному) випадку в [5] i без особливих зусиль переноситься на не
дiагональний випадок.

Також в [5] наведено опис 𝐴 ∈ 𝒫𝑛
−1(𝐴) у формi резольвенти.

Теорема 2. [5] Нехай 𝐴 – необмежений самоспряжений оператор в се-
парабельному гiльбертовому просторi ℋ i 𝐴 ∈ 𝒫𝑛

−1(𝐴). Тодi резольвенти
𝑅𝑧 = (𝐴− 𝑧)−1 i �̃�𝑧 = (𝐴− 𝑧)−1 пов’язанi формулою типу М.Крейна, для
𝑧, 𝜉 ∈ 𝜌(𝐴) ∩ 𝜌(𝐴):

�̃�𝑧 = 𝑅𝑧 +

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝑧)(·, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧) (6)

iз векторно-значними функцiями

𝑛𝑗(𝑧) = (𝐴−𝜉)(𝐴−𝑧)−1𝑛𝑗(𝜉), 𝑚𝑗(𝑧) = (𝐴−𝜉)(𝐴−𝑧)−1𝑚𝑗(𝜉), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛,

(7)
де 𝑛𝑗(𝑧),𝑚𝑗(𝑧) ∈ ℋ+1 ∖ ℋ+2, i матрично-значною функцiєю 𝐵1(𝑧)

−1 =

{𝑏𝑖,𝑗(𝑧)}𝑛𝑖,𝑗=1, такою що

𝐵1(𝑧)
−1 −𝐵1(𝜉)

−1 = (𝑧 − 𝜉)Γ(𝑛𝑖(𝜉),𝑚𝑗(𝑧)), (8)

де Γ( · · ) – матриця Грама векторiв 𝑛𝑖(𝑧) = 𝑅𝑧𝜔𝑖, 𝑚𝑗(𝑧) = 𝑅𝑧𝛿𝑗 i коефi-
цiєнти 0 < |𝛼𝑖| <∞, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

Для подальшого розгляду також буде використовуватися i обернена
задача.

Теорема 3. [5] Нехай в сепарабельному гiльбертовому просторi ℋ зада-
ний самоспряжений оператор 𝐴, тодi операторно-значна функцiя

�̃�𝑧 := (𝐴− 𝑧)−1 +
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝑧)(·, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧), 𝑧 ∈ 𝜌(𝐴) (9)
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є резольвентою сингулярно збуреного класу ℋ−1 оператора, якщо для
𝑛𝑖(𝑧), 𝑚𝑖(𝑧), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 та 𝐵1(𝑧) = {𝑏𝑖,𝑗(𝑧)}𝑛𝑖,𝑗=1 виконуються спiввiд-
ношення:

𝑛𝑗(𝑧) = (𝐴−𝜉)(𝐴−𝑧)−1𝑛𝑗(𝜉), 𝑚𝑗(𝑧) = (𝐴−𝜉)(𝐴−𝑧)−1𝑚𝑗(𝜉), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛,

(10)
𝐵1(𝑧)

−1 −𝐵1(𝜉)
−1 = (𝑧 − 𝜉)Γ(𝑚𝑖(𝜉), 𝑛𝑗(𝑧)), (11)

i span{𝑛𝑖(𝑧)}𝑛𝑖=1, span{𝑚𝑖(𝑧)}𝑛𝑖=1 ⊂ ℋ+1 ∖ ℋ+2.

2. Новi точки точкового спектру.
Нехай заданi деякi числа 𝜆𝑖 ∈ C i вектори 𝜙𝑖 ∈ ℋ та 𝜓𝑖 ∈ ℋ, 𝑖 =

1, 2, ..., 𝑛 < ∞. Побудуємо оператор 𝐴, який збiгається з 𝐴 на щiльнiй
множинi, i для якого обранi числа 𝜆𝑖 ∈ C є власними числами, а вектори
𝜙𝑖 ∈ ℋ та 𝜓𝑖 ∈ ℋ, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 <∞ – власними векторами.

Теорема 4. Для заданого самоспряженого оператора 𝐴 в сепарабельному
гiльбертовому просторi ℋ i набору чисел 𝜆𝑖 ∈ C, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ та
векторiв 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 ∈ ℋ+1, таких що span{𝜙𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1 ∖ ℋ+2, span{𝜓𝑖}𝑛𝑖=1 ∈
ℋ+1 ∖ℋ+2, iснує єдиний сингулярно несиметрично рангу 𝑛 класу ℋ−1 опе-
ратор 𝐴 ∈ 𝒫𝑛

−1(𝐴), такий що 𝐴𝜙𝑖 = 𝜆𝑖𝜙𝑖 i 𝐴𝜓𝑖 = �̄�𝑖𝜓𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 <∞.
При цьому оператор 𝐴 подається у виглядi:

𝐴 = 𝐴−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(·, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 , (12)

де вектори 𝜔𝑖, 𝛿𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 визначаються виразами

𝜔𝑖 = (𝐴− �̄�𝑖)𝜓𝑖, 𝛿𝑗 = (𝐴− 𝜆𝑗)𝜙𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛, (13)

а матриця констант зв’язку ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 є оберненою до матрицi 𝐺 =

{(𝐴− 𝜆)𝜙𝑖, 𝜓𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, за умови det𝐺 ̸= 0.

Доведення. Запишемо задачу на власнi значення для оператора вигляду
(12):

𝐴𝜙𝑘 = 𝐴𝜙𝑘 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 = 𝜆𝑘𝜙𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛,

звiдки, використовуючи (13), отримуємо
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 = 𝛿𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.
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Оскiльки вектори 𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 є лiнiйно незалежними, то i 𝛿𝑖, 𝑖 =

1, 2, ..., 𝑛 – також є лiнiйно незалежними через лiнiйнiсть 𝐴. Отже з остан-
ньої рiвностi отримуємо

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 = 0, якщо 𝑗 ̸= 𝑘,

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 = 𝛿𝑘, якщо 𝑗 = 𝑘.

Якщо, тимчасово, позначимо елементи матрицi 𝐺 = {𝑔𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, то з остан-
нiх рiвностей потрiбно показати

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑔𝑖,𝑗)
−1(𝜙𝑘, 𝜔𝑖)𝛿𝑗 = 1.

Взагалi 𝐺−1 = {Δ𝑖,𝑗

Δ }𝑛𝑖,𝑗=1, де ∆𝑖,𝑗 – вiдповiднi алгебраїчнi доповнення при
обчисленнi оберненої матрицi 𝐺−1, i ∆ = det𝐺. Дiйсно для 𝑗 = 𝑘:

∆𝑘,1

∆
𝑔𝑘,1 +

∆𝑘,2

∆
𝑔𝑘,2 + ...+

∆𝑘,𝑛

∆
𝑔𝑘,𝑛 =

∆

∆
= 1.

А для 𝑗 ̸= 𝑘:

∆𝑝,1

∆
𝑔𝑘,1+

∆𝑝,2

∆
𝑔𝑘,2+...+

∆𝑝,𝑛

∆
𝑔𝑘,𝑛 =

1

∆
(∆𝑝,1𝑔𝑘,1 + ∆𝑝,2𝑔𝑘,2 + ...+ ∆𝑝,𝑛𝑔𝑘,𝑛) = 0.

Останнiй вираз дорiвнює нулю, тому що це визначник матрицi у якої на на
мiстi рядка (𝑔𝑝,𝑖) поставлений ще раз рядок (𝑔𝑘,𝑖) i розкладом за цим ряд-
ком обчислений визначник, тобто визначник матрицi у якої два однаковi
рядки.

Аналогiчним чином розв’язується i задача для спряженого оператора:

𝐴*𝜙𝑘 = 𝐴𝜙𝑘 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

�̄�𝑗,𝑖(𝜓𝑘, 𝛿𝑖)𝜔𝑗 = �̄�𝑘𝜓𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

Єдинiсть випливає iз форми побудови 𝐴. За заданими набором чисел
𝜆𝑖 ∈ C, та векторiв 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 ∈ ℋ+1, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ однозначно будуються
вектори 𝜔𝑖, i 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ та матриця 𝐺 = {((𝐴 − 𝜆𝑖)𝜙𝑖, 𝜓𝑗)}𝑛𝑖,𝑗=1,
яка однозначно визначає ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1. Зрозумiло, що форма доданку є
єдиною iз точнiстю до унiтарної еквiвалентностi.
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Факт належностi отриманого оператора 𝐴 до класу ℋ−1 випливає з
того, що з span{𝜙𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1 ∖ ℋ+2, span{𝜓𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1 ∖ ℋ+2, слiдує
span{𝜔𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ−1 ∖ ℋ, span{𝛿𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ−1 ∖ ℋ. Це є наслiдком основної
леми сингулярно збурених операторiв з використанням методу зсуву, див.
[10]. Отже терема повнiстю доведена.

В якостi наслiдку до теореми 4 сформулюємо випадок самоспряженого
збурення, який є на сьогоднi новим i не мiститься у цитованих джерелах.

Наслiдок. Для заданого самоспряженого оператора 𝐴 в сепарабельному
гiльбертовому просторi ℋ i набору чисел 𝜆𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ та
взаємно ортогональних векторiв 𝜙𝑖 ∈ ℋ+1, таких що span{𝜙𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1∖
ℋ+2 iснує єдиний сингулярно симетрично збурений рангу 𝑛, класу ℋ−1

оператор 𝐴 ∈ 𝒫𝑛
−1(𝐴), такий що 𝐴𝜙𝑖 = 𝜆𝑖𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 <∞.

При цьому оператор 𝐴 подається у виглядi

𝐴 = 𝐴−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗(·, 𝜔𝑖)𝜔𝑗 ,

де вектори 𝜔𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 визначаються виразом 𝜔𝑖 = (𝐴 − 𝜆𝑗)𝜙𝑖,
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, а (симетрична) матриця констант зв’язку ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1

є оберненою до матрицi 𝐺 = {(𝐴− 𝜆)𝜙𝑖, 𝜙𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1.

Зокрема, для самоспряженого випадку матриця 𝐺 завжди така, що
det𝐺 ̸= 0.

Оскiльки збурений оператор можна подати i у формi резольвенти –
теорема 3, то також формулюється i теорема про спектр – аналогiчно до
теореми 4.

Теорема 5. Для заданого самоспряженого оператора 𝐴 в сепарабельному
гiльбертовому просторi ℋ i набору чисел 𝜆𝑖 ∈ C, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 < ∞ та
векторiв 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 ∈ ℋ+1, таких що span{𝜙𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1 ∖ ℋ+2, span{𝜓𝑖}𝑛𝑖=1 ∈
ℋ+1 ∖ℋ+2, iснує єдиний сингулярно несиметрично рангу 𝑛 класу ℋ−1 опе-
ратор 𝐴 ∈ 𝒫𝑛

−1(𝐴), такий що 𝐴𝜙𝑖 = 𝜆𝑖𝜙𝑖 i 𝐴𝜓𝑖 = �̄�𝑖𝜓𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 <∞.
При цьому оператор 𝐴 подається у виглядi:

�̃�𝑧 = 𝑅𝑧 +

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(·, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧), (14)
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де вектори 𝑛𝑖(𝑧), 𝑚𝑗(𝑧), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 визначаються виразами

𝑛𝑖(𝑧) = (𝐴−�̄�𝑖)(𝐴−𝑧)−1𝜓𝑖, 𝑚𝑗(𝑧) = (𝐴−𝜆𝑗)(𝐴−𝑧)−1𝜙𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛,

(15)
а матриця 𝐵(𝑧) = {𝑏𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 є оберненою до матрицi 𝐺(𝑧) = {(𝜙𝑖, 𝑛𝑖(𝑧))}𝑛𝑖,𝑗=1,
за умови det𝐺(𝑧) ̸= 0.

Доведення. Запишемо задачу на власнi значення для оператора вигляду
(14):

�̃�𝑧𝜙𝑘 = 𝑅𝑧𝜙𝑘 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧) = (𝜆𝑘 − 𝑧)−1𝜙𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛,

звiдки, використовуючи (15), для кожного 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛, отримуємо

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧) = (𝜆𝑘 − 𝑧)−1(𝐴− 𝜆)(𝐴− 𝑧)−1𝜙𝑘 = (𝜆𝑘 − 𝑧)−1𝑚𝑘(𝑧).

Оскiльки вектори 𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 є лiнiйно незалежними, то i 𝑛𝑖(𝑧),
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 – також є лiнiйно незалежними через лiнiйнiсть 𝐴. Отже
з останньої рiвностi отримуємо

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝑛𝑖(𝑧))𝛿𝑗 = 0, якщо 𝑗 ̸= 𝑘,

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝑛𝑖(𝑧))𝛿𝑗 = (𝜆𝑘 − 𝑧)−1𝛿𝑘, якщо 𝑗 = 𝑘.

Покажемо, що
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝜙𝑘, 𝑛𝑖(𝑧))𝑚𝑗(𝑧) = 1,

з {𝑏𝑖,𝑗} = 𝐺−1 = {Δ𝑖,𝑗

Δ }𝑛𝑖,𝑗=1, де ∆𝑖,𝑗 – вiдповiднi алгебраїчнi доповнення
при обчисленнi оберненої матрицi 𝐺−1, i ∆ = det𝐺. Дiйсно, для 𝑗 = 𝑘:

∆𝑘,1

∆
𝑏𝑘,1 +

∆𝑘,2

∆
𝑏𝑘,2 + ...+

∆𝑘,𝑛

∆
𝑏𝑘,𝑛 =

∆

∆
= 1,

А, для 𝑗 ̸= 𝑘:

∆𝑝,1

∆
𝑏𝑘,1+

∆𝑝,2

∆
𝑏𝑘,2+...+

∆𝑝,𝑛

∆
𝑏𝑘,𝑛 =

1

∆
(∆𝑝,1𝑏𝑘,1 + ∆𝑝,2𝑏𝑘,2 + ...+ ∆𝑝,𝑛𝑏𝑘,𝑛) = 0,
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Останнiй вираз дорiвнює нулю, тому що це визначник матрицi у якої на
мiстi рядка (𝑏𝑝,𝑖) поставлений ще раз рядок (𝑏𝑘,𝑖) i розкладом за цим ряд-
ком обчислений визначник, тобто визначник матрицi iз двома однаковими
рядками.

Аналогiчним чином розв’язується i задача

�̃�*
𝑧𝜓𝑘 = 𝑅*

𝑧𝜓𝑘 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

�̄�𝑗,𝑖(𝜓𝑘,𝑚𝑖(𝑧))𝑛𝑗(𝑧) = (�̄�𝑘 − 𝑧)−1𝜓𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

Далi використовуємо теорему 3. Дiйсно, векторно-значнi функцiї (15)
задовольняють (10). До (15)

𝑛𝑖(𝑧) = (𝐴− �̄�𝑖)(𝐴− 𝑧)−1𝜓𝑖, 𝑚𝑖(𝑧) = (𝐴− 𝜆𝑗)(𝐴− 𝑧)−1𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛,

(16)
запишемо i

𝑛𝑖(𝜉) = (𝐴− �̄�𝑖)(𝐴− 𝜉)−1𝜓𝑖, 𝑚𝑖(𝜉) = (𝐴− 𝜆𝑖)(𝐴− 𝜉)−1𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

(17)
З перших рiвностей рядкiв (16) i (17) маємо:

(𝐴− 𝑧)(𝐴− �̄�𝑖)
−1𝑛𝑖(𝑧) = 𝜓𝑖 = (𝐴− 𝜉)(𝐴− �̄�𝑖)

−1𝑛𝑖(𝜉).

Отже 𝑛𝑖(𝑧) = (𝐴− 𝜉)(𝐴− 𝑧)−1𝑛𝑖(𝜉), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.
Аналогiчно, з других рiвностей рядкiв (16) i (17) маємо:

(𝐴− 𝑧)(𝐴− 𝜆𝑖)
−1𝑚𝑖(𝑧) = 𝜙𝑖 = (𝐴− 𝜉)(𝐴− 𝜆𝑖)

−1𝑚𝑖(𝜉)

Отже 𝑚𝑖(𝑧) = (𝐴− 𝜉)(𝐴− 𝑧)−1𝑚𝑖(𝜉), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.
Матриця 𝐵−1(𝑧) задовольняє (11). Дiйсно

𝐵−1(𝑧) −𝐵−1(𝜉) = 𝐺(𝑧) −𝐺(𝜉) =

{(𝜙𝑖, 𝑛𝑗(𝑧))}𝑛𝑖,𝑗=1 − {(𝜙𝑖, 𝑛𝑗(𝜉))}𝑛𝑖,𝑗=1 = {(𝜙𝑖, [𝑛𝑗(𝑧) − 𝑛𝑗(𝜉)])}𝑛𝑖,𝑗=1 =

{(𝜙𝑖, [(𝐴− �̄�𝑖)(𝐴− 𝑧)−1𝜓𝑗 − (𝐴− �̄�𝑖)(𝐴− 𝜉)−1𝜓𝑗 ])}𝑛𝑖,𝑗=1 =

{(𝜙𝑖, (𝐴− �̄�𝑖)[(𝐴− 𝑧)−1 − (𝐴− 𝜉)−1]𝜓𝑗)}𝑛𝑖,𝑗=1 =

{(𝜙𝑖, (𝐴− �̄�𝑖)(𝑧 − 𝜉)(𝐴− 𝑧)−1(𝐴− 𝜉)−1𝜓𝑗)}𝑛𝑖,𝑗=1 =

(𝑧 − 𝜉){(𝐴− 𝜆𝑖)(𝐴− 𝜉)−1𝜙𝑖, (𝐴− �̄�𝑖)(𝐴− 𝑧)−1𝜓𝑖}𝑛𝑖,𝑗=1 =
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(𝑧 − 𝜉)Γ(𝑚𝑖(𝜉), 𝑛𝑗(𝑧))
𝑛
𝑖,𝑗=1.

Єдинiсть i факт належностi отриманого оператора 𝐴 до класу ℋ−1 те-
пер випливають iз теореми 3, зокрема з того, що з span{𝜙𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1∖ℋ+2,
span{𝜓𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ+1∖ℋ+2, отримується span{𝜔𝑖}𝑛𝑖=1 ∈ ℋ−1∖ℋ, span{𝛿𝑖}𝑛𝑖=1 ∈
ℋ−1 ∖ ℋ. Це є наслiдком основної леми сингулярно збурених операторiв з
використанням методу зсуву, див. [10]. Отже терема повнiстю доведена.

2. Висновки

Таким чином в роботi побудованi сингулярно несиметрично збуренi
оператори скiнченого рангу класу ℋ−1 iз наперед заданими власними чи-
слами i власними векторами. Задача розв’язана у двох формах – прямiй i
форi резольвенти – не залежно вiд того, скiльки i якi власнi числа були у
незбуреного самоспряженого оператора, та якi з них пропали при збуреннi,
а якi ще новi з’явилися крiм заданих.

У подальшому планується перенести цi результати на випадок не си-
метричного збурення класу ℋ−2. Це вимагає допрацювати означення збу-
реного оператора на випадок не дiагональної матрицi, та враховувати при
цьому параметри, якi об’єктивно при цьому виникають. Окремий iнтерес
також залишається за збуренням нескiнченного рангу навiть у самоспря-
женому випадку iз наперед заданими власними числами власними векто-
рами, побудованими у не рекурентний спосiб а за один крок.
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Дудкин Н. Е., Дюженкова О. Ю.
О точечном спектре, возникающем при сингулярно не симметрично конеч-
ного ранга возмущениях класса ℋ−1 самосопряженного оператора

Резюме

В работе построен сингулярно несимметрично конечного ранга возмущённый опера-
тор класса ℋ−1 с заданными новыми точками точечного спектром и соответствующи-
ми заданными собственными векторами. Точки спектра могут быть произвольными и
накладываться на непрерывный спектр невозмущенного оператора. Собственные век-
торы вибиаються с условием, что их линейная оболочка не лежит в области опреде-
ления невозмущенного оператора. Предложенный метод построения является новым
и для самоспряжених достаточно полно исследованных возмущений. Для построения
использовано обобщение сингулярно ранга один несимметричные возмущения класса
ℋ−1 самоспряженого оператора на случай конечного ранга. Рассматриваются только
возмущения класса ℋ−1, а посему приведены два варианта построения возмущенного
оператора, то есть в прямой форме и в форме резольвенты, которая является общей,
более совершенной и имеет дальнейшие перспектривы в исследованиях. Для полноты
и удобства исследований приведены определения сингулярно несимметрично конечно-
го ранга возмущенного оператора класса ℋ−1 с возмущением заданным полной а не
диагональной матрицей. При этом представвления возмущенного оператора в прямой
форме и в форме резольвенты также являются новыми.
Ключевые слова: сингулярные возмущения, ранг возмущения, класс возмущения, ре-
зольвента, спектр, собственные числа, собственные векторы.

Dudkin M. E., Dyuzhenkova O. Y.
On a point spectrum arising by singularly non-symmetrically finite rank per-
turbations ℋ−1-class of a self-adjoint operator
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Summary

A perturbed singularly of asymmetrically finite rank operator of class ℋ−1 with given new
points of the point spectrum and corresponding given eigenvectors is constructed. The
points of the spectrum can be arbitrary and overlap with the continuous spectrum of the
unperturbed operator. The eigenvectors are selected under the condition that their linear
spen does not lie in the domain of the unperturbed operator. The proposed method of
construction is new and for self-adjoint perturbed operator that is sufficiently fully studied.
To construct, we use a generalization the singular rank one nonsymmetric perturbation of
the class ℋ−1 of a self-adjoint operator in the case of a finite rank. Only perturbations of the
class ℋ−1 are considered. For completeness and convenience of research, the definitions of a
singularly asymmetrically finite rank of a perturbed operator of class ℋ−1 with perturbation
given by a complete and not a diagonal matrix are given. The representations of a perturbed
operator in direct form and in the form of resolvents are also new.
Key words: singular perturbations, tank of perturbation, class of perturbation, resolvent,
spectrum, eigenvalue, eigenvectors.
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